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Uvod

U suvremenoj nastavi naglasava se usmjerenost na ucenike koje se pokuSava potaknuti da
postanu aktivni sudionici nastavnog procesa. Samim tim, ucenje otkrivanjem kao proces
stjecanja znanja putem aktivnog istraZivanja, umjesto pasivnog primanja gotovih informa-
cija, postalo je jedan od temelja danasnjeg obrazovanja. Fokus nastave je na uenicima,
dok se profesor povlaci u drugi plan i navodi ucenike na zakljucke do kojih trebaju doci.

Prema [3], godinama se matematika poucavala pristupom usmjerenim na rjeSavanje
problema; nastavnik predstavlja problem i rjeSenje, uCenici vjezbaju primjenu naucene
vjestine. Nazalost, ovaj pristup se nije pokazao najuspjesnijim jer mnogoj djeci nije pomo-
gao razumjeti ili zapamtiti matematicke koncepte. PouCavanje matematike kroz rjeSavanje
problema obi¢no znaci da ucenici rjeSavaju probleme kako bi naucili nove koncepte, a ne
samo primjenjivali ve¢ naucene algoritme. Ovaj nacin poucavanja moZze se zamisliti inverz-
nim u odnosu na tradicionalni pristup, jer se problem predstavlja na pocetku, a vjeStine 1
ideje proizlaze iz rada sa problemom.

Druga bitna odrednica moderne nastave je tehnologija. Njen napredak doveo je do ve-
likih promjena u realizaciji nastave matematike, te danas veéina nastavnika koristi neko od
tehnoloskih pomagala. Medu njima se istiCu alati dinami¢ne geometrije, koji omogucéuju
ucenicima da interaktivno istrazuju i vizualiziraju razne modele iz svijeta geometrije. Prema
[2], razmiSljanje o tehnologiji kao dodatnoj opciji koju moZemo koristiti u nastavi nije
ispravno. Umjesto toga, tehnologiju treba promatrati kao sastavni dio nastavnikovog ar-
senala za poducavanje. Ona omogucuje proSirenje sadrzaja koje uc€enici mogu nauciti i
raspona problema koje ucenici mogu rjeSavati. To Sto alate dinamiCne geometrije osim
nastavnika mogu koristiti 1 u€enici, ¢ini ih savrSenim instrumentom za provodenje ucenja
otkrivanjem.

Upravo to je i bila motivacija za provodenje istraZivanja ¢iji su tijek, analiza i zakljucci
obradeni u ovom radu. IstraZivanje je provedeno u Sestom razredu osnovne Skole. Ucenici
su bili podijeljeni u tri skupine, te je u svakoj od skupina nastavna jedninica “PovrSina tro-
kuta” obradena na drugi nacin, sa unaprijed pripremljenim materijalima. U prvoj skupini
koristila se frontalna nastava bez primjene racunala, u drugoj skupini se koristila tehnolo-
gija i frontalna nastava, dok se u tre¢oj skupini koristila informaticka ucionica u kojoj je
svaki uCenik imao pristup svom racunalu. Usvojenost gradiva provjeravala se pisanom pro-
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vjerom znanja dva puta; prvi put 4 dana nakon obrade gradiva i drugi put 40 dana nakon
obrade gradiva. Test je bio koncipiran tako da provjerava i proceduralno i konceptualno
znanje ucenika. Podaci prikupljeni istraZzivanjem analizirani su opisnom statistikom, a cilj
je bio testirati nultu hipotezu da razli¢ite metode ne dovode do znacajne razlike u usvo-
jenosti gradiva. Ovaj test proveo se koriStenjem ANOVA (Analysis of Variance) metode.
Na kraju rada je linearnom regresijom dana procjena ovisnosti broja bodova na testiranju i
zakljuCne ocjene iz matematike za svakog ucenika.



Poglavlje 1
Metode

1.1 Ispitanici

Ispitanici su bili u€enici tri razredna odjela Sestog razreda Osnovne Skole Remete. Ucenici
su podijeljeni u skupine 1, 2 i 3, po tome kojemu razrednom odjelu pripadaju (6.a, 6.b, 6.d).
Istrazivanje je provedeno u ozujku, travnju i svibnju 2023. godine, a u njemu je sudjelovalo
ukupno 57 ucenika. Sva tri odjela imaju istu profesoricu iz matematike, koja je potvrdila
da nijedan od njih ne odstupa znacajno po matemati¢kom znanju od ostalih.

1.2 Nastavni sati

Aplet (eng. Applet) u Geogebri je unaprijed pripremljeni interaktivni vizualni materijal za
koriStenje na satu. Moze biti osmisljen tako da je pogodan za samostalan rad ucenika ili
kao pomoc¢ nastavniku kod prezentiranja sadrzaja. U ovom istrazivanju, svaki od apleta
sastojao se od interaktivne slike, uputa za koriStenje te gumbova za otkrivanje/sakrivanje
tekstualnog rjeSenja (eng. checkbox).

Za potrebe istrazivanja u svakoj od tri skupine je nastavna jedinica “PovrSina trokuta”
obradena na drugi nacin. U prvoj skupini se koristila frontalna nastava bez primjene
racunala, uz nastavne listi¢e za otkrivanje te plo¢u. U drugoj skupini su se koristili nas-
tavni listi¢i 1 frontalna nastava uz primjenu racunala, na nacin da je nastavnik na projek-
toru prikazivao unaprijed pripremljene interaktivne materijale u Geogebri. Nastavni sat za
trecu skupinu se odrzao u informatickoj uc¢ionici u kojoj je svaki ucenik imao pristup svom
raCunalu sa spomenutim materijalima.

Sat u sve tri skupine pocinje na isti naCin. Ucenici se rjeSavanjem listi¢a prisjecaju
formule za povrSinu pravokutnika, a potom i za povrSinu pravokutnog trokuta (koristeci
isti pravokutnik i njegovu dijagonalu). U svakoj od skupina bilo je nekoliko ucenika koji
su mislili da je formula za povrSinu pravokutnika P = 2a + 2b. Nakon toga otkrivaju opéu
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formulu za povrSinu trokuta, skupine 1 i 2 koristeci nastavni listi¢ te primjer prikazan na
slici 1.1, a skupina 3 koristeéi se apletom u Geogebri (slika 1.2), na kojem sami mogu
mijenjati prikaz te uoCavati sukladne trokute.
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Slika 1.1: Slika sa nastavnog listia za skupine 11 2

Cilj je, u sve 3 skupine, da ucenici sami uoce kako je zadani trokut podijeljen na 2
pravokutna trokuta (AAEF 1 AEBF), ¢iju povrSinu znaju odrediti kao polovicu povrSine
pravokutnika kojemu je dijagonala hipotenuza tog pravokutnog trokuta. Iz toga zakljucuju
da je povrSina AABF jednaka polovici povrSine pravokutnika ABCD, odnosno dolaze do
formule P = —

. Nakon rjeSavanja listi¢a, skupini 1 nastavnik na ploci crta sliku 1.1, a

skupinama 2 i 3 nastavnik na projektoru pokazuje aplet sa slike 1.2 te ukazuje na sukladne
trokute.
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Slika 1.2: Aplet za skupinu 3 - otkrivanje formule za povrSinu trokuta

Nastavak sata razlikuje se u svakoj od skupina. Ucenici skupine 3 ¢e dobiti 3 apleta, te
¢e imati nekoliko minuta za istrazivanje svakog od njih. Na prvom apletu se nalazi pravo-
kutnik kao na slici 1.1 kojemu vrhovi nisu fiksirani. Ucenici prate upute 1 pomicu vrhove
pravokutnika, te uocavaju kako se povecanjem duljina stranica a i v, poveéava i povrSina
pravokutnika ABCD, a samim tim i povrSina trokuta ABF. Drugi aplet (slika 1.3) prika-
zuje trokut i 2 paralelna pravca. Jedna stranica trokuta nalazi se na jednom pravcu, dok
se preostali vrh trokuta nalazi na drugom pravcu. Ucenici prate upute 1 pomicu taj vrh po
pravcu, mijenjajuci tako izgled trokuta, istovremeno pokusavajuci otkriti kako ¢e se mije-
njati njegova povrsSina. Na kraju aktivnosti, koristeci checkbox, uenici otkrivaju duljine
stranica 1 visine trokuta, formulu za povrSinu, te kona¢no povrSinu trokuta. Uocavaju da
povrsina ovisi o duljini stranice i njenoj visini, koji su u ovom primjeru konstantni, pa se
ni povrsina trokuta ne mijenja.
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Pravci p i g su paralelni.
Mijenjaj trokut ABC tako da pomices tocku C po pravcu g.
Kako se mijenja povrSina trokuta ABC?

&
pr
VC
N A LB
Duljine stranica i visine a=15.37 P c-v 10 5 8 40 02
Povrsina trokuta (formuia) b=8.59 - 2 - - '
Povrsina trokuta ABC c=10
v.=8

Slika 1.3: Aplet 2

Treéi aplet je kreiran slicno kao i drugi, samo Sto ovaj puta ucenici tocku C pomicu ver-
tikalno, a to¢ke A 1 B horizontalno po pravcu na kojemu leze. Pomacima tih tocaka mije-
njaju se 1 duljine osnovice i visine na osnovicu, pa se tim mijenja i povrsina trokuta. Nakon
Sto ucenici zavrSe svaku od aktivnosti sa apletima, nastavnik je prokomentira i uvjeri se da
su ucenici dosli do ispravnih zaklju¢aka. Nastavnik ¢e u skupini 2 sve ove aplete pokazati
na projektoru, te otkrivati jedan po jedan checkbox, kroz diskusiju navode¢i ucenike na
toCne zakljucke. Isto to ¢e napraviti i u skupini 3, samo ovaj puta skicirajuci svaku od slika
sa apleta na ploc€i. Na kraju sata ¢e svaka skupina dobiti identicne zadatke za uvjeZbavanje.

Zapazanja sa satova

Potrebno je odmah spomenuti da sa ucenicima nijedne od skupina gradivo dosad nije
obradivano na ovaj nacin, pa je jasno kako su ucenici druge i tre¢e skupine bili puno za-
interesiraniji za rad nego ucenici prve skupine. Ipak, bas zbog te neuhodanosti, trea sku-
pina je bila puno sporija od ostalih te sam konstantno morao obilaziti razred jer je uvijek
netko imao problem; od problema sa paljenjem racunala, otvaranjem Geogebre ili poje-
dinih apleta, preko zaigranosti pojedinih u€enika kojima je bilo zanimljivo testirati mogu
li se trokuti sa slika proSiriti izvan prozora Geogebre ili suziti u jednu to¢ku. Takoder, u
par slucajeva ucenici nisu uopce otvarali checkboxove korak po korak, nego sve odjednom,
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oduzevsi tako sebi priliku da promatrajuci promjene na slikama sami uoce zakonitosti, §to
1 jest cilj ovih aktivnosti.

Zarazliku od njih, u drugoj skupini sam ja sve aplete pokazivao na projektoru, pa su svi
apleti bili obradeni bez ikakvih Sumova, u tempu i redosljedu kako su 1 zamisljeni. Ucenici
su bili izrazito aktivni, davali su svoje pretpostavke i obrazloZenja za njih, uocavajuci sami
pogreske u svom razmisljanju pri otvaranju sljedeéeg checkboxa.

Takoder, druga i treca skupina su dosta vremena potroSile na istrazivanje apleta i razli¢itih
prikaza koje su mogli dobiti. Stoga je prva skupina imala najviSe vremena za rjeSavanje
zadataka na kraju sata, dok je trecoj skupini ostalo tek nekoliko minuta.

1.3 Test

Struktura testa

Testom se istrazivalo u¢enicko razumijevanje koncepta povrSine, te je proveden dva puta;
prvi put 4 dana nakon obrade gradiva, a drugi put 40 dana nakon obrade gradiva. Test je bio
isti oba puta, pisao se 15 minuta, te su ga pisali samo ucenici koji su bili na nastavi na dan
obrade gradiva. Sastojao se od 8 zadataka i ukupno je nosio 9 bodova. Svi zadaci, osim
prvog, su bili zadaci izbora (na zaokruZivanje). Takoder, buduéi da je ideja bila testirati
konceptualno znanje ucenika i njihov prostorni zor, svi zadaci, osim prvog i osmog, su
zadaci sa slikom.

Opis zadataka

U prvom zadatku su zadani duljina stranice i duljina visine na tu stranicu, a traZi se povrSina
trokuta. Taj zadatak je trebao provjeriti proceduralno znanje u€enika (jesu li naucili for-
mulu). U drugom zadatku na skici trokuta naznacene su duljine dviju stranica i visine
na jednu od njih. Ovdje se provjerava razumiju li ucenici pojam ’visina na stranicu”. U
treCem zadatku su ucenici dobili skicu trokuta sa nazna¢enim duljinama jedne stranice i
visine na neku drugu stranicu, a iz nje su trebali su zakljuciti da se povrSina tog trokuta ne
mozZe odrediti.

Cetvrti (prikazan na slici 1.4), peti i $esti zadatak su bili sli¢ni. U svakome od njih slika
prikazuje nekoliko paralelnih pravaca i 3 trokuta, te je potrebno odrediti koji od trokuta
ima najvecu povrsSinu. Razlikuju se po tome Sto su u petom zadatku trokuti rasporedeni
tako da je osnovica svakoga na jednom od tri paralelna pravca, dok je visina jednog od
trokuta bila dulja nego kod ostala dva. Buduci da su osnovice sva 3 trokuta jednake duljine
a, najvecu povrsinu ima trokut sa najduljom visinom. U Sestom zadatku su tri trokuta bila
posloZena tako da im je osnovica na jednom pravcu, a preostali vrh na njemu paralelnom
pravcu. Ucenici su trebali uociti da jedan od trokuta ima dulju osnovicu od preostala dva,
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4. Pravci f, g i h su usporedni. Koja 2 trokuta su jednake povrsine?

h D E
[ N e
T & 5 il

a) ABDIiABC

b) ABD i ABE

c) ABCiABE

d) Sviimaju razlicite povrsine

Slika 1.4: 4. zadatak

pa ¢e mu zbog toga i povrSina biti ve¢a. U sedmom zadatku (slika 1.5) ucenici su trebali
oo g » . .. a-a
uociti da je povrSina kvadrata a - a, dok je povrSina trokuta —

7. Koliki je omjer povrsina kvadrata i trokuta na slici?

al] 14
b) 2:1
¢ 31

d) Ne moZe se odrediti

Slika 1.5: 7. zadatak

Posljednji, 8. zadatak je nosio 2 boda te je bilo potrebno zaokruZiti sve tocne tvrdnje:

a) Postoji tupokutan trokut kojemu su sve 3 visine jednake.

b) U svakom raznostrani¢nom trokutu sve 3 visine su razlicite.

¢) U svakom jednakokra¢nom trokutu barem 2 visine su jednake.
d) Postoji jednakostrani¢an trokut kojemu su sve 3 visine razlicite.
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Tocni odgovori su b) i ¢), svaki to€an odgovor je nosio 1 bod, a svaki netocan 1 nega-
tivni bod. Maksimalan broj bodova na ovom zadatku je bio 2, a minimalan 0 (nije moguce
ostvariti negativne bodove). Prilog 1 - test sadrzava cijeli test u njegovom izvornom obliku.






Poglavlje 2

Teorijski okvir

2.1 Vjerojatnost

Definicija 2.1.1. Neka je Q neprazan skup. Familija podskupova F od € zove se o-algebra
(ili o-algebra dogadaja), ako vrijede sljedeca tri svojstva:

(i) QeF;

(ii) Akoje A € F, onda jei A° € F (zatvorenost na komplement);

(iii) AkosuAjeF,jeN, ondajeilJ;., € F (zatvorenost na prebrojive unije).
Ureden par (Q, F) zove se izmjeriv prostor.

Definicija 2.1.2. Neka je Q neprazan skup i ¥ o-algebra dogadaja. Vjerojatnost na izmje-
rivom prostoru (Q, F) je funkcija P : ¥ — [0, 1] koja zadovoljava sljedeca tri svojstva:

e (Al) (nenegativnost) Za sve A € ¥,P(A) > 0;
e (A2) (normiranost) P(QQ) = 1;
e (A3) (o-aditivnost) Za svaki niz (A j)jeN po parovima disjunktnih dogadaja

AjeF(ANA;=0zai# j)vrijedi

P(UAj] =Y P(4)).
=1 =1
Uredena trojka (€, F ,P) zove se vjerojatnosni prostor.

11
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Definicija 2.1.3. Neka je (Q, 7 ,P) vjerojatnosni prostor. Tada je slucajna varijabla na
(Q, F,P) svaka funkcija X : QQ — R takva da vrijedi

(X<x}={weQ: X(w)<xeF, xeR 2.1)

Definicija 2.1.4. Funkcija distribucije slucajne varijable X je funkcija F : R — [0, 1]
definirana formulom:
Fx)=P(X<x), xeR (2.2)

Definicija 2.1.5. Slucajna varijabla X : Q — R je apsolutno neprekidna ako postoji f :
R — [0, 00) takva da za sve x € R vrijedi

Fx)=PX<x)= fx f()dt. (2.3)

Funkcija f se zove funkcija gustoce od X.

Napomena 2.1.6. Neka je f : R — [0, o) (Lebesgue integrabilna) funkcija za koju vrijedi

f ) f(tdt = 1. (2.4)

Tada je f funkcija gustoce neke apsolutno neprekidne slucajne varijable. Zaista, stavimo
Q:=R F :=BR), P(B) := fo(t)dt, B e BR)i X(w) := w, w € Q. Tada vrijedi,

Fx)=PX<x)=PlweQ:w<x})= fx f(t)dt.

Primjer 2.1.7. Neka je

1 £
d(x) = ez, xeR.

\2r

Zelimo pokazati da je ¢ funkcija gustoée neke slucajne varijable.

Definirajmo
00 t2
I:= f e 2dt
0
Tada imamo sljedece:

0 52 0 f2 0 0 3'2+t2
I’ = (f e_zds) (f e‘zdt) :f f e 2 dsdt
0 0 0o Jo
2 p T (e (7 g
= e 2rdrdf = —f e Trdr = —f e'dt = =.
j; fo 2 Jo 2 Jo 2

[S]
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Iz toga sljedi I = \/g

Konacno,
foo d(H)dt = 2L _ 1 (2.5)
oo \2r '
pa po (2.4) slijedi da je ¢ funkcija gustoce neke slucajne varijable.

Definicija 2.1.8. Neka je X apsolutno neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce
f. Ako je f_ O:o |x|f(x)dx < oo, onda postoji matematicko ocekivanje od X definirano sa

E(X) := foo xf(x)dx.

Primjer 2.1.9. Neka je X apsolutno neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce ¢.
Tada je po 2.1.8

E(X) = f : Xf(0)dx = f : \/L_e—“fdx ~0 2.6)

2

Definicija 2.1.10. Neka je X neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce f i ocekivanjem
E(X). Varijanca od X definira se kao

Var(X) := B[(X - E00))’]

Primjer 2.1.11. Neka je X apsolutno neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce
¢. Odredimo Var(X).

Po (2.7) znamo da ocekivanje standardne normalne slucajne varijable iznosi 0. Sada
racunamo njenu varijancu:

Var(X) = f (x — u)*P(x)dx
1 f"" , 2
= — x‘e" 7dx.
V27T —00
U=2x u =1
= 2
VvV =xe T V=—e

Fef) -
=|—xe 2?2 -
o V2r J-

—0+—f e 2dx
\V2r

Po (2.5) vec¢ znamo da je vrijednost ovog integrala jednaka 1, pa stoga imamo

S

_a2
—e 7dx

Var(X) =1
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Definicija 2.1.12. Slucajna varijabla X s funkcijom gustoce ¢ zove se standardna normalna
slucajna varijabla. Oznaka je X ~ N(0, 1). Pripadnu funkciju distribucije oznacavamo s
®. Nadalje, neka su p € R i 0 > 0 te neka je

1 _(x—mz
w2, x€R.

Jx) =

e
o V2

Buduci da zbog 2.5 vrijedi (zamjena varijabli t = (x — p)/o ),

f " fdx = f T p(di = 1,

f je funkcija gustoce neke slucajne varijable. Pripadna slucajna varijabla X zove se nor-
malna slu¢ajna varijabla s parametrima u i 0. Oznaka je X ~ N (,u, 0'2)

Primjer 2.1.13. Nekaje X ~ N(0, 1) ineka suu,o € R,0 # 0. Definirajmo g(x) := ox+.
Tada je Y := g(X) dobro definirana slucajna varijabla i pripadna funkcija gustoce je

1 _G=w?
e 202

fr(x) =

2no
Dakle, Y ~ N(,u, 0'2).
Vrijedi i obrat, ako je Y ~ N (,Ll, 0'2) i ako X definiramo kao

tada je
X ~N(,1)

Takoder, iz toga slijedi da je
Var(Y) = Var (X + w)
Napomena 2.1.14. Ako je E (Xz) < o0, onda za sve a, b € R vrijedi
Var(aX + b) = a* Var(X).

Teorem 2.1.15. Neka je X apsolutno neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce fx
i neka je g : R — R neka funkcija (koja zadovoljava odredena svojstva, npr. g ima najvise
prebrojivo mnogo prekida). Definirajmo Y := g o X = g(X). Ako

f lg()| fx(x)dx < o0,

onda Y ima matematicko ocekivanje i vrijedi

00

E(Y) = E(g(X)) = f g(x) fx(x)dx. 2.7)

—00



2.2. STATISTIKA 15

Primjer 2.1.16. Neka je Y ~ N (u.0?). Pokazimo da je E(Y) = 1. Neka je X ~ N(0,1).
Buduéi da je oX + u ~ N(,u, 0'2), po (2.7) zakljuc¢ujemo da je

E(Y)=E(cX +u) = \/% foo(O'x +,u)e_%dx = U.
T J-—

Za viSe detalja na ovu temu pogledati [4].

2.2 Statistika

Statisticke testove koristimo kad Zelimo provjeriti neku hipotezu. Svaki postupak testiranja
polazi od postavljanja nulte ili Hj, hipoteze 1 alternativne ili H; hipoteze. H, hipoteza je ono
Sto Zelimo pokazati, dok je H, hipoteza onakvo stanje stvari kakvo bi bilo da nema nikak-
vog vanjskog utjecaja, ono Sto bi trebalo biti ispravno. Te dvije hipoteze su medusobno pro-
turjeCne. Kao primjer, jedna od alternativnih hipoteza u ovom radu je koristenje racunala u
obradi nastavne jedinice ”PovrSina trokuta” utjece znacajno na usvojenost gradiva, dok je
njoj odgovarajuca nulta hipoteza koristenje racunala u obradi nastavne jedinice ” Povrsina
trokuta” NE utjece znacajno na usvojenost gradiva. Nakon postavljanja hipoteza, pretpos-
tavimo da je hipoteza H), istinita te provjeravamo koliko je u tom slucaju vjerojatno da smo
dobili uzorak koji imamo. Ukoliko je to dosta vjerojatno, ne odbacujemo nultu hipotezu.
Medutim, ukoliko je to malo vjerojatno, odbacujemo nultu hipotezu.

Recimo da je prosjecni postotak rijeSenosti nekog testiranja iz gradiva “PovrSina tro-
kuta” 60%, a ucenici naSe skupine, koji su isto gradivo obradivali uz koriStenje racunala su
na tom testiranju uspjesno rijesili 62% zadataka. Buduc¢i da smo pretpostavili da vrijedi H,
tj. da naCin obrade gradiva ne utjeCe na usvojenost samog gradiva, sada se pitamo kolika
je vjerojatnost da bi slucajno odabrani uzorak ucenika ostvario uspjeh od 62%. OCcito je da
je vjerojatnost relativno velika, pa nemamo dovoljno razloga da bismo odbacili nultu hipo-
tezu. Medutim, ukoliko su u€enici naSe skupine rijesili testiranje sa tocnos¢u od 88%, tada
je, ponovno uz pretpostavku da medu svim ucenicima nema razlike u usvojenosti gradiva,
pitanje koliko je vjerojatno da bi slu¢ajno odabrana skupina ucenika rijesila testiranje sa
tocnoS¢u od 88%. Jasno je da je u ovom slucaju ta vjerojatnost puno manja nego u prvom.
Ukoliko procijenimo da je ona dovoljno mala, tada odbacujemo nultu hipotezu u korist
alternativne.

Postavlja se pitanje Sto znaCi da je vjerojatnost za neSto velika ili mala. Ukoliko
pomocu podataka iz testiranja uspijemo izraCunati vjerojatnost da smo, uz to da vrijedi
hipoteza H,, dobili uzorak koji imamo (ili jo§ radikalniji), tada taj broj predstavlja p-
vrijednost. Ako smo za p-vrijednost dobili 0.5, to znaci da je vjerojatnost da vrijedi nulta
hipoteza i da smo dobili nas uzorak (ili ekstremniji) 50%, $to sigurno nije dovoljno da od-
bacimo nultu hipotezu. Medutim, ukoliko smo za p-vrijednost dobili 0.001, to znaci da je



16 POGLAVLIJE 2. TEORIJSKI OKVIR

vjerojatnost da vrijedi nulta hipoteza 1 da smo dobili naS uzorak (ili ekstremniji) 0.1%, pa
sa dosta velikom sigurno$¢u mozemo zakljuciti da H ne vrijedi, te odbaciti nultu hipotezu.
Ostalo je joS samo odrediti koliko mala p-vrijednost treba biti kako bismo odbacili nultu
hipotezu.

Precizan odgovor ne postoji, te se u statistici za tu granicu (razinu znacajnosti) odabiru
razne vrijednosti, najéesce 10, 5 ili 1%. Ukoliko je p-vrijednost koju smo dobili manja
od prije provodenja testiranja odabrane razine znacajnosti, odbacujemo nultu hipotezu,
a u suprotnom je ne odbacujemo. Sve testove u ovom radu ¢emo provoditi sa razinom
znacajnosti od 5%.

Definicija 2.2.1. Slucajni uzorak duljine n za X je niz od n nezavisnih, jednako distribu-
iranih slucajnih varijabli
X1, X0,...,X,

kojima je distribucija jednaka (populacijskoj) razdiobi varijable X.

Definicija 2.2.2. Realizaciju slucajnog uzorka (opaZene vrijednosti x; od X;,i = 1,...,n)
zZovemo uzorkom.

Definicija 2.2.3. Za uzorak xi, x, . . ., x, aritmeticku sredinu definiramo kao
_ X1 +...+Xx,
X=—.
n
Definicija 2.2.4. Za uzorak x, x,, . .., x, uzoracku varijancu definiramo kao

1 n
2 _ )
S =7 i; (x;—X%)".

Napomena 2.2.5. Hi-kvadrat razdioba oznacava se sa x* (n) i ovisi o parametru n koji
zovemo stupanj slobode.

e Ako su Xy, Xz, ..., X, nezavisne standardne normalne slucajne varijable onda je
Z Xl.2 ~ )(z(n).
i=1

o Akosu X, Xs,...,X, nezavisne slucajne varijable s N (;1, 0'2) distribucijom onda je

(n-1S2 (X -X\
o2 _;( o '

Uocimo sljedece: kada bi u gornjoj formuli umjesto X imali ocekivanje u tada bi
slucajne varijable X;“ , Xi;” e X"Cr_ E bile nezavisne standardne normalne pa bi suma
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njihovih kvadrata imala )*(n) distribuciju. Kako nemamo pravo ocekivanje veé prosjek
uzorka, to ¢e se odraziti na nasu distribuciju tako da c¢emo imati jedan stupanj slobode
manje, tj.

(n-DS;

" ~x (=1, (2.8)

Definicija 2.2.6. Fisherova F-razdioba oznacava se sa F(n, m) i ovisi o parametrima nim
koje zovemo stupnjevi slobode. Ako su X ~ x*(n) i Y ~ y*(m) nezavisne slucajne varijable
onda je

~ F(n,m). (2.9)

S~z

Napomena 2.2.7. Ako su X1, X, ..., X, nezavisne slucajne varijable s N (,ul, oﬁ) distribu-

cijom i od njih nezavisne Y1,Y,,..., Y, nezavisne slucajne varijable s N (,ng, 0'%) distribu-
cijom onda je iz (2.8)

(n—1)S2  (m=1)S?
—— XM= i~y Am =)
1 93

pa imamo
2.2
Sy/o

S%/o%

~Fn-1,m-1) (2.10)

ANOVA test

ANOVA test (Analysis of variance) koristimo kada imamo viSe od dvije skupine, a Zelimo

provjeriti jesu li oCekivanja unutar skupina jednaka. Njime usporedujemo odnose vari-

janci unutar pojedinih skupina u odnosu na ukupnu varijancu da vidimo dolazi li ukupna

varijabilnost od razlike u oCekivanjima izmedu skupina ili od varijabilnosti unutar skupina.
Za k nezavisnih slucajnih uzoraka (ne nuzno iste duljine), imamo:

X117X12,~ .. ’Xlnl ~ N(/JI,O'Z)
Xz],Xzz, e ’inz ~ N(/Jz, 0'2)

Xkl,XkZa N annk ~ N(/Jk,O'z)
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gdje je svaki od njih neke duljine n;, te uvodimo oznaku n = Zle n;. Pretpostavljamo
da slucajni uzorci dolaze iz normalnih distribucija i imaju iste varijance, a testiramo imaju
li isto oCekivanje. Stoga su statistiCke hipoteze

H()I,U] =My = ... = U
H, : ne vrijedi Hy odnosno postoje i, j takvi da je u; # u;
Oznacimo ukupno kvadratno odstupanje od ukupnog prosjeka sa

nj

k
E x,]—x

i=1 j=1

gdje je X ukupni prosjek, odnosno X = %Zf;l Z;’;l x;;. Takoder, oznaCimo ukupno kva-
dratno odstupanje od prosjeka unutar svake od skupina sa

SSE := Zkl Z (- %)

i=1 j=1

gdje je x‘, prosjek i-tog uzorka, odnosno ;. = L+ Z o1 Xije Ukoliko je hipoteza H istinita
tada Ce = biti malen, Sto znaci da ¢e ukupna Val’l] abllnost dolaziti od varijabilnosti unutar
skupina. U slucaju da Hy nije istina, tada ¢e g5 biti velik, jer ¢e ukupnoj varijabilnosti

doprinositi i razlike u oCekivanju izmedu skupina. Raspisom sy, dobivamo

||
—
=
~
&=
~
+
~
&=
I
)
N
(]
+
[\
—
=
~
=
~
~
=
[
)
N
e

:SSE+Zk: (x,—x) +2Z(x,—x)z Xij — ,;

Konacno, zbog Z'ff:l (xi = )'c,».) = 0 slijedi

so—SSE+ZZ(x, -x)? —SSE+an(x,

i=1 j=1

Ovim smo pokazali da se ukupna varijabilnost moZze dobiti kao zbroj varijabilnosti
unutar skupina i varijabilnosti prosjeka skupina od ukupnog prosjeka. Definirajmo sada

SST kao .
T := Zni ()_C, - )_6)2 .
i=1
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Bududi da je ¢z = 1 + gg; zakljuCujemo da ¢e ukoliko je hipoteza H, istina gg—g biti
malen, a ako Hy nije istina tada ¢e $3= biti velik.

Naravno, ukoliko Zelimo precizno definirati $to nam znaci malen odnosno velik, mo-
ramo prvo nesto re¢i o distribuciji odgovarajucih statistika. Buducidaje X1, Xi2, ..., Xin, ~
N (ul, 0'2) iz (2.8) znamo da je

1 < _\2
72, (X - %) ~x* (= 1).

Iz toga i nezavisnosti k slucajnih uzoraka slijedi da je

—SSE— ZZ i - Xi) ~)(2(Zk]n,~—l]:)(2(n—k).

i=1 j=1 i=1

k

(X - %) ~ o2 (Z (n; — 1)) =x"(n-k).

i=1

Il
—_
<~
Il
—_

Nadalje, ako vrijedi Hy, mozZe se pokazati da su SSE i SST nezavisni.
Kako je

1 1 1 1 < 2,
—SSE+;SST_O_—SO::—Z (X - X) ~x*(n— 1),

gdje smo ponovno koristili pretpostavku H), zakljuCujemo da je
iSST~ n-1-(m—-k)=x*k-1)
= X (n n =X .

Po (2.9) sada dobivamo da je
SST

k-1
SS—E F(k—l,l’l—k).

n—=k

Za vise detalja na ovu temu pogledati [1].






Poglavlje 3

Rezultati i diskusija

3.1 Prvo testiranje

Kako je ve¢ navedeno, prvo testiranje je provedeno 4 dana nakon obrade gradiva, na
sljedecem satu matematike. Ucenici nisu dobili domacu zadacu, kako bi se izbjeglo da
oni revniji ucenici kod kuée dodatno vjezbaju. U 3 razreda testiranju je pristupio ukupno
51 ucenik. Statisticki testovi su napravljeni u R-u, dok su grafovi radeni u Excelu. Na
grafu na slici 3.1 prikazan je postotak rijeSenosti za svaki zadatak. Iz njega ocitavamo da
je rijeSenost svih zadataka bila izmedu 30 1 75%, Sto sugerira da je test bio dobro zadan, to
jest nijedan zadatak nije bio ni preteZak ni prelagan.

1 2 3 4 5 6 7

Broj zadatka

80

Posotak rijesenosti
= [ [#5] £ i [=)] )
< o =] o =] (=} (=]

(=]

Slika 3.1: Postotak rijeSenosti po zadacima - prvi test

21
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Takoder, negativno se istiCe tre¢i zadatak, u kojemu je bila zadana duljina jedne stranice
1 visina na drugu stranicu, a ucenici su trebali zakljuciti da se povrSina tog trokuta ne
moze odrediti. Potencijalni razlog bi mogao biti $to ucenici na nastavi matematike nisu
navikli rjeSavati ovakve thinking outside of the box zadatke koji provjeravaju razumijevanje
gradiva, ve¢ su nauceni uvrstiti brojeve u formulu i racunati.

100
90

0 ||| I|l III ||| ||I ||| |I| “‘
1 2 3 4 5 6 7 8

Zadatak

g

Postotak rijeSenosti
588 3

[y
=

M Prvaskupina ™ Druga skupina mTrecaskupina

Slika 3.2: Postotak rijeSenosti zadataka po skupinama - prvo testiranje

Slika 3.2 prikazuje graf sa postotkom rijeSenosti zadataka po skupinama. Na njemu
vidimo da je razlika u rijeSenosti po skupinama za svaki zadatak unutar 20%, uz dvije
iznimke; drugi zadatak je prva skupina rijeSila osjetno loSije, dok je Cetvrti zadatak druga
skupina rijeSila osjetno bolje. Iako je pretpostavka da su u€enici skupina 2 i 3 bolje rjeSavali
zadatke 4, 5 1 6, vidimo da izmedu ucenika skupine 1 i 3 nema velike razlike. Medutim,
osim Cetvrtog, druga skupina je neznatno bolje od ostalih rijeSila i peti zadatak, $to sugerira
da su moZda bolje razumjeli Sto povrSina predstvalja graficki.
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12
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Broj u¢enika
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Slika 3.3: Raspodjela studenata po bodovima - prva skupina

Na grafu na slici 3.3 prikazana je raspodjela ucenika po broju to¢no rijeSenih zadataka
na prvom testiranju. [z grafa vidimo da je veéina u€enika imala izmedu 4 i1 8 bodova, dok
nijedan ucenik nije imao minimalnih O ni maksimalnih 9. Ako neSto manji broj ucenika
koji su imali 3 boda pripiSemo tome da je broj ispitanika bio relativno malen, moZemo
zakljuciti da su rezultati rjeSavanja pribliZno normalno distribuirani jer nas raspodjela na
slici podsjec¢a na Gaussovu raspodjelu pomaknutu udesno.

Artimeticka sredina broja bodova na prvom testiranju za sve ispitanike je 5.39, za prvu
skupinu 4.63, drugu 5.81 i tre€u 5.68. Izracunavanjem medijana, gornjeg i donjeg kvartila
te najmanjeg i najveceg podatka u svakom od skupova, mozemo nacrtati brkate kutije koje
vidimo na slici 3.4. Iz njih vidimo da je najveci broj bodova ostvaren u svakoj od skupina
jednak 1 iznosi 8. Najmanji broj bodova za prve dvije skupine je 1, dok je u trecoj skupini
2. Jedina “prava” brkata kutija je ona koja prikazuje podatke prve skupine. Na brkatim
kutijama na drugu i trecu skupinu donji kvartil i medijan imaju istu vrijednost, pa kutije
izgledaju nepotpuno. Uocimo da je razlog tome to Sto je interkvartilni raspon malen (za
drugu skupinu 1, za trecu 2).
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B Prva skupina [ Druga skupina [ Treca skupina

Broj bodova

Slika 3.4: Brkate kutije - prvo testiranje

ANOVA testom (F = 1.825, p = 0.172) smo testirali ima li koriStenje racunala u
nastavi znaCajnog utjecaja na rjeSavanje zadataka. Nulta hipoteza je bila da NE pos-
toje znacCajne razlike u usvojenosti gradiva povrSine trokuta odmah nakon obrade gradiva
izmedu triju skupina: skupina koja je gradivo obradila bez koriStenja racunala (prva sku-
pina), skupina koja je gradivo obradila na nacin da je nastavnik koristio racunalo (druga
skupina) i skupina koja je gradivo obradila na nacin da je svaki ucenik koristio racunalo
(treca skupina). Alternativna hipoteza je bila da medu navedenim skupinama postoji zmacajna
razlika u usvojenosti gradiva. Dakle, imamo 3 nezavisna uzorka za koja pretpostavljamo
da vrijedi

X1, X116 ~ N (u1,07)
X1 s X116 ~ N (12, 0°)
X1, X119 ~ N (13, 0)

a testiramo imaju li jednaka ocekivanja. Dakle, hipoteze su

Ho @y =po =3
H, : ne vrijedi H,
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Rezultati ANOVA testa (F = 1.825, p = 0.172) pokazuju da je p-vrijednost znacajno
veéa od 0.05, pa ne moZzemo odbaciti nultu hipotezu. ZakljuCujemo da nema statisticki
znacajne razlike izmedu bilo koje dvije skupine. Analiza je provedena pomocu sljedeceg
R koda.

prva_skupina <- ¢(4,1,8,2,6,4,2,6,1,4,5,7,7,4,8,5)
druga_skupina <- ¢(6,6,7,6,6,6,3,6,6,7,8,7,7,4,7,1)
treca_skupina <- <¢(4,8,5,6,5,5,8,5,4,2,7,5,7,8,6,3,5,7,8)

svi <- c(prva_skupina, druga_skupina, treca_skupina)

nl <- length(prva_skupina)
n2 <- length(druga_skupina)
n3 <- length(treca_skupina)

grupe<-c(rep(l,nl),rep(2,n2),rep(3,n3))
grupe<-factor(grupe)

podaci <- data.frame(grupe, svi)

rezultati <- aov(svi ~ grupe, data = podaci)
summary (rezultati)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(cF)
grupe 2 13.86 6.932 1.825 0.172
Residuals 48 182.29 3.798

3.2 Drugo testiranje

Nakon prvog testiranja, ucenicima je omoguéeno neko vrijeme da zaborave gradivo. U
meduvremenu su obradivali novu cjelinu, pa se drugim testiranjem provjeravalo hoce li
biti razlika u ueni¢kom konceptualnom (prisjecanje formula) i konceptualnom (Sto pred-
stavlja povrSina) znanju medu skupinama. Pisao se 40 dana nakon obrade nastavne jedinice
“PovrS$ina trokuta”, a pristupilo mu je 54 ucenika. Nakon pisanja prvog testa, ucenici nisu
dobili rezultate, to¢na rjeSenja niti test na uvid, tako da se drugi put pisao identican test.

Na grafu na slici 3.5 vidimo postotak rijeSenosti za svaki zadatak, pri ¢emu plavi stupci
odgovaraju postotku rijeSenosti zadataka u prvom testiranju (slika 3.1), a narancasti stupci
postotku rijeSenosti zadataka u drugom testiranju.
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Slika 3.5: Postotak rijeSenosti po zadacima - oba testa

Najveca razlika u postotku rijeSenosti je u treem zadatku, koji je u prvom testiranju
bio daleko najlosije rijeSen, dok se u drugom testiranju nalazi malo ispod prosjeka (Pro-
sjecan postotak rijeSenosti zadatka u drugom testiranju je 59.38, dok je prosjecan postotak
rijeSenosti treeg zadatka u drugom testiranju 50). To se moZe objasniti time da ucenici
prvi sat nisu uvidjeli da se povrSina racuna kao umnozak duljine stranice i duljine visine
na bas tu stranicu, ali su to naucili daljnom obradom gradiva kroz vjezbu na satu, pisanje
domacih zadada i pripremu za ispit.

Prvi i drugi zadatak, koji su provjeravali osnovne ishode ucenja, te su samim tim bili
rijeSeni Cetvrti 1 peti zadatak, koji su, uz Sesti, provjeravali prostorno shvacanje koncepta
povrsine. Iz toga moZemo naslutiti da su u€enici s viemenom zaboravili formulu, ali su
zapamtili Sto povrSina graficki predstavlja.

Na slici 3.6 vidimo graf sa postotkom rijeSenosti zadataka po skupinama za drugo tes-
tiranje. Usporedimo li ga sa pripradaju¢im grafom za prvo testiranje (slika 3.2), vidimo da
su razlike u rijeSenosti zadataka medu skupinama jo§ manje. Svaka od skupina je najbolje
rijeSila jedan od 3 zadataka fokusirana na shvacanje vizualnog koncepta povrSine, a druga
skupina se pozitivno isti¢e po visokom postotku rijeSenosti prva dva zadatka. UCenici prve
skupine su pokazali zadovoljavajuée proceduralno znanje (formula za povrSinu), pa je is-
pravljena disproporcija u drugom zadatku.

Na grafu na slici 3.7 je prikazana raspodjela ucenika po broju to¢no rijeSenih zada-
taka na drugom testiranju. Nijedan ucenik nije imao 0 bodova, kao ni na prvom testiranju,
ali za razliku od prvog testiranja, na drugome nijedan ucenik nije imao manje od 2 boda.
Takoder, na drugom testiranju je ¢ak troje ucenika imalo stopostotnu rijeSenost testa, za
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Slika 3.6: Postotak rijeSenosti zadataka po skupinama - drugo testiranje

razliku od prvog testiranja gdje je nabolji rezultat bio 8 bodova. Rezultati testiranja su
ponovno pribliZzno normalno distribuirani i raspodjela na slici podsjeca na Gaussovu ras-
podjelu pomaknutu udesno.

Artimeticka sredina broja bodova na drugom testiranju za sve ispitanike je 5.48, za prvu
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Slika 3.7: Raspodjela studenata po bodovima - obje skupine



28 POGLAVLIJE 3. REZULTATI I DISKUSIJA

skupinu 5.24, za drugu 6.18, a za trecu 5.1. Narctamo li brkate kutije (slika 3.8) za sve 3
skupine, vidimo da su ucenici trece skupine na testiranju pokazali najlosije rezultate, dok
je medijan druge skupine bio 7.

B Prvaskupina [l Druga skupina [l Treéa skupina

10

Naslov osi
w

-

}7

Slika 3.8: Brkate kutije - drugo testiranje

ANOVA testom smo testirali sljedece hipoteze; nulta hipoteza je da NE postoje znacCajne
razlike u usvojenosti gradiva povrsine trokuta 40 dana nakon obrade gradiva izmedu triju
skupina, dok je alternativna hipoteza da postoje znacajne razlike. Dakle, opet imamo 3
nezavisna uzorka za koja pretpostavljamo da vrijedi

Xityoo s X7 ~ N(Ml,O'z)
Xityoo s X7 ~ N(,Uz,O'z)
Xityoos X120 ~ N(,U3,0'2)
a testiramo imaju li jednaka ocekivanja. Dakle, hipoteze su
Hoy @y =y = 3
H, : ne vrijedi H,

Rezultati testa (F = 1.586, p = 0.215) su pokazli da koriStenje racunala nema statistic¢ki
znacajnog utjecaja na rjeSavanje zadataka ¢ak ni nakon prolaska odredenog vremena. Ana-
liza je provedena pomocu sljedeéeg R koda.
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prva_skupina <- ¢(2,5,7,2,6,7,5,3,4,7,2,6,6,7,4,7,9)
druga_skupina <- <(8,4,7,5,7,5,8,2,8,8,6,8,4,9,6,7,3)
treca_skupina <- c(4,8,4,4,4,6,4,8,3,5,3,6,5,5,9,5,3,4,7,5)

svi <- c(prva_skupina, druga_skupina, treca_skupina)

nl <- length(prva_skupina)
n2 <- length(druga_skupina)
n3 <- length(treca_skupina)

grupe<-c(rep(l,nl),rep(2,n2),rep(3,n3))
grupe<-factor (grupe)

podaci <- data.frame(grupe, svi)

rezultati <- aov(svi ~ grupe, data = podaci)
summary (rezultati)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
grupe 2 12.15 6.076 1.586 0.215
Residuals 51 195.33 3.830

3.3 Usporedba po skupinama

Zakljucili smo da ni u prvom ni u drugom testiranju nije bilo znacajne razlike medu rezul-
tatima triju skupina. Na slikama 3.9, 3.101 3.11 su brkate kutije koje prikazuju usporedbu
rezulatata testiranja u svakoj skupini posebno. Prvo $to uocavamo da su se u svakoj sku-
pini najlosiji i najobolji rezultat poboljsali u drugom testiranju u odnosu na prvo. Takoder,
u prvoj i drugoj skupini aritmeti¢ka sredina i medijan su nesSto vedi, ali u trecoj skupini
je medijan ostao isti, dok je aritmeticka sredina manja, te je Cak polovica ucenika imala
izmedu 3 1 5 bodova.
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Slika 3.9: Brkate kutije - prva skupina
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Slika 3.10: Brkate kutije - druga skupina
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Slika 3.11: Brkate kutije - trea skupina

Broj bodova

O = N W A U O N ® O

Pogledamo li graf na slici 3.12 koji prikazuje postotak rijeSenosti zadataka u treoj sku-
pini na prvom i drugom testiranju, uo¢avamo da su podjednako dobro rijeSeni svi zadaci,
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osim prva dva. StoviSe, prvi zadatak je rijeSen oko 25% losije, dok je drugi rijeSen ¢ak
45% losije. Ova skupina se kod obrade gradiva koristila samo racunalima, te je moguce da
previse fokusa na vizualni aspekt nastave kod ucenika ostavilo dojam da formula i racun
nisu toliko bitni.

1 2 3 4 5 6 7 8

Zadatak

90

80

70

6

[=]

5

(o]

4

Postotak rije3enosti
& B

)
(=}

[y
(=]

1]

B Prvo testiranje M Drugo testiranje

Slika 3.12: Postotak rijeSenosti po zadacima - treca skupina

Dakle, usporedimo li testiranje provedeno odmah nakon obrade gradiva i ono prove-
deno nakon Sto su ucenici dodatno vjezbali, te potencijalno prolaskom vremena i zabora-
vili, najvecu razliku vidimo u rezultatima testiranja trece skupine, a razlog tome su loSije
rijeSena prva dva zadatka testa.

3.4 Usporedba rezultata testiranja i zaklju¢nih ocjena

Tako ANOVA testom nismo uspjeli pokazati da koriStenje racunala znacajno utjece na zna-
nje ucenika, ipak su ucenici druge skupine su pokazali neSto bolje rezultate od ucenika
preostale dvije skupine i na prvom i na drugom testiranju (i medijan i aritmeti¢ka sredina
druge skupine su u oba slucaja bili ve¢i od medijana i aritmetiCke sredine ostalih skupina).
Medutim, bududi da testiranje nije provedeno na istom uzorku (svaka skupina je zapravo
jedan razredni odjel), postoji moguénost da su ucenicima druge skupine jednostavno bolje
ide matematika, pa im je to bilo dovoljno da lakSe usvoje znanje od drugih skupina, neo-
visno o nacinu poucavanja. Stoga su u istrazivanju (pazeci na postivanje GDPR-a) prikup-
ljene i zaklju¢ne ocjene ucenika, kako bismo vidjeli postoji li korelacija izmedu rezultata
testiranja i zaklju¢ne ocjene iz matematike.
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Slika 3.13: Tockasti grafikon - prva skupina

@ o.®
5 ® - fe .~
® e eo. @ ®
® o aa =
@ ot &
,id @ 9. &, °*°
o
o | L
O S ———' L ®
£ .
= ®
1
0
0 2 4 6 8 10

Broj bodova

Slika 3.14: Tockasti grafikon - druga skupina

Na slikama 3.13, 3.14 1 3.15 vidimo tockaste grafikone za svaku od tri skupine. Svaka
tocka predstavlja jednog ispitanika, pri ¢emu je x koordinata broj bodova koji je ostvario
na testiranju, dok je y koordinata njegova zaklju¢na ocjena iz matematike. Na svaki od
grafikona dodan je i pravac regresije, koji najbolje aproksimira vezu izmedu dviju varijabli.
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Slika 3.15: Tockasti grafikon - treca skupina

Primijetimo 1 kako jedna tocka predstavlja jedan “pristup testiranju”, a ne jednog ucenika,
jer je vecina ucenika pristupila i jednom i drugom testiranju.

Ono §to je logi¢no za pretpostaviti je da bi kod u€enicima poznatijih pristupa odstupanja
od pravca linearne regresije trebala biti manja, dok ¢e kod novih metoda poucavanja bitnu
ulogu u usvajanju gradiva igrati 1 sposobnost adaptacije uenika. Tocno to mozemo 1 uociti
pogledamo li grafove; podaci prve i druge skupine su dosta bliZe pravcu linearne regresije
od podataka trece skupine. U prijevodu, u tre¢oj skupini je bilo puno viSe ispitanika koji
su imali viSu zaklju¢nu ocjenu i manji broj bodova na testiranju ili nizu zaklju¢nu ocjenu,
a veci broj bodova na testiranju. To se slaze s naSom pretpostavkom da su se neki ucenici
kojima klasi¢ni nacin poucavanja ne odgovara dobro prilagodili, dok se neki, naviknuti na
frontalnu nastavu, nisu bas najbolje snasli u situaciji kad se od njih zahtijevalo da sami
otkrivaju.

Koriste¢i se R-om otkrit ¢emo postoji li zaista veza izmedu zakljucnih ocjena i broja
bodova na testiranju. Prvo §to moramo odrediti su koeficijenti pravca y = a + Bx koji
najbolje odgovara nasem uzorku. Zapravo, zanima nas samo nagib tog pravca. U slucaju
da y koordinata tocke nema veze sa njenom x koordinatom, tada ¢e tocke biti “razbacane”
po grafu, pa ¢e pravac koji ih najbolje opisuje biti usporedan sa x-osi, tj. nagib ¢e mu biti
nula. U slucaju da je x koordinata u korelaciji s y koordinatom, tocke Ce pratiti neki pravac
sa nagibom razli¢itim od nula. Pretpostavljamo da nema korelacije izmedu varijabli, pa su
naSe hipoteze:
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U nastavku je naveden kod u R-u koji sadrzava podatke za svaki od 3 uzorka i funkciju
Im() za linearni model.

#prva skupina, oba testiranja

bodovi <- c(4,1,8,2,6,4,2,6,1,4,5,7,7,4,8,5,2,5,
7,2,6,7,5,3,4,7,2,6,6,7,4,7,9)

zakljucne <- c(2,3,4,2,3,4,3,4,3,2,4,4,5,5,5,5,2,
3,4,2,3,4,3,4,3,4,4,5,3,5,5,5,5)

#druga skupina, oba testiranja

bodovi <- ¢(6,6,7,6,6,6,3,6,6,7,8,7,7,4,7,1,8,
4,7,5,7,5,8,2,8,8,6,8,4,9,6,7,3)

zakljucne <- c(4,4,5,4,5,4,3,5,5,4,5,5,5,5,5,2,4,
4,5,4,4,3,5,4,5,4,4,5,5,5,5,5,2)

#treca skupina, oba testiranja

bodovi <- c¢(4,8,5,6,5,5,8,5,4,2,7,5
7,8,4,8,4,4,4,6,4,8,3,5,3,6,5,5,9,5,3,4,7,
zakljucne <- c(5,5,3,3,5,4,5,4,4,4,4,2,4,5,
5,2,5,5,4,3,5,4,4,5,4,4,4,4,2,4,5,4,2,4,5,2

model=1m(zakljucne~bodovi)
summary (model)
summary (Im(formula = zakljucne ~ bodovi))$sigma

Pomocu navedenog koda smo dobili sve podatke koji nas zanimaju, a nalaze se u tablici
3.1. Vrijednosti S za svaku od skupina potvrduju ono §to smo naslutili gledajuéi grafove;
svaki od uzoraka je aproksimiran pravcem koji ima nagib razli¢it od nula. Istie se treCa
skupina, za koju je 8 neSto manji nego u prve dvije. P-vrijednosti takoder potvrduju ono Sto
smo naslutili; za svaku od 3 skupine ta vrijednost je manja od 0.05, pa u svim slucajevima
odbacujemo nultu hipotezu u korist alternativne. Adjusted R-squared je mjera koliko do-
bro nas model (u ovom slucaju pravac sa nagibom () opisuje varijacije u zavisnoj varijabli,
uzimajuéi u obzir broj prediktora. U osnovi, Sto je ta vrijednost bliZe 1, to znaci da model
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bolje objaSnjava varijabilnost u zavisnoj varijabli. Pogledamo li koje smo vrijednosti dobili
u tablici, vidimo da se za tre¢u skupinu samo 9% varijabilnosti u zavisnoj varijabli moze
objasniti modelom, dok su ti postotci za prvu i drugu skupinu znatno veéi. Zanimljivo je
pogledati i posljednji stupac tablice u kojemu su dane vrijednosti za standardnu devijaciju
ostataka regresijskog modela. Tu vidimo koliko su podaci rasprSeni, odnosno udaljeni od
regresijskog pravca. Ono $to moZemo uociti je da je rasprSenost u prvoj skupini zapravo
bliza onoj u trecoj, nego u drugoj, iako bi se pogledom na grafove reklo da se treci graf
istice po rasprSenosti. U konacnici, ovim testiranjem smo pokazali da zaista postoji kore-
lacija izmedu broja bodova koje je uCenik ostvario na testiranju i njegove zakljucne ocjene
1z matematike.

B  t-vrijednost p-vrijednost adjusted R-squared o

PRVA SKUPINA 0.28 3.94 0.0004 0.31 0.87
DRUGA SKUPINA 0.29 4.64 0.00006 0.39 0.67
TRECA SKUPINA 0.2 2.24 0.03 0.09 0.96

Tablica 3.1: Rezultati funkcije za linearni model

3.5 Zakljucak i posljedice na nastavu

Usporedbom postotka rijesSenosti po zadacima (za sve ucenike) za prvo i drugo testira-
nje, uocili smo da su prva dva zadatka kojima se provjerava usvojenost koriStenja formule
za raCunanje povrSine u drugom testiranju rijeSeni nesto loSije nego u prvom, dok su za-
daci 4 1 5, koji provjeravaju dubinsku usvojenost koncepta povrsine rijeSeni bolje. To se
moZze objasniti pretpostavkom da su ucenici s vremenom (pogotovo jer su u meduvremenu
obradivali drugo gradivo) zaboravili formulu za povrSinu, ali su zapamtili §to ona graficki
predstavlja.

Ukoliko se fokusiramo na postotak rijeSenosti po zadacima za svaku skupinu, razlike
nisu ekstremne. Sve skupine su podjednako dobro rjeSavale sve zadatke, s tim da se u
prvom testiranju isticu drugi zadatak koji je loSije od ostalih rijeSila skupina 1 i Cetvrti za-
datak koji je bolje od ostalih rijeSila skupina 2. U drugom testiranju je prva 3 zadatka nesto
bolje od ostalih rijesila skupina 2, dok je svaki od 3 zadaka fokusirana na proceduralno
znanje najbolje rijesila po jedna od skupina.

Buduc¢i da smo za ovo istraZivanje pribavili i podatke o zaklju¢nim ocjenama svakog
od ucenika koji je u njemu sudjelovao, napravili smo jo§ jednu analizu u R-u u kojoj smo
potvrdili kako za svaku od skupina postoji veza izmedu zaklju¢ne ocjene i broja bodova na
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testiranju. Osim toga, iz analize se vidjelo da su kod noviog pristupa (skupina 3) odsupanja
od pravca linearne regresije bila ve€a nego kod standardnijih pristupa frontalne nastave.
Iako smo iz brkatih kutija za oba testiranja mogli naslutiti da je skupina 2 pokazala bo-
lje znanje, u konacnici ANOVA testom nismo uspjeli opovrgnuti pocetnu hipotezu da nema
razlike u usvojenosti gradiva medu skupinama. Ipak, treba uzeti u obzir kako je ucenicima
trece skupine ovo bio prvi susret sa ovakvim konceptom nastavnog sata, zbog Cega je dio
vremena potroSen na pokretanje racunala i upoznavanje sa samim alatom dinamicne ge-
ometrije, a dio uCenickog fokusa se izgubio jer su bili zaokupljeni novim nacinom ucenja.
Medutim, vazno je napomenuti i kako su ucenici druge i trece skupine bili jako zainteresi-
rani i za samu nastavnu temu koja se na satu obradivala. Vecina u€enika je bila uklju¢ena u
Zustru raspravu o ¢emu ovisi povrsina trokuta, mijenja li se ona promjenom duljine, visine
ili opsega. To Sto ucenici na licu mjesta u alatu dinami¢ne geometrije mogu vidjeti kako
njihove pretpostavke vrijede ili padaju u vodu pokazuje da ova nastavna pomagala uz dobru
pripremu imaju svoju primjenu u nastavi matematike, poglavito u geometrijskim temama.



Poglavlje 4

Prilozi

4.1 Prilog1 - test

37
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1. Jedna stranica trokuta je 4cm, visina na tu stranicu je 2cm, kolika je povrsina trokuta?

2. Na skici trokuta zadane su dvije stranice i visina na jednu od te 2 stranice, kolika je povrsina trokuta

ABC?
a)3cm?
B
@ b) 8 cm?
" c) 16 cm?
2 d) 12 cm?
N C e) Ne moze se odrediti
.A ® b

3. Na skici trokuta zadana je duljina jedne stranice i duljina jedne visine, kolika je povrSina trokuta ABC?

a) 1.5cm?
b) 3 cm?
c) 4.5 cm?

d) Ne moze se odrediti

Slika 4.1: Prva strana testa
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4. Pravci f, g i h su usporedni. Koja 2 trokuta su jednake povrsine?

C

a) ABDiABC
b) ABD i ABE
c) ABCiABE
d) Sviimaju razli¢ite povrsine

5. Pravci g, fi h su usporedni. Takoder, duljine stranica trokuta oznacene sa a su jednake. Koja 2 trokuta
su jednake povrsine?

a) EGIiAFH
b) EGIiCBH
c) AFHiCBH

Slika 4.2: Druga strana testa
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d) Sviimaju razli¢ite povrsine

6. Pravci f i g su usporedni. Koji trokut ima najvecu povrsinu?

: £ . a) ABC

b) ABF
c) ADE

d) Sviimaju jednaku povrsinu

7. Koliki je omjer povrsina kvadrata i trokuta na slici?

a) 11
b) 2:1
c) 3:1

d) Ne moze se odrediti

8. ZaokruZi SVE tocne tvrdnje:
a) Postoji tupokutan trokut kojemu su sve 3 visine su jednake.
b) U svakom raznostranicnom trokutu sve 3 visine su razlicite.
c) U svakom jednakokra¢nom trokutu barem 2 visine su jednake.

d) Postoji jednakostranican trokut kojemu su sve 3 visine razlicite.

Slika 4.3: Treca strana testa
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Sazetak

Ideja ovog rada je bila statisticki analizirati postoji li razlika u razini usvojenosti mate-
matickog sadrZaja ako u nastavu uvedemo primjenu tehnologije. Rad je podijeljen na tri
dijela.

U prvom dijelu je opisano istraZivanje koje je provedeno na ucenicima Sestog razreda
osnovne Skole. Ucenici su podijeljeni u tri skupine, te je u svakoj od skupina nastavna
jedinica “PovrSina trokuta” obradena na drugi nacin; u prvoj skupini koristila se frontalna
nastava bez primjene racunala, u drugoj skupini se koristila tehnologija i frontalna nastava,
dok se u trec¢oj skupini koristila informaticka ucionica u kojoj je svaki ucenik imao pristup
svom racunalu. Nakon toga, opisano je testiranje koje je provedeno kako bi se provjerila
usvojenost znanja.

U drugom dijelu, postavljena je teorijska podloga za statisti¢ku analizu koju ¢emo pro-
vesti koristeéi se rezultatima testiranja. Uvedeni su osnovni pojmovi iz statistike i vjero-
jatnosti, objasnjeni pojmovi statistickih hipoteza i p-vrijednosti te predstavljen ANOVA
test.

U tre¢em dijelu rada provedena je statisticka analiza te je testirana hipoteza da razliCite
metode ne dovode do znacajne razlike u usvojenosti gradiva. Rezultati su prikazali blage
razlike u usvojenosti gradiva izmedu skupina, s neznatnim oscilacijama u rjeSavanju zada-
taka. Analiza je sugerirala da su ucenici s vremenom zaboravljali formule, ali su zadrzali
dublje razumijevanje koncepata. lako je jedna od skupina koje su koristile tehnologiju
(skupina 2) pokazala neSto bolje rezultate na testiranjima, u konac¢nici ANOVA testom ni-
smo uspjeli osporiti nultu hipotezu. Na kraju smo proveli dodatnu analizu u R-u te smo
koristeci se linearnom regresijom zakljucili da postoji veza izmedu zaklju¢nih ocjena i
rezultata na testiranju za svaku od ispitanih skupina.






Summary

The idea of this thesis was to statistically analyze whether there is a difference in the level of
assimilation of mathematical content when introducing the use of technology in teaching.
The paper is divided into three parts.

In the first part, the research conducted on sixth-grade students in elementary school
is described. The students were divided into three groups, and the instructional unit ~Tri-
angle Area” was approached differently in each group. The first group used traditional
frontal teaching without the use of computers, the second group utilized technology along
with frontal teaching, while the third group used a computer lab where each student had
access to their own computer. Subsequently, testing was described to assess the knowledge
assimilation.

In the second part, a theoretical foundation for the statistical analysis using the test
results was established. Basic concepts of statistics and probability were introduced, and
explanations of statistical hypotheses and p-values were provided along with the presenta-
tion of the ANOVA test.

In the third part of the paper, a statistical analysis was conducted, testing the hypothe-
sis that different methods do not lead to a significant difference in the assimilation of the
material. The results showed slight differences in the assimilation of the material between
groups, with negligible fluctuations in task solving. The analysis suggested that students
tended to forget formulas over time but retained a deeper understanding of concepts. Altho-
ugh one of the technology-using groups (group 2) showed slightly better results in testing,
ultimately, using the ANOVA test, the null hypothesis could not be rejected. Finally, an
additional analysis was conducted in R, and using linear regression, it was concluded that
there is a relationship between final grades and test results for each of the examined groups.
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