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Uvod

Markovljevi modeli vrsta su statistickih modela koji se koriste za modeliranje slucajnih
procesa koji zadovoljavaju Markovljevo svojstvo. Ono kaze da buduénost ovisi samo o
sadasnjosti, a ne proslosti. Preciznije, vjerojatnost prijelaza iz jednog stanja u drugo uvje-
tovana je samo trenutnim stanjem, a ne svim prethodnim stanjima. Ruski matematicar
Andrej Andrejevi¢ Markov prvi je uveo Markovljeve procese 1906. godine, a tijekom
20. stoljeca Markovljevi modeli postali su kljuc¢ni alati u teoriji vjerojatnosti i statistici.
Najjednostavniji model je Markovljev lanac koji sluzi za prikazivanje procesa u kojima
su sva stanja uoCljiva. U slucaju kada stanja nisu direktno vidljiva, koristimo skrivene
Markovljeve lance. Cilj je rekonstruirati skriveno stanje procesa na temelju promatranja.
Markovljev proces odlucivanja koristi se za modeliranje procesa odlucivanja u uvjetima
neizvjesnosti, a posebno je vazan u podrucju robotike i umjetne inteligencije kako bi se
modelirale sloZene interakcije s okolinom i donosile optimalne odluke. MozZe se proSiriti
na djelomicno vidljiv Markovljev proces odlu¢ivanja koji u obzir uzima situacije u kojima
donositelj odluka nema potpune informacije o svojoj okolini nego samo opaZanja koja
su povezana sa stvarnim stanjem okoline. Njihova sposobnost modeliranja sloZenih sto-
hasti¢kih procesa i pruZanja dubljeg uvida u dinamiku sustava Cini ih neizostavnim alatom
u mnogim znanstvenim, inZenjerskim i primijenjenim podru¢jima. Markovljevi modeli
pokazali su se korisnima u biologiji, posebno u analizi sekvenciranja DNA 1 proteina te
modeliranju bioloskih sustava. U ekonomiji se koriste za modeliranje dinamickih procesa
na trziStima, a kroz razvoj racunalne znanosti sve se vise koriste u podru¢jima prepoznava-
nja govora i racunalnog vida.

Rad je podijeljen na Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju prisjeCamo se definicije i 0s-
novnih svojstava Markovljevih lanaca. U drugom poglavlju uvodimo skrivene Markovljeve
lance, navodimo tri glavna problema i njihova rjesenja, a zatim neke primjene u svakodnev-
nom Zivotu. Trece poglavlje obraduje Markovljev proces odlu¢ivanja i problem maksimi-
zacije nagrade, a Cetvrto poglavlje bavi se djelomi¢no vidljivim Markovljevim procesima
kojima modeliramo sloZenije probleme.



Poglavlje 1

Markovljevi lanci

1.1 Definicija i osnovna svojstva

Markovljev lanac matematicki je model koji sluzi za predvidanje vjerojatnosti niza doga-
daja temeljenih na najnovijem dogadaju. Markovljevi lanci nazivaju se tako jer slijede
pravilo poznato kao Markovljevo svojstvo. Markovljevo svojstvo kaze da ono Sto e se
dogoditi sljedece u procesu ovisi samo o trenutnom stanju, odnosno ono nema memoriju o
tome §to je bilo prije. Cest primjer upotrebe Markovljevog lanca je nacin na koji Google
predvida sljedecu rijeC u recenici prilikom pisanja maila temeljem prethodnog unosa unutar
maila.

Definicija 1.1.1. Neka je S skup. Slucajan proces s diskretnim vremenom i prostorom sta-
nja S je familija X = (X,, : n > 0) sluc¢ajnih varijabli definiranih na nekom vjerojatnosnom
prostoru (Q, F,P) s vrijednostima u S.

Definicija 1.1.2. Slucajni proces X = (X,, : n > 0) s vrijednostima u skupu S je Markovljev
lanac ako vrijedi

IP)(Xvn+l = ]an = i’Xn—l = in—l,---,XO = lO) = P(XI’H—] = .]IXn = l) (11)

za svaki n > 0 i za sve iy,...,i,-11, ] € S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti dobro
definirane.

Napomena 1.1.3. Svojstvo u relaciji (1.1) naziva se Markovljevo svojstvo. Drugi nacin na
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koji moZemo iskazati to svojstvo je sljedece:

P (X1 = Js X1 = lntso oo, Xo = o | Xy = 0)

CPXun =X =0 X0 =y, Xo = o)

B P (X, = i)

CPX=jl X=X =, Xo = i) PX, =4, X001 = 001,25 Xo = o)
- P (X, = i)

=P (X1 :j|Xn =DPXyt =iy, Xo =00 | Xy = 1),

(1.2)

odnosno buducnost i proslost uvjetno su nezavisne uz danu sadasnjost.

Markovljevi lanci u kojima desna strana u definiciji 1.1.2 ne ovisi o vremenu n zovu se
homogeni Markovljevi lanci.

Definicija 1.1.4. Neka je S najvise prebrojiv skup. Matrica A = (a;; : i, j € S) naziva se
stohastickom matricom ako je a;; > 0 za sve i, j € S, te

Zaijz 1, zasvei€S.
JjES

Definicija 1.1.5. Neka je 1 = (n; : i € §) vjerojatnosna distribucija na S, te neka je
A = (a;j : i, j € §) stohasticka matrica. Homogen Markovljev lanac X = (X,, : n > 0) imat
Ce pocetnu dsitribuciju nt i prijelaznu matricu A ako vrijedi

(i)
PXg=1i)=m, zasvei €S
(ii)
IP)(Xvn+l = ] | X, = l) = 4a;j (13)
za svakin > 0iza sve iy, ...,i1,1, j € S.

Takav Markovljev lanac nazivamo (7, A)-Markovljevim lancom. Spomenut ¢emo joS
pitanje kona¢nodimenzionalnih distribucija, odnosno zanimaju nas vjerojatnosti s kojima
se slu¢ajni proces u danim vremenskim trenutcima nalazi u danim stanjima. Odgovor na
to pitanje daje sljedeci teorem.

Teorem 1.1.6. Neka je X (m,A)-Markovljev lanac. Tada za sve n > 0 i za sva stanja
i(), il, ey in—l’ in vrijedi

PXo =i, Xi =i1,.... Xpo1 = lpe1, Xy = 1) = W Qigiy * + * Qi - (1.4)

Obratno, pretpostavimo da je X = (X, : n > 0) slucajan proces s konacnodimenzionalnim
distribucijama danim formulom (1.4), gdje je m neka vjerojatnosna distribucija na S, a A
neka stohasticka matrica na S. Tada je X (n, A)-Markovljev lanac.
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Dokaz. Koriste¢i poopcenje formule za uvjetnu vjerojatnost
PMDoNnDiN...0ND,)=P(Dy)P(D;y | Do)P(D;y | DyNDy)...P(D, | DyN...ND,_y)

dobivamo

P(Xo =i, X1 = i1s- -, X1 = ln1, X0 = I)
=PXo=i)PX1 =01 | Xo=1i0)...P(Xy =i | Xo =l ... s Xpo1 = ln-1)
(1.3)
= TigGigiy *** iy
Obratno, uzimanjem n = 0 u (1.4) slijedi da je 7 pocetna distribucija. Dokazimo jos (1.3).
Pretpostavimo da je P (X, = iy, X1 = i1,..., X, = i) > 0. Tada je

P(Xpi1 = j1 Xy =6, X001 = lp1y- .., Xo = lo)
IED()(n+l = ,jaXn = i’Xn—l = in—l’--'9X0 = lO)
P(Xn = iaxn—l = in—la' "aXO = lO)

_ Mg Qigiy **  Qi,_idij
TigQigiy = * Qiy_yi
= aij

O

MnoZenje beskonacnih stohastickih matrica definira se analogno kao mnoZenje kona-
¢nih matrica. Akosu P = (p;; : i,j € §)iQ = (g;; : i, j € S) matrice, definiramo matricu

PO =(rj:i,j€S)s
rij = Z Pikqkj-
keS
Specijalno, n-ta potencija matrice P dana je s P" = (pg.’) 11, j€95), gdje je

p,(';) = Z T Z piiliiliz © 0 Dy (1.5)

i1eS ip—1€S

Nultu potenciju matrice P definiramo kao P’ = I = (6;)), gdjeje 6; = 1,a6;; = 1 zai # j.
Iz formule za konacnodimenzionalne distribucije moZemo izracunati jednodimenzionalne.
Koristec¢i gornju formulu imamo

ipeS i1€S In—1es

= Znioaf.:; = (nA");.

ipeS

(1.6)
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A" oznaCava produkt vektor-retka m 1 matrice A, a (wA"); j-ti element rezultirajuceg
vektor-retka. Definirajmo vjerojatnost da Markovljev lanac koji kreée iz stanja i nakon
n koraka bude u stanju j kao

Pi(Xy =) =PX,=j|Xo=1). (L.7)

Iz formule (1.6), uzimanjem 7 = (0,...,0,1,0,...,0), gdje se 1 nalazi na i-tom mjestu,
slijedi da je za sve n > 0,

B (X, = j) = af}. (1.8)

Ta formula nam govori da ako Markovljev lanac krece iz stanja i, vjerojatnost da nakon n
koraka bude u stanju j jednaka je i j-tom elementu n-te potencije prijelazne matrice A.

Spomenimo jos jedan vazan primjer Markovljevog lanca.

Primjer 1.1.7. (Slucajna setnja) Neka je Y = (Y, : n > 1) niz nezavisnih, jednakodistri-
buiranih slucajnih varijabli s vrijednostima u Z s distribucijom P (Y, = k) = ai, k € Z.
Definiramo slucajnu Setnju X = (X,, : n > 0) sa

Xy =0,X, = ZYk,n > 1.
k=1

Zan > 0vrijedi X,11 = X, + Yy1. Slucajna Setnja X je Markovljev lanac:

P(Xns1 = st | Xo = by .., Xy = 11, Xo = ip)
=P Yot +in =l | Xy =0y, X1 =11, Xo = dp)
=P Y1 = lnst — 1n)
= iy
P(Xns1 = lns1 | Xn = i)
=PVt +in = lne1 | Xy = 10)
=P Yos1 = lnr1 — )

- ainJrl_in ’

gdje treci i sedmi redak slijede iz nezavisnosti Y, sa Xo, X1, ..., Xp-

1.2 Primjene

Primjer 1.2.1. (PageRank [2]) PageRank jedna je od metoda koju Google koristi za odre-
divanje relevantnosti web stranice kako bi osigurao da se vaznije stranice pojave ranije u
rezultatima pretraZivanja. Web moZemo zamisliti kao usmjereni graf u kojem su stranice
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vrhovi, a poveznice bridovi. Brid (u,v) upucuje da stranica u sadrZi poveznicu koji vodi na
stranicu v. Ideja je modelirati slucajnog surfera koji slijedi poveznice u grafu, odnosno iz-
vodi slucajnu Setnju. Nakon dovoljnog broja koraka moZemo rangirati web stranice prema
posjecenosti. Pretpostavljamo da su stranice ceSce posjecene ako su povezane s puno dru-
gih stranica sto smatramo dobrim mjerilom vaZnosti stranice. Pretpostavimo da se sufer
krece po grafu na sljede¢i nacin: veéinu vremena ce sa stranice i slijediti izlazne veze i
kretati se prema jednom od susjeda stranice i. No manji postotak vremena ¢e mu trenutna
stranica dosaditi te ¢e ju napustiti i slu¢ajno izabrati novu stranicu na koju ce se telepor-
tirati. Zato uvodimo faktor d koji predstavlja vjerojatnost da ce surfer napustiti trenutnu
stranicu i teleportirati se na novu. Za d se najcesce uzima 0.85. MoZe se teleportirati na
bilo koju stranicu pa svaka stranica ima vjerojatnost # da bude izabrana, gdje je N ukupan
broj stranica. Definirajmo pojednostavljenu verziju PageRank algoritma na sljedeci nacin.
Pretpostavimo da stranica p; sadri L(p;) poveznica. Ako s M(p;) oznacimo skup svih stra-
nica koje sadrZe poveznicu na stranicu p;, onda ocjenu vaznosti, odnosno PageRank PR(p;)
stranice p; dobivamo formulom

1-d PR(p;))
PR i) = ——— d
(="g+d ), L)

PjEM(p;

Pretpostavimo da na webu postoji samo Sest stranica. Svakoj stranici ¢emo pridruZiti
pocetni PageRank %. Izracunajmo ocjenu vaznosti za stranicu p;.

PR(p,) = # +0.85 (PR;” D, PRép 2))
= l_—£'85+0.85(6%+6%)
=0.16

Racunanjem ostalih PageRankova dobijemo:
PR(p,) = 0.072
PR(py) = 0.16

PR(p;) = 0.072

PR(p,) = 0.285

PR(ps) = 0.308

PR(ps) = 0.096
Vidimo da stranica ps ima najveci PageRank pa ce se najranije pojaviti u rezultatima
pretraZivanja, a nakon nje stranica py. Taj rezultat ima smisla jer po tri poveznice vode

do stranice ps i ps, no stranica ps sadrzi dvije poveznice, a stanica p, samo jednu. Dakle
stranica ps je najbolje povezana s ostalim stranicama S$to ju cCini najrelevantnijom.
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Q. )

Slika 1.1: Graf pojednostavljenog weba. Slika preuzeta iz [2].

Primjer 1.2.2. (Predvidanje vremenske prognoze [2]) Jedna od najvaznijih primjena Mar-
kovljevih lanaca u svakodnevnom Zivotu je predvidanje vremenske prognoze. Pogledajmo
primjer u kojem Zelimo predvidjeti vrijeme u gradu Bemidji u drZavi Minnesota u sjever-
nom dijelu SAD-a. Radi jednostavnosti, pretpostavimo da su mogucéa samo tri stanja:
vrijeme moZe biti oblacno, suncano ili moZe padati snijeg. Pretpostavit cemo i da su-
trasnje vrijeme ovisi samo o danasnjem. Uzimajuci podatke o vremenu u podne svaki dan
u studenome 2019. godine, moZemo konstruirati prijelaznu matricu A:

0.57 022 05
A=(021 044 0.1
0.21 0.33 0.33

Pretpostavimo da je 12. studenog 2020. godine u podne oblacno i Zelimo predvidjeti kakvo
vrijeme Ce biti za tri dana, 15. studenog. Ako oblacno vrijeme prikaZemo vektorom

1
X():O,
0
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057 022 05Y (1) (0.44
x; =A% xo=[021 044 0.1 -]10]=]0.30
0.21 033 033) (o) 1023

Dakle, vjerojatnost da ce za tri dana biti oblacno je 0.44, da ce biti suncano 0.30, a da ce
padati snijeg 0.23.

onda imamo

Cloudy

a3

Slika 1.2: Dijagram stanja. Slika preuzeta iz [2].



Poglavlje 2

Skriveni Markovljevi modeli

2.1 Definicija i osnovna svojstva

Skriveni Markovljev model dvostruki je slu¢ajan proces koji se sastoji od Markovljevog
lanca Cija stanja su skrivena i opservacijskog procesa koji generira niz opazanja. S obzi-
rom da nam stanja Markovljevog lanca nisu direktno dostupna, glavna ideja je moc¢i izvesti
zakljucke o lancu promatrajuci samo niz opazanja. Na primjer, u teoriji komunikacija, sig-
nal koji se prenosi preko komunikacijskog kanala moZemo zamisliti kao skriveno stanje,
no kako je kanal bucan, korisnik prima izmijenjenu verziju tog signala i Zeli Sto preciz-
nije rekonstruirati originalni signal iz svog opazanja. Model se prvotno pojavio u podrucju
prepoznavanja govora, a danas ima sve vecu primjenu i u ostalim poljima, poput bioinfor-
matike, ekonomije, termodinamike i sli¢no.

Definicija 2.1.1. Neka su X = (X, :n>0)iY = (Y, : n > 0) slucajni procesi s diskretnim
vremenom i vrijednostima u skupu S, odnosno V. Par (X,Y) = {(X,, Y,) : n > 0} je skriveni
Markovljev model (HMM) ako vrijedi:

(i) X je Markovljev lanac

(ii)
P, =vI[Xy=5Xo1=8-1,Yn1 =Vu1...,Xo = S0, Yo = Vo) 2.1
=Py =vI[X,=9)
zasven>0izasve sg,...,5-1,S€S,Vgy...,Vp_1,VE V.

Ako uvjetna vjerojatnost (2.1) ne ovisi o vremenu n, kazemo da je skriveni Markovljev
model homogen.

Homogen skriveni Markovljev model moZe se okarakterizirati i pomocu sljedecih eleme-
nata:
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skupa stanja S = {s, 51, ..., Sy} skrivenog procesa X = (X, : n > 0)

skupa stanja V = {vy, vy, ..., vy} opservacijskog procesa ¥ = (¥, : n > 0). Ta stanja
nekad zovemo i opservacijski simboli, emisije ili opazanja.

matrice prijelaznih vjerojatnosti A = {a;;} skrivenog procesa X, gdje je a;; vjerojat-
nost da je proces u trenutku n + 1 u stanju s;, ako je u trenutku n u stanju s;, tj.
ajj = P( nel = 8| X, = s) Matrica A je stohasticka matrica, tj. vrijedi a;; > 0 za

sve0<i,j<N,te
N

>ay=1,0<i<N. (2.2)

J=0

matrice opservacijskih vjerojatnosti B = {b;(k)}, gdje je b (k) vjerojatnost da se sim-
bol v, emitira u stanju s, tj. b;(k) = P (¥, = v | X, = 5;). ¥n,0< jS NO <k < M.
Matrica zadovoljava stohasticka svojstva bj(k) > 0,zasve 0 < j<N,0<k <M, te

M
Dby =1,0<j<N. (2.3)
k=0

pocetne distribucije m = {x;} skrivenog procesa X = (X, : n > 0), gdje je m; vjerojat-
nost da je model u stanju s; u trenutku n = 0, tj. m; = P (X, = s,).

Takav skriveni Markovljev model oznacavat ¢emo s A = (A, B, n).

—

_~—Observations

(unobserved)

—_— | O | — D,

7Y Te
C—E—&—

Slika 2.1: Grafi¢ki prikaz HMM
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Slucajne varijable (Yo, Y1, ..., Y,) uvjetno su nezavisne uz dano (Xo, X1, ..., X,):
PYo=vo,Y1=vi,...,. Y, =v, | Xo =50, X1 = 51,..., X, = 5,)
=PYo=w|Xo=s0)PY1=vi,....Y, =V, | Xo =50, X1 = S1,...,Xp = Sy, Yo = V)
=PXo=vo | Xo=150)P (Y1 =v1|Xo= 50, Yo =0, X1 = 51)

PYa=vo,...,. Y, =v, | Xo =50, X1 =51,..., X, =5,, Yo =vp, Y1 =v1)

= HP(Yz:Vz|X0: 505 Xy =85, Yo =vo,..., Y1 = vioy)
t=0

= HP(YI =v | Xi = s0)
t=0
(2.4)

Koriste¢i ¢injenicu da X zadovoljava svojstva (1.4) 1 (2.4), moZemo izraCunati vjero-
jatnost produkta, tj. vjerojatnost da HMM generira niz opservacija vz = (v, Vj,...,Vj;) §
nizom skrivenih stanja sy = (s;,, i, ..., i), 0 < do, i1,...,ir < N,0 < jo, ji,..., jr < M.
Radi jednostavnosti ozna¢imo X7 = (Xo, X1,...,Xr)1Yr = (Yy, Y1,..., Y7). Sada je:

PXr =87, Yr =vr) =P (Y7 =v7 | Xy =587) - P(X7y = s7)

T

T
H B(Yo= v 1 X = 5) L (2.5)

I
o

1~

bi,(joai,_i,» gdje je a; i, = iy

Il
(=}

12

Napomena 2.1.2. Uocimo da (X, Y) zadovoljava ekvivalent Markovljevog svojstva za skri-
veni model. Iz definicije slijedi:

P(Xn+1 = Spat> Yol = Vsl I Xy =850 Yy =vy ..., X0 =50, Y0 = VO)

= P(Yn+1 = Vn+l | Xoi1 = S, X0 = 80, Y = vy o, Xo = 50, Yo = VO)

: P(XHH = Sn+l | Xp=sp,Y,=v,...,Xo =50, Yy = VO) (26)

=P (Yye1 = Vas | Xye1 = sn+l) ‘P (Xps1 = Spa1 | X, = sp)

= bn+l(n + 1) Ayt
Vazno je napomenuti da P (X,11 = Spe1 | X = Sp, Yo = Vi o .., Xo = 50, Yo = Vo) =
P (X1 = Sui1 | Xo, = 5,) ne slijedi iz Cinjenice da su X i Y nezavisni, vec¢ iz cCinjenice da
X, ne ovisi o proslom opaZanju Y,_,. Dakle, iako su (X,Y) i X Markovljevi procesi, Y
ne mora biti pa HMM moZemo koristiti i za modeliranje ponasanja koja ne zadovoljavaju
Markovljevo svojstvo.
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2.2 Tri osnovna problema i njihova rjesenja

2.2.1 Problem evaluacije

Pretpostavimo da nam je dan model 4 = (A, B,n) i niz opaZzanja vj,,Vv;,...,v;, € V.
Zanima nas vjerojatnost da je taj niz generiran modelom A, tj. zanima nas vjerojatnost

P (Yo = vjp: Vi = vjpoo. Yr = v, | ) 2.7)

Sto ¢emo dalje oznacavati s P, (Yo =V, Yi=vj,....Yr=v jr)- Ako imamo viSe modela,
rjeSenje problema evaluacije dat ¢e nam model koji najbolje opisuje dana opaZanja, od-
nosno onaj za kojeg je trazena vjerojatnost najveca. Ovo mozemo direktno izracunati ko-
risteci sljedecu lemu.

Lema 2.2.1. Vrijedi

T
Pa(Yo=vip Yi=vj. . ¥r=vi )= > | | BaGidai i (2.8)

0<i0,i15e.iT<N =0
gdje je a;_,;, = mj,.
Dokaz. Promatramo sve moguce nizove skrivenih stanja sy od vremena 0 do vremena 7T

te vjerojatnost dobijemo sumiranjem produktnih vjerojatnosti niza vp = (v, vj,...,Vj;) 1
svih mogucih nizova sr:

Pﬂ(Y():VjO,Yl :le,.-.,YT:va)
:P,l(YT :VT)
- Z P (Xr = s, Yr = vr) (2.9)

SVI moguci St

T
ED Y A

0<ig,i1,...,it<N t=0

O

Iako lema daje direktnu metodu za racunanje, ona nije efikasna jer je sloZenosti reda (T +
1) - (N + 1)T*!, Koristimo efikasnije metode koje se zovu forward i backward metoda.

Forward algoritam

Definiramo pomo¢nu forward varijablu koja predstavlja vjerojatnost parcijalnog niza opa-
Zanja v, vj,...,vj (do trenutka #) i skrivenog stanja s;, u trenutku z:

a,(ip) =P, (Y() =vj,Yi=vj,....Y,=v;, X, = Si,)
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zatr=0,1,...,7,0<i, <N.

Propozicija 2.2.2. Forward varijable zadovoljavaju rekurziju

N
@1 (ire1) = biy,, (1) [Z a (i), |, 0 < iy <N, 1 =0,...,T -1 (2.10)

i=0

Dokaz.

a1(is1) =Py (Yo = Vjy» Y, = Viiseoes Yo = Vj,+1,Xt+l = Si,+|)

= Z PJ(YOZVjQ7-"7YZ+1 :ij_]’XO:Si()’"'axt:Si,’Xl+l :Si,_H)

0<ip,....ii<N

B Z Pa(Yier = Vi 1Yo = Vigsoo s Y =30 Xo = Sigs s Xewt = 53,

0<ip,....if<N

P, (Yo = Vjo’---sYt = Vj,,Xo = Sigy s Xy = 8ipy Xip1 = Si,ﬂ)
= : / P/l (YH'l = Vjt+l |X[+1 = Sit+l)

0<ip,...,i;y<N
: P/l (XH_] = Si | Y() = Vijgseees Yt = vj,aXO = Sigy - ,X, = si,)
'PA(Y() = Vjo,...,Y, = Vj,,X() = SiO,...,Xt = Si[)
=P, (Yt+1 =V | X1 = Sim) Z Py (X1 = i | Xi = Si,)

0<ig,...,i ;<N

'P)(YO = Vjo,...,Y, = vanO = S[O,...,Xt = S,‘t)

N
= by Ges1) | @i i)
ir=0

2.11)

Forward algoriram sastoji se od tri koraka:

1. Inicijalizacija:
a'O(iO) = ﬂ-iobio(j())’ 0 < iO <N

2. Rekurzija:

N
Q1 (i) = bi,+1(jt+l) [Z a’t(it)ai,iml ,t=0,...,T-1,0<i4 <N
i;=0
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3. Kraj:

N N
Py(Yr =vp) = ZPA XYr=vr, Xr =s;) = Z ar(ir)

ir=0 ir=0

Vidimo da forward metoda ima sloZenost reda (N + 1)* - (T + 1) §to je puno efikasnije od
direktnog racunanja.

Primjer 2.2.3. Ivana ima puno razli¢itih hobija. Tijekom dana bavi se jednim od svoja
Cetiri hobija: svira klavir, pece kolace, vodi psa u Setnju ili biciklira. Izbor aktivnosti za
odredeni dan i vremenska prognoza povezani su:

e Ako Ivana svira, vjerojatnost da je suncano je 0.4, a vjerojatnost da je oblacno je
0.3.

e Ako Ivana pece kolace, vjerojatnost da je suncano je 0.1, a vjerojatnost da je oblacno
je 0.45.

o Ako Ivana ide u Setnju, vjerojatnost da je suncano je 0.2, a vjerojatnost da je oblacno
je 0.2.

e Ako Ivana biciklira, vjerojatnost da je suncano je 0.3, a vjerojatnost da je oblacno je

0.05.
Znamo i da sutrasnje vrijeme ovisi o danasnjem:

e Ako je danas suncano, vjerojatnost da ce i sutra biti suncano je 0.8, a vjerojatnost
da Ce biti oblacno 0.2.

o Ako je danas oblacno, vjerojatnost da ce i sutra biti oblacno je 0.6, a vjerojatnost da
Ce biti suncano 0.4.

e Takoder znamo da je vjerojatnost da je vrijeme suncano na prvi dan promatranja
Ivaninog ponasanja 0.6, a da je oblacno 0.4.

Pretpostavimo da smo Cetiri dana promatrali Ivanin izbor hobija i dobili smo niz: sviranje,
pecenje, Setnja i bicikliranje. Pretpostavimo da nemamo pristup vremenskoj prognozi, tada
su stanja suncano i oblacno skrivena. Ovaj problem moZemo modelirati koristeci skriveni
Markovljev model.

Neka je S skup skrivenih stanja, odnosno S = {suncano, oblacno} i neka je V skup
opservacija, odnosno V = {sviranje, pecenje, Setnja, bicikliranje}. Takoder imamo zadane
matrice prijelaznih i opservacijskih vjerojatnosti te pocetnu distribuciju.

A:[O.S 0.2], 32[0.4 0.1 02 03

0.4 0.6 0.3 045 02 0.05]’”:[0'6 04]
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Zanima nas vjerojatnost da je zadani model emitirao niz opaZanja (sviranje, pecenje,
Setnja, bicikliranje). Koristeci forward algoritam imamo:
1. Inicijalizacija:
ao(SuUncano) = Tgncano * Dsuncano(Sviranje) = 0.6 - 0.4 = 0.24

ao(oblacno) = T opiucno * oviaeno(sviranje) = 0.4 - 0.3 = 0.12

2. Rekurzija:

t=0:
a1 (suncano) = (ao(Suncano) - suncano,suncano + @o(0blacno) - Aopiacno,suncano)
* Dsuncano(peCenje)
=(0.24-08+0.12-0.4)-0.1 =0.024
@1(oblacno) = (ao(suncano) - Asunsano,oblacno + ¥0(0blacno) - Aopiacno,obiacno)
* bobiacno(pecenje)
=(024-0.2+0.12-0.6)-0.45 = 0.054
t=1:
@, (suncano) = (a,(Suncano) « Asuncano,suncano + @1(0blacno) - Aopiacno,suncano)
* Dsuncano(Setnja)
=(0.024-0.8+0.054-0.4)-0.2 =0.00816
a,(oblacno) = (a (suncano) « Asunsano,oblacno + @1(0blacno) - Aopiacno,obiacno)
* boplacno(Setnja)
=(0.024-0.2+0.054-0.6)- 0.2 = 0.00744
t=2
a3 (suncano) = (aa(Suncano) « suncano,suncano + @2(0blacno) - Aopiacno,suncano)
* bguncano(bicikliranje)
= (0.00816 - 0.8 + 0.00744 - 0.4) - 0.3 = 0.0028512
a3(oblacno) = (ay(suncano) - Asunsano,oblacno + @2(0blacno) - Aopiacno,obiacno)
* bopracno(bicikliranje)
= (0.00816 - 0.2 + 0.00744 - 0.6) - 0.05 = 0.0003048

3. Kraj:
P, (sviranje, pecenje, setnja, bicikliranje) = as(suncano) + az(oblacno)
= 0.0028512 + 0.0003048 = 0.003156
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Backward algoritam

Druga metoda je backward metoda. Postupak je slican forward metodi, a razlika je $to ov-
dje raCunamo unatrag. Ponovno definiramo pomoénu backward varijablu koja predstavlja
vjerojatnost parcijalnog niza opazanja (od trenutka 7 + 1 do kraja) uz uvjet da je lanac u
skrivenom stanju s;, u trenutku #:

ﬁf(il‘) = ]P)/l (Yl‘+1 = ij.],Yl+2 = Vjt+2" --’YT = va |Xl = Si[)’
za0<tr<T-1,0<i <N.

Propozicija 2.2.4. Backward varijable zadovoljavaju rekurziju

N
By = D @y b, G B irs), 0 < ig N1 =0,...,T = 1 (2.12)
i1+1:0
Dokaz.
Bi(iy) =P, (Yt+1 =V Yio = Viareoeo Yr = Vir | X, = Si,)
N
= Z P/l (YH'] = ij—l’ YH'Z = Vjt+2’ AR YT = va’XH'] = Sit+l | Xt = Sl")
ir+1=0
al 1
= Z Pa (Yr+1 = Vi Y2 = Vjos oo Yr = v, Xy = 53, X, = Si,) PX =)
ot pl (Xt = Si,)
+1=
N
= Z Py (Yz+1 =V | Yieo = Vi Yr = VjT,Xm = Si X = Sz,)
iry1=0
Pa(Yieo = Vi oo Yo = i Xt = s, 1 Xo = ;)
N
= Z Pa (Yz+l = Vi | X1 = Sim) Py (Xz+1 = Si | X, = Si,)
ir41=0
P (Yt+2 =V Yr =V | X1 = 53, X, = Sl,)
N
= Z P/l (YH'I = ij—] | XI+1 = Sit+1) : ]P/l (Yl‘+2 = vj,+27 ) YT = va | Xl‘+1 = si,+|)
ir+1=0
P/l (Xt+1 = Sl,H | Xt - Sl,)
N
= Z bi,, er1) @iy Bra1 (ire1)
ir+1=0
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Backward algoritam sastoji se od tri koraka:
1. Inicijalizacija:
Br(ir) =1
2. Rekurzija:

N
Bip) = " i bip, G Biar ), £=0,..., T =1, 0 < i < N

ir+1=0
3. Kraj:
N
Py (Yr=vp) = ZPA (YT =vr,Xo = Sio)
io=0

N
= ZP} Yr =vr | Xo = 53,) - Pa(Xo = 55)

io=0

N
:ZP}(YI :le,...,YT:VjT |X(): Sio)'P/l(YO:Vjo |X():Sl'0)

ip=0

. P) (X() = Sio)
N

=" Bolio)bi, o)
io=0

Kao i kod forward metode, sloZenost backward metode je reda (N + 1)*(T + 1).

2.2.2 Problem dekodiranja

Pretpostavimo da je dan model A = (A, B, ) 1 niz opazanja v;,,vj,, ..., v, € V. Zanima nas
optimalan niz skrivenih stanja koji je emitirao zadana opaZanja. Postoje razliCiti kriteriji
optimalnosti. Jedan od naCina biranja optimalnog niza je da za svako opazanje pronademo
skriveno stanje koje ima najvecu vjerojatnost emitiranja tog opaZanja i sva takva stanja
spojimo u jedan niz. No ovaj pristup mozZe dovesti do niza stanja koji je nemogu¢, odnosno
za koji je neka prijelazna vjerojatnost jednaka 0. Umjesto toga,pronaci ¢emo niz skrivenih
stanja X7 = sy koji ¢e maksimizirati vjerojatnost P, (X7 = sy | Y7 = vr), za sve moguce
nizove sy. To je ekvivalentno racunanju P, (X7 = s7, Y7 = vr), jer je P, (Y7 = vr) fik-
sirano. Za rjeSenje ovog problema koristimo algoritam baziran na metodama dinamickog
programiranja, takozvani Viterbijev algoritam. Najprije definiramo pomoc¢nu varijablu koja
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nam daje najvecu vjerojatnost koju parcijalni niz opazanja i niz stanja do trenutka t moze
imati, ako je trenutno stanje i.

5t(it) = max P,l (X() = Sigs e .- 5Xt—1 = SiH,Xt = Si» Y() = Vigseoes Y, = Vj,)

0<ig,i1 50l 1 <N

Propozicija 2.2.5. Vrijedi

Ors1(lp41) = 01233](\] [6t(it)ai,it+1] bi,+1(jt+1)a t=1,...,T,0<iy <N

Dokaz.

Ore1 (1) max P, (XO = Sigs s X = Sipy Xow1 = 8i, s Yo = Vs oo, Y = ij)

0<ig,i1,....; <N

maX P/l (Y1‘+1 = Vj[+] | XO = Si(p s 9Xt+1 = Si,+]’ YO = Vj()’ R Yt = Vj,)
0<ig,i1,....i;SN

'P/I(XO = Sigye-os X = Sipy Xew1 = 8ip 1, Yo = Vj, ., Y = Vj,)

= max IP’A(YH1 =v, | X1 =5 )
0<ig,i,..sis <N Jr+l i

'P/I(Xl‘+1 = Si[+[ |X0 = Sio""’Xt = siﬂ YO = Vj()"--th = vj,)
'PA(XQ: Sio’---’Xt: Sl‘,,YO :Vjo,...,Yt:Vj,)
=P, (Yt+l = Vi | Xis1 = SiH.) max NPA (Xt+1 = Sig | X, = Si,)

0<ig,i1,.... i<
'PA(XQ = Si()’---’Xt = Sl‘,,YO = Vjo,...,Yt = Vj,)

= b; ., (ji+1) max max  a;; P (X = Sigy s Xg =8, Y0 =Vi,... Y:v-)
lH‘l(JH’l)OSiISNOSio,il,...,l'F]SN (NPRE W 0 109 s LAt s 40 Jo> s Lt Jt

= bim (Je+1) 01‘2;3% [51(1})611'11',“ ]
O

Kako bismo pronasli niz skrivenih stanja, pamtimo argument koji maksimizira ¢,(i;), za
svaki ¢ 1 i, i spremamo u polje ¢,(i,).

Viterbijev algoritam sastoji se od tri koraka:
1. Inicijalizacija:
o(io) = miybiy(jo), 0 < ig < N
Yolip) =0
2. Rekurzija:
6,(i;) = max [6,-1(G-Dai_ i1 b, (o), t=1,...,T,0<i, <N

0<i;_1<N

wl‘(il‘) = arg max [5t_1(it_1)aizilir] ) t = 1, DEEEEY T,O S it S N

0<i;—1<N
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3. Kraj:

0" = max 6T(ZT)
0<ir<N

' = arg max or(ir)
0<ir<N

Konacno, imamo niz skrivenih stanja:
iT = l/’*ait = wt+l(it+l)a t=T- laT_27""0

Ideja Viterbijevog algoritma sli¢na je forward proceduri, razlika je Sto znak sumacije mije-
njamo maksimumom. Spomenimo jo$ jednu metodu koja koristi ideju backward metode,
0—0 algoritam. Prednost je uSteda vremena jer traZimo maksimum s oba kraja istovremeno.
Definiramo pomoc¢nu varijablu

6,(i) = max P, (Xt+l = Sipire- s X7 = Sip, Y1 = v Yr = vy, | X, = Si,)

OSiH—L...,iT <N

0 — 6 algoritam sastoji se od tri koraka:
1. Inicijalizacija:
6oio) = m;,biy(jo), 0 <ig < N
HT(iT) = 1, O < iT < N

2. Rekurzija:

0:(i;) = max [6,-1G-ai i 1bi,(e), t=1,...,T,0<i, <N

0<i;-1<N
ly[ll‘(il‘) = arg max [5t_1(it_l)aizilir] ) t = 1, DRSS T,O S it S N
0<i;—1<N

0,(i;) = max 9t+1(it+1)ai1i,+.bi,+.(jt+1), t=0,....,T-1,0<i <N

0<i;+1<N

@) = arg max O.1(ir+1) i, biy (Gesr), t=0,..., T - 1,0< i <N

0<i;+1EN
3. Kraj:

max_ Py(Xo = sip,.... Xp = 5i,, Yo = vjp ..., Yy = v, ) = max [6,i)6,(i,)]
0<ig,....ir<N 0<i,<N

Definiramo i; = arg max [6,(i,)0,(i;)] pa je najvjerojatniji niz skrivenih stanja dan s:
0<i;<N

¢t+1(it+1) od0dor—1

; u trenutku ¢
(pt—l(il—l) Od t + 1 dO T

i, =11
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Primjer 2.2.6. Vratimo se na primjer 2.2.3. Pretpostavimo da sada imamo zadan opa-
Zanja (Setnja, pecenje, bicikliranje, sviranje). Ako znamo da se Ivana bavila tim hobijima,
mozemo li zakljuciti kakvo je bilo vrijeme ta Cetiri dana?

Koristeci Viterbijem algoritam imamo:

1. Inicijalizacija:
Oo(suncano) = Tgmeanobsemja(sviranje) = 0.6 - 0.2 = 0.12

Yo(suncano) = 0
0o(0blano) = mopiacnobsemia(sviranje) = 0.4 - 0.2 = 0.08
Wwo(oblacno) = 0

2. Rekurzija:
t=1:

61 (SI/H’ZCY(ZI’ZO) = max [50 (Slxll’lé(ll’lO) : asunéano,sunéano : bxunéano(peéenje)’

(50((0[716151’10)) * Qoblacno,suncano * bsunéano(peéenje)]
=max[0.12-0.8-0.1,0.08 - 0.4 - 0.1]
= 0.0096

Y (suncano) = suncano

(51(0[)1615?10) = maX[5o(SunCvan0) * Asuncano,oblacno * boblac'no(peéenje)’

oo(oblacno) - Aoblacno,oblacno * b(}hlaénn(peéenje)]
=max[0.12-0.2-0.45,0.08 - 0.6 - 0.45]
=0.0216

Y1 (oblacno) = oblacno

Oy (suncano) = max[0(suncano) - gmcano.suncano * Dsuncano(bicikliranje),
61(0blacno) - agbiacno,suncano * bsuncano(bicikliranje))
= max [0.0096 - 0.8 - 0.3,0.0216 - 0.4 - 0.3]
= 0.002592

Yo (suncano) = oblacno
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0x(oblacno) = max[o;(suncano) - asuncano,oblacno * bobiaeno(bicikliranje),
01(0blacno) - Agpiacno,obiacno * Poviacno(bicikliranje)]
= max [0.0096 - 0.2 - 0.05,0.0216 - 0.6 - 0.05]
= 0.000648

Y (oblacno) = oblacno

tr=3:
03(suncano) = max|[0,(suncano) - gncano,suncano * Dsuncano(SViranje),
62(0blaén0) * Qoblacno,suncano * bsunéano(s‘/iranje)]
= max [0.002592 - 0.8 - 0.4,0.000648 - 0.4 - 0.4]
= 0.00082944
Ys(suncano) = suncano
63(0blaén0) = maX[éz((sunéano)) * Asuncano,oblacno * b()blaéno(SViranje)a
62((0[91(1(}/1’10)) . aoblaéno,oblaéno : boblaéno(s‘}iranje)]
= max [0.002592 - 0.2 - 0.3,0.000648 - 0.6 - 0.3]
= 0.00015552
Y3(oblacno) = suncano
3. Kraj:

¢" = arg max [53(suncano), deltaz(oblacno)] = suncano

Dobili smo polja y(suncano) = [0, suncano, oblacno, sunc¢ano, suncano) i y(oblacno) =
[0, oblacno, oblacno, suncano, suncanol. Sada moZemo pronaci traZeni niz skrivenih sta-
nja:

iy = suncano

ip = Y3(suncano) = suncano

i1 = Yo(suncano) = oblacno

iy = Y (oblacno) = oblacno

Dakle dobilo smo niz skrivenih stanja (oblacno, oblacno, suncano, suncano).
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2.2.3 Problem ucenja

Pretpostavimo da je dan model A i niz opazanja v, v;,,...,v;, € V. Zelimo procijeniti
parametre modela (A, B, m) koji maksimiziraju vjerojatnost P, (Y7 = vr). Za rjesenje ovog
problema koristimo iterativni Baum - Welch algoritam poznat jos 1 kao Forward - Backward
algoritam. Uz forward 1 backward varijable, definirat cemo joS dvije pomoc¢ne varijable

&l i) = P (Xz = Si,, Xi+1 = Siy,, | Yr = VT)

v:(i) = P, (Xt =S | Y7 = VT)

Koristeci forward i backward varijable, moZemo ih zapisati na sljedeci nacin

&) = K = 00 Kt = 30, X 2 V1)
Py (Yr =vr)
_ @ (i)aii,,, b,y (e 1)Brr1 (i)
- Py (Yr = vr)
az(it)ai,i,+| bim (jt+1 ),Bt+1 (Tr+1)
ZQLO Zfi] 0 @i iy, biyy (Gee1)Br1 (1)

Pa (Xt = Si,7YT) _ a,(i)B(ir)
Po(Yr=vr) YV ()8

pa je veza izmedu &,(i;, i;41) 1 y,(i;) dana s

Yilip) =

N
Y:(iy) = Z &y i)

41 =0

Sada moZemo opisati Baum-Welch postupak. 1z pocetnog modela odredimo « i S, a zatim
¢ 1y. Sljedeée jednadZbe zovemo formule reestimacije i koristimo ih za nove procjene
parametara modela:
7t = yo(i)
- _ Z[ 0 t(l ])
T Z[ 0 '}’t(l)
Zt OY, =Vi ’yt(.])
DI E)

gdje Z, o &(i, j) predstavlja oCekivani broj tranzicija iz stanja s; u s;, Z,T:_Ol v:(7) ocekivani
broj posjeta stanja s; u trenutku t=0, a 7r; ocekivani broj puta u stanju s;. Dobijemo novi mo-
del te iterativno ponavljamo postupak poboljSavajuci trazenu vjerojatnost dok ne dodemo
do nekog kriterija zaustavljanja.

bj(k) =
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Primjer 2.2.7. Ponovno se vratimo na primjer 2.2.3. Zelimo prilagoditi parametre modela
kako bi maksimizirali vjerojatnost da je zadani model emitirao niz opaZanja (sviranje,
pecenje, Setnja, bicikliranje). Prvo racunamo backward varijable.

1. Inicijalizacija:
Bs(suncano) = 1

Bi(oblacno) = 1

2. Rekurzija:
t=2:

ﬁz(SMl’lédl’lO) = asunéano,sunéanobsunéano(biCikliranje)ﬁ3(sunéano)"'
asunéano,()blaEnob()blaEno (blClklll’Cll’l_]e)ﬁ:; (oblaéno)
=08-03-1+02-0.05-1=0.25

ﬁZ(OblaénO) = aoblac‘no,sunéanobsunc‘ano(biCikliranje)ﬁ3(sunéan0)+
aoblaéno,oblaénoboblaéno (blClkllral’lje)ﬁg (OblaénO)
=04-03-1+0.6-005-1=0.15

Bl (SMI’ZéCUZO) = asunéano,sunéanobSLtnéano(S/etnja)ﬁZ(sunéano)-i'

Asuncano,oblacno b oblacno (§ el n.] Cl)ﬁ 2 (Ob laéno)
=08-02-025+02-0.2-0.15=0.046

ﬁl (oblaéno) = Qoblacno,suncano bsunc‘ano (S‘/el'l’lja )ﬁZ (SMHC\'/aI’IO) +

Aoblacno,oblacno boblaéno (§etnja),82 (oblaéno)
=04-02-025+06-0.2-0.15=10.038

BO (SI/H’l édl’lO) = Asuncano,suncano bsunéano (peéenje )ﬁl (Sul’lC\'/ClI’lO) +

Asuncano,oblacno b oblacno (Peéenj 6),8 1 (Ob lac no)
=0.8-0.1-0.046 +0.2-0.45-0.038 =0.0071

ﬁo(ObldéﬂO) = aoblaéno,sunéanobxuncvano(pecv'enje)ﬁl (Sl/ll’lédi’lO)'i‘

aoblaéno, oblaénoboblaéno(peéenje)ﬁl (oblaéno)
=04-0.1-0.046+0.6-0.45-0.038 =0.0121
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3. Kraj:

P, (sviranje, pecenje, setnja, bicikliranje)
= Bo(suncano)bpeano(SViranje) ymeano + Lo(0blacno)b piaeno(SvViranje)m opiaeno
=0.0071-04-0.6 +0.0121-0.3-0.4 =0.003156

Dobili smo isto rjesenje kao u primjeru 2.2.3. Preostaje izracunati pomocne varijable
&1, J) v:(i), za skrivena stanja i i ji0 <t < 3, koristeci zapis pomocu forward i backward
varijabli. Nove parametre modela dobijemo jednadZbama reestimacije, a racunanjem vje-
rojatnosti da je novi model emitirao zadani niz opaZanja moZemo provjeriti jesmo li dobili
bolji model, odnosno vecu vjerojatnost.

2.3 Primjene

Primjer 2.3.1. (Primjena u biologiji [5]) Skriveni Markovljevi modeli mogu se koristiti za
modeliranje gena za kodiranje proteina u eukariota. Razliciti dijelovi gena koji sadrZe ko-
dirajuce informacije za proteine pokazuju preferenciju prema odredenim kodonima. Ova
nejednolika upotreba kodona rezultira razlicitim statistikama simbola na razlicitim po-
zicijama kodona. Ove razlike nisu prisutne u intronima, koji ne sudjeluju u prijenosu
informacija za sintezu aminokiselina. Stoga je kljucno ukljuciti ove statistike kodona pri-
likom modeliranja gena koji kodiraju proteine te u razvoju alata za identifikaciju gena.
Prikazani HMM model za eukariotske gene nastoji zabiljeiti statisticke razlike izmedu eg-
zona (kodirajucih sekvenci koje sadrie eukariotski gen) i introna (nekodirajuceg DNA).
Skriveni Markovljev model ima Cetiri stanja, pri cemu se stanja oznacena s E\, E,, E
koriste za modeliranje baznih statistika u egzonima. Svako stanje Ey koristi razlicite vje-
rojatnosti emisije kako bi odrazilo statistike simbola na k-tom poloZaju kodona. Stanje
I se koristi za modeliranje baznih statistika introna. Vazno je napomenuti da ovaj Mar-
kovljev model moZe predstavljati gene s vise egzona, gdje respektivni egzoni mogu imati
razlicit broj kodona, a introni razlicite duljine. Dakle, ako poznajemo strukturu i karak-
teristike odredenog bioloskog niza, lako moZemo konstruirati Markovljev model i koristiti
ga za analizu novog niza opservacija. Na primjer, pretpostavimo da imamo novi DNA
niz v.=vy...vi9g=ATGCGACTGCATAGCACTT. Kako ¢emo znati je li ovaj niz kodirajuci
gen? Ako pretpostavimo da je v protein za kodiranje gena, kako moZemo predvidjeti lo-
kaciju egzona i introna u danom nizu? Odgovor na prvo pitanje dobivamo racunanjem
vjerojatnosti da je taj niz generiran konstruiranim modelom, dakle rijec je o problemu eva-
luacije. Velika vjerojatnost moZe implicirati da je zadani DNA niz kodirajuci gen. Inace
moZemo zakljuciti da je malo vjerojatno da je niz kodirajuci gen, s obzirom da ne zadovo-
ljava statisticka obiljeZja koja su tipicna za takve gene. Odgovor na drugo pitanje, kako
predvidjeti lokaciju egzona i introna u danom nizu, ukljucuje predvidanje niza stanja koji
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najbolje opisuje dane opservacije, sto predstavlja problem dekodiranja. Na primjer, pret-
postavimo da je optimalni niz stanja y prikazan na slici sto implicira da prvih devet baza
odgovara prvog egzonu, sljedeca Cetiri pripadaju intronu, a zadnjih Sest drugom egzonu.
Dakle, skriveni Markovljev model pruZa korisne alate za analizu bioloskih nizova.

E,: 2™ position of codon
E,: 3" position of codon
I : intron

E,: 1* position of codon
} exon

x ATGCGACTGICATAGCACTT  observed symbols

Y EEEEEEEEE{l | | |EEFEEEE, hiddenstates
exon | intron | axon

Slika 2.2: Jednostavni HMM za modeliranje gena. Slika preuzeta iz [5].

Primjer 2.3.2. (Obrada prirodnog jezika) Obrada prirodnog jezika grana je umjetne in-
teligencije koja racunalima omogucéava razumijevanje teksta i izgovorenih rijeci, odnosno
glavna ideja je nauciti racunalo da razumije puno znacenje jezika kojim ljudi komunici-
raju, ukljucujuci namjeru i ton. VaZan dio obrade jezika je oznacavanje vrsta rijeci ili POS
oznacavanje. To je postupak u kojem svakoj rijeci pridruzujemo odgovarajucu oznake vr-
ste rijeCi s obzirom na njeno znacenje i vezu s ostalim rijecima u recCenici. Na primjer, u
reCenicama ’Danas sam naporno radio.” i U autu uvijek slusam radio.” rijec¢ radio je
glagol, odnosno imenica. Postoje razne tehnike oznacavanja vrste rijeci, a najjednostavija
Jje ona koja daje najcesce koristenu oznaku za odredenu rije¢ u ve¢ oznacenim podacima
za treniranje modela i koristi tu informaciju za oznacavanje rijecu u neoznacenom tekstu.
No ova metoda nekad moZe dati nizove oznaka koji nisu prihvatljivi po gramatickim pravi-
lima jezika. Zato koristimo stohasticki pristup u kojem izracunavamo vjerojatnost razlicitih
nizova oznaka koji su moguci u recenici i oznake dodjeljujemo iz niza s najvecom vjerojat-
nosti. U takvom pristupu veliku ulogu imaju skriveni Markovljevi modeli. Skrivena stanja
su oznake vrste rijeci, opaZena stanja rijeci u recenici, primjer tranzicijske vjerojatnosti
Jje vjerojatnost da je trenutna rije¢ imenica ako znamo da je prethodna bila zamjenica, a
primjer emisijske vjerojatnost je vierojatnost da je rije¢ “radio” imenica. Zelimo rijesiti
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problem dekodiranja, odnosno pronaci niz oznaka koji je najvjerojatniji s obzirom na niz
promatranih rijeci. PokaZimo postupak na jednostavnom primjeru.

Pretpostavimo da imamo sljedece podatke na engleskom jeziku.
1. Mary Jane can see Will.

2. Spot will see Mary.

3. Will Jane spot Mary?

4. Mary will pat Spot.

Tablica prikazuje rijeci i frekvenciju oznaka vrste rijeci.

IMENICA | MODALNI GLAGOL | GLAGOL

MARY 4 0 0
JANE 2 0 0
WILL 1 3 0
SPOT 2 0 1
CAN 0 1 0
SEE 0 0 2
PAT 0 0 1

Tablica 2.1: Oznake vrste rijeci

Na primjer, rijec¢ "will” se pojavljuje kao imenica u prvoj recenici, a kao modalni
glagol u drugoj, trecoj i Cetvrtoj recenici. U sljedecem koraku ¢emo svaki stupac podijeliti
s ukupnim brojem pojavljivanja te oznake kako bismo dobili emisijske vjerojatnosti. Iz
tablice vidimo da je vjerojatnost da je rije¢ "Mary” imenica g, a vjerojatnost da je glagol

0.

IMENICA | MODALNI GLAGOL | GLAGOL

MARY 4/9 0 0
JANE 2/9 0 0
WILL 1/9 3/4 0
SPOT 2/9 0 1/4
CAN 0/9 1/4 0

SEE 0/9 0 2/4

PAT 0/9 0 1/4

Tablica 2.2: Tablica opservacijskih vjerojatnosti
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Preostaje nam izracunati prijelazne vjerojatnosti. Uvest cemo dodatne oznake START
i END. Sada nasi podaci izgledaju ovako:

Mary Jane can see Will.

© 0000 ©

Spot will see Mary.

0000 O

Will Jane spot Mary?

Mary will pat Spot

Slika 2.3: Novi podaci. Slika preuzeta iz [6].

Konstruiramo novu tablicu u kojoj upisujemo frekvenciju pojavljivanja pojedine oznake
iz svakog stupca nakon oznaka iz svakog retka podijeljenju s brojem ponavljanja oznake iz

retka. Na primjer, imenica slijedi nakon oznake START u prvoj, drugoj i Cetvrtoj recenici

pa broj 3 dijelimo s brojem ponavljanja oznake START i dobivamo %.

IMENICA | MODALNI GLAGOL | GLAGOL | END
START 3/4 1/4 0 0
IMENICA 1/9 3/9 1/9 4/9
MODALNI GLAGOL 1/4 0 3/4 0
GLAGOL 4/4 0 0 0

Tablica 2.3: Matrica prijelaznih vjerojatnosti

Uzmimo sad novu recenicu ”Will can spot Mary.” i pogledajmo sve moguce kombijacije
oznaka.
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Mary Wi Spot Jane Wil Can Spot Sew Pal

Slika 2.4: Sve kombinacije. Slika preuzeta iz [6].

Pogledajmo moguce oznake rijeci u recenici ”Will can spot Mary.”.

1. START—IMENICA—MODALNI GLAGOL—IMENICA—IMENICA —END

2. START-MODALNI GLAGOL—-MODALNI GLAGOL—IMENICA—IMENICA—END

3. START—-IMENICA—MODALNI GLAGOL—-GLAGOL—IMENICA —-END

4. START-MODALNI GLAGOL—-MODALNI GLAGOL—GLAGOL—IMENICA —END

S obzirom da je vjerojatnost da modalni glagol slijedi nakon modalnog glagola 0, ostaju
nam samo prva i treca opcija. MnoZenjem prijelaznih i emisijskih vjerojatnosti dobivamo:

1. START—IMENICA—MODALNI GLAGOL —IMENICA —IMENICA —END

3131121 44
————————————————— = 0.00000846754
4994499909

2. START—-IMENICA—MODALNI GLAGOL—-GLAGOL—IMENICA—END

3
4 9 9 4 444909
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Vjerojatnost drugog niza je veca pa ¢e model svakoj rijeci iz zadane recCenice pridruZiti
oznake koje odgovaraju drugom nizu.

Primjer 2.3.3. (Lokalizacija robota) 2003. godine tim znanstvenika stvorio je robota pod
nazivom Groundhog koji je mogao istraZivati i stvoriti mapu napustenog rudnika koji je
zbog niskih razina kisika bio opasan za ljude. Ovaj teZak zadatak navigiranja robota u
nepoznatoj okolini i istovremeno stvaranje mape i dalje je aktualna tema proucavanja.
Pretpostavimo da imamo robota u skladistu koji je opremljen kompasom i senzorom bli-
zine pomocu kojeg moZe prepoznati prepreke u Cetiri smjera: sjever, jug, zapad i istok, s
greskom e = 0.25. Zamislimo da nemamo pristup skladistu i jedine informacije kojima
raspolaZemo su ocitanja senzora robota. Pojednostavimo problem i pretpostavimo da se
robot moZe kretati po skladistu koje se sastoji od devet polja, a izmedu nekih polja nalaze
se police. U svakom koraku, robot je programiran da promijeni svoju poziciju s vjerojat-
nosti 0.9 i pomakne se na slucajno odabrano susjedno mjesto. Za modeliranje ovog pro-
blema koristimo skriveni Markovljev model koji se sastoji od skrivenih stanja Xy, ..., Xy
koja predstavljaju lokaciju robota u skladistu i opservacija E,, ..., Es koja predstavijaju
ocitanja senzora. Senzor moZe ocitati sljedece:

o SWE - vrijedi za polja S 1,82, S 3 jer ta polja imaju prepreke na juznoj (S), zapadnoj
(W) i istocnoj (E) strani

o NWE - vrijedi za polja S7,S5 8,59

E - vrijedi za polje S 6

W - vrijedi za polje S 4

No - vrijedi za polje S S jer ono nema nikakvih prepreka



s7 | s8 | s9
S4 S5 S6
S1 ] s2 || s3

Slika 2.5: Skladiste

Slika 2.6: Graficki prikaz vjerojatnosti. Slika preuzeta iz [7].

Ako pretpostavimo da ne znamo pocetni poloZaj robota, za pocetnu distribuciju skrive-
nog procesa moZemo uzeti uniformnu distribuciju pa imamo prijelaznu matricu i pocetnu
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distribuciju:

0O 01 0 0 0225 0 O
0O 0 01 O 0 03 0
09 0 O 01 0225 0 09
0 09 0 03 01 03 0 09

0O 0 09 0 0225 01 O O 09
0O o0 0 03 O 0O 01 0 O
0
0

o O OO
S O O OO

0O O 0 0225 0 O 01 O
0 0 O 0 03 0 0 0.1

71:(1/9 /9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9 1/9)

Izracunajmo vjerojatnost da senzor ocita j, ako se nalazimo u stanju i:

PE=jlX=i)=1-e" ¢,

gdje d predstavlja broj signala koji su razliciti od stvarnog stanja. Na primjer, ako senzor
ocita stanje SWE, a robot se nalazi na polju S7, to znaci da je detektirao zid za zapadu i
policu na istoku, ali nije detektirao zid na sjeveru. Takoder je detektirao prepreku na jugu
koje u stvarnosti nema pa dva senzora daju krivu informaciju, odnosno d = 2. Tada je
P(E=SWE | X =17)=(1-0.25)*2-0.25% = 0.04. Sada moZemo izracunati sve emisijske
vjerojatnosti i dobivamo sljedece matrice:

0.32
0.32
0.32
0.04
SWE = 0.01
0.04
0.04
0.04

0.04]

[0.04
0.02
0.04
0.04
NEW = 0.0
0.04
0.32
0.32

0.32]
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[0.04
0.04
0.04
0.04
E = 0.11
0.32
[0.04
0.04
0.04
0.32
W = 0.11
0.04
[0.01
0.01
0.01
0.11
No = 0.32
0.11

0.04

0.04

0.01

0.04

0.04

0.01

0.04 ]

0.04]

0.01}
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Daljnjom analizom mogu se izracunati vjerojatnosti da se robot nalazi u nekom polju u
svakom koraku. Na primjer, za prva tri koraka dobije se sljedece:

e U prvom koraku, robot ima vjerojatnost 20% da se nalazi na polju 1 ili 7.

o U drugom koraku ima veliku vjerojatnost da se nalazi na polju 5, s vjerojatnosti

skoro 30%.

o U trecem koraku robot ima veliku vjerojatnost (50%) da se nalazi u stanju 6.
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Step 1 Step 3

Slika 2.7: Graficki prikaz vjerojatnosti za prva tri koraka. Slika preuzeta iz [7].

Koristeéi senzorske podatke, moZemo zakljuciti najvjerojatniju lokaciju robota u svakom
vremenskom trenutku.



Poglavlje 3

Markovljev proces odlucivanja

3.1 Definicija i osnovna svojstva

Markovljeve lance moZemo proSiriti na Markovljev proces odlucivanja koji sluzi za mo-
deliranje donoSenja odluka u situacijama gdje su ishodi djelomicno slucajni, a djelomicno
pod kontrolom donositelja odluka, tj. agenta. Model uzima u obzir kako trenuta¢ne od-
luke utjecu na kratkorocne ishode, ali i prilike za donoSenje odluka u buducnosti. Razlika
izmedu Markovljevih lanaca 1 procesa odlucivanja je dodatak akcija i nagrada. Akcije
omoguduju agentu da odabere Sto uciniti sljedece, nagradujuci ih odgovarajuéom nagra-
dom nakon promjene stanja. Preciznije, Markovljev proces odluc¢ivanja moZzemo definirati
na sljedeci nacin:

Definicija 3.1.1. Markovljev proces odlucivanja s diskretnim vremenom je cetvorka
(S,A,r,R), gdje su:

e S konacan skup stanja (A, P) - Markovljevog lanca X = (X,, : n > 0)
e A konacan skup akcija koje agent moZe poduzeti

e (r prijelazna funkcija, gdje s tr(s,a,s’) oznacavamo vjerojatnost da ce agent koji
izvrSava akciju a u stanju s doci do stanja s', tj. prijelaznu funkciju definiramo kao
tr(s,a,s') =P X,y =5 | X, = 5,A, = a)

o R realna funkcija nagrade, gdje s R(s, a) oznacavamo ocekivanu nagradu r za izvrSe-
nje akcije a u stanju s, tj. R(s,a) = E(r, | X, = s,A, = a).

Napomena 3.1.2. U ovom radu prostor stanja je diskretan i konacan, ali postoje proSirenja
na kontinuirane i beskonacne prostore stanja.

34
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Markovljev proces odlucivanja zadovoljava Markovljevo svojstvo, odnosno vjerojat-
nost da zavr§imo u nekom stanju s’, ako se nalazimo u stanju s i poduzmemo akciju a,
ovisi samo o trenutnom stanju s i akciji a.

Primjer 3.1.3. Marsov rover motorno je vozilo koje putuje povrsinom planeta Mars. Je-
dan od njegovih zadataka je prikupljanje uzoraka razlicitih stijena koje uocava oko sebe.
Rover treba planirati najefikasniju rutu koja ¢e ga dovesti do svih zanimljivih stijena, s
ciljem minimiziranja potrebnog vremena i gubitka energije. Za donoSenje odluka o tome
kamo dalje ic¢i, robot treba poznavati samo trenutno stanje okoline - viastitu lokaciju, lo-
kaciju stijena, informaciju o tome koje su stijene vec¢ uzorkovane, vlastiti energetski nivo i
slicno. Robot ne mora pamtiti svoje prethodne lokacije kako bi odlucio o sljedecoj akciji.
Za modeliranje takvih autonomnih agenata (agenata Cije je donosenje odluka u vecoj mjeri
zasnovano na vlastitoj percepciji negoli na ugradenom prethodnom znanu) koji djeluju u
Markovljevog okruZenju korisni su Markovljevi procesi odlucivanja. U problemu Marso-
vog rovera, skup stanja bi trebao sadrZavati informacije poput lokacije robota, lokacije
stijena, informaciju o tome koje stijene su ve¢ uzorkovane i stanja baterije. Primjer akcija
koje robot moZe poduzeti su kretanje unaprijed, okretanje ulijevo ili udesno, uzorkovanje
stijene i punjenje baterije. Prilikom kretanja u odredenom smjeru, robot moZze proklizati ili
promasiti smjer zbog nekih netocnosti u motoru. Zbog toga su ucinci akcija stohasticki pa
je prikladno definirati prijelaznu funkciju. U nasem primjeru rover prima nagradu svaki
put kada uzorkuje stijenu koja nije bila uzorkovana prije, dok bi trebao biti kaznjen (pri-
miti negativnu nagradu) kada uzorkuje stijenu koja je vec¢ uzorkovao. Takoder je moguce
modelirati troskove akcija kao negativnu nagradu, primjerice, nametnuti trosak za svaku
akciju robota povezan s potrosnjom energije koja proizlazi iz te radnje.

3.2 RjeSenje problema Markovljevog procesa
odlucivanja

Cilj agenta je maksimizirati niz dolaznih nagrada ili neku njezinu funkciju. Agent moze
djelovati pod konacnim horizontom, tj. unaprijed definiranim brojem koraka unutar kojih
mora izvrsiti svoje zadatke. U tom scenariju optimalna akcija koju agent moZe izvrSiti ovisi
o preostalim vremenskim koracima. Na primjer, ako agent ne moZe postici glavni cilj unu-
tar preostalih koraka, moZe pokusSati izvrSiti sekundarni cilj koji donosi manju nagradu, ali
se brze ostvaruje. Stoga odabir akcije ne ovisi samo o trenutnom stanju, vec i o broju pre-
ostalih vremenskih koraka. U beskonacnom horizontu, agent neprestano izvrSava zadatke
pa optimalna akcija ovisi isklju¢ivo o trenutnom stanju. Postavlja se pitanje kako vred-
novati dugoro¢nu buducnost i kako usmjeriti agenta ka cilju koji nije dostiZan u jednom
koraku? U slu€ajnu beskona¢nog horizonta, uvodimo faktor umanjenja y € (0, 1) koji ko-
ristimo kako bi s viemenom umanyjili vaznost buducih nagrada, a agent treba maksimizirati
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beskonacnu sumu umanjenih nagrada, odnosno oc¢ekivanu budu¢u umanjenu nagradu

E[i ytr,], (3.1)

t=0

gdje r, predstavlja nagradu u trenutku ¢z. Ako je vrijednost y bliza nuli, prednost se daje
trenutacnim nagradama, a ako je bliZa jedinici, tada se naglasak stavlja na dugoro¢nu na-
gradu. Suma (3.1) je ograniCena s gfy, gdje 7,4, predstavlja maksimalnu mogucu nagradu,
Sto osigurava konvergenciju algoritma kojeg navodimo u sljede¢em koraku.

Politika agenta je svako preslikavanje 7: § — A koje stanju agenta pridruZuje neku
akciju. Zelimo pronaéi optimalnu politiku koja maksimizira ukupnu o¢ekivanu nagradu.
Politiku agenta moZemo definirati pomocu funkcije korisnosti V : § — R koja svakom
stanju pridruzuje neku vrijednost, Sto je veca korisnost stanja, stanje je “pozeljnije” za
agenta. Vrijedi

ny(s) = arg max (R(s, a)+y Z tr(s, a, s’)V(s’)J (3.2)
agA s’es
Optimalna funkcija korisnosti V* je jedistvena i vrijedi
V*(s) = max (R(s, a)+y ) r(s,q, s')V(s’)] (3.3)
acA s'eS

Jednadzbu (3.3) zovemo Bellmanova jednadzba koja uzima u obzir da korisnost stanja ne
ovisi samo o neposrednoj nagradi nego i o budu¢im umanjenim nagradama. Politika my-
koja odgovara funkciji korisnosti V* je optimalna politika. Umjesto definiranja korisnosti
za svako stanje, mozemo definirati funkciju Q : § X A — R, poznatiju kao Q-vrijednost.
Q(s, a) predstavlja ocekivanu nagradu koju agent treba primiti ukoliko poduzme akciju a
u stanju s. Sada mozemo definirati algoritam za racunanje optimalnog rjeSenja Markov-
ljevog procesa odlucivanja pomocu iteracija vrijednosti. Algoritam inicijalizira funkciju
korisnosti na maksimalnu nagradu u jednom koraku. U svakoj iteraciji korisnost stanja
popravlja se na temelju Bellmanove jednadZbe azuriranja. Nastavljamo aZurirati koris-
nosti stanja dok ne konvergiraju. Tipi¢no zaustavljamo algoritam kada maksimalna razlika
izmedu dviju uzastopnih funkcija korisnosti (poznata kao Bellmanova rezidualna vrijed-
nost) padne ispod nekog e.
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Algoritam 1 Iteracije vrijednosti
Inicijaliziraj V(s) = max,eca R(s, a)
while V ne konvergira do
for s € S do
fora € Ado
O(s,a) < R(s,a) +y Xyes tr(s,a, s)V(s')
end for
V(s) « maxgea O(s,a)
end for
end while

n(s) < arg max Q(s,a)
acA

3.3 Primjene

Primjer 3.3.1. (Ulov lososa) Imamo problem u kojem Zelimo odrediti optimalan udio lo-
sosa za ulov tijekom godine na odredenom podrucju s ciljem maksimiziranja dugorocnog
povrata. Nakon ulova, losos moZemo prodati i svaki pojedini losos generira fiksan iznos
dolara. No, ako se ulovi previse lososa, to moZe rezultirati smanjenim prinosom sljedece
godine. Ovaj problem moZemo modelirati kao Markovljev proces odlucivanja na sljedeci
nacin:

o Skup stanja je broj dostupnih lososa u odredenoj godini. Pojednostavit ¢emo pro-
blem i pretpostaviti da razlikujemo Cetiri stanja, PRAZNO (podrucje je bez lososa),
NISKO (dostupan broj lososa je ispod odredenog praga t,), SREDNJE (dostupan
broj lososa izmedu t, i t,) i VISOKO (dostupan broj lososa iznad t,).

e Skup akcija ¢ine samo dvije akcije, ULOV i NE-ULOV lososa.

e Lovljenje u svakom stanju donosi neku nagradu. Ako lovimo u stanju NISKO na-
grada iznosi 53, u stanju SREDNJE 108, a u stanju VISOKO 508. Ako nas neka
akcija dovede do stanja PRAZNO, onda je kazna 2003, jer uzgoj novih lososa zahti-
jeva vrijeme i novac.

e Prijelaznu funkciju moZemo shvatiti na sljedec¢i nacin: Akcija ULOV lososa u odre-
denom stanju ima vecu vjerojatnost prelaska u stanje s manjim brojem lososa, a
akcija NE-ULOV ima vecu vjerojatnost prelaska u stanje s ve¢im brojem lososa.
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Slika 3.1: Prijelazni graf za problem ulova lososa.
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Pogledajmo graf sa slike. Tranzicije izmedu stanja prikazane su strelicama iznad koji je
ureden par (prijelazna vjerojatnost, nagrada). Na primjer, od stanja SREDNJE akcija
ULOV moZe voditi prema stanju NISKO s vjerojatnosti 0.75 i nagradom 10$ ili moZe ostati
u stanju SREDNJE s vjerojatnosti 0.25 i istom nagradom.

Osim navedenog primjera, Markovljev proces odlucivanja moze se koristiti u nekim
poznatijim problemima poput problema putujuceg putnika. U tom slucaju, agent je trgovac,
akcije su rute koje se mogu odabrati iz trenutnog stanja, nagrade predstavljaju troSkove
svake rute, a cilj je minimizirati funkciju troska tijekom trajanja putovanja. Markovljevi
procesi odlucivanja koristeni su i za u¢enje racunala kako igrati igre poput Ponga, Pacmana

ili AlphaGoO.



Poglavlje 4

Djelomicno vidljiv Markovljev proces
odlucivanja

4.1 Definicija i osnovna svojstva

U Markovljevom procesu odluc¢ivanja agent uvijek ima potpuno znanje o svom poloZaju i
okruzenju. U stvarnosti informacije o okolini su samo djelomic¢ne i neprecizne pa uvodimo
djelomicno vidljiv Markovljev proces odlu¢ivanja za situacije u kojima agent nema pot-
pune informacije o trenutnom stanju okoline. Agent prima nejasna ili ograni¢ena opaZanja
koja su posljedica njegovih akcija i stanja okoline. Na primjer, u scenariju s Marsovim
roverom okolne stijene mogu sadrZavati zanimljive minerale. Rover moZe aktivirati senzor
kako bi provjerio je li stijena zanimljiva prije nego joj se pribliZi, no to¢nost senzora opada
s povecanjem udaljenosti od stijene. Okolina u kojem rover djeluje je i dalje Markovljeva,
ali rover ima samo djelomic¢ne informacije o njoj. Ovaj tip procesa tek se nedavno pojavio u
literaturi pa ¢emo dati kratki pregled dosada dobivenih rezultata, a detaljnije je objasnjeno
u [8], [9]1[10].

Definicija 4.1.1. Djelomicno vidljiv Markovljev proces odlucivanja s diskretnim vremenom
je n-torka (S, A, tr,R,Q, O, by), gdje su:

o S, A, tr,R parametri iz definicije 3.1.1 osnovnog Markovljevog procesa odlucivanja
koji opisuju okolinu u kojoj agent djeluje

o Q skup opaZanja, najcescée skup svih mogucih izlaza senzora

e O(a, s’,0) vjerojatnost da ¢e agent opaziti o €  nakon izvrsavanja radnje a i dola-
ska u stanje s’. Funkcija O modelira greSku senzora.

39
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Djelomicno vidljiv Markovljev proces odlucivanja ne zadovoljava Markovljevo svoj-
stvo s obzirom na opaZanja. Buduéi da nemamo izravan pristup trenutnom stanju, nase od-
luke zahtijevaju pracenje moguce cijele povijesti procesa. Nacin na koji ga moZemo uciniti
Markovljevim je definiranje stanja vjerovanja - vektora vjerojatnosti gdje je b(s) vjerojat-
nost da je agent u stanju s. Ovakav nacin pruZza iste informacije kao da smo pratili cijelu
povijest procesa. Stanje vjerovanja oponasa osnovno stanje pa je Markovljevo, stoga su po-
trebne samo informacije o prethodnom stanju vjerovanja, akcija koja je poduzeta i trenutno
opazanje. b, predstavlja poCetno vjerovanje, prije nego agent izvrsi neku akciju ili primi
opazanje. Vjerovanja moramo azurirati - kada je agent u stanju vjerovanja b, izvrSavajuéi
radnju a 1 promatrajuci o, moZemo odrediti novo stanje vjerovanja b’(s) = 7(b, a, 0):

b'(s)=P(s|a,o,b)
_ P(s,a,0,b)
" P(a,o,b)
_P(o|s,a,b)P(s|a,b)P(a,b)
B P(o|a,b)P(a,b)
_P(ol|s,a,b)P(s|a,b)
B P(o | a,b) (4.1)
_P(o|s,a)P(s|a,b)
B P(o|a,b)
_0(a,5,0) Yyes b(s)r(s', a, 5)
B P(o | a,b)

P(ola,b)= ) b(s) ) tr(s,a,5)0(a,s,0)

seS s'eS

4.2 RjeSenje problema djelomicno vidljivog
Markovljevog procesa odlucivanja

Rjesenje djelomicno vidljivog procesa odlucivanja je politika koja propisuje koju radnju
poduzeti u svakom stanju vjerovanja kako bi maksimizirao

E [i ytr,] ) 4.2)

t=0

Stanja vjerovanja su kontinuirana, rezultiraju¢i beskonanom skupom stanja Sto ovaj pro-
blem ¢ini puno teZim za rjeSavanje u usporedbi s osnovnim Markovljevim procesom odlu-
¢ivanja. Spomenut ¢emo nekoliko metoda aproksimacije koje se oslanjanju na rjeSenje
procesa odlucivanja. Metoda najvjerojatnijeg stanja bira optimalnu akciju za stanje s
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najveéom vjerojatnoti u trenutnom stanju vjerovanja, no ne uzima u obzir stupanj sigur-
nosti trenutnog stanja niti vrijednost optimalne funkcije. Metoda glasovanja uzima u obzir
te nesigurnosti odabirom akcije koja ima najvecu vjerojatnost prema trenutnoj distribuciji
stanja vjerovanja, a Q-aproksimacija ju dodatno poboljsava jer u obzir uzima Q-vrijednosti.
U toj metodi biramo akciju koja maksimizira )., Q(s,a)b(s). Optimalno ponaSanje Cesto
moze ukljucivati akcije sakupljanje informacija koje se poduzimaju iskljucivo zato Sto po-
boljSavaju procjenu trenuta¢nog stanja agenta, omogucuju¢i mu da donese bolje odluke u
buduénosti. S obzirom da je u Markovljevom procesu odlucivanja trenutno stanje uvijek
poznato, ove metode ne uzimaju u obzir akcije koje prikupljaju opazanja. Te akcije nemaju
nikakvu vrijednost 1 nece biti odabrane navedenim metodama, no takve metode mozemo
koristiti za brzu inicijalizaciju funkcije korisnosti.

Tradicionalan nacin za rjeSavanje djelomi¢no vidljivih procesa odlucivanja je putem os-
novnog procesa odlucivanja nad prostorom vjerovanja djelomic¢no vidljivog procesa. Defi-
niramo:

R(b,a) = Z b(s)R(s, a)

seS

trb,a, b’y = Y P(b' | b,a,0)P(o|b,a)

0€Q

(4.3)
1 b,a,0) =0b’
P(b,lb,a,o):{ T( Va 0)
0 1inace
P(o| b,a) = Z b(s) Z tr(s,a, s)O(a, s, 0)
seS s'eS
JednadZba iteracije vrijednost dana je sljede¢im izrazom:
Vo(b) = max > b(s)R(s,a)
ae o5
- 4.4)
Vin(b) = max| > b(s)R(s.a) +y ) P (0] b.a) Vi(x(b.a,0))
seS 0eQ
MozZemo je rastaviti kao:
Visi(b) = max V4(b)
Veb) = Va(b
B) = ), Vib) (4.5)

0eQ)
ZSES b(S)R(S, Ll)

Vo(b) = Q

+v-P(o| b,a)V/(t(b,a,o0))
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Sada je

b) = b(s)R(s, P(o|b,a) Vi (t(b,a, . 4.6
my(b) = arg max | ) b&R(s,a) +y ) (o] b,a) Vi(x( ao))] (4.6)

seS 0€Q)

Djelomicno vidljivi Markovljevi procesi odlucivanja imaju Siroku primjenu u razli¢itim
podruc¢jima gdje se donose odluke u uvjetima neizvjesnosti i djelomi¢ne informiranosti.
Neke od najces¢ih primjena su:

e robotika - za navigaciju i planiranje optimalnih putanja robota u nepoznatim okruZze-
njima, uzimajuci u obzir nepredvidljive prepreke i ograni¢enja, npr. autonomni auto-
mobili. Osim navigacije, koriste se 1 za manipulaciju objektima i pomazu robotima u
donoSenju odluka o tome kako optimalno uhvatiti, premjestiti ili manipulirati objek-
tima u okruZenju.

e racunalni vid - prepoznavanje objekata na slikama ili videozapisima, uzimajuci u ob-
zir varijabilnost u slikama. Vazni su 1 u razumijevanju scene, odnosno segmentaciji
slika na razlicite dijelove od kojih svaki odgovara razli¢itom objektu.

¢ industrija - za optimizaciju upravljanja zalihama, odredivanje optimalnih koli¢ina
narucivanja i minimiziranje troskova zaliha.

e zdravstveni sustav - za personalizirano planiranje lijeCenja, uzimajuci u obzir indi-
vidualne karakteristike pacijenata i njihove specificne potrebe kao i za donoSenje
odluka o upucivanju na dodatne pretrage ili lijecenje.
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Sazetak

U ovom radu napravljen je pregled Cetiri tipa Markovljevih modela. Opisana je struktura
Markovljevih lanaca kao osnovog tipa Markovljevih procesa te je spomenut PageRank al-
goritam i primjena u predvidanju vremenske prognoze. Nakon toga je definirano Sto su
skriveni Markovljevi lanci te su objasnjeni glavni problemi modela. Autorov doprinos
ovoj temi je uvodenje primjera koji ilustriraju backward, forward 1 Viterbijev algoritam te
omogucuju razumijevanje prakti¢ne primjene algoritama i tema obradenih u radu. Nave-
dene su i primjene u biologiji, obradi prirodnog jezika i robotici koje pokazuju vaZnost
modela. Zatim je definiran Markovljev proces odlucivanja i dano je rjeSenje problema
maksimizacije nagrade, a pomocu primjera pokazano je kako koristiti model za modeli-
ranje donoSenja odluka. Na kraju je dan kratak osvrt na djelomi¢no vidljive Markovljeve
procese odlucivanja.



Summary

In this paper, an overview of four types of Markov models is provided. The structure of
Markov chains, as the basic type of Markov processes, is described, and the PageRank
algorithm is mentioned along with its application in weather forecasting. Subsequently,
hidden Markov chains are defined, and the main problems of the model are explained. The
author’s contribution to this topic lies in the introduction of examples illustrating the bac-
kward, forward and Viterbi algorithms, enabling understanding of the practical application
of the algorithms and topics discussed in the paper. Applications in biology, natural langu-
age processing, and robotics are also mentioned, highlighting the importance of the models.
Next, the Markov decision process is defined, and a solution to the reward maximization
problem is provided, demonstrating how to use the model to model decision-making thro-
ugh examples. Finally, a brief overview of partially observable Markov decision processes
is given.
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