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Uvod

Euklidska domena je integralna domena u kojoj moZemo definirati takozvanu euklidsku
funkciju koja dopusta odgovarajuu generalizaciju Teorema o dijeljenju s ostatkom koji
vrijedi u prstenu cijelih brojeva. Osim toga, u euklidskoj domeni moZemo provoditi i
Euklidov algoritam koji se koristi za odredivanje najveceg zajedni¢kog djelitelja bilo koja
dva elementa. Konkretno, euklidska domena D je komutativni prsten s jedinicom u kojemu
ne postoje djelitelji nule i u kojemu postoji funkcija ¢ : D — Z sa svojstvima:

(1) zasvea,b € D, b # 0, vrijedi
$(ab) > ¢(a),

(2) zasvea,b € D, b # 0 postoje g, r € D takvi da vrijedi
a=qgb+r i ¢@r) < o).

Svaka euklidska domena je domena glavnih ideala, a to znaci da je ujedno i domena jedin-
stvene faktorizacije, odnosno elementi se mogu prikazati jedinstveno pomocu ireducibilnih
elemenata na analogan nacin kao §to je to opisano Osnovnim teoremom algebre za cijele
brojeve.

Primjere euklidskih domena navodimo iz klasa prstena oblika Z[ vm] i Z [ 1+2«/% ] Na

tim prstenima, odnosno opéenito na kvadratnim poljima Q(+/m) definirali smo funkciju
¢ﬂl : Q( vn_/l) - Q’
¢m(r+ S%) = —ms?, r,s€Q,

koja za odredene vrijednosti kvadratno slobodnog prirodnog broja m ima ulogu euklidske
funkcije. Na primjer, ako je m nenegativan kvadratno slobodan cijeli broj, onda je prsten
Z[ /m] euklidska domena s obzirom na ¢,, ako i samo ako m = —1,—2. Nadalje, ako je
m pozitivan kvadratno slobodan cijeli broj takav da je m = 2,3 (mod 4), onda je prsten
Z[ Vm] euklidska domena s obzirom na ¢,, ako i samo ako m = 2,3,6,7,11,19,57. Poka-

zali smo jednostavnije slucajeve navedene tvrdnje (i joS nekih analognih za prstene oblika

Z[HZ\M

]) koje se mogu pokazati elementarnim tehnikama.
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Zbog boljeg razumijevanja ove algebarske strukture u prvom dijelu rada ponovili smo
osnovne strukture kao Sto su grupe, prsteni, polje i ideali.



Poglavlje 1

Prsteni i ideali

1.1 Grupa

Definicija 1.1.1. Neka je S neprazan skup. Preslikavanje
*:§Xx§ = §

naziva se binarna operacija na skupu S. Binarna operacija * svakom uredenom paru
(x,y) € § X § pridruZuje elementz = x*y € §S.

Definicija 1.1.2. Neka je G neprazan skup i = preslikavanje s domenom G X G. Uredeni
par (G, x) nazivamo grupa ako vrijede sljedeca svojstva:

(1) za sve x,y € G, x =y € G (zatvorenost),
(2) za sve x,y,z € G, (x *y) * 7z = x * (y * 2) (asocijativnost),
(3) postoji e takav da za svaki x € G vrijedi e * x = x * e = x (neutralni element),
(4) za svaki x € G postoji y € G takav da vrijedi x x y = y % x = e (inverzni element).
Ako vrijedi i svojstvo komutativnosti, to jest ako za svaki x,y € G vrijedi
XEy=yxx,
onda kaZemo da je (G, %) komutativna ili Abelova grupa.

Napomena 1.1.3. U definiciji 1.1.2 provjera zatvorenosti operacije zapravo se odnosi na
provjeru je li zadana binarna operacija. Takoder, ako neutralni element e i inverz od bilo
kojeg elementa x € G postoje, jedinstveni su.
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Definicija 1.1.4. Neka je (G, *) grupa, a skup H podskup grupe G. Ako je (H,*) grupa,
kaZemo da je H podgrupa od G i pisemo H < G.

Propozicija 1.1.5. Neka je (G, %) (Abelova) grupa. Skup H C G je (Abelova) podgrupa od
G ako i samo ako vrijedi
xxy€eH, x'eH,

za sve x,y € H. Odnosno, H < G ako i samo ako je x *y™' € H, za sve x,y € H.

Dokaz. 1z x «y € H, za sve x,y € H, slijedi da je operacija = zatvorena na H. Svojstva
asocijativnosti i komutativnosti (ako vrijedi) se nasljeduju iz G. Neutralni element e je iz
H zbog toga §to pretpostavke x € Hix™! € Hdajue = x*x™' € H. O

1.2 Prsteni

Definicija 1.2.1. Neka je R neprazan skup na kojem su definirane dvije binarne operacije
+ i -. Uredenu trojku (R, +, -) nazivamo prsten ako vrijede sljedeca svojstva:

(1) (R,+) je Abelova grupa,
(2) (R,-) je polugrupa (to jest operacija - je asocijativna),
(3) distributivnost operacije - s obzirom na operaciju + :
alb+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+ bc,
za sve a,b,c € R.

Neutralni element grupe (R,+) naziva se nula i oznacava s 0. Ako postoji neutralni
element strukture (R, -), on se naziva jedinica i oznacava s 1, a (R, +,-) se onda naziva
prsten s jedinicom. Ako je operacija - komutativna, govorimo o komutativnom prstenu.

Definicija 1.2.2. Neka je R prsten s obzirom na operacije + i -. Neprazni podskup S € R
je potprsten od R ako je S = (S, +, ) i sam prsten. Pisemo S < R.

Propozicija 1.2.3. Neka je (R, +, ) prsten. Neprazni podskup S od R je potprsten od R ako
i samo ako vrijedi:

(1) za svaki x,y € S vrijedi x —y € § (to jest (S, +) je grupa),
(2) za svaki x,y € S vrijedi x -y € S (to jest (S, ") je grupoid).

Dokaz. Svojstvo (1) ekvivalentno je tome da je S aditivna podgrupa od R, a prema svoj-
stvu (2) zakljuCujemo da je (S, -) polugrupa (jer se asocijativnost mnozenja nasljeduje).
Distributivnosti se takoder nasljeduju. m|
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Neka je m cijeli broj koji je kvadratno slobodan. Prisjetimo se, m je kvadratno slobodan
ako je 1 najveci kvadrat prirodnog broja koji dijeli m, odnosno k* 4 m, zasve k € N, k > 1.

Definiramo skup
Z[Vm] ={a+b~Vm : a,b € Z}.

Primjer 1.2.4. Skup Z[ \m] je komutativni prsten s jedinicom uz operacije standardnog
zbrajanja i mnoZenja.

Rjesenje. Bududi da je Z[ 4/m] podskup skupa kompleksnih brojeva, C, koji uz standardno
zbrajanje i mnoZenje ¢ini polje, jedino $to treba provijeriti da je (Z[ v/m], +) podgrupa Abe-
love grupe (C, +) te da je (Z[ ¥m], -) komutativni monoid. U tu svrhu primjenjujemo pro-
poziciju 1.1.5 prema kojoj treba ispitati zatvorenost na zbrajanje te provjeriti da suprotni
element svakog elementa iz Z[ \/m)] lezi u Z[ Vm].

Neka sua,b,c,d € Z. Tada je

(@a+b\Vm)+(c+dVm)=a+c+ b +d)Vm (1.1)

element skupa Z[ v/m] zbog zatvorenosti zbrajanja cijelih brojeva. Suprotni element od
a+b+m € Z[ym] je —a — b+/m i on ocito pripada skupu Z[ v/m]. Dakle, (Z[ Vm], +) je
Abelova grupa.

MnozZenje u Z[ \/m] je takoder zatvoreno. Zaista, umnoZzak

(a+b\m) - (c+dNm) = ac + bdm + (ad + bc) \Vm (1.2)

je iz Z[ \/m] jer su ac + bdm,ad + bc € Z. Asocijativnost i komutativnost mnoZenja se
nasljeduje iz C pa je (Z[ y/m], -) komutativna polugrupa. Nadalje, ocito je neutrani element
mnoZenja 1 € Z[ ym]. S obzirom da je svojstvo distributivnosti nasljedno, zaklju¢ujemo
da je Z[ v/m] komutativni prsten s jedinicom. i

Primjer 1.2.5. Neka je m cijeli broj takav da je m = 1 (mod 4). Skup

1+ vVm 1+ Vm
2

Z
2

ra,beZ}

]:{a+b

Jje komutativni prsten s jedinicom uz operacije standardnog zbrajanja i mnoZenja.

Rjesenje. KoristeCi analognu argumentaciju iz prethodnog primjera 1.2.4, jedino Sto tre-
1+ vm
bamo pokazati jest da su operacije zbrajanje i mnoZenje u Z[ ]

protni element svakog elementa iz Z [“‘M] 1+(
1+m
2

zatvorene, da je su-

ponovno iz Z[ ] (Sto je ocito) te da je

neutralni element mnoZenja 1 € Z [

] (Sto je takoder ocito).
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Nekasua,b,c,d € Z. Tada je

1+ vim 1+ vim 1+ vm  _[1+ ym
a+b L +lc+d T V™ =a+c+b+d al meZ al m.
2 2 2 2
Nadalje,
1+ Vm 1+ i Ne 1+ Vm
POl L O RPN ) el L) S SO L.
2 2 4 2
| +2m 1+ Vim
= ac + bd— 4””’" (ad + be) +2 m
- 1 1+ Vm
— ac +bd + (ad + be + bd) +2 mez +2 m]
m—1

jerjead +bc+bd € Z,a ac + bd
daje ostatak 1. O

€ Z buduci da je m cijeli broj koji pri dijeljenju s 4

Napomena 1.2.6. Lako se moZe pokazati da je

1 +2\/n_1]

a b

:{§+§\/ﬁza,bez,azb (modZ)}.

Z

1.3 Polje

Definicija 1.3.1. Komutativni prsten s jedinicom (R, +,-) u kojem je svaki element x €
R\{0} invertibilan naziva se polje. Polje se Cesto oznacava slovom F. Drugim rijecima,
kaZemo da je (F, +, ) polje ako vrijede sljedeca svojstva:

(1) (F,+) je Abelova grupa,
(2) (F*,-) je Abelova grupa ( gdje je F* = F\{0}),
(3) distributivnost operacije - s obzirom na operaciju +.

Primjer 1.3.2. Neka je m kvadratno slobodan cijeli broj. Skup
Q(Vm) =f{a+bvm : a,b e Q)

Jje polje, takozvano kvadratno polje.

Rjesenje. Bududi da je Q(+/m) podskup polja C, prema propoziciji 1.1.5 dovoljno je po-
kazati:
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e (Q(+/m), +) je podgrupa Abelove grupe (C, +),
e (Q(+/m)*,) je podgrupa Abelove grupe (C*, -).

Neka su a,b,c,d € Q. Uocimo da se zatvorenost zbrajanja i mnoZenja pokazuje na
isti na¢in kao u primjeru 1.2.4, odnosno izrazi u (1.1) i (1.2) su iz Q(+/m). Buduéi da u
polju ne postoje djelitelji nule, ako je jedan od faktora a + b \/m i ¢ + d \/m razli¢it od nule,
onda je i njihov umnozak razli¢it od nule pa smo argumentirali zatvorenost mnoZenja na
Q(m)".

Suprotni element od a + b /m je ocito iz Q(y/m). Svaki element iz Q( /m)* je inverti-
bilan. Preostaje jedino pokazati da je (a + b/m)~' € Q(/m)*. Zaista,

1 - -
(a+bVmy" = _ashvm_ e, = e ('

a+b\ym a-mb> @ —-mb* a2
O

Napomena 1.3.3. KaZemo da je a € C algebarski broj ako je nultocka polinoma s ra-
cionalnim koeficijentima. Algebarski cijeli broj je nultocka polinoma s cjelobrojnim ko-
eficijentima i vodecéim koeficijentom jednakim 1. Skup svih algebarskih cijelih brojeva u
kvadratnom polju Q(\/m) je prsten Z[ \Jm), ako je m = 2 (mod 4) ili m =3 (mod 4). Ako
jem =1 (mod 4), onda je skup svih algebarskih cijelih brojeva u Q(\m) jednak prstenu
2[5

1.4 Integralna domena

Definicija 1.4.1. Neka je (R, +, ) prstenineka su a,b € R sa svojstvoma # 0ib # 0. Tada
vrijedi ab = 0. Onda kaZemo da su elementi a i b djelitelji nule u prstenu R.

Uocimo da u polju ne postoje djelitelji nule. Zaista, ako sua # 01 b # 0 iz nekog polja
Fiab = 0, tada mnoZenjem prethodne relacije s 5! slijedi da je a = 0. Kontradikcija!

Primjer 1.4.2. Prsteni Z[ \m] i Z [ 1+2‘M ] su integralne domene.

Definicija 1.4.3. Integralna domena je komutativni prsten s jedinicom koja nema djelitelja
nule.

Propozicija 1.4.4. Neka je D integralna domena i a, b, c € D. Vrijedi:
ab=ac,a+0 = b=c,

ac=bc,c#0 = a=b.
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Dokaz. Zbog svojstva distributivnosti iz ab = ac slijedi a(b—c) = 0. U integralnoj domeni
ne postoje djelitelji nule pa je b — ¢ = 0 zbog pretpostavke da je a # 0. O

Definicija 1.4.5. Neka je D integralna domena, te a,b € D. KaZemo da je a djelitelj od b,
odnosno da a dijeli b ako postoji element ¢ € D takav da vrijedi b = ac. Pisemo a | b. U
suprotnom, ako a ne dijeli b, pisemo a 1 b.

Neka su a, b, c elementi integralne domene D. Direktno iz prethodne definicije moZemo
zakljuciti sljedece:

(a) a | a (refleksivnost)

(b) al|bib|c = a]| c (tranzitivnost)
(c)albialc = a|(xb+yc)zasvex,ye D
(d) alb = ac|bc

(e) ac|bcic+#0 = alb

® 11b

(g al0

h) Ola = a=0.

Definicija 1.4.6. Invertibilni element integralne domene D, odnosno djelitelj neutralnog
elementa domene naziva se jedinica. Skup svih jedinica u D oznacavamo s U(D).

Za jedinice integralne domene D vrijede sljedeca svojstva:
(a) 1 € U(D)
(b) ae UD) = —acUD)
(c) aeUDD) = a'eUD)
(d) a,be UD) = abe U(D)

() ae UWD) = xa" € U(D),zasvakin € Z
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1.5 Ideali

Definicija 1.5.1. Neka je R prsten. Podskup I C R je lijevi (to jest desni) ideal u R ako
vrijede sljedeca svojstva:

(1) 1 je potprsten od R,
(2) Zasver e Rix el jerx el (tojest xrel)

Podskup I C R je (dvostrani) ideal ako je on istovremeni i lijevi i desni ideal. Cinjenicu da
je I ideal u prstenu R oznacavamo s [ 4 R.

Napomena 1.5.2. U definiciji 1.5.1 drugi se uvjet moZe zapisati kao RI C 1. Takoder, ideal
I od R je pravi ideal ako je I # R i I # (0), gdje je (0) nul-ideal.
U slucaju komutativnog prstena R nema smisla govoriti o jednostranim idealima.

Opcenito, operacija presjeka cuva algebarsku strukturu. Zbog toga je presjek dva ideala
iz prstena R, opet ideal u R. Stovise, presjek familije ideala iz R je ideal. Zbog toga za
neprazni podskup S € R ima smisla definirati ideal koji dobivamo kao presjek svih ideala
koji sadrze skup S, odnosno

$y:= [

JER, SCJ

Jasno je da je (S) najmanji ideal koji sadrzi skup S. Ako je I = (S), onda kazemo da je
ideal I generiran skupom S .

Definicija 1.5.3. Ideal I je konacno generiran ako postoji konacan podskup S C R takav
daje I =(S). Ideal I je glavni ideal ako postoji neki element r € R takav da je I = (r).
KaZemo da je R prsten glavnih ideala, ili krace PGI, ako je svaki ideal u R glavni.

1.6 Dijeljenje s ostatkom

Teorem 1.6.1 (Teorem o dijeljenju s ostatkom u Z). Ako sua € Zi b € N, onda postoje
jedinstveni g € Z i r € Ny, takvi da je a = gb + r, pri cemu je O < r < b.

Dokaz. Promotrimo skup {a — bn : n € Z}. Najmanji nenegativan ¢lan tog skupa oznacimo
s r. Tada po definiciji 0 # r < a i postoji g € Z takavdajea —gb = r,tojesta = gb + r.
Nakon §to smo dokazali egzistenciju, pokazimo i jedinstvenost. Pretpostavimo suprotno,
pretpostavimo da postoje g1, g2, ¥1, 12 € Z te 0 # ry, r, < b takvi da vrijedi

a=qb+r, a=qb+r,.
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Oduzimanjem dobivamo
b(gi—q)=r—-rnil0<r-r<b
Neka je g1 # ¢», tada vrijedi

ri—r2=blgi—q) =2 b,
Sto je u kontradikciji s pretpostavkom, stoga je ry = r, 1 q; = q». |

Definicija 1.6.2. Neka su b,c € Z. Cijeli broj a zovemo zajednicki djelitelj od b i c
ako a | bia | c. Ako je barem jedan od brojeva b i c razli¢it od nule, onda pos-
toji samo konacno mnogo zajednickih djelitelja od b i c. Najveéi medu njima zove se
najveci zajednicki djelitelj od b i ¢ i oznacava se s nzd(b,c) (ili gcd(b,c) od "greatest
common divisor” ili samo (b, c)).

Slicno definiramo najveci zajednicki djelitelj brojeva by, b,, . .., b, koji su razliciti od
nule, te oznacavamo s nzd(by, bs, ..., b,)

Uoc¢imo da je nzd(b,c) > 1.

Teorem 1.6.3 (Teorem o dijeljenju polinoma s ostatkom). Za svaka dva polinoma p, s €
R[x], s # 0, postoje jedinstveni polinomi q, r € R[x] takvi da vrijedi

p(x) = s(x)q(x) + r(x), za svaki x € R
pri Cemu je r = 0ili degr < deg s.

Dokaz. Egzistencija: Ako je p = 0, onda tvrdnja vrijedi za ¢ = r = 0. Ako je p # 0,
razlikujemo slucajeve: degp < degsidegp > degs. U sluCaju kada je degp < degs,
jednakost zadovoljavaju polinomig =01ir = p.
U slucaju kada je deg p > deg s, tvrdnja se dokazuje matematickom indukcijom.
Jedinstvenost: Pretpostavimo da postoje polinomi gy, r| 1 g3, 1, takvi da za svaki x € R
vrijedi:
p(x) = s(x)q1(x) + ri(x),uz r; =01ili degr, <degs

p(x) = 5(x)g2(x) + rp(x),uz r, = 01ili degr, < degs
Oduzimanjem jednakosti, slijedi
s(0)(q1(x) = g2(x)) + (r1(x) — r2(x)) = 0.

Ako je ri(x) — rp(x) = 0, onda je i s(x)(g1(x) — g2(x)) = 0 za svaki x € R. Buduci da je
s # 0, to povlaci da je g;(x) — g2(x) = 0 odnosno da je g;(x) = g2(x).
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Ako je g1(x) — g2(x) = 0, takoder slijedi da je ri(x) = rp(x). Pretpostavimo da su ri(x) #

ry(x) 1 q1(x) # g2(x). Iz jednakosti koju smo dobili oduzimanjem, usporedimo stupnjeve:
deg s + deg(q1 — ¢q2) = deg(r1 — r2).

Znamo da za oduzimanje i zbrajanje polinoma vrijedi
deg(r; — r;) < max{degry,degr,}.

Kako je deg(q; — g2) > 0 dobivamo

deg s < deg s + deg(q; — g2) = deg(r; — r;) < max{degr;,degr,}.
S obzirom da je deg r; < deg s idegr, < deg s slijedi:
deg s < deg s + deg(q; — q2) = deg(r; — r») < max{degr;,degr,} < degs.

Dobili smo da je deg s < deg s, Sto je kontradikcija. Dakle, zakljuujemo da je pretpostavka
bila pogresna. O



Poglavlje 2

Definicija i svojstva euklidske domene

2.1 Euklidska funkcija

Kako bismo definirali euklidsku domenu, najprije trebamo definirati euklidsku funkciju.

Definicija 2.1.1 (Euklidska funkcija). Neka je D integralna domena. Preslikavanje ¢ :
D — Z nazivamo euklidska funkcija na D ako zadovoljava sljedeca svojstva:

(1) zasvea,be D, b #0, vrijedi

¢(ab) = ¢(a), (2.1)
(2) za sve a,b € D, b # 0 postoje q,r € D takvi da vrijedi
a=qgb+r i ¢(r) < @D). 2.2)

Primjer 2.1.2. Funkcija apsolutne vrijednosti na prstenu svih cijelih brojeva Z je euklidska
Sfunkcija.

Rjesenje. Neka je
¢: 72— 72, ¢(a)=lal, a €Z.
Lako se vidi da vrijedi prvo svojstvo iz definicije 2.1.1. Zaista za a,b € Z i b # 0 vrijedi

¢(ab) = |ab| = |a| - |b| > |a| = ¢(a),

jerje |b| > 1.

Drugo svojstvo iz definicije 2.1.1 vrijedi prema Teoremu o djeljenju s ostatkom 1.6.1.
Nekasua,b € Z1ib # 0. Tada primjenom teorema 1.6.1 na a i ||, slijedi da postoje cijeli
brojevigir

a=q-bl+ri0<r<|bl=ae¢b).

Jasnojedajea=¢gb+rilia=(—q)b+ruovisnostiotome jelib > 01ilib < 0. |

12
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Primjer 2.1.3. Skup svih polinoma s realnim koeficijentima, R[x], ¢ini integralnu domenu.
Definiramo preslikavanje ¢ : R[x] - Z s

deg p, ak 0,
¢(p)={egp #op# (2.3)

-1, ako p = 0.
¢ je euklidska funkcija na R[x].

Rjesenje. Pokazimo da vrijedi prvo svojstvo definicije. Imamo

¢(pq) = deg(pq) = deg p +degq > deg p = ¢(p).
Drugo svojstvo vrijedi direktno iz Teorema o dijeljenju s ostatkom za polinome 1.6.3. O
Opcenito elementi g i 7 u (2.2) nisu jednoznacno odredeni. PokaZimo na primjeru.

Primjer 2.1.4. U prstenu cijelih brojeva Z uz apsolutnu vrijednost kao euklidsku funkciju
zaa=3ib=2vrijedi

3=1-2+1, |1 <|2],
3=2-2-1, |=-1]<2|

Dakle, kvocijent q i ostatak r nisu jednoznacno odredeni.

Ako je D integralna domena koja nije polje i posjeduje euklidsku funkciju ¢ za koju su
kvocijent g 1 ostatak r u (2.2) uvijek jednoznacno odredeni s a 1 b, tada je D polje ili prsten
polinoma nad poljem, odnosno D = F ili D = F[x] za neko polje F.

Teorem 2.1.5 (Svojstva euklidske funkcije). Neka je D integralna domena, a preslikavanje
¢ : D — Z euklidska funkcija na D. Neka su a,b € D. Tada vrijede sljedeca svojstva:

(a) ako je a ~ b, onda je ¢(a) = ¢(b),
(b) ako a|b i ¢(a) = ¢(b), onda je a ~ b,
(c) a € UD) ako i samo ako ¢(a) = ¢(1),
(d) ako je a # 0, onda je ¢(a) > ¢(0).

Dokaz. (a) Pretpostavimo da vrijedi a ~ b, tada postoji u € U(D) takav da je a = ub. 1z
(2.1) slijedi ¢(a) = ¢p(ub) > ¢(b). Kako je u € U(D), imamo u~' € UD)ib = u 'a, pa
opet iz (2.1) slijedi ¢p(b) = ¢p(u~'a) > ¢(a). Iz te dvije nejednakosti moZemo zakljuditi da
vrijedi ¢(a) = ¢(b).



POGLAVLIJE 2. KRATKI NASLOV POGLAVLJA 14

(b) Prema (2.2) postoje g,r € D takvi da vrijedi a = gb + r i ¢(r) < ¢(b) = ¢(a). S
obzirom da a | b, tada a | r. Pretpostavimo da je r # 0. Tada iz (2.1) slijedi ¢(r) > ¢(a),
Sto je kontradikcija. Stoga r = 01 a = gb, odnosno b | a. Ali, s obzirom da a | b, tada je
qgeUD)tea~ b.

(c) Prema tvrdnji (a) vrijede implikacije

acUD) = a~1 = ¢@a) = ¢(1).
Obratno, prema tvrdnji (b) vrijede implikacije
lla,¢(1)=¢(a) = 1 ~a = acUD,).

(d) Prema (2.2) postoje ¢, r € D takvidaje O = ga+r, ¢(r) < ¢(a). Pretpostavimo da je
r# 0. Tadaje g # 011z (2.1) slijedi da vrijedi ¢(r) = ¢((—q)a) > ¢(a), §to je kontradikcija.
Stoga, r = 01 ¢(0) < ¢(a). |

2.2 Definicija euklidske domene

Definicija 2.2.1. Neka je D integralna domena. Ako postoji funkcija ¢ : D — Z, onda se
D naziva euklidska domena s obzirom na ¢.

Dokazimo fundamentalni teorem da je svaka euklidska domena domena glavnih ideala.
Teorem 2.2.2. Svaka euklidska domena je domena glavnih ideala.

Dokaz. Neka je D euklidska domena s normom ¢ : D — N U {0} i neka je [ ideal u D.
Ako je I = {0}, onda je I = (0) glavni ideal. Pretpostavimo I # {0}. Skup

S ={o(x):xel,x#0}

je omeden odozdo pa postoji a € I,a # 0, koji ima minimalnu normu u S. Pokazimo da
je I = (a). Ocito je (ay € I. Neka je b € I,b # 0. Kako je D euklidska domena, postoje
q,r € D takvi da je

b=qga+r i ¢(r) < ¢(a).
Primijetimodajer =b—aqg € 1. Akojer # 0,onda iz 0 < ¢(r) < ¢(a) dobivamo kontra-
dikciju zbog minimalnosti norme ¢(a). Dakle, r = 0. Stoga b = aq € {(a). Zakljucujemo da
je I C {a), §to povlaci I = (a). O
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2.3 Euklidov algoritam

U prstenu cijelih brojeva Z se najveci zajednicki djelitelj dva broja moZze odrediti pomocu
Euklidova algoritma koji se zasniva na Teoremu o dijeljenju s ostatkom.

Primjer 2.3.1. Pomocu Euklidova algoritma odredite najveci zajednicki djelitelj 326 i 96.

Rjesenje. Primjenom Euklidovog algoritma dobivamo

326 =96-3 +38
96 =38-2+20
38=20-1+18
20=18-1+2
18=2-9
ZakljuCujemo da je nzd(326, 96) = 2. O

Euklidov algoritam iz prstena cijelih brojeva moZze se poopciti u svakoj euklidskoj do-
meni D pri ¢emu se zadrZava i njegova primjena za odredivanje najveceg zajednickog dje-
litelja dvaju elemenata a i b iz D. Buduc¢i da je nzd(c, 0) = nzd(0, ¢) = ¢ za sve ¢ € D\{0},
dovoljno je razmotriti slu¢aj u kojem su elementi a 1 b razliCiti od nule.

Teorem 2.3.2 (Euklidov algoritam). Neka su a,b # 0 elementi euklidske domene D s euk-
lidskom funkcijom ¢ te neka su elementi q,,q,, ...ir_1,19, 1,12, . .. 1z D zadani rekurzivno:

roy=a,ro=b, 2.4)

ri=qjarjc + g, () < érj), (2.5)
za j=-1,0,1,2,...,k gdje je k najmanji cijeli broj veci ili jednak —1 za koji je rin = 0.
Tada je
nzd(a, b) = ri.

Dokaz. Najprije uo¢imo da su nizovi (r;) i (¢;) dobro definirani pomocu (2.5) zbog svojstva
(2.2) euklidske funkcije ¢. Nadalje, algoritam u (??) mora zavrSiti nakon kona¢nog broja
koraka. Zaista, niz (¢(r;))>0 je padajuci niz cijelih brojeva, odnosno

¢(ro) > p(r1) > ¢(r2) > -+ > ¢(r)) > P(ris1) > -+
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S druge strane taj je niz ograni¢en odozdo brojem ¢(0) prema svojstvu (d) teorema 2.1.5.
Stoga postoji k + 2 > 1 takav da je r,o = 0 (jer se algoritam moZe provoditi sve dok je r;
razlic¢it od 0).

Iz (2.5) zakljuCujemo da vrijedi

<rj, rj+l> = <(Ij+2rj+1 + V2, ”j+l> = <rj+2, rj+1> = <rj+l, rj+2>
za j=-1,0,1,2,...,k. Stoga je
(a,b)y =(r_1,r0) =<ro, r=1) = oo =Tk Tir1) = {Fierts Trew2) = Fia1, 0) = (Fiesn)

tako da je
nzd(a, b) = Ik+1-



Poglavlje 3

Primjeri euklidskih domena

U prethodnom poglavlju uocili smo da su prsten cijelih brojeva Z 1 prsten polinoma R[x]
euklidske domene (primjeri 2.1.2 1 2.1.2). U ovom poglavlju ¢emo istraziti kada su in-
tegralne domene Z[ Vm] za m = 2,3 (mod 4) i Z[Hz‘M ] zam = 1 (mod 4) euklidske
domene s obzirom na funkciju

r+ sv\me |t —ms?,

gdjesur,s e Q.

3.1 Funkcija ¢,

Definicija 3.1.1 (Funkcija ¢,,). Neka je m kvadratno slobodan cijeli broj. Funkciju

¢ Q(Vm) — Q

definiramo kao

(/)m(r+ S\/ﬁ) = |r* — ms?,
zar,s€Q.
U sljedecoj lemi pokazat ¢emo neka osnovna svojstva funkcije ¢,,.
Lema 3.1.2. Neka je m kvadratno slobodan cijeli broj. Vrijede svojstva:
(@) ¢ : Z[\m] - N U {0}.

(b) Akojem =1 (mod 4), tada je ¢,, - Z[“5] - N U {0}.

(c) Neka je a € Q(\m). Tada je ¢,,(a) = 0 ako i samo ako je a = 0.

17
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(d) ¢n(ap) = pn(@)pn(B), za sve @, B € Q(Vm).
(¢) ¢un(ap) = ¢u(@), za sve a,B € Z[ \m] te § # 0.
(f) Ako je m =1 (mod 4), tada je ¢,,(af) > ¢,(@), za sve a,B € Z[Hz‘%] te3 # 0.

Dokaz.  (a) Neka je @ € Z[+m]. Stoga je @ = x + yVm za neke x,y € Z. Kako je

x? —my* € Z1i|x* — my?| > 0, zaklju¢ujemo da je

Pn(@) = @p(x +yVm) = X —my*| € N U {0}.

(b) Nekajem =1 (mod 4) i @ € Z|“3%|. Tada postoje x, y € Z takvi da je

a/:x+y(l+2\/’71):(x+§)+%\/ﬁ

UvrStavanjem u formulu za ¢,, dobivamo:

(@) = ¢y ((x + X) +2 \/E) =

2)" 2 (x+§f_"4§f

2 1 2
X +xy+Z(1—m)y

Kako je %(1 —m) € Z (jer je m = 4k + 1, za neki k € Z), zakljuCujemo da je ¢,,(a@)
nenegativan cijeli broj.
(c) Neka je @ € Q(+/m), odnosno a = r + s \/m za neke r, s € Q. Tada je

¢m(a):O — rz—ms2:().

Ako je s = 0, onda je nuzno i r = 0. Nadalje, ako je s # 0, onda je Vm =
moguce jer je y/m iracionalan broj. Stoga je @ = 0.

(d) Nekasua = x+yvVm,B=u+v+yme Q(vm) te x,y,u,v € Q. Tada je

Sm(aB) = du((x + y Vm)(u + v m))
= Gu((xu + myv) + (xv + yu) Vm)
= |(xu + myv)2 —m(xv + yu)2|

= |x%u? + m*y*V: — mx*v — my*u?|

r
s

Sto nije

= |(® = my*)(® = mv?)|
= ¥ = my?| - [u? — m?)

= ()P ().
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(e) Neka su a,B € Z[m] te § # 0. Prema tvrdnjama iz (a) i (¢) zakljuCujemo da je
¢n(B) prirodni broj. Nadalje, prema tvrdnji (d) imamo

n(af) = on(Q)Pm(B) = Ppm(@).

(f) Analogno kao u tvrdnji (e) samo Sto u dokazu koristimo tvrdnju (b) umjesto tvrdnje

(a).

O

3.2 Prsten Z[ \/m]

U sljede¢em teoremu, koristeci svojstva iz leme 3.1.2, iznosimo nuzne i dovoljne uvjete da
bi prsten Z[ v/m] bio euklidska domena s obzirom na preslikavanje ¢,,,.

Teorem 3.2.1. Neka je m kvadratno slobodan cijeli broj. Tada je prsten Z[ \Jm) euklidska
domena s obzirom na preslikavanje ¢,, ako i samo ako za svaki x,y € Q postoje a,b € Z
takvi da vrijedi

Gn((x +yVm) = (a+bVm)) < 1. 3.1

Dokaz. [=]: Pretpostavimo da je Z[ m] euklidska domena s obzirom na preslikavanje
¢m. Neka su x,y € Q. Tada je

+
reyyi= e = RSV,

za neke cijele brojeve r, s, ¢, pri ¢emu je t # 0. S obzirom da je ¢,, euklidska funkcija na
Z[ \/m], postoje a + b+m, ¢ + d \Jm € Z[ \/m] takvi da vrijedi

r+s\m=t-(a+bvVm)+ (c+d\m), ¢,(c+d\m) < p,(t).

Stoga, prema tvrdnji (d) iz leme 3.1.2 slijedi

Su((x + y Vi) — (@ + bm)) = 6, ﬂ—(mb\@)
s r+5\/ﬁ—t(a+b\/ﬁ))

B t

= 6, —”‘ZW)
_ dulerdym) _

1.
G (1)
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[ <] Pretpostavimo da vrijedi (3.1). Kako bismo pokazali da je Z[ v/m] euklidska do-
mena s obzirom na preslikavanje ¢,,, moramo pokazati da vrijedi (2.1) i (2.2). Nejednakost
(2.1) slijedi iz leme 3.1.2. Provjerimo da vrijedi (2.2). Neka su r+s Vm, t+u \m € Z[ \/m),

gdje je t + u+/m # 0. Tada je
r+s\m

—\/_:x+y\/%,
r+uvm
gdje su
rt —msu st—ru
X = €eQ, y= € Q.
2 — mu? Qy 2 — mu? Q

Primijetimo da ¢ + u+m # 0 povladi da > — mu®> # 0. Prema pretpostavci (3.1) postoji
a + b+m € Z[ \/m] takav da vrijedi

Gm((x +yVm) = (a+bVm)) < 1.

Definiramo

c+d\m=(r+sVm) - (a +bNm)(t + u~Nm) € Z[ Vm].
Stoga, za r + s \/m it + u+/m postoje a + b \m, c + d \Vm € Z[ \/m] takvi da je

r+svVm=(a+bVm)t+u\m) + (c+dVm).

Nadalje, prema lemi 3.1.2 vrijedi

Pulc +dNm) = ¢u((r + sNm) — (a + b Nm)(t + u\vm))
= ¢u((x +y Vm)(t + uNm) — (a + b Nm)(t + u~m))
= ¢u((t + uNm)(x + y Vm) — (a + b Vm)))
= Gt + u Nm)$,((x + y Vm) — (a + b \m))
< Gt + uNm).

O

Pomocu teorema 3.2.1 odrediti ¢emo sve negativne kvadratno slobodne cijele brojeve
m za koje je Z[ /m] euklidska domena s obzirom na ¢,,.

Teorem 3.2.2. Neka je m negativan kvadratno slobodan cijeli broj. Tada je prsten Z[ \/m)]
euklidska domena s obzirom na ¢, ako i samo ako m = —1,-2.

Dokaz. : PokaZzimo prvo da je Z[ v/m] euklidska domena s obzirom na ¢,, zam = —1 i
m = —2. Neka su x,y € Q. Odaberimo a, b € Z takve da vrijedi

1 1
—al<=,ly-b| < =.
lx al_zly | 7
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Tada

Gu((x +yVm) — (@ + bVm)) = ¢,.((x — a) + (y — b) Vm)
= |(x - a)* — m(y — b)’|
< |x—al® +|mlly — b

1

+2.—

<
4

RS

< 1.

Prema prethodnom teoremu, zaklju¢ujemo da je Z[ v/m] euklidska domena s obzirom na
Odnzam=—1im=-2.

[ & Pretpostavimo da je Z[ v/m] euklidska domena s obzirom na ¢,,. Tada prema prethod-
nom teoremu, postoje a, b € Z takvi da vrijedi

¢m((%+%w)—(a+b@))< 1.

S obzirom da je —m = |m|, imamo

1 1 (1 V1
‘E_X =7 (§‘X) =7
pa slijedi
LN
4 4 ’
odnosno |m| < 3. Stoga sum = —1 i m = -2 jedine mogucnosti. O

Odredivanje pozitivnih kvadratno slobodno cijelih brojeva m za koje su Z[ v/m] (u
slucaju m = 2,3 (mod 4)) i Z[¥"] (u slucaju m = 1 (mod 4) u kojem ¢e biti rijeci u
sljede¢em odjeljku) euklidske domene s obzirom na ¢,, mnogo je teze te je predstavljalo
vrhunac napora brojnih matematicara 19. 1 20. stoljea. Posljednji korak pri odredivanju
takvih pozitivnih kvadratno cijelih brojeva su napravili matematicari Chatland 1 Davenport.
Godine 1950. su ustanovili teoreme 3.2.3 1 3.3.3 koje ne¢emo dokazivati.

Teorem 3.2.3. Neka je m pozitivan kvadratno slobodan cijeli broj takav da je m = 2,3
(mod 4). Tada je prsten Z[ \'m] euklidska domena s obzirom na ¢,, ako i samo ako

m=2,3,6,7,11,19.
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Pokazimo djelomicno teorem 3.2.3.

Propozicija 3.2.4. Neka je m € {2,3,6}. Tada je prsten Z[ \Jm] euklidska domena s obzi-
rom na Q,,.

Dokaz. Nekajem =2ili 3. Za x,y € Q neka su a, b € Z takvi da vrijedi

1 1
—al <=, ly-bl <=,
k-d <5 ly-bl=<3

S obzirom da je (x — a)* > 0im(y — b)* > 0, imamo

|(x — a)* — m(y — b)*| < max {lx —al*,mly - b|2} < 2

Stoga
$un((x +yVm) = (a+bVm)) = |(x —a)* = m(y - b)*| < 1,

pa tvrdnja vrijedi prema teoremu 3.2.1

Pokazimo sada za m = 6. Pretpostavimo suprotno, to jest da Z[ V6] nije euklidska
domena s obzirom na ¢¢. Tada prema teoremu 3.2.1, postoje r, s € Q takvi da za svaki
X,y € Z vrijedi

de((r + sV6) — (x + y Vb)) > 1,

to jest za svaki x,y € Z vrijedi
|(r — x)> = 6(s — y)*| > 1.
MoZzemo odabrati &; = =11 u; € Z takve da
O<egr+u < 1
2

1& = +11iu, € Ztakve da

N =

O0<&r+u <

Stavimo
rn=er+u €Q,x =gx+u €7,

S1=&S+u €Qy =g y+uy €7,
tako da vrijedi

1 1
OSFISE’OSSISE, (3.2)
1 za svaki xy,y; € Z vrijedi

|(ry = x1)* = 6(s1 = y1)* > 1. (3.3)
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Uzimaju¢i (x1,y1) = (0,0),(1,0) 1 (=1,0) u (3.3), dobivamo sljedece nejednakosti

Irf — 6s7] > 1,
(1 =r))? - 6sf| > 1, (3.4)
(A + 1) - 652 > 1.

Iz (3.2) dobivamo

—% <ri—6st< }‘,
—2<(l-r)?-6s1<1, (3.5)
“l<+r)?-6s2<2.
1z (3.4) 1 (3.5), zakljuCujemo da vrijedi
3 2 2
) <rj—6s7< -1, (3.6)
5
Q) (1 —r)* =657 ili (ii) - <= ri1)* —6s71 <1, (3.7)
9
1<(1+n) —6slsz (3.8)
1z (3.6) i (3.8) dobivamo
1 <142 + @} -657) <2,
pa jer; > 5. S obziromdajer <3 1 (3.2), mora Vl’ljedltl r = % Tada, iz (3 8) (1) slijedi
- 6s1 = 1 Sto je nemoguce. 1z (3 8) (ii) shJedl 5 - 6s1 < -1, paje s1 > 24 Ali, iz (3.7)
shJed1 da je 6s1 <A+nrn)?-1= tOJeSt s1 < 24, paje s1 = 14 Sto je nemoguce. Time
smo dokazali da je Z[ \/6] euklidska domena s obzirom na ¢s. O

3.3 PrstenZ [%]

Kao Sto smo dokazali teorem 3.2.1, na slian na¢in moZemo dokazati sljedece navedene
teoreme.

Teorem 3.3.1. Neka je m kvadratno slobodan cijeli broj takav da vrijedi m = 1 (mod 4).

Tada je prsten Z [ 1+2‘/"7 ] euklidska domena s obzirom na ¢,, ako i samo ako za svaki x,y € Q
postoje a, b € Z takvi da vrijedi

¢m((x+yﬁ)—(a+b1 +2\%)) <1
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Kako smo dokazali teorem 3.2.2, na slican nac¢in u teoremu 3.3.1 mozemo odrediti ne-
negativne kvadratno slobodne cijele brojeve m = 1 (mod 4) za koje je Z [ 1+2\/m ] euklidska
domena s obzirom na ¢,,.

Teorem 3.3.2. Neka je m negativan kvadratno slobodan cijeli broj takav da je m = 1(

(mod 4)). Tada je prsten Z[HZM ] euklidska domena s obzirom na ¢,, ako i samo ako
m=-3,-7,-11.

Analogno teoremu 3.2.3 vrijedi za pozitivan m sljedeci teorem.

Teorem 3.3.3. Neka je m pozitivan kvadratno slobodan cijeli broj takav da je m = 1(

(mod 4)). Tada je prsten Z [%ﬁ] euklidska domena s obzirom na ¢,, ako i samo ako

m=15,13,17,21,29,33,37,41,73.



Poglavlje 4

Primjeri neeuklidskih domena

4.1 Legendreov simbol

Legendreov simbol je funkcija koja daje informaciju o tome je li broj kvadratni ostatak mo-
dulo nekog neparnog prostog broja. Stoga iskazimo najprije definiciju kvadratnog ostatka.

Definicija 4.1.1. Neka su p i m relativno prosti cijeli brojevi i p > 1. KaZemo da je m
kvadratni ostatak modulo p ako kongruencija

2:

x*=m (mod p)

ima rjeSenja. Ako ova kongruencija nema rjesenja, onda kaZemo da m kvadratni neostatak
modulo p.

Na primjer, 1, 2 1 4 su kvadratni ostatci modulo 7, a 3, 5 1 6 su kvadratni neostatci
modulo 7. Odnosno, opéenito cijeli broj m je kvadratni neostatak modulo 7 ako 1 samo ako
jem=1,2ili4 (mod 7).

U Zelji da dokaZe Gaussov kvadratni zakon reciprociteta, francuski matematicar Adrien-
Marie Legendre 1798. godine uveo je simbol koji se danas naziva njegovim imenom.
Oznacava se s % gdje je m cijeli broj, a p neparni prosti broj p. Legendreov simbol moze

poprimiti samo tri vrijednosti 1, —1 ili O u ovisnosti o tome je li broj m kvadratni ostatak
modulo p, kvadratni neostatak modulo p ili ako je m djeljiv s p. Dakle,

1, ako je m kvadratni ostatak modulo p
m
(—) = 4—1, ako je m kvadratni neostatak modulo p 4.1)
0, akojem =0 (mod p).

25
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Legendreov simbol moze se poopCiti za svaki neparan broj m. Tada se definira takozvani
Jacobijev simbol
=G GG
m P P2 pe)

Navedimo i neka osnovna svojstva.

@] @2

gdje je m = pi'p,

g
..pk .

Propozicija 4.1.2. (i) Legendreov simbol je periodican u gornjem argumentu. Ako je

m =n (mod p), onda je
(-
p p

(ii) Legendreov simbol je multiplikativna funkcija svojeg gornjeg argumenta, odnosno
(5)-G)G) @
p PJ/\P

2
(iii) Ako je (m, p) = 1, onda je (m?) = 1.

(i) (1) _ 1, (‘—1) - CDE
p p

4.2 Prsten Z[ \/m]

Teorem 4.2.1. Neka je m pozitivan kvadratno slobodan cijeli broj. Ako postoje razliciti
neparni brojevi p i q takvi da vrijedi

(-

te pozitivni cijeli brojevi t i u takvi da vrijedi
pt+qu=m,ptt,qtu,

i cijeli broj r takav da
P = pt  (mod m),

tada Z[ \'m] nije euklidska domena s obzirom na ¢,,.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Pretpostavimo da je Z[ v/m] euklidska domena s obzirom
na ¢,,. Tada postoje y, 6 € Z[ v/m] takvi da

r\/n_1 =my + 5, ¢m(5) < ¢m(m)
Neka su x,y € Z takvi da je y = x + yy/m. Stoga je
¢m(6) = QSm(r'\/E —m(x + y\/ﬁ)) < ¢m(m),

to jest
[m*x* — m(r — my)2| < m?.

Dijeljenjem prethodne relacije s m, dobivamo
Imx? — (my — N} < m.

Buduc¢i da je
2

mx® — (my — r?=—r= —pt (mod m)

O<pt<pt+qu=m,
mora vrijediti
mx® — (my — r? = —ptili mx® — (my — N =m- pt = qu.
Stoga, uz supstituciju X = xi1 Y = my — r, vrijedi

mX? —Y* = —pt ili mX*-Y? = qu.

Pretpostavimo da je mX? — Y> = —pt. S obzirom da je (ﬂ) = —1, prema (4.1) slijedi
p
da p t m. Takoder, kako p 1 ¢, slijedi p || —pt'. Stoga p + Xi p 1 Y (jer bi u suprotnom p?

to je u kontradikciji s (@) - 1.
P

Pretpostavimo sada mX? — Y? = qu. Kako je (@) = —1,pa prema (4.1) slijedi g 1 m.
q

Takoder, s obzirom da g 1 u, slijedi g || qu. Stogag 1 Xi1q 1 Y.
Prema tome i prema (4.2) te (4.3), vrijedi

(5-()- ()

'p® || n znadi da je @ najvecéa potencija broja p koja dijeli n
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Sto je u kontradikciji s (ﬂ) = —1. To dokazuje da Z[ v/m] nije euklidska domena s obzirom
q

na ¢,,. i

Prethodni teorem koristimo kako bi ustanovili da Z[ v/m] nije euklidska domena s ob-
zirom na ¢,, za neke eksplicitne vrijednosti prirodnog broja m.

Korolar 4.2.2. Z[ \/m] nije euklidska domena s obzirom na ¢,, za m = 23,47, 59, 83.

Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz prethodnog teorema i sljedece tablice:

m p q t u r
23 3 5 1 4 17
47 3 5 4 7 23
59 3 7 15 2 24
83 3 5 1 16 13

O

U sljedecem teoremu pokazujemo da ako je m dovoljno velik, onda Z[ v/m] nije euklid-
ska domena nije euklidska domena.

Teorem 4.2.3. Prsten Z[ \m] nije euklidska domena s obzirom na funkciju ¢,, u sliedeéim
slucajevima:

(i) m=2 (mod 4)im > 42,
(ii) m=3 (mod 4)im > 91.

Dokaz. (i) Kako je m > 42, imamo da je m > 20 + 8 V6 = 4(V3 + V2)? tako da
vm > 2(V3 + V2) te na taj na¢in dobivamo

e

2 2 2)‘%

> —(\6; \5)2(\/§+ V2) = 1.

Stoga postoji cijeli broj u koji zadovoljava

V2m -1 V3m -1

<u<

2 2

Postavimo ¢ = 2u + 1 tako da je ¢ neparan cijeli broj koji zadovoljava

2m < 1* < 3m.
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Pretpostavimo sada da je Z[ v/m] euklidska domena s obzirom na ¢,,. Tada postoje
¥, 6 € Z[ \Jm] takvi da vrijedi

t\/% =my + 06, ¢u(0) < Pm(m).

S obzirom da je y € Z[ 4/m] tada postoje xy, € Z takvi da vrijedi y = x + y \/m te
Gt Nm = m(x + y Nm)) < ¢ (m),

to jest

Im?x* — m(t — my)2| < m?

te vrijedi
Imx* — (t — my)*| < m.

Stavimo X = my —t € Z1Y = x € Z tako da vrijedi

1X? —mY?| <m

XP-mY*’=x*=¢# (mod m).
S obzirom da je 2m < t*> < 3m imamo
X —mY*=¢1-2m
ili
X?—mY? =1 - 3m.

U prvom sludaju, kako je = 5 (mod 8) (s obzirom da je t neparan) i m = 2
(mod 4), imamo
X?>—mY*=5 (mod 8).

Stoga je X neparan, pa X> = 1 (mod 8) i
mY*>=4 (mod 8).
Ovo je o€ito nemoguce jer
e {0 (mod 8),ako ¥ =0 (mod 2)
2 (mod 4),akoY =1 (mod 2).
U drugom slu¢aju kako je ## = 1 (mod 8), imamo

X?—mY*=1-3m (mod ).
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(i)

Kako je m paran broj, moZemo zakljuditi da je X neparan broj. Stoga X> = 1 (mod 8)
i
m(Y*-3)=0 (mod 8).

Stoga, kako je 2 || m, imamo
Y?=3 (mod 4),
Sto je nemoguce.

Kako je m > 91, imamo m > 44 + 3 V30 = 4( V6 + V5)? tako da vm > 2( V6 + V5)
te na taj nacin dobivamo

)

V5)
2 2 7 v

6 - V5
> Mz( V6 +V3) = 1.
Stoga postoji cijeli broj u koji zadovoljava

Vim -1 Véom — 1

<u<
2 u 2

Postavimo ¢t = 2u + a tako da je f neparan cijeli broj koji zadovoljava
5m < 1* < 6m.

Pretpostavimo sada da je Z[ v/m] euklidska domena s obzirom na ¢,,. Tada postoje
v,0 € Z[ y/m] takvi da vrijedi

tNm =my + 6, ¢,,(0) < ¢(m).
Kako je y € Z[ Vm] tada postoje x, y € Z takvi da vrijedi y = x + y Vm, i

¢m(t \/’?l - m(x + y \/%)) < Phlm(m),

to jest
[m*x* — m(t — my)2| < m?

te vrijedi
Imx* — (t — my)*| < m.

Stavimo X = my —t € Z1Y = x € Z tako da vrijedi

1X2 —mY? <m
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X -mY*=X>=¢ (mod m).
S obzirom da je 5m < * < 6m imamo
X —mY? =1 —5m
ili
X? —mY? =1 — 6m.

U prvom slucaju, kako je ¥ = 1 (mod 8) (s obzirom da je  neparan)im = 3 mod 4,
imamo
X -mY*’=r-5m=1-15=-14=2 (mod 8)

tako da vrijedi
X=Y=1 (mod2).

Stoga X?> = Y? = 1 (mod 8) tako da vrijedi
1-Sm=F-Sm=X>"-mY*=1-m (mod 8),

Sto daje 4m = 0 (mod 8), a to je o€ito nemoguce.
U drugom slucaju, kako je > = 1 (mod 8)im =3 (mod 4) imamo

X*-mY’=£-6m=1-18=-7=7 (mod 8).
Ako je X neparan, slijedi X*> = 1 (mod 8) te vrijedi
mY*=2 (mod 8),

Sto je nemoguée. Ako je X paran, onda je X*> = 0 (mod 4). Tada je -3Y = 3
(mod 4), pa slijedi Y? = 3 (mod 4), §to je nemoguce.
O

4.3 PrstenZ[”z\% ]

U iskazu sljedeéeg teorema oznaka | -| oznacava funkciju najvece cijelo, to jest [ x], x € R,
je najvedi cijeli broj koji je manji ili jednak broju x.

Teorem 4.3.1. Neka je m pozitivan kvadratno slobodan cijeli broj takavdam = 1 (mod 4).
Ako postoje razliciti neparni brojevi p i q takvi da vrijedi

(-f--
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te neparan cijeli broj r takav da

12
P (m—1>r2—4m{u|,
dm
12
g Il (m— 1)r2—4m{%|—4m,

tada Z [ 1+2\% ] nije euklidska domena s obzirom na ¢,,.

Dokaz. S obzirom da su m i r oba neparna, slijedi “3* € Z. Stoga

m+rym m-r m+rym 1+ vm
= +r el|——|.
2 2 2 2

1++/m
2

Z 23] takvi da vrijedi

Pretpostavimo da Z[ ] je euklidska domena s obzirom na ¢,,. Tada postoje y,d €

m+rm

: =my + 6, ¢(0) < ¢(m).

1++/m
2

1++m

S obzirom da je y € Z[ ], tada postoje x,y € Z takviday = x + y( 5 ), pa prema

tome vrijedi
n(0) = b (m - m(x + y(l i ‘/”_1))) < (m).

2 2

Stoga

MnozZenjem obje strane ove nejednakosti s %, dobivamo
Im(1 = 2x — y)* = (r — my)*| < 4m.
UzX=1-2x-y€ZiY =r—my € Z, prethodna nejednakost glasi
ImX? — Y?| < 4m.

S obzirom da je m = 1 (mod 4), r neparan i (u + 2v)> = u* (mod 4) za svaki u,v € Z,
zakljucujemo da vrijedi

mX>-Y’=(1-y?-(1-y?=0 (mod 4).
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Takoder,
mX* -Y*=-Y*= - (mod m).

Oznadimo s a = mX? — Y2. Tada imamo
a=0 (mod4), a=-r* (mod m).

Bududi da su 4 i m relativno prosti, prema Kineskom teoremu o ostatcima postoji jedins-
tveno rjesenje sustava od te dvije linearne kongruencije modulo 4m. Uo¢imo da (m — 1)r?
zadovoljava prvu kongruenciju jer 4 dijeli m — 1. Takoder, zadovoljava i drugu jer je
(m — 1)r? = —r? (mod m). Stoga je

a=(m-1)r* (mod 4m),

odnosno
mX? —Y*=(m—-1)r* (mod 4m).

Bududi da je mX? — Y? = (m — 1)r* (mod 4) i [mX? — Y?| < 4m, slijedi da je mX?> - Y?
ostatak pri dijeljenju broja (m — 1)r? s brojem 4m, ali samo u sluaju mX*> — Y?> > 0.
Ako je mX? — Y? < 0, onda je ostatak pri dijeljenju broja (m — 1)r* s brojem 4m jednak
4m — |mX? = Y| = 4m + (mX> - Y?).

Dakle, za mX? — Y? > 0 vrijedi

— 1)r?
(m— l)r2 =4m {(1714—)r| + (mX2 — YZ),
m
azamX? — Y? < 0 vrijedi
(m—1)r?

(m—1)r* = 4m{ +4m + (mX? - Y?).

4dm

Prema tome, slijedi

— 1?2
mX* —Y* = (m - 1)r* — 4m {u|
4m
ili )
-1
mX*-Y*=m-Dr* —4m {u| — 4m.
4dm

U prvom slu¢aju imamo p || mX? — Y2. S obzirom da je (ﬂ) = —1, slijedi p 1 m. Stoga
p

= = =

Sto je u kontradikciji s (ﬂ) = —1. Drugi slu¢aj se dokazuje analogno. O
p
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Primjer 4.3.2. Z [%573] nije euklidska domena s obzirom na ¢s;.

Rjesenje. Uzimamo
m=353,p=5,q=19,r =29.

(-5
(-5

Ocito

m— Dr? 52.29?
(m—l)r2—4m{%_:52-292—4-53~|_4.53J
= 43732 - 212-206
= 43732 — 43672
= 60
=5.2%2.3,
i 2
(m—1)r2—4m{%|—4m:60—212:—152=—19-23.

Stoga rezultat slijedi iz teorema 4.3.1.
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Sazetak

Teorem o dijeljenju s ostatkom kaze da za dane cijele brojeve a i b # 0 postoje jedinstveni
cijeli brojevi g i r takvi da je

a=bg+ri0<r<ibl.

Klasa integralnih domena, to jest komutativnih prstena s jedinicom bez djelitelja nule,
koji posjeduju svojstvo analogno teoremu o dijeljenju s ostatkom, nazivaju se euklidske
domene. Stovise, euklidske domene dopustaju oblik Euklidova algoritma za odredivanje
najveceg zajednickog djelitelja.

U ovom diplomskom radu pokazujemo neka svojstva euklidskih domena te primjere

primjere iz klase prstena oblika Z[ Vm] i Z [ 1+2‘M ]




Summary

The quotient-remainder theorem says that for given integers a and b # 0, there exist unique
integers ¢ and r such that
a=bg+r and 0 <r<|b|

A class of integer domains, i.e. commutative rings with unity that has no zero divisors,
that posseses a property analogous to the quotient-remainder theorem are called Euclidean
domains. Moreover, Euclidean domains admits a form of the Euclidean algorithm for
calculating the greatest common divisor.

In this thesis, we show some properties of Euclidean domains and give some examples

in the class of rings of the form Z[ v/m] and Z [HZ‘M ]




Zivotopis

Rodena sam 23.studenog 1998.godine u Zagrebu. Osnovnoskolsko obrazovanje zavrSavam
u Zagrebu, u Osnovnoj Skoli Vjenceslava Novaka te potom upisujem opéi gimnazijski
smjer u XII. gimnaziji, u Zagrebu. Godine 2017. upisujem Preddiplomski sveuciliSni
studij Matematika na Prirodoslovno-matematickom fakultetu SveuciliSta u Zagrebu; smjer
nastavnicki. Godine 2022. stjeCem naziv sveuciliSne prvostupnice edukacije matematike
te iste godine upisujem Diplomski sveuciliSni studij Matematika; smjer nastavnicki.



	Sadržaj
	Uvod
	Prsteni i ideali
	Grupa
	Prsteni
	Polje
	Integralna domena
	Ideali
	Dijeljenje s ostatkom

	Definicija i svojstva euklidske domene
	Euklidska funkcija
	Definicija euklidske domene
	Euklidov algoritam

	Primjeri euklidskih domena
	Funkcija m
	Prsten Z[m]
	Prsten Z[1+m2]

	Primjeri neeuklidskih domena
	Legendreov simbol
	Prsten Z[m]
	Prsten Z[1+m2]

	Bibliografija

