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Uvod

Aritmetika i krivulje, dva toliko naizgled razli¢ita pojma, a zapravo duboko isprepleteni
kroz matematicke teorije i primjene. U dosadasnjem fakultetskom obrazovanju rijetko su
se ta dva velika poglavlja u matematici koristila u istoj temi. Medutim, kao Sto e se poka-
zati u ovom radu matematicCari ¢ak i na krivuljama ,,vide” matemati¢ke operacije.

Tema ovog diplomskog rada su elipticke krivulje promatrane kao algebarska struktura.
Elipticke krivulje su glatke kubne krivulje, odnsono skup svih tocaka ravnine koje zadovo-
ljavaju jednadzbu

ax’ +bx*y+cexy’ +dyi +ex’ + fxy+ gy’ + hx+iy+ j =0,

gdje su koeficijenti a, b, . . ., j racionalni brojevi, pri ¢emu zahtijevamo da krivulja ne sijece
samu sebe i nema tzv. Siljaka. Pokazuje se da se svaka elipticka krivulja mozZe zapisati u
obliku kratke Weierstrassove forme

V=x+ax+b

te ju se moze promatrati na svakom polju K koje je karakteristike razli¢ite od 2 i 3 (zbog
tehnickih razloga). Skup svih tocaka elipticke krivulje, opéenito iz K X K ozna¢avamo s
E(X).

Na eliptickoj krivulji moze se definirati binarna operacija, odnosno tzv. zbrajanje
toCaka. Operacija se definira geometrijski i1 zasniva na Cinjenici da pravac sijece elipti¢ku
krivulju u tri tocke. Dakle, ako su A 1 B tocke elipticke krivulje E(K), onda pravac AB
sijece elipti¢ku krivulju u tocki C. Ako je A = B, onda trecu tocku dobivamo povlacenjem
tangente na krivulju. Ovako definirana * operacija nije sasvim dobra jer za nju ne postoji
neutralni element. Operaciju se moze poboljsati na nacin da se eliptickoj krivulji doda
tocka O koju zamisljamo kao ,,tocku u beskonacnosti”, a binarna operacija zbrajanja defi-
nira kao

A+B=0x(A=*B).

Zapravo A + B je tocka elipticke krivulje koja je zrcalno simetri¢na tocki A * B s obzirom na
x-0s. Pokazuje se da je uz ovako definiranu operaciju zbrajanja elipticka krivulja Abelova
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SADRZAJ 2

grupa. U radu smo argumentirali svojstva Abelove grupe. NajteZe je pokazati svojstvo
asocijativnosti. ObrazloZili smo ga geometrijski i (djelomicno) analiti¢ki, jer se zbrajanje
moZze prikazati analiticki, odnosno formulama. Na primjer, ako je A # Bte A = (x1,y1),
B = (x,,y,), onda je

2 2
A+B:[(y2 yl) _xl_xz’(h yl)(_(yz )’1) +2x1+x2)—y1),
X2 — X1 X2 — X X2 — X

iz ¢ega je odmah jasno da algebarski dokaz asocijativnosti ne moze biti jednostavan.

Grupa eliptic¢ke krivulje ima razlicite primjene. Moderna teorija diofantskih jednadzbi
zasniva se na svojstvima grupe elipticke krivulje nad poljem racionalnih brojeva. Elipticke
krivulje nad konacnim poljem primjenjuju se u kriptografiji, testovima prostosti i proble-
mima faktorizacije (prirodnog broja).



Poglavlje 1

Racionalne toCke na krivuljama

Postoji niz matematickih problema u kojima se trazi tzv. racionalno rjeSenje. Dio teorije
brojeva koji se bavi rjeSavanjem polinomijalnih jednadZzbi u skupu cijelih ili racionalnih
brojeva naziva se teorija Diofantovih jednadZzbi.

1.1 Konike i kubike

Za pocetak definirajmo S$to znaci da su odredeni geometrijski pojmovi racionalni.

Definicija 1.1.1. Tocka ravnine (a,b) € R? naziva se racionalna toc¢ka ako su a i b raci-
onalni brojevi.

Definicija 1.1.2. Racionalni pravac je skup svih tocaka ravnine, (x,y) € R?, koji zadovo-
ljavaju linearnu jednadzbu
ax+by+c=0

s racionalnim koeficijentima a, b i c.

Konike su krivulje koje nastaju kao presjeci stoSca (konusa) s ravninom i po tome su dobile
ime. Procuvali su ih stari Grei i to pred vise od 2000 godina (npr. Menehmo, Apolonije
iz Perge, Euklid, Arhimed itd.). Konike se algebarski mogu opisati kao skup nultoCaka
polinoma drugog stupnja u dvije varijable, to jest kao skup svih tocaka ravnine koji zado-
voljavaju jednadzbu ax* + bxy + cy* + dx+ey+ f = 0. Sada definirajmo $to je to racionalna
konika.

Definicija 1.1.3. Racionalna konika je skup svih tocaka ravnine koje zadovoljavaju jed-
nadzbu
ax’* +bxy+cy’ +dx+ey+ f =0, (1.1)

pri cemu su koeficijenti racionalni brojevi, odnosno a, b, c,d, e, f € Q.

3



POGLAVLIJE 1. RACIONALNE TOCKE NA KRIVULJAMA 4

Pronaci racionalne tocke racionalnog pravca je jednostavno, medutim za konike to ne
vrijedi. Jedna od ideja je presjeci racionalnu koniku s racionalnim pravcem. Ako koniku
(1.1) presijeCemo s pravcem y = kx + [, k, [ € Q dobivamo kvadratnu jednadZbu

Ax* +Bx+C =0,

pri ¢emu su A, B,C € Q ¢ija rjeSenja ne moraju biti racionalni brojevi. Ipak, ako nam
je poznato da je jedno rjeSenje racionalno, npr. x; € Q, onda i drugo rjeSenje x, mora
biti racionalan broj. Zaista, zbroj rjeSenja kvadratne jednadZbe, po Viéteovim formulama,
moZemo izraCunati kao:

B
X1+X2:—Z€Q.

Dakle ako nam je poznata jedna racionalna tocka na konici, onda povla¢enjem pravca kroz
nju (koji nije tangenta) mozemo dobiti drugu racionalu tocku konike. Na slici vidimo kraj-
nji rezultat jedne takve konstrukcije na paraboli.

Slika 1.1: Odredivanje racionalne tocke na konici

Bududi da su elipticke krivulje specijalni slucaj kubnih krivulja, definiraymo kubne kri-
vulje. Kubna krivulja ili kubika je algebarska krivulja reda 3, odnosno skup svih nulto¢aka
polinoma u dvije varijable stupnja 3.

Definicija 1.1.4. Racionalna kubna krivulja je skup svih tocaka koje zadovoljavaju jed-
nadzbu
ax’ + bx’y+cxy* +dy’ +ex* + fxy+ gyt +hx+iy+ j =0, (1.2)

gdje su svi koeficijenti iz jednadzbe racionalni brojevi, tj. a,b, ..., j € Q.

PokuSajmo slijediti ideju odredivanja racionalnih tocaka na konici te kubiku (1.2) pre-
sjeci s racionalnim pravcem kroz neku racionalnu tocku (xi,y;) te krivulje. Tada se na$
problem svodi na rjeSavanje kubne jednadzbe

A +BX*+Cx+ D=0,
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za neke racionalne koeficijente A, B, C, D. Budu¢i da jednadzba tre¢eg stupnja moZe imati
tri rjeSenja za koja vrijedi

B
XI+XZ+X3:_Z€Q’

ne moZemo biti sigurni da ¢e svako od preostalih rjeSenja x, i x3 biti racionalno. Medutim
ako na kubici mozemo pronaci dvije racionalne tocke, racionalni pravac kroz te dvije tocke
presjeci ¢e kubiku u trecoj racionalnoj tocki. U slucaju da nam je poznata samo jedna
racionalna tocka, kroz tu je tocku moguce povuci tangentu koja krivulju moze sjeci u jos
jednoj tocki 1 ta mora biti racionalna (jer je u tom slucaju x; = x;). Uvodenje aritmetike na
kubicne, odnosno elipticke krivulje idejno se zasniva upravo na metodi koju smo opisali.

1.2 Primjer elipticke krivulje

Slijedi nam primjer iz stvarnog Zivota koji nije ocito rjeSiv eliptickim krivuljama, a za-
pravo njegovo rjeSenje predstavlja cjelobrojnu tocku na elipti¢koj krivulju koju odredujemo
pomocu ideje koju smo iznijeli u prethodnom odjeljku.

Primjer 1.2.1. Kolekciju igracih kocaka imamo sloZenu u oblik piramide tako da na vrhu
imamo 1 kocku, u redu ispod vrha 4 kocke itd. Nakon igre sa njima odlucimo presloZiti
kolekciju u obliku kvadrata. Kolika nasa kolekcija mora biti da bismo to mogli uciniti?

Rjesenje. Vidimo da kolekcija od 1 kocke €ine jedan ,kvadrat”. Medutim, moZe li se to
uopCe nazvati kolekcija? Pretpostavimo da ih ipak imamo viSe od toga. PokuSamo li sa
piramidom od 2 reda (5 kockica) neCemo moc¢i sloziti kvadrat jer ako ih sloZimo u kvadrat
imati ¢emo jednu kockicu viSka. Vidimo da rjeSenje vjerojatno mora biti neki veci broj.
Treba primjetiti kako kockica u piramidi ima:

,»  x(x+D2x+1)
= g ,

PP+22+3%+... +x

gdje je x broj redova u piramidi. Ako kockice moZemo preslozZiti u kvadrat za zakljuditi je
da taj broj mora biti kvadrat nekog prirodnog broja, odnosno izjednacimo:

DHR2x+1
y2:x(x+ )6(x+ ) (13)
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0

2 x(x+1)(2x+1)
A e afeasa ey e

-25

Slika 1.2: Graf krivulje y* = M

gdje su x,y € N. Uo¢imo da prethodna jednadzba ima dva trivijalna rjeSenja: (0,0) 1 (1, 1).
Medutim, koristeéi te dvije tocke neCemo tangentom ili pravcem kroz njih doc¢i do druge
tocke s prirodnim koordinatama. PokuSajmo malo presloziti (1.3). PomnoZimo li ju s 24,
moZzemo uz supstituciju u = 2x i v = 2y dobiti:

6v: = u(u+ D(u+2) (1.4)

Prethodna jednadzba ima nekoliko ocitih rjeSenja: (0,0),(1, 1) 1 (2,2). Vidimo da su te tri
tocke kolinearne, pa nema smisla koristiti bilo koje dvije od tih to¢aka. Medutim, ono §to
moZemo primjetiti je da je ova krivulja simetri¢na s obzirom na u-os pa moZemo pokusati
s tockama (1,—-1) i (2, -2) koje su isto na krivulji. Odredimo pravac kroz tocke (1,—-1) i
(2,-2). Dobiti ¢emo pravac v = 3u — 4. Presjek pravca v = 3u — 4 1 krivulje (1.4) je dan
jednadzbom

6(3u —4)* = u(u + 1)(u +2),

koja nakon sredivanja glasi
w —51u* + 16u — 96 = 0.

Kako znamo dva rjeSenja ove jednadzbe u; = 11 u, = 2, tree rjeSenje mozemo odrediti uz
pomo¢ Viéteove formule:
1+2+u; =51

paje u; = 48. Stoga je v3 = 3u3 —4 = 140. Vracanjem supstitucije dobivamo novo rjesenje
jednadZzbe u skupu prirodnih brojeva (1.3): (x,y) = (24,70). Dakle,

12+22+3%+...+24% = 70°.

To znaci da naSa kolekcija mora biti veli¢ine 4900 kockica. Je li to realna kolekcija? Jedna
zanimljivost je da u Guinessovoj knjizi rekorda gospodin Kevin Cook ima kolekciju od
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11097 (razlicitih) kockica (2004.), a on tvrdi da ih je od tada skupio i puno vise. Vidimo
da ipak rezultat koji smo dobili ima smisla. O



Poglavlje 2
Elipticke krivulje

Primjer 1.2.1 rijesili smo pomocu grafa kubne krivulje koju nazivamo elipticka krivulja. U
ovom poglavlju éemo reci nesto vise o tim krivuljama.

2.1 Sto su to eliptitke krivulje?

Elipticke krivulje mogu se definirati na viSe nacina. Jedna od definicija je da je elipticka
krivulja nad poljem K nesingularna kubicna krivulja, odnosno krivulja dana jednadZzbom
(1.2) s koeficijentima iz K i koja sadrZi barem jednu tocku K. Zahtjev nesingularnost znaci
da krivulja ne sijecCe ,,samu sebe” i da nema ,Siljaka”. Na slici 2.1 su prikazane dvije
singularne kubicne krivulje. Obje krivulje imaju singularnu tocku, odnosno singularitet
u (0,0), to jest u toCki u kojoj obje parcijalne derivacije funkcija (x,y) — x* + x> — y?,
(x,y) = x° — y? imaju vrijednost nula.

(b) y* = x°

Slika 2.1: Singularne kubic¢ne krivulje
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Dakle, uvjet nesingularnosti kubi¢ne krivulje (1.2) jest da je barem jedna parcijalna
derivacija funkcije f(x,y) = ax® + bx’y + cxy? + dy* + ex® + fxy + gy* + hx + iy + j razliita
od nule. U tom se slucaju jednadzba (1.2) moZe tzv. biracionalnim transformacijama svesti
na oblik

y2 +ajxy +azy = X+ X’ + asx + ag. 2.1)

koji se naziva generalizirana Weierstrassova forma ili samo Weierstrassova forma krivu-
lje.

U poljima karakteristike razlicite od 2 i 3 jednadzbu (2.1) moZemo pojednostaviti.
Najprije lijevu stranu od (2.1) nadopunimo do potpunog kvadrata i podijelimo s 2 (Sto
je moguce jer je polje karakteristike razli¢ite od 2) te dobivamo

2 2 2
(y+a;—x+%) :x3+(a2+Z—l)x2+(a4+%)x+(%+a6). (2.2)
Uz supstituciju
’_ ap as
Y=yt at =
jednadzba (2.2) prelazi u
V2= +dy? + dyx + aj, (2.3)

pri ¢emu smo dobivene koeficijente uz x?

redom.
Konacno, buduci da je polje karakteristike razli¢ite od 3 moZemo u (2.3) provesti sup-
stituciju

, X 1 slobodni koeficijent oznacili s a), a i ag

: a
X =x+ 3 (2.4)
kojom eliminiramo koeficijent uz x?, to jest dobivamo jednadzbu
Vi=x?+ax' +b

koja se naziva kratka Weierstrassova forma. Napomenimo joS§ da se uvjet nesingularnosti
sada moZe iskazati kao uvjet da kubni polinom x’ — x"3+ax’+b nema visestrukih nultoaka
(u algebarskom zatvorenju polja K).

Zbog svega navedenog uobicajeno je elipticku krivulju (glatku kubi¢nu krivulju) nad
poljem K definirati na sljedeci nacin.

Definicija 2.1.1. Neka je K polje karakteristike razlicite od 2 i 3, a,b € K te f(x) =
x° + ax + b kubni polinom bez visestrukih korijena. Elipti¢ka krivulja nad poljem K je
skup svih tocaka (x,y) € K X K koje zadovoljavaju jednadZbu

y2 =x+ax+b (2.5)

zajedno s jos jednim elementom kojeg oznacavamo sa O i zovemo ,toc¢ka u beskonacnosti”.
Elipticku krivulju nad poljem K oznacavat ¢emo s E(K).
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Tocka O je “neobican dodatak” u definiciju, medutim Koristiti ¢emo ju nakon $to defi-
niramo operaciju koja elipti¢ku krivulju “pretvara” u algebarsku strukturu, StoviSe Abelovu
grupu. Zamisljamo da to¢ku O na graf postavljamo na ,,vrh” i na ,,dno” y-osi, te zapisujemo
kao (o0, 00).

Primjer 2.1.2. U slucaju polja realnih brojeva, tj. K = R, kubni polinom f(x) = x> +ax+b
ima ili jednu ili tri realne nultocke. Neka su zadane krivulje:

EiR) : Y =x—x+6,

E,(R) : y* = x* —4x.

Bez tocke O moZemo ih prikazati kao dio ravnine R? (slika 2.2).

s 4 (b) y? = x> —4x
@y =x>-x+6

Slika 2.2: Elipti¢ke krivulje nad poljem R

Uo¢imo da polinom f(x) = x> — x+ 6 ima jednu realnu nultocku —2, a ostale dvije nultocke
su konjugirano kompleksne (1 +iV2). S druge strane polinom f(x) = x> —4x ima tri realne
nultocke: 0, £2. Upravo o tome ovisi sastoji li se graf pripadne elipticke krivulje od jednu
ili dvije komponente, a to moZemo uociti i na slici 2.2.

Primjer 2.1.3. PrikaZimo krivulju iz primjera 1.2.1 u kratkoj Weierstrassovoj formi.
Rjesenje. Jednadzba krivulje glasi
X+ DRx+1) 3 2

_ X‘+X
Y= 6 R

+
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Dijeljenjem jednadzbe s 9 dobivamo

(5 =G +2() %)

= 1 jednadzba glasi

/

Uz supstituciju x’" = 3,y

1 1
y13 — x13+ —x'2+—x'.

2 18

Da bismo eliminirali koeficijent uz x> provodi se suptitucija (2.4), odnosno

Dobivamo ; 5
2 _ x// 1 + 1 x// 1 + 1 x// 1
I\ Te) T2t Te) T\t Te)
odnosno kratku Weierstrassovu formu (uz “povratak” na x i y)

2_ 3 X
yo=x 6

2.2 Transformacija kubic¢ne jednadZbe u Weierstrassovu
normalnu formu

Transformacija kubi¢ne jednadZbe u Weierstrassov oblik je opCenito kompliciran postupak
koji éemo djelomi¢no objasniti. Zbog lakSeg razumijevanja zapoCinjemo s primjerom.

Primjer 2.2.1. Transformirajmo jednadZbu krivulje

x3+y3:1

u Weierstrassovu normalnu formu.

Rjesenje. Postoji nekoliko prirodnih nacina za pokusaj transformacije jednadzbe ove kri-
vulje, medutim problemati¢an dio je naéi to¢nu transformaciju da uz y? stoji koeficijent 1.
Jedan od nacina je pomocu suspstitucije oblika:

12 b_36(x—y)
Cx+y T x+y
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Slijedeci korak je iz tih supstitucija dobiti izraze za x 1y. Izrazimo prvo x + yi x — y:

N 12 b(x+y) b
X = —, X—Yy= = —.
YE YTV TT36 T 3a
RjeSavanjem sustava za x i y dobivamo:
b+ 36 36 -0
X = , V= .
6a Y 6a

Sada umjesto x* + y* = 1 imamo jednadZbu:

b+36\ (36-b)
+ =1,
6a 6a

odnosno (36 + b)* + (36 — b)® = (6a)’. KoriStenjem izraza za zbroj kubova dobivamo

(36 + b) + (36 — b)) ((36 +b)> — (36 + b)(36 — b) + (36 — b)Q) = (6a)’,

odnosno
72(3b + 1296) = (6a)’.

Dijeljenjem s 6° dobivamo traZeni oblik:
b* =a’ - 432,
O

Postoji 1 op¢i nacin za transformaciju kubike u Weierstrassovu normalnu formu, koji
zahtijeva osnovno znanje iz projektivne geometrije.

Pocinjemo sa kubnom krivuljom u projektivnoj ravnini. Ideja je da se odaberu koordi-
natne osi tako da krivulja u tim koordinatama ima jednostavnu formu. Pretpostavimo da
krivulja ima racionalnu tocku O. Odabiremo os Z = 0 tako da je ona tangenta na krivulju
u O. Ova tangenta presijeca krivulju u jo$ jednoj tocki koju oznac¢imo s A. Odabiremo os
X = 0 kao tangentu u toj novoj tocki. Tocka A ima koordinate [0, 1,0]. Kao ¥ = 0 os
uzimamo bilo koji pravac osim Z = 0 koji prolazi kroz tocku O. Sada O ima koordinate
[1,0,0]. Nakon ove (projektivne) transformacije krivulja C’ ima oblik: F'(X,Y,Z) = 0.
Takoder, C’ sadrzi O i A. Sada jednadzba krivulje i dalje ima oblik polinoma 3. stupnja,
odnosno:

F'(X,Y,Z) = aX® + bX’Y + cXY* +dY? + ¢Z - G(X, Y, Z)

gdje je G polinom drugog stupnja. Pokazimo sada da su koeficijenti a, b i d jednaki nuli.

e Bududidaje O[1,0,0] € C’, slijedi F' =(1,0,0) =a =0
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e Bududidaje A[O, 1,0] € C’, slijedi F’(0,1,0) =d =0

e Promatrajmo presjek krivulje C’ i Z = 0. Presjek se sastoji od tocke O (dvaput)
i toCke A, a dobivamo ga kao rjeSenja jednadzbe F’(X,Y,0) = 0. Vec¢ znamo da
sua = d = 0, pa dobivamo bX?*Y + cXY?> = 0. Nakon faktoriziranja dobivamo

XY(bX + cY) = 0. Svaki linearni faktor odgovara jednoj tocki presjeka. Dakle, O
zadovoljava X = 0, tocka A zadovoljava Y = 01 bX + c¢Y = 0. Slijedi, b = 0.

Polinom F’ ima oblik:
F'(X,Y,Z) = cXY* +eZ-G(X,Y,2).
Kada dehomogeniziramo krivulju dobivamo:
fo,y)=xy* +ax* +bxy+cy* +dx+ey+ g =0.
Sada izlu¢ivanjem dobivamo:
fx,y)=@+co)y* +ax’ +bxy+dx+cy+ey+g=0.
Supstituirajmo x + ¢ sa x, dobivamo:
xy* + (ax + b)y = cx* + dx +e.
MnozZenjem cijele jednadzbe sa x dobivamo:
(xy)2 + (ax + b)xy = cx +dx* + ex.
Ako zamijenimo xy s y dobivamo:
V* + (ax + b)y = cx’ + dx* + ex.
Za kraj zamijenimo y s izrazom y — %(ax + b) 1 dobivamo:

V=X +ax* + bx +c.



Poglavlje 3

Grupa elipticke krivulje

Jedna od glavnih specificnosti elipticke krivulje jest ta Sto imaju zanimljivu algebarsku
strukturu. Konkretno, na skupu toCaka neke elipti¢ke krivulje moze se definirati binarna
operacija uz koju taj skup ima algebarsku strukturu Abelove grupe. Tu operaciju ¢emo
nazvati zbrajanje i uskoro ga definirati.

Prisjetimo se Sto je to Abelova ili komutativna grupa. Kazemo da je neprazni skup G s
obzirom na operaciju + definiranu na G X G Abelova grupa ako vrijede sljede¢a svojstva:

e Zatvorenost: Ya,b € G,a+be G

Asocijativnost: Ya,b,c € G,(a+b)+c=a+ (b+c¢)

Postojanje neutralnog elementa: de € G takavdaVa € G,e+a=a+e=a

Postojanje inverznog/suprotnog elementa: Ya € G, 3b € G zakojije a+b = b+a = e.

Komutativnost: Ya,b € G,a+b=b+a

3.1 Operacija zbrajanja na eliptickoj krivulji

Neka je zadana elipticka krivulja E(K). Zbog geometrijske ideje na kojoj se zasniva ope-
racija zbrajanja na eliptickoj krivulji moZemo zamisljati da je K = R. Naime, za definiciju
zbrajanja toCaka na elipti¢koj krivulji iskoristit éemo Cinjenicu da pravac sijece kubiku (a
onda 1 elipticku krivulju) u tri tocke. Za pocetak, mozemo definirati operaciju * koja paru
razlicitih tocaka (A, B) € E(K) x E(K) pridruZuje tocku C dobivenu presjekom pravca AB
i krivulje E(K), odnosno vrijedi da je

AxB=C,

14
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pri ¢emu su A, B, C € E(K) kolinearne tocke. Ako je A = B, onda se pravac AB "pretvara”
u tangentu, tj. tocka C = A * A je presjek tangente na krivulju E(K) u tocki A i krivulje
E(K). Medutim, ova operacija ima nedostatak jer ne postoji neutralni element operacije, pa
(E(K), %) nije grupa. Ipak, operaciju = iskoristit ¢emo za definiciju operacije zbrajanja na
E(K) x E(K), a element O za neutralni elemet. Dakle, operacija + : E(K) x E(K) — E(K)
se za A, B € E(K) definira kao

A+ B=0x(AxB).

() A+ B

b)A=B

Slika 3.1: Geometrijska definicija zbrajanja

Uz ovako definiranu operaciju + elipti¢ka krivulja E(K) ¢ini Abelovu grupu. Najprije
obrazlozimo da je operacija *, odnosno + dobro definirana. Naime, prema Bézoutovom
teoremu algebarske krivulje stupnja d; i1 d, koje nemaju zajednickih dijelova, odnosno ¢iji
polinomi nemaju zajednicki faktor, sijeku se u tocno d; - d, tocaka (ukljucujuéi i njihovu
kratnost). U nasem slucaju elipticka krivulja i pravac se sijeku u tri tocke.

Provjerimo svojstva Abelove grupe u strukturi (E(K), +):

e Komutativnost. A+ B = B+ A zasve A, B € E(K).

Ocito je A = B = B = A jer je pravac kroz to¢ke A i B je jednak pravcu kroz Bi A.
TadajeiA+B=B+A
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e Asocijativnost: A+ B)+ C=A+ (B+C)zasve A, B,C € E(K).

Dokaz ovog svojstva nije jednostavan i dokazat ¢emo ga u zasebnom odjeljku.

e Postojanje neutralnog elementa: A + O = A za sve A € E(K).

Pravac kroz A i O sijeCe krivulju u trecoj tocki A = O. Kako je A + O pravac kroz O i
A + O ocito je A rezultat te operacije.

Slika 3.2: Neutralni element

e Postojanje suprotnog elementa: Za svaku toc¢ku A € E(K) postoji B € E(K) za koju
jeA+B=0.

Najprije odredimo presjek tangente u tocki O i krivulje i ozna¢imo tu tocku s B’,
odnosno

0x0O=BhB.
Zatim presijecamo krivulju pravcem kroz tocke A i B’ i dobivamo
AxB =B.

Sada trebamo provjeriti da je
A+B=0.

Zaista,
A+B=0+«*A*B)=0x+«B =0

jer pravac AB sijece krivulju u B’, a pravac OB’ u O.
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O=A+DB

B=0x0=AxDB
AxB' =B

Slika 3.3: Suprotni element

Suprotni element od A na E(K) standardno oznacavamo s —A te obi¢no nazivamo
suprotna ili negativna tocka od A.
Primjer 3.1.1. Rijesimo primjer 1.2.1 pomocu zbrajanja tocaka na eliptickoj krivulji.

+ D2x+1
Rjesenje. Na eliptickoj krivulji y? = 20 F DEXFD i Ino smo uotili tozke (0,0) i

(1, 1). Zbrajanjem tih tocaka dobivamo tocku

1 -1
(O, 0) + (1, 1) = (5, 7)

koja ne moze biti rjeSenje postavljenog problema. Medutim, zbroj

1 -1
-, —|+{,1)=(24,-70
(2 3 ) (1, 1) =( )
daje tocku sa cjelobrojnim koordinatama. Buduéi da je krivulja simetricna s obzirom na
x-o0s toCka (24,70) lezi na krivulji te predstavlja rjeSenje problema. (Ta tocka je suprotna
tocka tocki (24, —70)). O

U teoriji diofantskih jednadZzbi, tj. polinomijalnih jednadZzbi s racionalnim koeficijen-
tima Cija rjeSenja traZimo u Z ili Q, grupa elipticke krivulje nad poljem racionalnih brojeva,
tj. E(Q), ima vaznu ulogu. To zapravo podgrupa od E(R), a k tome je i konacnogenerirana
Abelova grupa. Ta je vazna Cinjenica poznata pod nazivom Mordell-Weilov teorem. Dru-
gim rije¢ima, dovoljno je kona¢no mnogo tocaka kako bi se pronasle sve racionalne tocke
na elipti¢koj krivulji. To za posljedicu ima da je E(Q) izomorfna direktnom produktu tor-
zijske grupe i kona¢no mnogo (r) kopija cijelih brojeva, odnosno

E(Q = E Q) X Z'
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Torzijska grupa E (Q),,, je grupa svih tocaka konacnog reda, a nenegativni cijeli broj r je
rang od E.

Grupa elipticke krivulje nad konac¢nim poljem ima vaznu primjenu u kriptografiji, kon-
kretno u kriptografiji javnog kljuca. Uz to, primjenjuje se u testovima prostosti i proble-
mima faktorizacije nekog prirodnog broja.

Primjer 3.1.2. Neka je {a, b, c} skup racionalnih brojeva, razli¢itih od 0, za koje vrijedi
umnoZak svaka dva elementa uveéan za 1 jednak potpunom kvadratu u Q, tj.

ab+1=7r* ac+1 =5 bc+1=~7, (3.1)

pri Cemu su r,s,t € Q. Skup {a, b, c} naziva se racionalna Diofantova trojka. Pokazuje se
da se ovaj skup moZe prosiriti do racionalne Diofantove Cetvorke sa svakim od elemenata
(ako je razlicit od 0) danim izrazom

d.=a+b+c+2abc £ 2rst.

U tom slucaju se {a, b, c,d_}, odnosno {a, b, c,d.} naziva regularna Diofantova cetvorka.
Pokazuje se da su racionalne Diofantove trojke povezane s eliptickim krivuljama. Na-
ime, mnoZenjem uvjeta iz (3.1) dobivamo jednadzbu elipticke krivulje

y* = (ax + D)(bx + D(cx + 1).
Za ovu elipticku krivulju kaZemo da je inducirana Diofantovom trojkom {a, b, c}. Tocke

na ovoj eliptickoj krivulji mogu se dovesti u vezu s problemom prosirenja skupa {a, b, c}.
Naime, na ovoj eliptickoj krivulji lako moZemo uociti pet racionalnih tocaka:

1 1 1 1 t
P1: __90,P2: __’O’P3: __,0,P4:(0’1),P5: _’ﬁ .
a b c abc’ abc
Pokazuje se da x-koordinate tocaka
P4 - P5, P4 + P5

upravo dogovaraju regularnim prosirenjima Diofantove trojke {a, b, c}, odnosno jednake
sud_id,.
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3.2 Geometrijski dokaz asocijativnosti operacije
zbrajanja

................

(A4 By*xC =Ax(B+C)

Slika 3.4: Asocijativnost zbrajanja

1z slike se jasno vidi da asocijativnost vrijedi, medutim to nije dovoljan dokaz. Ipak slika
¢e pomoci pri iznoSenju dokaza. Odmah na pocetku mozemo uociti da ako dokazemo
jednakost

(A+B)*C=Ax*(B+0),

tada vrijedi i svojstvo asocijativnosti jer pravac iz O kroz te ,,dvije tocke” mora dati opet
istu tocku $to je tvrdnja asocijativnosti.

Slika je jako ,,natrpana” pravcima i to¢kama, pa opiSimo kako smo do nje dosli. Prvo
smo konstruirali to¢ku A * B, zatim je spojili s ¢vrstom tockom O, a trede sjeciste toga
pravca s krivuljom daje tocku A + B. Nakon toga smo nacrtali pravac kroz tocke A + B i
C, a treCa tocka presjeka tog pravca s krivuljom daje (A + B) = C. Tri pravca pomocu kojih
smo dosli do tocke (A + B) * C su na slici oznaceni iscrtkano. Analogno dobivamo tocku
A % (B + C), a tri pravca koja su nam za to potrebna BC, (B * C)O i A(B + C) su na slici
oznacena punom linijom.

Problem dokaza da su te dvije tocke, (A+ B) * C 1 A * (B + C), jednake moZemo gledati
1 kao slijedeci problem: sijeku li se pravci p; — pravac kroz tocke A 1 B + C, te p, — pravac
kroz tocke C 1 A+ B u tocki na krivulji? Primijetimo trivijalan slucaj ako su pravci paralelni,
tada se sijeku u toc¢ki O u beskonacnosti. Dakle, pretpostavimo da se ti pravci sijeku. Na
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slici 3.4 je oznaceno 9 tocaka:
A,B,C,0,A*B,BxC,A+B,B+C

te ,(A+ B)*C = Ax(B+ ()" koja je za sada samo presjek dva spomenuta pravca. Na slici
se one nalaze na krivulji, medutim to tek moramo dokazati. Gledajmo sada 3 iscrtkana
pravca i 3 pravca punom linijom. Ti pravci ¢ine dvije (degenerirane) kubne krivulje. To
opravdavamo tako Sto kada bi izmnozili jednadzbe tih triju pravaca dobili bismo kubnu
jednadzbu. Skup rjeSenja te kubne jednadzbe su ta tri pravca. Sada ¢emo iskazati teorem o
presjecima tri kubne krivulje:

Teorem 3.2.1. Neka su C, Cy, C, kubne krivulje. Pretpostavimo da krivulja C prolazi kroz
osam od devet tocaka presjeka krivulja C, i C,. Tada C prolazi i kroz devetu tocku presjeka.

Oznacimo krivulju koja odgovara icrtkanim pravcima sa Cy, a krivulju koja odgovara
pravcima punom linijjom sa C,. Svih devet navedenih tocaka se nalazi i na C; i na C,
(iz slike). Istovremeno, prvih osam toCaka se nalazi na nedegeneriranoj krivulji. Sada
nam prethodni teorem kaze da se i deveta tocka nalazi na toj krivulji. Tako smo dokazali
asocijativnost ove operacije.

Rijesimo sada jedan primjer:

Primjer 3.2.2. Neka su C, i C, kubike zadane sljedecim jednadzbama:
C:xX+2y—x-2y=0, C,:2x° =y =2x+y=0.
a) Pronadimo tocke presjeka krivulja C; i C,.
b) Neka su{P,..., Pg}tocke iz a). DokaZite da kubika koja prolazi tockama Py, . .., Pg

mora prolaziti i kroz tocku (0, 0) bez koristenja teorema 3.2.1.

Rjesenje. a) ToCke presjeka trazimo kao rjeSenje sustava dvije kubne jednadzbe s dvije
nepoznanice.
P+ —-x-2y=0
{2x3—y3—2x+y:0
Ako prvu jednadzbu podijelimo s —2 i zbrojimo ove dvije jednadzbe dobivamo vrlo jed-
nostavnu kubnu jednadzbu:

Sada je ocito da su rjeSenja:
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Slika 3.5: Graficki prikaz rjeSenja

UvrStavanjem prethodnih vrijednosti za x u bilo koju od jednadZzbi dobiti ¢emo tri rjeSenja
zay:
y=0,y==I.

Dakle, tocke presjeka su:
Py=1(0,0), Py =(1,1), P, =(1,0), P3=(1,-1), P, =(0,1)

Ps=(0,-1), Pc =(-1,1), P =(-1,0), Pg =(-1,-1)

b) Ovaj dio zadatka je efektivno dokaz 3.2.1 ali samo za ovih 9 tocaka i ove dvije
krivulje. Uvrstimo osam to¢aka (osim (0, 0)) u opéu jednadzbu kubike ax® + bx*y + cxy* +
dy’ +ex’> + fxy+gy* + hx+iy+ j = 0. Dobivamo homoheni sustav od 8 linearnih jednadzbi
s 10 nepoznanica (a, b, . . ., j):

a+b+c+d+e+f+g+h+i+j=0

d +g +i+j=0
—-a+b—-c+d+e—-f+g—h+i+j=0
a +e +h +j=0
—-a +e -h +j=0

a-b+c—-d+e—f+g+h—-i+j=0
—-a-b-c—-d+e+f+g—h-i+j=0

-d +g -i+j=0
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Rjesenje prethodnog sustava je dvoparametarsko:
(a,b,c,d,e, f,g,h,i,j) =(a0,0,d,0,0,0,—-a,—d,0), a,d € R.
Dakle, kubike na kojima lezi osam navedenih tocaka oblika su
ax’ +dy’ —ax—dy = 0.

Ocito je da svakoj od kubika pripada i tocka (0, 0). O

3.3 Analiticki zapis zbrajanja

Metodu koju smo koristili na primjeru 1.2.1 moZemo koristiti za traZzenje racionalnih to¢aka
na bilo kojoj elipti¢koj krivulji, te generalizacijom od racionalnih na sve to¢ke moZemo do-
biti zanimljivu operaciju sa tockama na eliptickoj krivulji.

Zadana je elipticka krivulja
EK) : y¥=x+ax+b (3.2)

te dvije (ne nuzno razlicite) toCke te krivulje: 77 = (x1,y;) i To = (x2,y,). Pravac p
tockama T i T, sijeCe krivulju u tocki Ty = (xo, yo). Zbroj tocaka T i T, je osnosimetricna
slika tocke T s obzirom na os x, to jest tocka T3 = (x3,y3) = (X0, —yo). Sada definiramo
operaciju zbrajanja na krivulji 2.5 kao:

T1+T2:T3

VaZno je primjetiti da rezultat ovog zbrajanja nije zbrajanje koordinata to¢aka T i T, kako
bi zapis mogao sugerirati, ali kako ne bismo morali upotrebljavati novi znak ¢emo ju ipak
oznacavati tako.

Zelimo odrediti koordinate tocke T = Ty + T, pomocu koordinata tocaka 7 i T,. Uz
uvjet x; # X, koeficijent smjera pravca p (tockama 7' i T,) dan je s

k= 2= , 3.3)
X2 — X1
a jednadZzba pravca p glasi
y = k(x —x1) + y1. (3.4)

U slucaju x; = x,,1z (3.2) slijedida je y; = y, ili y; = —y».

Razmotrimo 7'} + T u sljedeca tri slucaja:
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L. X1 =x2 Ay # Yy,
2. X1 =X Ay =Y,
3. X1 # Xxo.

1. sluéaj: x; = x; Ay £y,

Ovdje je p okomit na x-os i y, = —y;. To sada znaci da ¢e p sjeéi E u O. To znamo iz
dva razloga. Prvo, na grafu vidimo da ne postoje tri tocke koje se nalaze na jednom pravcu
okomitom na x-0s. Drugo, za proizvoljan x = x; iz (3.2) dobit ¢emo

yO:J_r,/x(3)+axo+b

Sto znaci da pravac x = x sijece krivulju u najvise dvije tocke. Preslikavanjem O s obzirom
na os x dobivamo opet O, pa je rjeSenje T, + T, = O. Nadalje, iz ovoga zaklju¢ujemo da je
T, suprotna tocka od 7', odnosno

=T = —=(x1,y1) = (x1, =y1).

Slika 3.6: x; = x, Ay #

2.slucaj: x; = xx Ay =y,
Ovdje je T, = T,, a pravac p tangenta na krivulju u tocki 7';. Koeficijent smjera k
pronalazimo derivacijom u toj tocki:

3xt+a

2yy =3x+a = k=y =
2y
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Ako je y; = 0, onda imamo prvi slucaj ("tangenta” u (0, 0) je zapravo okomica na x-0s u
toj tocki) pa je Ty + T, = O. Dakle, pretpostavimo y; # 0. Izjednac¢imo jednadZzbu pravca
(3.4) 1 krivulje (3.2):

(k(x = x1) +y1)> =x° +ax +b.

Preslagivanjem ove jednadzbe dobivamo kubnu jednadZbu:
0=x —kKx"+-- (3.5)

Ostatak ove jednadzbe nam zapravo nije bitan jer moZemo koristiti ¢injenice koje pozna-
jemo o rjeSenjima ali i o rjeSavanju kubne jednadzbe. Buduci da je toc¢ka 7T na pravcu
1 krivulji te da je pravac tangenta te krivulje, zakljuCujemo da je x; dvostruko rjeSenje
jednadZzbe (3.5). Prema Viéteovoj formuli je 2x; + xo = k*, odnosno

X0 = k2 — 2)61,
a yo dobijemo uvrStavanjem prethodnog izraza za x, u jednadzbu pravca (3.4). Iz toga

slijedi:
T3 = 2T1 = ()C(), —y()) = (k2 - le’ k(_xO + xl) - yl)

ARA = [‘,l(2 — 2z, k(—ee 4+ 21) — yi)
Slika3.7: xy = x, Ay =y,

3. slucaj: x; # x,
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Ovaj slucaj se rjeSava kao drugi, samo Sto je koeficijent smjera k pravaca p dan izrazom
(3.3). Nakon S§to dobijemo kubnu jednadZbu (3.5), moZemo iskoristiti istu Viéteovu for-
mulu samo $to sada imamo dva razli¢ita rjeSenja x; i x,. Iz toga slijedi da je x; +x,+x = k2,
odnosno

X0 :kz—xl — X3.

1z jednadZzbe pravca (3.4) odredimo pripadni y,. Dakle, tocka zbroja je
T5 = (x0,—y0) = (K = x1 = x2, k(—=x0 + x1) — y1),

odnosno
T3 = (k2 — X1 — X7, —k3 + k(2X1 + X2) - yl).

A= (z1,11)
y=kz+I

A+ B= (J.’2 — a1 — X, k(—zp+ 1) — 1)

Slika 3.8: x; # x»

Na kraju rezimirajmo. Neka su 7 = (x1,y1), To = (x2,y2) te T + T = (x3,y3). Ako je
T, # —T,, onda je
(x3,y3) = (K* = x1 = X2, k(x1 = X3) = Y1),

pri ¢emu je

u, ako je x, # xy,
Xy — X1
k =
3x%+a )
, akoje x; = xj.
2y

Akoje T, = -T),tojest x, = x; iy, = —yj,ondaje T, + T, = O.
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Primjer 3.3.1. Elipticka krivulja
yV=x+17
ima sljedecih pet racionalnih tocaka
Py =(-2,3),P, =(2,5),P; =(-1,4), P4 = (4,9), Ps = (3,23).
a) PokaZite da se tocke P3, P4 i Ps mogu prikazati kao
mPl + l’le,
za neke cijele brojeve m i n.

b) Izracunajte tocke
P6:—P1+2P2, P7:3P1—P2.

c) Tocke Py,...,P7 i njima inverzne tocke imaju cjelobrojne koordinate. Postoji jos
tocno jedna racionalna tocka s cjelobrojnim koordinatama za koju je y > 0. Odredite
tu tocku.

Rjesenje. Za rjeSenje zadatka koristiti cemo formule:

2Ty = (K = 2x1, k(=(K* = 2x1) + x1) = y1),
gdje je
B 3x3

=1
2y

iz 2. slucaja i
I'+T,= (k2 — X — X2, k(x; — (k2 — X1 — X2)) — Y1),

gdje je
k= Y2 =i
X2 — X1
iz 3. slucaja. JoS koristimo da je
=T = (x,-y)

zaT = (x,y).

a) Dobivamo redom:
2P, = (8,—23) = Ps= 2P,

P, + Ps=P; = P3:P2—2P1,
Pl—P2:P4.
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b)
P6:—Pl+2P2:—(P1—P2)+P2:P2—P4:(43,282),

P7:3P1—P2:2P1+P1—P3:P4—P5:(52,375).
¢) Zbrajanjem toCaka Pg i —P; dobivamo:
P — P7 = (5234,378661) = Ps.
Napominjemo da na ovoj eliptickoj krivulji postoji to¢no 8 tocaka s cjelobrojnim koordina-
tama (x,y) 1y > 0. To je neSto Sto nije lako za pokazati. Prema Siegelovom teoremu svaka

elipti¢ka krivulja y* = x* + ax + b, a,b € Z, ima konano mnogo to¢aka s cjelobrojnim
koordinatama. O

3.4 Aritmeticki dokaz asocijativnosti operacije zbrajanja

U prethodnom odjeljku dali smo formule za zbrajanje tocaka na eliptickoj krivulji. lako bi
mogli pomisliti da se asocijativnost jednostavno moze pokazati “uvrStavanjem u formule”,
algebarski dokaz asocijativnosti je prilicno kompliciran. Opisat ¢emo dokaz koji su proveli
Fujii 1 Oike u [5] uz pomo¢ programskog paketa Mathematica.

Dakle, treba pokazati:

(Py+ Py) + P3 = Py + (P, + P3),

gdje su Py, P,, P5 to¢ke elipti¢ke krivulje y* = x* + Ax + B. Nadalje, pretpostavit éemo tzv.
”genericki” slucaj u kojemu je

P]?&iPQ, P2¢iP3, P1+P2¢iP3.
To znaci da za svaki par tocaka (x1,y;) 1 (x2,¥2) 1

(x1,y1 + (x2,¥2) = (x3,¥3)

primjenjujemo formule

2 3
X3=(y2 yl) — X1 — X2, y3:—(y2 yl) +(y2 yl)(le"'xz)—)’l,
Xy — X1 Xy — X1 X2 — X1

odnosno za y; koristan je oblik

3
— — X]— X
y3:_()’2 yl) +(yz YI)(xl+x2)+y21 1
Xy — X1 X2 — X1 X2 — X1
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Uoc¢imo da je prethodna formula antisimetri¢na u indeksima 11 2.
ZapiSemo (P, + P,) + P; = C — F, gdje su

2 2
c:(y3_b) —(a+x3), F:(d_yl) —(x +0),

X3—a c— X

dok su a, b, ¢ 1d izrazi dani s

2
a = (y2 yl) = (x1 + x2),
X2 — X1
3
- - X1y2 — X
h = _()’2 )’1) +(y2 yl)(x1+x2)+ 1Y2 2)1
X2 — X X2 — X X2 — X1
X1 X2
3
- - yir 2
_ _(yz yl) +()’2 yl)(x1+x2)+ ,
Xy — X1 Xy — X1 Xy — X1
2
c = (y3 yz) = (x2 + x3),
X3 — X2
3
— — Xoy3 — X
4 - _(ys yz) +(y3 yz)(x2+x3)+ 2)3 = X3)2
X3 — Xp X3 — Xp X3 — X2
X2 X3
3
- ’ - Y2 )3
_ _(Y3 )’2) +()’3 YZ)(x2+x3)+ .
X3 — Xp X3 — Xp X3 — X2

Pokazuje da je P, + (P, + P3) = D — G pri ¢emu se D i G takoder mogu zapisati pomocu
a, b, cid:

a X3

-bY\ -b by
D:—(y3 )+(y3 )(a+x3)+ 3,
X3—a X3 —a X3 —a

X1 C

d—y\ (d- i d
G:—( y1) +( yl)(x1+c)+ : .
Cc— X c— X c— X

Koriste¢i programski paket Mathematica autori Fujii i Oike ([5]) su uspjeli C — F i
D — G faktorizirati, odnosno zapisati u obliku
R-AA R-BB
C—F:PZ—QZ, D_G:P3—g”
gdje su
P=(- J’2)2 = (x1 = )7 (x1 + X2 + X3),
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0= (2 —y3)* = (X2 — x3)*(x1 + X3 + x3),
R = (x2 — x3)y7 + (x3 — x0)y; + (X1 — x2)y3 + (X1 — x2)(x2 — x3)(x3 — x1)(X1 + X2 + X3).

Sada se problem svodi da to da treba pokazati da je zadnicki faktor izraza C — FiD - G
jednak 0, odnosno R = 0 pod uvjetom

yi=x +Ax; +B
y% = x3+Ax2+B , (3.6)
y§2x3+Ax3+B

to jest da tocke leZe na eliptickoj krivulji. Oznacimo,
R =R, + Ry,
gdje su
Ry = (x2 = x3)y1 + (x5 = x0)y; + (1 — 22y,
Ry = (x1 — x2)(x2 — x3)(3 — x1)(xX1 + X2 + X3).

Izraz za R, je upravo jednak determinanti koju smo razvili po prvom retku,

iy o%
X = X1 X2 X3|.
1 1 1

Buduci da za tocke vrijedi (3.6), slijedi da je

x?+Ax1+B x§+Ax2+B x§+Ax3+B
X1 X2 X3
1 1 1

X =

Dvjema transformacijama po redcima dolazimo do

3 3 3
X X X

X = X1 X2 X3|.
1 1 1

Zamjenom prvog i treCeg retka te svodenjem na donji trokut (elementarnim trasformaci-
jama po stupcima) dobivamo

1 0 0
X1 1 0

x? x% + Xox1 + x% (x5 — x0)(x3 + X0 + Xx1)

X =—(x2 = x)(x3 — x1)

Stoga je
R=X-X=0,

Sto je 1 trebalo pokazati.
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Sazetak

Kako pronaéi racionalne to¢ke na krivulji ako su nam neke veé poznate? Sto su to elipti¢ke
krivulje? Kako se zbrajaju tocke na elipti¢koj krivulji? Cini i elipti¢ka krivulja uz opera-
ciju zbrajanja toCaka neku algebarsku strukturu? Time i joS nekim temama bavili smo se
u ovom diplomskom radu. Niz rijeSenih primjera trebao bi pomoci u razumijevanju ove
teme.



Summary

How does one find another rational points on curves if we know a few? How do you
add points on an elliptic curve? Is that additon a group law? These and a few others are
questions that we answered in this paper. We have shown a few examples which should
help understanding this topic.
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