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Uvod

Trzisni rizik je rizik koji proizlazi iz kretanja cijena dionica, kamatnih stopa, tecajeva i ci-
jenaroba. TrZisni rizik razlikuje se od kreditnog rizika, koji je rizik gubitka zbog neuspjeha
druge strane da izvrsi obecCanu uplatu, kao i1 od niza drugih rizika s kojima se organizacije
suocavaju, poput prekida u njihovim operativnim postupcima. U sustini, trziSni rizik je
rizik koji proizlazi iz promjena na trziStima kojima je institucija izloZena.

Upravljanje rizikom je proces identificiranja i mjerenja rizika te osiguravanja da su
preuzeti rizici u skladu sa Zeljenim rizicima. Proces upravljanja trZiSnim rizikom uvelike
se oslanja na upotrebu modela.

Financijska trZiSta su neprekidna, a nove cijene se konstantno generiraju. Kao rezul-
tat toga, postoji velika koli¢ina podataka o trZiSnom riziku i puno kolektivnog iskustva u
suocavanju s ovim rizikom, Sto ¢ini trZiSni rizik jednostavnijim za analizu. Ipak, trZiSni
rizik nije lako obuhvatiti. Tako se izloZenosti portfelja mogu identificirati s odredenom si-
gurnoséu, potencijalni gubici koji bi mogli proizaci iz tih izloZenosti su nepoznati. Podaci
koji se koriste za procjenu potencijalnih gubitaka generiraju se iz povijesnih podataka, a
ne iz onih koje dolaze. Modeli za upravljanje rizikom omogucuju upraviteljima rizika
da kombiniraju te povijesne podatke s vlastitim predvidanjima te tako ogranicavaju rizik
kojemu su izloZeni.

Vise od desetljeca, regulative zahtijevaju od banaka da koriste VaR (Value at Risk) u
svojim procjenama rizika. Sve institucije koje su podloZne ovim regulativama moraju redo-
vito provoditi testiranje svojih modela rizika. Na temelju rezultata testa, banci se namecu
razliciti kapitalni zahtjevi, a modeli koji podbace Cak Ce biti zabranjeni.

Ovaj rad zapoc¢injemo definicijom VaR-a i uvodenjem tri osnovne metode za raCunanje
VaR-a koje potkrepljujemo primjerima. U drugom poglavlju uvodimo Bayesovsku metodu
procjene VaR-a te uvodimo nov 1 jednostavan algoritam za odredivanje hiperparametara
u konjugiranoj apriori distribuciji. Na kraju poglavlja usporedujemo nekoliko metoda za
racunanje VaR-a na simuliranim i povijesnim podacima zasebno.



Poglavlje 1

Mjera trziSnog rizika:VaR

Mjera trziSnog rizika je mjera nesigurnosti u buducoj vrijednosti portfelja, tj. mjera nesi-
gurnosti u prinosu portfelja. Njegova osnovna svrha je uvidjeti mogucénost odstupanja od
ciljane ili o¢ekivane vrijednosti. Slijedeé¢i primjer regulatora i velikih medunarodnih ba-
naka sredinom 1990-ih, gotovo sve financijske institucije danas koriste neki oblik VaR-a
kao mjeru rizika. Cilj ovog poglavlja je upoznati Citatelje s mjerom rizika VaR te navesti
tri tradicionalna nacina raunanja VaR-a, a poglavlje prati [2] 1 [8].

1.1 Definicija VaR-a

VaR (value at risk) je minimalni gubitak koji o¢ekujemo u odredenom postotku vremena
tijekom odredenog vremenskog horizonta, s obzirom na pretpostavljene trziSne uvjete. Dva
osnovna parametra VaR-a su: razina znacajnosti « i vremenski horizont 4. Vremenski
horizont je vremensko razdoblje tijekom kojeg je VaR mjeren, a tradicionalno se mjeri u
danima u kojima se trguje, a ne u kalendarskim danima.

Razina znacajnosti je najceS€e dana od regulatora te tako npr. prema Basel II spo-
razumu, banke koje koriste interne VaR modele za procjenu svojih kapitalnih rezervi za
trzisni rizik trebaju mjeriti VaR na razini znacajnosti od 1%. U odsustvu regulatora, razinu
znacajnosti ulagaci biraju sami pa ¢e tako konzervativniji ulaga¢ odabrati manju razinu
znacajnosti a.

Vremenski horizont je period tijekom kojeg mjerimo potencijalne gubitke. On bi se
trebao odnositi na razdoblje tijekom kojeg ocekujemo izloZenost riziku pa za likvidniju
imovinu vremenski horizont moZe biti kra¢i dok bi za manje likvidnu imovinu on trebao
biti duzi. Vrijeme potrebno za smanjenje rizika ovisi i o veli€ini imovine izloZene riziku
kao i o trziSnoj likvidnosti.

VaR pretpostavlja da ¢e portfelj ostati statican tijekom odabranog vremenskog hori-
zonta rizika 1 da ¢emo samo procijeniti nesigurnost u vezi s vrijednosS¢u portfelja na kraju
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vremenskog razdoblja rizika.

Da bi imala znacenje danas, svaka vrijednost portfelja koja bi mogla biti realizirana za
h trgovinskih dana u buduénosti zahtijeva diskontiranje. To znaci da bi dobit' trebala biti
izraZena u terminima sadasnje vrijednosti, diskontirajuci je koriStenjem bezrizi¢ne kamatne
stope, kao Sto su LIBOR ili EURIBOR.

Neka P, oznaCava vrijednost portfelja, a Bj, cijenu diskontirane obveznice koja dos-
pijeva za h trgovinskih dana pri ¢emu su obje cijene u trenutku ¢ kada se mjeri VaR.?
Vrijednost portfelja u nekom buduéem trenutku 7+ A, diskontirana na trenutak ¢, je By, Py,
a diskontirana dobit jednaka je

Diskontirana s-dnevna dobit = By, /P, — P;. (1.1)

Iako moZemo promatrati vrijednost portfelja i vrijednost diskontirane obveznice u tre-
nutku ¢, vrijednost portfelja u trenutku ¢ + A je nesigurna, stoga je diskontirana dobit
(1.1) slucajna varijabla. Mjerenje distribucije ove slucajne varijable prvi je korak prema
izraCunavanju VaR-a.

Matematicka definicija VaR-a

Dali smo opéenitu definiciju VaR-a kao gubitka, u terminima sadaSnje vrijednosti, zbog
trziSnih kretanja, za koji smo do neke razine znacajnosti sigurni da nece biti premasen
ako portfelj ostane stati¢an tijekom odredenog vremenskog horizonta. Kako bismo bolje
razumjeli Sto znaci VaR, promotrimo sljede¢i primjer.

Primjer 1.1.1. Razmotrimo izjavu: 5%-tni VaR portfelja iznosi 2.2 milijuna eura tijekom
jednog dana. Sljedece tri tocke su vazne za razumijevanje koncepta VaR-a:

e [zjava o VaR-u se odnosi i na vremenski horizont: gubici koji bi se mogli ocekivati
tijekom odredenog vremenskog razdoblja. U ovom primjeru, to razdoblje je jedan
dan. (Ako se VaR mjeri na dnevnoj bazi, a tipican mjesec ima 20-22 radna dana,
tada 5% dana odgovara otprilike jednom danu mjesecno.)

e Gornja izjava moZe se zapisati i kao: Gubitak od najmanje 2.2 milijuna eura se
ocekuje otprilike jednom svaki mjesec.

e VaR je minimalni gubitak. VaR se Cesto pogresno smatra kao iznos koji se moZe
izgubiti. Ako je pitanje, “Koliko se moZe izgubiti?” postoji samo jedan odgovor:

'U ovome je radu za apsolutnu promjenu vrijednosti portfelja koristen termin dobit koji moze oznacavati
i gubitak ako je dobit negativna.

Diskontirana obveznica je obveznica koja je izdana po niZoj cijeni od njene stvarne vrijednosti pri cemu
razlika u cijeni i eventualni nedospjeli kupon predstavljaju kamatu.
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cijeli portfelj. U portfelju od npr. 400 milijuna eura najvise sto se moZe izgubiti je
400 milijuna eura.

U matematickim terminima, 100a% h-dnevni VaR je iznos gubitka (u terminima sa-
dasSnje vrijednosti) koji bi bio premaSen samo s malom vjerojatno$éu a kada se portfel]
drzi statiénim tijekom sljede¢ih 4 dana. Dakle, kako bismo procijenili VaR u trenutku
¢, moramo pronaci a kvantil x;,, distribucije diskontirane s-dnevne dobiti. To znaci da
moramo pronaci x;,, takav da

P(Bh,th+h -P < xh,t,a) =a (1.2)

1 postaviti VaR;,, = —x,,,. PiSemo VaR;,, kada Zelimo naglasiti trenutak # u kojem se
procjenjuje VaR. Medutim, u nastavku obi¢no eksplicitno navodimo samo ovisnost mjere
rizika o dvama osnovnim parametrima, tj. o 4 (vremenskom horizontu rizika) i @ (razini
znacajnosti), te izostavljamo ovisnost o .

Kada se VaR procjenjuje iz distribucije dobiti, izrazava se u vrijednosnim (npr. dolar-
skim) terminima. Medutim, &esto radije analiziramo distribuciju prinosa® nego distribuciju
dobiti. Dobit se mjeri u apsolutnim terminima pa na primjer gubitak od 10,000 dolara kada
portfelj ima vrijednost od 1 milijun dolara ima sasvim drukciji utjecaj nego gubitak od
10,000 dolara kada portfelj ima vrijednost od 10 milijuna dolara.

Medutim, ako se VaR procjenjuje iz distribucije povrata, izraZzava se kao postotak tre-
nutne vrijednosti portfelja. Buduci da je trenutna vrijednost portfelja poznata, mozemo
izraziti VaR kao postotak vrijednosti portfelja, a ako je potrebno, rezultat moZemo pretvo-
riti u VaR izraZen vrijednosnim terminom tako da ga pomnoZimo s trenutnom vrijednos$cu
portfelja.

Na kraju, ako definiramo diskontirani 4-dnevni povrat portfelja kao slu¢ajnu varijablu

X = T (1.3)
tada moZemo pronaci a kvantil njegove distribucije (x;,, ), to jest,

P(Xh: < Xpie) = @ (1.4)

1 naSa procjena 100a% h-dnevnog VaR-a u trenutku 7 je:

VaR,,, = {—xhw, kao postotak vrijednosti portfelja , (1.5)

—Xn1o Py, kada je izraZen u vrijednosnim terminima.

3U radu su koristeni termini prinos/povrat kada se govori o relativnoj promjeni vrijednosti portfelja.
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1.2 Parametarska metoda za procjenu VaR-a

U parametarskoj se metodi VaR racuna koristeéi analiticke formule koje se temelje na
pretpostavljenoj distribuciji povrata rizi¢ne imovine, kada je vrijednost portfelja linearna
funkcija svojih temeljnih rizi¢nih faktora. NajceSca pretpostavka je da su povrati portfelja
nezavisni 1 jednako distribuirani s normalnom razdiobom, medutim moZze se pretpostaviti i
da prinosi imaju Studentovu 7 distribuciju, ili mijeSanu normalnu ili Studentovu ¢ distribu-
ciju. Ovdje Ce biti prezentiran samo slu¢aj kada su povrati normalno distribuirani, a viSe o
parametarskoj metodi mozete procitati u [2].

Eksplicitna formula za ra¢unanje VaR-a

Pretpostavljamo da su diskontirani 4#-dnevni povrati portfelja nezavisni i jednako distribu-
irani te da imaju normalnu razdiobu. Radi jednostavnosti notacije, u ovom ¢emo odjeljku
pisati prinos kao X, izostavljajuci ovisnost o vremenu i horizontu rizika. Dakle, pretpos-
tavljamo

X~N(u,o?) (1.6)

uz dodatnu pretpostavku da su povrati medusobno nezavisni jednako distribuirani. Izvest
¢emo formulu za x,, o kvantil povrata, tj. povrat za koji vrijedi P(X < x,) = @. Tada je
100a% VaR, izrazen kao postotak vrijednosti portfelja, negativna vrijednost tog o kvantila.
KoriStenjem transformacije standardne normalne varijable, imamo

X - a a
P(X<xa):IP( p_X ﬂ):P(Z<x “), (1.7)
o o o
gdje je Z ~ N(0, 1). Dakle, ako P(X < x,) = a, tada
P(Z<x“_“):a. (1.8)
o
Ali po definiciji, P(Z < ®~'(a)) = a, pa je
Yo TR _ o) (1.9)

gdje je @ funkcija distribucije standardne normalne varijable. Ali x, = —VaR,, po definiciji,
i® () = —®7!(1 — @) zbog simetrije standardne normalne distribucije. Zamjenjujuéi ovo
u (1.9) dobivamo analiticku formulu za VaR za portfelj s nezavisnim jednako distribuiranim
normalnim povratima, tj.

VaR, = ®7'(1 — a)o — pu.

Ako Zelimo biti precizniji oko horizonta rizika nasSe procjene VaR-a, moZemo napisati
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VaR,,, = ®'(1 — @)ay, — . (1.10)

Ovo je jednostavna formula za 100a% h-dnevni VaR, kao postotak vrijednosti portfelja,
kada su diskontirani prinosi portfelja nezavisni jednako distribuirani i normalni s ocekiva-
njem y;, 1 standardnom devijacijom o7,.

Da bismo dobili VaR u vrijednosnim terminima, jednostavno mnoZimo postotak VaR-a
s trenutnom vrijedno$¢u portfelja:

VaRy,; o = (@7 (1 = @)y, — )Py, (1.11)

gdje je P, vrijednost portfelja u trenutku ¢ kada se mjeri VaR.

Skaliranje VaR-a

Razmotrimo portfelj s (dugim ili kratkim) pozicijama ny,n,, ..., n; u k rizinih imovina,
tako da je n; broj jedinica dugih (n; > 0) ili kratkih (n; < 0) pozicija u i-toj imovini, 1
oznacimo cijenu i-te imovine u trenutku ¢z s p;,. Tada vrijednost pozicije u imovini i u
trenutku 7 iznosi n;p;,, a vrijednost portfelja u trenutku 7 je

k

P, = Znipi,t-

i=1
MoZemo definirati udio portfelja u i-toj imovini u trenutku ¢ kao

NipPis
Pt ’

Wir =

Cak i kada su pozicije konstantne, tj. portfelj nije rebalansiran, vrijednost pozicije u
imovini i mijenja se kad god se cijena te imovine mijenja, a udio portfelja u svakoj imovini
mijenja se kad god se cijena jedne od imovine mijenja. Dakle, kada pretpostavljamo da je
portfelj statican, znaci li to da su pozicije u portfelju konstantne tijekom horizonta rizika ili
da su udjeli portfelja konstantni tijekom horizonta rizika? Ne mozemo pretpostaviti oboje.
Umjesto toga, pretpostavljamo:

e nema rebalansiranja — pozicije u portfelju u svakoj imovini su konstantne, pa se svaki
put kad se cijena imovine promijeni, mijenja vrijednost naSe pozicije u toj imovini i
stoga se mijenjaju svi udjeli portfelja; ili

e rebalansiranje na konstantne udjele — kako bi udjeli portfelja ostali konstantni, mo-
ramo rebalansirati sve pozicije svaki put kada se promijeni cijena samo jedne imo-
vine.
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Cesto se trzi$ni VaR mjeri tijekom kratkoroénog vremenskog horizonta, poput jednog
dana, a zatim se skalira kako bi dobili VaR tijekom duZeg vremenskog horizonta.

Najpristupacniji naCin za skaliranje VaR-a temelji se na pretpostavci da su prinosi neza-
visni i jednako distribuirani te normalni, te da se portfelj rebalansira dnevno kako bi udjeli
portfelja ostali konstantni.

Pretpostavimo da mjerimo jednodnevni VaR i da je dnevni prinos nezavisan i jednako
distribuiran te normalan. Po formuli (1.10) slijedi da je 1-dnevni VaR dan s

VaR,, = O '(1 - a)o;, — (1.12)

gdje su u; 1 0y ocekivanje 1 standardna devijacija normalno distribuiranih dnevnih prinosa.
Koristimo logaritamsku aproksimaciju za dnevni diskontirani prinos, tj.

Xi,t — Bi,tPt+i - Bi—l,tPt+i—1 ~ ln(BBi,tPt+i ),

Bi—l,tPt+i—1 i—l,tPt+i—l

gdje P, oznaCava cijenu portfelja u trenutku #.* Buduéi da smo pretpostavili da su po-
vrati nezavisni, jednako distribuirani i normalni, to vrijedi i za logaritamsku aproksimaciju
dnevnog diskontiranog prinosa. Nadalje, imamo

Bl,tPt+1 BZ,tPr+2 Bh,tPt+h _ Bh,tPt+h Bh,tPt+h - P,
In{——|+In{——|+---+In|———|=1In ~
P, B],tPt+l Bh—l,IPt+h—1 P, P,

Budu¢i da je zbroj nezavisnih normalnih slu€ajnih varijabli ponovno normalna vari-
jabla, h-dnevni diskontirani logaritamski prinosi su normalno distribuirani s ocekivanjem
W = hyy i standardnom devijacijom o, = VAo pa je i obi¢an h-dnevni prinos (pribliZzno)
normalno distribuiran. Tada je h-dnevni VaR dan aproksimacijom

VaR,, ~ ®'(1 — @) Vho| — hy,. (1.13)

Ova aproksimacija je razumno dobra kada je 4 mali, ali kako A raste, aproksimacija h-
dnevnog logaritamskog prinosa s obi¢nim /-dnevnim prinosom postaje dosta netocna.

Medutim u veéini vremenskih nizova povrata pretpostavka da su povrati nezavisni ne
vrijedi. Izvedimo sada formulu za skaliranje VaR-a pod pretpostavkom da dnevni logari-
tamski povrati r, nisu nezavisni i identi¢no distribuirani, ve¢ slijede pribliZno autoregresivni
proces prvog reda gdje je ¢ autokorelacija, tj. ry; = drj—1,-

4Ova aproksimacija vrijedi zbog poznate Cinjenice da je In(1 + x) ~ x za male x-eve pri éemu stavimo

. BitPrvi — Bi—1,:Prii-1
Bi_1,Prri1
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NapiSimo h-dnevni logaritamski prinos kao zbroj /& uzastopnih jednodnevnih logari-

tamskih prinosa:
h=1
Tpe = Z Tt
i=0

Pretpostavljamo da su logaritamski prinosi jednako distribuirani, iako nisu nezavisni, pa
moZemo zapisati u = E(r,,;) i 0> = V(r,) za sve i. Autokorelacija ne utjece na skalira-
nje ocekivanog h-dnevnog logaritamskog prinosa, buduci da je E(ry,) = Zﬁ’;ol E(r) = hpu.
Dakle, ocekivani h-dnevni logaritamski prinos isti je kao i kada su prinosi nezavisni jed-
nako distribuirani.

Medutim, autokorelacija utjeCe na skaliranje standardne devijacije. Varijanca h-perio-
dnog logaritamskog prinosa je

h—1

V(rp) = Z V(rui) +2 Z Cov(ris rt+j) =0’

i=0 i#j

h—1
h+2 ) (h- i)qs"]
i=1

gdje druga jednakost slijedi iz
Cov(risis 114 j) = Cov(Trais iviva) = Cov(ryyi, 1) = ¢“Cov(rygi, 114i) = ¢a0-2-

Sada koristimo identitet

D n—i+ Dy = I _xx)2 [n(1 =) = x(1 -], |l <17 (1.14)
i=1

Postavljanjem x = ¢in = h — 1 u (1.14) dobivamo

¢
(1-¢)

To pokazuje da kada su povrati autokorelirani s koeficijentom autokorelacije prvog reda ¢,

V() = o (h+2 (=11 - 9) - (1 —¢h‘1)]). (1.15)

tada faktor skaliranja za standardnu devijaciju nije Vi veé Vh, gdje je

[(h= 1)1 =) — (1 = ¢" ). (1.16)
Dakle, trebali bismo skalirati normalni linearni VaR kao

VaR,,o = O7(1 — @) Vio, — . (1.17)

SDokaz ovog identiteta nalazi se u Dodatku 1
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1.3 Primjer racunanja VaR-a parametarskom metodom

Pogledajmo sada dionice tvrtke Chevron Corporation, americke multinacionalne kom-
panije koja je specijalizirana za proizvodnju i1 prodaju nafte i plina. Dionica Chevron
Corporation-a je uvrsStena u indeks S&P500 pod oznakom CVX, a mi ¢emo gledati po-
datke od 1.8.2002. do 1.8.2007. i to samo u danima u kojima se trgovalo.®

Na Slici 1.1 prikazano je kretanje cijena dionice u tom razdoblju.

70 80 90

Cijenau$
B0

40

30
|

T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200

Dani trgovanja izmedu 1.8.2002_i 1.8.2007.

Slika 1.1: Cijena dionice Chevron Corporationa izmedu 1.8.2002. i 1.8.2007.
Racunamo jednodnevne povrate po formuli X, = % " gdje za cijene P, uzimamo
Close cijenu dionice svakog dana. Na Slici 1.2 prikazar{ je normalni vjerojatnosni graf
izraCunatih povrata, a kada testiramo normalnost povrata Lillieforsovim i Anderson-Dar-
lingovim testom normalnosti dobijemo p-vrijednost 0.1243, odnosno 0.02673. Iako su
p-vrijednosti relativno male, na temelju normalnog vjerojatnosnog grafa neCemo odbaciti
pretpostavku da dnevni povrati dolaze iz normalne distribucije.

6Jako je ovaj rad pisan 2024. godine, ovi podaci uzeti su iz razloga jer su normalno distribuirani u
petogodi$njem periodu.

"Primjetite kako ovdje, u odnosu na formulu (1.3), nismo diskontirali buduéu cijenu jer gledamo samo
jedan dan unaprijed pa to nije potrebno.
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Normal Q-Q Plot

-- 95% pouzdani interval

0.04

Empirijski kvantili uzorka

Kvantili standardne normalne distribucije

Slika 1.2: Normalni vjerojatnosni graf povrata izmedu 1.8.2002. 1 1.8.2007.

Na identican nacin se uvida da su dnevni povrati u periodima 1.8.2002.-1.8.2005. te
1.8.2003-1.8.2006. takoder normalno distribuirani pri ¢emu su p-vrijednosti Lillieforso-
vog i Anderson-Darlingovog testa normalnosti 0.09516 i 0.01034 za period 1.8.2002.-
1.8.2005., te 0.4025 1 0.3827 za period 1.8.2003.-1.8.2006. Normalni vjerojatnosni grafovi
za ova dva perioda nalaze se na Slikama 1.31 1.4.

Takoder, Slika 1.5 sugerira da nema autokorelacije nikojeg reda pa moZemo pretposta-
viti da su podaci nezavisni.® Dakle, nasi povrati su nezavisni i normalno distribuirani pa
mozemo koristiti eksplicitnu metodu za racunanje VaR-a danu formulom (1.10).

81z normalnog vijerojatnosnog grafa smo pretpostavili da su dnevni povrati normalno distribuirani pa
nekoreliranost povla¢i nezavisnost.
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Normal Q-Q Plot
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Kvantili standardne normalne distribucije
Slika 1.3: Normalni vjerojatnosni graf povrata izmedu 1.8.2002. i 1.8.2005.
Normal Q-Q Plot
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Slika 1.4: Normalni vjerojatnosni graf povrata izmedu 1.8.2003. 1 1.8.2006.

11
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Slika 1.5: ACF graf povrata izmedu 1.8.2002. i 1.8.2007.

IzraCunajmo sada jednodnevne 5%-tne VaR-ove za period 2.8.2005.-1.8.2007. 1 uspore-
dimo ih sa stvarnim podacima. VaR ra¢unamo za svaki dan izmedu 1.8.2005. 1 31.7.2007.
po formuli (1.10) pri ¢emu w; i oy procjenjujemo iz podataka u protekle tri godine za
svaki datum posebno.’ To radimo uz pretpostavku da je za svaki datum izmedu 1.8.2005. i
31.7.2007. povrat u prethodne tri godine normalno distribuiran, a koju temeljimo na Cinje-
nici da smo pokazali normalnu distribuiranost povrata u periodima 1.8.2002.-1.8.2005. 1
1.8.2003.-1.8.2006. pa pretpostavljamo da su za svaki datum izmedu 1.8.2005.131.7.2007.
povrati u posljednje tri godine normalno distribuirani. Rezultati su dani Slikom 1.6.

U teoriji VaR ne bi trebali premasiti vise od 5% puta, tj. budu¢i da ima 503 dana u
kojima se trgovalo, VaR bi trebali premasiti najviSe 25 puta. Eksplicitno racunajuéi koliko
je puta povrat bio manji od jednodnevnog VaR-a dobivamo da smo VaR premasili 33 puta.
VaR smo premasili viSe puta od ocekivanog, a razlog bi mogla biti ¢injenica da smo na
temelju relativno malih p-vrijednosti zakljucivali da su podaci normalno distribuirani i
koristili eksplicitnu formulu za racunanje VaR-a koja vrijedi za tu pretpostavku.

?0Ocekivanje procjenjujemo aritmetickom sredinom, a standardnu devijaciju uzoratkom standardnom
devijacijom.
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Dani trgovanja izmedu 2.8 2005 i 1.8 2007

Slika 1.6: Povrati 1 jednodnevni 5%-tni VaR u periodu 2.8.2005.-1.8.2007.

Skalirajmo sada jednodnevni 5%-tni VaR na petodnevni 5%-tni VaR, a budu¢i da su po-
daci nezavisni, skaliranje mozemo provesti na jednostavan nacin koriste¢i formulu (1.13).
Slika 1.7 prikazuje dobivene rezultate. Vidimo da je 5%-tni petodnevni skalirani VaR dosta
konzervativniji nego Sto bi trebao biti, te naSi povrati premaSuju VaR samo u 2 slucaja,
umjesto u 25 slucajeva. Razlog vjerojatno lezi u ¢injenici da je skaliranje samo aproksi-
macija koja je dobra kad je & relativno mali kao 1 u ¢injenici relativno slabe pretpostavke o
normalnosti povrata.
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Slika 1.7: Povrati i jednodnevni 5%-tni VaR skaliran na petodnevni u periodu 2.8.2005.-
1.8.2007.

1.4 Povijesna metoda za racunanje VaR-a

Povijesna metoda za procjenu VaR-a uvedena je u nizu radova 1998. i 1999. godine. Ne-
davna anketa sugerira da oko tri Cetvrtine banaka preferira povijesnu metodu umjesto pa-
rametarskih ili Monte Carlo VaR metoda. Glavna prednost je da povijesna metoda ne treba
pretpostavke na oblik distribucije povrata na imovinu.

Definicija
100a@% h-dnevni povijesni VaR, izraZen u vrijednosnim terminima, je @ kvantil empirijske
h-dnevne diskontirane distribucije dobiti. Ili, kada je VaR izrazen kao postotak vrijednosti
portfelja, 100a¢% h-dnevni povijesni VaR je « kvantil empirijske h-dnevne diskontirane
distribucije povrata.

Ako procjene VaR-a trebaju odrazavati samo trenutne trZiSne uvjete, a ne prosjek tije-
kom dugog povijesnog razdoblja, ¢ini se prirodnim koristiti samo najnovije podatke. Na
primjer, ako su se trziSta ponasala neobi¢no tijekom protekle godine, mozemo razmotriti
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koriStenje samo podataka iz posljednjih 12 mjeseci. Buduci da su procjene VaR-a na razi-
nama pouzdanosti od 99% i viSim ucestale, vazno je koristiti veliki broj povijesnih povrata.
Za procjenu VaR-a na razini od 1%, trebalo bi koristiti najmanje 2000 povrata, kako bi u
1%-tnom repu bilo barem 20 podataka. Odabir veli¢ine uzorka povezan je s odabirom frek-
vencije podataka. Na primjer, za uzorak od 500 povrata, trebamo uzorak od 20 godina ako
koristimo 10-dnevne povrate, uzorak od 10 godina ako koristimo tjedne povrate, ili uzo-
rak od 2 godine ako koristimo dnevne povrate. Buduéi da ée koriStenje dugog povijesnog
razdoblja teSko odrazavati trenutne okolnosti, nije prikladno temeljiti povijesni VaR model
na tjednim ili mjesenim podacima. Stoga, gotovo uvijek temeljimo procjenu povijesnog
VaR-a na distribuciji dnevnih prinosa portfelja i zatim skaliramo procjenu jednodnevnog
VaR-a na horizont od 4 dana.

Skaliranje povijesnog VaR-a

Prvo uvodimo pojam stabilne 1 &-stabilne distribucije.

Slucajna varijabla X ima stabilnu distribuciju ako je suma N nezavisnih slucajnih va-
rijabli X s istom distribucijom ponovno slu¢ajna varijabla s istom vrstom distribucije. Na
primjer, normalna distribucija je stabilna jer je zbroj N nezavisnih jednakodistribuiranih
normalnih varijabli ponovno normalna varijabla.

Slucajna varijabla X s o¢ekivanjem nula'® ima &-stabilnu distribuciju ako

h
DX EhEX za £e(0.2], (1.18)

i=1

gdje su X, ..., X, nezavisne sluCajne varijable s istom distribucijom kao 1 X.[1] MoZe se
pokazati da je normalna distribucija stabilna s parametrom & = 2.
Kada je distribucija &-stabilna, cijela distribucija, ukljucujuci i kvantile, skalira se s
h'/s,
Neka k;,, oznaCava a kvantil 2-dnevnih diskontiranih log povrata.!! Trazimo & takav
da
kno = 1"k ,. (1.19)

Drugim rijecima, uzimajuci logaritme gore navedene jednadzbe,

B In(h)
In(knq) — In(ki o)’
10Pretpostavka da varijabla X ima ocekivanje nula nije ograni¢enje definicije, jer ju moZzemo centrirati,
tj. moZemo oduzeti oc¢ekivanje u od X.

"Uzimamo log povrate jer je zbroj 1-dnevnih log povrata upravo A-dnevni log povrat, §to ne vrijedi za
obicne povrate.

(1.20)
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Dakle, ¢ se mozZe procijeniti kao nagib grafa s In(k,,) — In(k; ,) na horizontalnoj osi i
In(h) na vertikalnoj osi. Ako je distribucija stabilna, graf ¢e biti pravocrtan i &€ nece ovisiti
o izboru @. Takoder, ne bi trebao znacajno varirati kada se koriste razli¢iti uzorci, pod
uvjetom da uzorak sadrzi dovoljno podataka za to¢no procjenjivanje kvantila.

1.5 Primjer racunanja VaR-a povijesnom metodom

[zraCunajmo jednodnevne 5%-tne VaR-ove povijesnom metodom za dionicu Chevron Cor-
poration-a za period 2.8.2005.-1.8.2007. i usporedimo ih sa stvarnim podacima. VaR
racunamo za svaki dan izmedu 1.8.2005. 1 31.7.2007. tako da trazZimo 5%-tni kvantil po-
vrata u zadnje tri godine.'? Rezultat je dan Slikom 1.8. Buduéi da postoje 503 povrata u

— Jednodnevni povrati
—— Jednodnevni 5%-tni povijesni VaR

Povrati
0.00
|
i

-0.04

T T T T T T
0 100 200 300 400 500

Dani frgovanja izmedu 2.8.2005.1 1.8.2007.

Slika 1.8: Povrati i jednodnevni 5%-tni VaR u periodu 2.8.2005.-1.8.2007.

tom periodu, VaR bi trebali premasiti oko 25 puta, a ovom ga metodom premasujemo 29
puta Sto je u skladu s teorijom.

Budu¢i da nam za skaliranje VaR-a povijesnom metodom trebaju log povrati, izracunat
je1 VaR zalog povrate, a na Slici 1.9 moZemo vidjeti usporedbu normalnih i1 log povrata, te
pripadnih 5%-tnih VaR-ova. MoZemo vidjeti kako su povrati skoro identi¢ni log povratima
te pripadni VaR-ovi takoder Sto 1 odgovara nasoj pretpostavci buduci da je In(1 + x) = x za
male x-eve.

12Na primjer, 1.8.2006. gledamo podatke od 1.8.2003. do 1.8.2006. i procjenjujemo VaR za dan 2.8.2006.
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Slika 1.9: Usporedba povrata 1 log povrata te pripadnih VaR-ova u periodu 2.8.2005.-
1.8.2007.

Kako bi mogli skalirati jednodnevni VaR pretpostavljamo da je distribucija log povrata
&-stabilna'? te ra¢unamo h-dnevne log povrate i £&. Bududéi da se radi o log povratima h
dnevni log povrat dobijemo jednostavno zbrajanjem / jednodnevnih log povrata, a & je
procijenjen tako da se za & = 2 : 20 raCuna log(k,/k;) (koji se stavlja na x-os) i log(h) (koji
se stavlja na y-os) te se onda linearnom regresijom procjenjuje nagib pravca koji prolazi
kroz te tocke. Takoder ¢ raCunamo svaki dan u periodu 1.8.2005.-1.8.2007. na temelju
prethodnih 3 godine podataka o log povratima, a jednodnevni 5%-tni VaR se skalira na
petodnevni po formuli (1.19). Rezultati su prikazani Slikom 1.10.

3Pretpostavka &-stabilnosti log povrata je opravdana ¢injenicom da smo pri ra¢unanju VaR-a parame-
tarskom metodom pretpostavili normalnu distribuciju povrata (pa tako i log povrata buduci da su skoro
identi¢ni), a normalna distribucija je 2-stabilna.
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Slika 1.10: Log povrati i jednodnevni 5%-tni VaR skaliran na petodnevni u periodu
2.8.2005.-1.8.2007.

Dobili smo smo dosta loSu procjenu 5%-tnog petodnevnog VaR-a gdje nam stvarni log
povrati prelaze VaR samo jedanput u 503 dana Sto je daleko od 5%. Jedan od razloga bi
mogao biti Sto u nekim danima procjena za parametar stabilnosti & prelazi 2, Slika 1.11,
a &-stabilna distribucija je definirana samo za ¢ € (0,2], pa nasa distribucija mozda nije
&-stabilna.
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1 1

Procijenjeni ksi-a u odnosu na prethodne tri godine
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Dani trgovanja izmedu 1.8.2005. 1 1.8.2007.

Slika 1.11: & u periodu 2.8.2005.-1.8.2007.
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1.6 Monte Carlo metoda za racunanje VaR-a

Monte Carlo simulacija je metoda procjenjivanja VaR-a u kojoj korisnik razvija svoje pret-
postavke o statistickim karakteristikama distribucije povrata i koristi te karakteristike za
generiranje nasumicnih ishoda koji predstavljaju hipotetske povrate portfelja sa specifici-
ranim karakteristikama.

Proces je potpuno analogan procjeni VaR-a pomocu povijesne simulacije, samo $to
sada koristimo Monte Carlo simulacije umjesto povijesnih simulacija. To jest, simuliramo
pretpostavljenu distribuciju za h-dnevne povrate portfelja, ili za njegovu h-dnevnu dobit, i
100% h-dnevna VaR procjena se empirijski procjenjuje kao -1 puta @ kvantil te distribucije.

Jasno je da su normalni parametarski VaR i normalni Monte Carlo VaR modeli vrlo
sli¢ni jer imaju identi¢ne pretpostavke o distribuciji povrata. Jedina razlika izmedu ta dva
modela je u tome Sto se povrati u Monte Carlo VaR modelu simuliraju, dok se u normal-
nom parametarskom VaR modelu dobivaju analiticki. Tako je normalni parametarski VaR
precizan, premda temeljen na pretpostavci koja je malo vjerojatna, dok je normalna Monte
Carlo VaR procjena podloZna pogresci pri simulaciji. Dakle, normalna Monte Carlo VaR
procjena trebala bi biti slicna normalnoj parametarskoj VaR procjeni. Ako je razlicita, to
moze biti samo zato Sto je koriSten nedovoljan broj simulacija. Ipak, postoji dobar razlog
za primjenu Monte Carlo VaR-a na linearni portfelj, a to je da se Monte Carlo VaR moze
temeljiti na gotovo bilo kojoj distribuciji povrata, dok egzaktna rjeSenja za parametarski
linearni VaR postoje samo kod nekoliko odabranih distribucija.

1.7 Primjer racunanja VaR-a Monte Carlo metodom

[zraCunajmo jednodnevne 5%-tne VaR-ove za dionicu Chevron Corporation-a u periodu
2.8.2005.-1.8.2007. i usporedimo ih sa stvarnim podacima. Buduci da smo u prethodnim
poglavljima radili s pretpostavkom da su dani povrati normalni, tu pretpostavku koristimo
1 dalje. Dakle u ovom primjeru je Monte Carlo VaR kombinacija parametarskog i povijes-
nog VaR-a buduci da prvo pretpostavljamo da nam povrati dolaze iz normalne distribucije,
simuliramo te povrate, te nakon toga trazZimo 5%-tni kvantil simuliranih povrata. Kao i pri
racunanju parametarskog VaR-a, y; i o(parametre normalne distribucije iz koje procje-
njujemo da nam dolaze povrati) procjenjujemo iz podataka u protekle tri godine za svaki
datum posebno.'* Rezultati su dani Slikom 1.12. 5%-tni VaR bi trebali premasiti 5% puta,
tj. buduci da ima 503 dana u kojima se trgovalo, povrati bi trebali biti oko 25 puta ispod
VaR-a. Eksplicitno racunaju¢i koliko je puta povrat bio manji od jednodnevnog VaR-a
dobivamo da smo VaR premasili 33 puta. VaR smo premasili viSe puta od ocekivanog, a
razlog bi, kao i u parametarskom modelu, mogla biti ¢injenica da smo na temelju relativno

14Kao i prije, oekivanje procjenjujemo aritmeti¢kom sredinom, a standardnu devijaciju uzorackom stan-
dardnom devijacijom.
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Slika 1.12: Povrati 1 jednodnevni 5%-tni MC VaR u periodu 2.8.2005.-1.8.2007.

malih p-vrijednosti zakljucivali da su podaci normalno distribuirani, a pretpostavljali smo
da nam povrati dolaze iz normalne distribucije.

1.8 Upvjetni VaR: Ocekivani gubitak u repu

VaR definira razinu gubitka za koju smo relativno sigurni da neée biti premasena. No,
VaR nam ne govori nista o veli€ini gubitaka koji bi mogli pretrpjeti u slu¢aju da VaR bude
premasSen. Medutim, iz uvjetnog VaR-a dobivamo informacije o prosjecnoj razini gubitka,
pod uvjetom da je VaR premasSen.

100a% h-dnevni ocekivani gubitak u repu (Expected Tail Loss) definira se kao:

ETL,, = -E(X) | X, < =VaR,,) - P (1.21)

gdje X, oznaCava diskontirani s#-dnevni povrat na portfelj, VaR),, je 100a% h-dnevni VaR
izrazen kao postotak vrijednosti portfelja, a P je trenutna vrijednost portfelja.

Razlika izmedu VaR-a i ETL-a (ocekivanog gubitka u repu) moze se ilustrirati razma-
tranjem 1000 povrata na portfelj:

e 1% VaR je 10. najveci apsolutni gubitak;
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e 1% ETL je prosjek 10 najvecih apsolutnih gubitaka.

Primjer 1.8.1. Izracunajmo 1%-tni dnevni VaR i ETL za dionicu Chevron Corporation-a
na dan 1.8.2007. povijesnom metodom. Koristit cemo podatke od 1.8.2002. do 1.8.2007., a
u tom vremenu imamo podatke o 1258 povrata. 1%-tni kvantil tih povrata je od -3.457%, a
1%-tni dnevni VaR je minus taj povrat pomnoZen s trenutnom vrijednoscu portfelja. Buduci
da se radi o periodu od jednog dana, kao i u prethodnima primjerima povrat ne diskonti-
ramo. Uz pretpostavku da imamo uloZeno milijun dolara u dionicu Chevron Corporationa
nas 1%-tni jednodnevni VaR je

VaR, 01 = 3.457% x $1,000,000 = $34, 570.

To nam govori da smo 99% sigurni da necemo izgubiti vise od $34,570 izmedu 1. i 2. ko-
lovoza 2007.

ETL je prosjek 1% najvecih negativnih povrata ponovno pomnoZen s -1 i trenutnom
vrijednoscu portfelja (ignorirajuci diskontiranje kao i prije). Buduci da je prosjek 1%
najvecih negativnih povrata -4.164%, imamo

ETLI,O.OI =0.04164 x $1, 000, 000 = $41, 640.

To nam govori da, ako premasimo VaR, sto ocekujemo s vjerojatnoséu od 1%, u prosjeku
bismo izgubili $41,640.



Poglavlje 2

Bayesovska metoda procjene VaR-a

U ovom poglavlju uvodimo Bayesovski pristup racunanju VaR-a. Jedna od glavnih pred-
nosti Bayesovskog pristupa jest to Sto Bayesovska metodologija omogucuje koriStenje ko-
risnih prethodnih informacija te zato vjerujemo kako ¢e nam ovaj pristup omoguciti pre-
ciznije izracune VaR-a. Ovo poglavlje prati [7] i [6].

2.1 Bayesovski model povrata portfelja

Neka je x, k-dimenzionalni vektor povrata u trenutku ¢ i neka x,_;) = (X—p, ..., X—1)
oznacava matricu povrata x,_,, ..., X, zabiljeZenih izmedu trenutaka t — n i t — 1 Cija
distribucija ovisi o vektorskom parametru 6. Vektor teZina portfelja oznatavamo s w 1 on
odreduje koliko investitor posjeduje svake imovine te pretpostavljamo da vrijedi 1;w = 1
pri ¢emu 1; oznaCava k-dimenzionalni vektor jedinica. Povrat portfelja s teZinama w u
trenutku 7 tada je dan s

XP,[ = WT.xt. (2'1)
Iz Bayesovske perspektive, aposteriori prediktivna distribucija od Xp,, tj. uvjetna dis-
tribucija od Xp, uz dano x(_), raCuna se kao (vidi str. 244 u [5])
JCxpyg | Xg-1) = f JCepy | O)m(O | x(-1))dO (2.2)
0e®

gdje ® oznaCava parametarski prostor, f(- | €) je uvjetna gusto¢a od Xp, uz dano 6, a
n(6 | x4-1)) predstavlja aposteriori distribuciju 6 s obzirom na x_;). Aposteriori prediktivna
distribucija (2.2) odreduje distribuciju buduceg povrata portfelja u trenutku ¢, s obzirom na
informacije o povratima imovine dostupne do trenutka ¢ — 1.

22
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Pretpostavimo da su povrati x;, i € {t — n,...,t}, viSedimenzionalno normalno distri-
buirani i nezavisni uvjetno na vektor o¢ekivanja u i kovarijacijsku matricu £. Konjugirana
apriori distribucija tada je dana s !:

M | X~ Nk (mo, %Z) i X~ Iwk(do, So), (23)
0

gdje su my, ro, So 1 dp hiperparametri, N (mo, %2) oznacava viSedimenzionalnu normalnu
razdiobu s vektorom ocekivanja my i kovarijacijskom matricom %2, alIW,.(dy, S ¢) oznaCava
inverznu Wishartovu distribuciju s dj stupnjeva slobode i parametarskom matricom S . 2
Hiperparametri my 1 S ¢ odrazavaju investitorovu pretpostavku o vektoru ocekivanja i kova-
rijacijskoj matrici, dok ry i dy oznaCavaju preciznost tih pretpostavki.

Neka #(q, a, b*) oznacava generaliziranu -distribuciju s ¢ stupnjeva slobode, lokacij-
skim parametrom a i parametrom skaliranja b.> Tada dobivamo sljedeéi rezultat.

Propozicija 2.1.1. Neka su povrati X, X, ... uvjetno nezavisni i jednako distribuirani te
vrijedi X; | u, X ~ Ni(u, X). Tada koristeci konjugiranu apriori distribuciju (2.3) za

dyn = n+dy— 2k > 0, aposteriori prediktivna distribucija (2.2) ima

t(dipy W Xi—1, Teaw ' S 21W) razdiobu pri emu je

n+rog+1 _ nx + romo

T mtr)n+de—26" "7 Tatn

Tk

t—1

i Sii= ) (= Bx-DT+S+nr

i=t—n

(mo — X—1)(mp — X)) "
n+ry

gdje je x = i Zﬁ;tl_n x; aritmeticka sredina uzorka povrata.
Skica dokaza nalazi se u Dodatku 4.

Neka Xp, ozna¢ava sluajnu varijablu koja slijedi aposteriori distribuciju (2.2), tj. &ija
distribucija odgovara uvjetnoj distribuciji prinosa portfelja Xp; s obzirom na informacije
dostupne do vremena t — 1. Primjenom Propozicije 2.1.1. dobivamo:

'U Dodatku 2 je pokazano da je Normalna-Inverzna-Wishartova distribucija konjugirana apriori distri-
bucija za podatke iz viSedimenzionalne normalne razdiobe.

2Slu¢ajna matrica X (k X k) ima inverznu Wishartovu distribuciju s dy stupnjeva slobode i parametarskom
matricom S (k X k), tj. X ~ IW;(do, S ), ako joj je funkcija gustoce dana s

~ det(S o) ~0/?
2dok/27(5)/2 [T} Tl(do + 1 - j)/2]

1
p() det(zr“’f)*k“mexp(—5rr<soz*>>,

pri ¢emu tr(-) oznacava funkciju traga matrice. (Poglavlje 7.3 u [10])
3Nesto vise o nestandardnoj/generaliziranoj -distribuciji u Dodatku 3
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Xp, 4 WX + T, VWS w (2.4)

pri cemu je 7 ~ #(d,) gdje t(dy,) oznacCava standardnu ¢-distribuciju s dy, stupnjeva slo-
bode, tj. t-distribuciju s lokacijskim parametrom 0 i parametrom skaliranja jedan. Propo-
zicija 2.1.1. zajedno s Dodatkom 3 implicira

E[Xp] = E[Xp, | x¢-1)] = w %oy,

dk,nrk,n

Var[Xp,] = Var[Xp, | x4-1)] = a2

w'S,_iw

zady, > 11dy, > 2 redom.

2.2 Racunanje VaR-ai CVaR-a

Sa Xp, smo ozna&ili slu¢ajnu varijablu &ija distribucija odgovara aposteriori prediktivnoj
distribuciji prinosa portfelja Xp, uz dano x,_;). Koristimo ¢injenicu da je aposteriori pre-
diktivna distribucija zapravo #-distribucija pa je kao takva apsolutno neprekidna, a VaR 1
CVaR na razini « € (0.5, 1) definirani su kao

VaR,-1(Xp,) := Fy,_i(@)

CVaR,, ; = E[Y | Y > VaR,, 1(Xp)],

gdje je Y := —Xp, gubitak portfelja s funkcijom distribucije Fy,_;(-).* Buduéi da u ovom
poglavlju raCunamo samo VaR za sljedeci dan (h = 1) oznaku iz proSlog poglavlja VaR,;_;
zamjenjujemo s VaR, ;_;

Po definiciji VaRa,t_l()A( p:) zadovoljava

P(Xp; < —VaR,,.1(Xp) = 1 - a. (2.5)
Raspisivanjem lijeve strane jednadZzbe (2.5) dobivamo

~VaR,, 1(Xp,) — W%,

b
Ven NWTS oiw

“Primijetimo kako se ova definicija VaR-a iskazom razlikuje od definicije dane u prethodnom poglavlju,
no one su zapravo iste. Takoder, vidimo da je CVaR zapravo ETL izrazen kao postotak. No pripazimo da je
ovdje a%-tni VaR zapravo (1 — a)%-tni VaR iz prethodnog poglavlja, no bududi da najcesée gledamo VaR
na razini znacajnosti do 10% ne bi trebalo dolaziti do zabune.

P(WT}H + T VWS miw < —VaRa’t_l()A(P,,)) = P[T <
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gdje 7 oznacava sluCajnu varijablu iz standardne -distribucije s di, stupnjeva slobode.

Dakle R :
—VaR,,1(Xp,) — W' X d
— Ul-a
\/rk,n VWTSt_lw
gdje je di_, (1 —a)-kvantil z-distribucije s dy ,, stupnjeva slobode. Budu¢i da je ¢-distribucija
simetri¢na vrijedi d, = —d;_, pa piSemo

VaR -1 (Xpy) = =W Xmy + do \Tin AWTS 1w (2.6)

Sli¢no, po definiciji CVaR-a slijedi

CVaR,,1(Rp,) = B[~Rp, | ~Xp, = VaRy, 1 (X))
- [XPJ LWt + TATa AW S w i (2.6)] 2.7)
= =W X + ko VTin VWS w.
pri ¢emu je

ka = E[-7 | -T2 d(y] = E[r | T2 dw]

fe) e da
PX>nm T TPX > n)

e

EX|X >n] = f‘” Xfxix>n(X) dx = f""x

00

1
=1 | ta.® dt’
— @ Jy,
dipt1 _ k!
1 (7 din AN

=0T (% Jdoy i~ 1\ s

gdje fy,, oznaCava gustoCu studentove r-distribucije s d, stupnjeva slobode, a koristimo i
¢injenicu da su —7 1 7 jednako distribuirani zbog simetrije ¢-distribucije.

Izrazi za VaR 1 CVaR dati u jednadzbama (2.6) 1 (2.7) mogu se prikazati u sljede¢em
zajednickom obliku:

Qr1W) = =W X1 + Go Tin VWTS 1w (2.8)

gdje Q,_1(w) oznaCava VaR, odnosno CVaR, a ¢, je d,, odnosno k,.

. v . .. 2 v .
SIntegral se izratuna supstitucijom u = 1 + #, aracun je u Dodatku 5.
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2.3 Hiperparametri osjetljivi na volatilnost

Konjugirana apriori distribucija definirana u (2.3) je informativna apriori distribucija koja
se Cesto koristi u Bayesovoj financijskoj literaturi, a predloZeni su razliciti nacini za speci-
fikaciju njena Cetiri hiperparametra. Neke metode koriste samo povijesne podatke o prino-
sima imovine, medutim koriStenje samo povijesnih podataka, gdje su svi vektori prinosa
na imovinu jednake vaZnosti, dobro funkcionira kada su trziSni uvjeti stabilni. Medutim,
dobro je poznato da se trZiSta ponasaju neregularno te se ¢esto u financijskim podacima
opaZa volatility clustering .’

Predlazemo nacin odredivanja hiperparametara koji rjeSava gore naveden problem vo-
latility clustering-a. Kako bi se obuhvatila promjena volatilnosti, vazno je specificirati
hiperparametre dj i S, jer oni odreduju apriori distribuciju za X. Ideja predloZenog pris-
tupa je da se odredivanje ovih parametara temelji na usporedbi dugoro¢nog i kratkoro¢nog
ponasanja varijance portfelja. Neka n predstavlja razdoblje koje odgovara dugoro¢nom, a
neka n, < n odgovara najnovijem razdoblju. Novi nacin specifikacije dy 1 S ¢ definiran je u
Algoritmu 1 u Tablici 2.1.

Odredivanje S prema Algoritmu 1 iz Tablice 2.1 znaci da je naSe apriori uvjerenje o X
da ¢e varijance biti slicne onome $to je nedavno opaZeno, dok su apriori korelacije bazirane
na dugoroénom ponasanju povrata na imovinu. Stovise, na§ stupanj uvjerenja, koji je dan
s dy, ovisi o tome koliko se varijanca portfelja razlikuje izmedu dugoro¢nih i kratkoro¢nih
razdoblja. Stoga, izrazenija odstupanja od povijesnih podataka mogu motivirati vece ili
manje uvjerenje u nedavna opazanja, ovisno o / i A.

Kako bismo bolje razumjeli algoritam, primijetimo da se drugi ¢lan procjene VaR-a i
CVaR-a danih u (2.8) moze preformulirati kao

Qo NTin VWTS 1w = go \rin(n — 1)

nm+rp+Dn-1) g
= w _1w.
~ e (n+r0)(n+d0—2k)Vn— !
Za velike vrijednosti n i ako je V,,, > V,,, imamo da je dy = n(V,,,/V,,)" i
nm+rp+1DHn-1) 1
(n+ro)n+dy—2k) ~ 1+ (V,, [V
®Vremenski nizovi povrata financijske imovine ¢esto pokazuju ponasanje poznato kao volatility cluste-

ring: volatilnost se mijenja tijekom vremena te postoje razdoblja niske volatilnosti i razdoblja visoke volatil-
nosti.

WTSt w

(2.9)
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Tablica 2.1: Algoritam 1

Algoritam 1: Konjugirani hiperparametri osjetljivi na volatilnost

1.

. Postavite Sy =

Izracunajte procjenu standardnih devijacija povrata ¢ koristeéi zadnjih n vektora
povrata.

IzraCunajte procjenu standardnih devijacija povrata o, koriste¢i zadnjih n, vektora
povrata, no za ocCekivanje koristite aritmeti¢ku sredinu cijelog uzorka, tj. zadnjih n
povrata.

. Definirajte D kao dijagonalnu matricu s dijagonalnim elementima &,/ gdje se

dijeljenje vrsi element po element.

Izralunajte kovarijacijsku matricu £ koriste¢i zadnjih n vektora povrata.

. Definirajte 3, = DD kao kovarijacijsku matricu s varijancama temeljenima na

nedavnom razdoblju.

Definirajte V,,, = wTS,w iV, = w'Sw kao procijenjene varijance portfelja teme-
ljene na kratkoro¢nim i dugoro¢nim razdobljima.

. Postavite do = max (k + 2, n (max (1, %)) (max (1, 32 ).

> vw Vr, w

do—k=1)(n—1)$
(do n)(n )Zr-

Stovise, ako stavimo da je hiperparametar m aritmeti¢ka sredina uzorka, iz (2.9) i Propo-
zicije 2.1.1. dobivamo

1

n—

wS,_w=——w'
n—1

[ t—1 (mo - },_1)(771() - }t—l)T]
w

D= D= DT+ So +nry
n+r

i=t—n

-1
= (WTn—il Z(x,- - X)(x; — )‘c)Tw) + (an i 1Sow) +0

i=t-n

A dy— k-1 N
=w' Xw+ MWTZrW
n
do—k—-1
= Vw + O—Vr,w ~ Vw + (Vr,w/vw)h Vr,w-

n

Dakle, (2.9) postaje otprilike jednako
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L+ (Ve/ V)" T4 (Vi / VR

Vrijednost unutar korijena u (2.10) je konveksna kombinacija varijanci baziranih na
nedavnom razdoblju i dugoro¢nom razdoblju gdje su tezine izmedu perioda odredene s
(Viw/Vw) 1 h. Za slu€aj V,,, < V,, analognim postupkom dobijemo da jednadzba (2.9)
postaje otprilike jednaka

. \/ L v o1

h
qa\/ : V, + Wi/ Vi) v (2.10)

L+ (V/Ve) " T+ (Vo V)™

Algoritam 1 iz Tablice 2.1 ima nekoliko zanimljivih svojstava koja su saZeta u Propo-
ziciji 2.3.1. Neka od tih svojstava odnose se na usporedbe s empirijskom Bayesovskom
procjenom za S, koja je dana kao (vidi Dodatak B u [3])

_ @ —k=Dn-Dy
n

So (2.12)

Slijedeci pristup empirijske Bayesovske metode, postavljamo m, = X.
Propozicija 2.3.1. Definirajmo S i dy kao u Algoritmu 1 iz Tablice 2.1. Tada vrijedi:

1. Procjene VaR-a i CVaR-a portfelja koristenjem nove metode su monotono rastuce u
odnosu na h ako n — oo.

2. Procjene VaR-a i CVaR-a portfelja koristenjem nove metode monotono opadaju u
odnosu na l ako n — oo.

3. Nova metoda je ekvivalentna empirijskom Bayesovskom pristupu ako stavimo n, = n,
n >k + 2 pri cemu u Bayesovskom pristupu koristimo dy = n.

4. Procjene VaR-a i CVaR-a portfelja koristenjem nove metode uvijek su vece nego
pripadajuca empirijska Bayesovska procjena kada je V,,, > V,, gdje je u empirijskoj
Bayesovskoj procjeni koristeno dy = nin — oo.

5. Procjene VaR-a i CVaR-a portfelja koristenjem nove metode uvijek su manje nego
pripadajuca empirijska Bayesovska procjena kada je V,,, < V,, gdje je u empirijskoj
Bayesovskoj procjeni koristeno dy = nin — oo.

Dokaz. 1. Promotrimo samo slucaj V,,, > V,, jer se inaCe h ne pojavljuje u jednadzbi
VaR-aiCVaR-a. Primijetimo da je (2.10) limes od (2.9) kadan — o1 ¢, Ce biti vece
od nule. Ako povecamo h, faktor ispred V,,, postat ¢e veci u konveksnoj kombinaciji
izmedu V,, 1 V,,,. Stoga slijedi rezultat jer V,,, > V,,, a procjene VaR-a i CVaR-a
dane u (2.8) rastu s obzirom na drugi ¢lan.
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2. Analogno kao 1.

A

3. Ako stavimo n, = n u Algoritmu 1 iz Tablice 2.1, D postaje jedini¢na matrica, X,
postaje £, V,, = V,,, i d, postaje n. Ako u empirijskom Bayesovskom pristupu
postavimo dy = n, izraz za S ( postaje jednak u oba slucaja, a my smo ve¢ pretpostavili
da je jednaka.

4. Ako koristimo empirijsku Bayesovsku metodu procjene hiperparametara, S nam je
dan s (2.12) pri ¢emu stavljamo dy = n. Akon — oo (dy — n), (2.9) postaje priblizno

n+ro+ Dn—1) \/ﬁ \/T
— =~ — 2 =
Ta \/(n+r0)(n+d0 —2]{) n— lw S’ 1w qa 2 Vw 4o VVw

gdje je g, > 0. Ako je V., > V,, tada je g, VV,, manje nego limes koriStenjem nove
metode dan s (2.10). Budu¢i da su procjene VaR-a i CVaR-a dane u (2.8) rastuce
obzirom na drugi sumand, tvrdnja slijedi.

5. Analogno kao 4.
|

Nova metoda odredivanja hiperparametara zahtijeva specifikaciju dodatna tri parame-
tra: n,, h i l. Parametar n, govori koliko dugo treba trajati kratkorocno razdoblje, dok
parametri 4 i [ odreduje koliko bi kratkoro¢na varijanca trebala utjecati na nasu procjenu.
Ovi hiperparametri mogu se odrediti koriStenjem povijesnih podataka ili mogu biti zadani
na temelju osobne procjene. U usporedbi s pocetnim hiperparametrima, ovi novi dodatni
parametri (n,, h 1 1) su lakSi za interpretirati.

Za kraj joS ostaje odrediti parametre ry i my. Parametar m, moZemo postaviti kao u
empirijskoj Bayesovskoj metodi m, = X, a parametar ry odreduje sigurnost procjene od my
1 moZemo ga postaviti na neku konstantu odredenu osobnom procjenom.

2.4 'Testiranje VaR-a

Ovdje uvodimo novi test kvalitete VaR-a baziran na Baselskim dogovorima. Test je teme-
ljen na nizu pogodaka, tj. nizu koji indicira premasSivanje VaR-a za svaki dan trgovanja.
Neka {/,}o<,<r 0znacava niz pogodaka unutar vremena 0 i 7', tj. I, je definiran kao

[ = {1 ako je povrat portfelja u trenutku # manji od procijenjenog -VaR-a,
10 inace.

Po definiciji, (1 — @) povrata portfelja bi trebalo biti manje od -VaR-a na razini a kada je
VaR ispravno odreden.
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Basel zahtijeva da banke izraCunaju broj premasivanja VaR-a tijekom jedne godine (ot-
prilike 250 trgovinskih dana), tj. broj slucajeva kada metoda procjene VaR-a zakaze. Neka
je Cr = Y, I, i neka ¢ oznaCava uoenu vrijednost varijable Cy izraunatu koristenjem
dostupnih podataka. Zatim se, pod pretpostavkom da je p; = 1 — a (vjerojatnost jednog
premasivanja), racuna

Pr=P(Cr <c¢) gdieje Cr~B(T,1-a).

Ako je vjerojatnost Pr manja od 95 %, rezultat se klasificira kao *Zelen’. Klasificira se
kao *Zut’ ako je vjerojatnost Py izmedu 95% i 99%. U suprotnom, ako je vjerojatnost Py
veca od 99%, rezultat se klasificira kao *Crven’. Broj premaSivanja utjecat ¢e na kapitalne
zahtjeve i moZe uciniti model nevazeéim za koriStenje.

2.5 Racunanje VaR-a na simuliranim podacima

Sada ilustriramo kako nova metoda funkcionira pri procjeni VaR-a koristeéi portfelj od
nekoliko dionica. Razmatramo povrate iz dvije distribucije te se predlozeni novi pristup
usporeduje s jos tri metode procjene VaR-a, a kvalitetu usporedujemo koristeci test iz pret-
hodnog poglavlja.

Opis simulacije

Razmatramo dvije razlicite simulacije za prinose na dionice kako bi se vidjelo kako nova
metoda funkcionira pod razli¢itim trZiSnim pretpostavkama. Distribucije iz kojih simuli-
ramo povrate su:

1. ViSedimenzionalna normalna distribucija (MVN)
2. Peturbirana viSedimenzionalna normalna distribucija (PMVN)

U MVN scenariju, simulirani prinosi prate viSedimenzionalnu normalnu distribuciju s
fiksnim vektorom ocekivanja i kovarijacijskom matricom.

PMVN scenarij je slican MVN scenariju, s iznimkom da standardne devijacije koje
odgovaraju viSedimenzionalnoj normalnoj distribuciji mogu odstupati od osnovnih vrijed-
nosti tijekom odredenog vremenskog razdoblja. Prvi korak u implementaciji ovog scenarija
je nasumicno odabrati duljinu razdoblja. Duljina razdoblja moZe biti tri, Cetiri ili pet dana, s
jednakim vjerojatnostima. Zatim se razdoblje klasificira kao razdoblje 'niske volatilnosti’,
‘normalne volatilnosti’ ili "visoke volatilnosti’, s vjerojatnostima 0.05, 0.9 i 0.05 redom.
Ako je razdoblje klasificirano kao razdoblje 'niske volatilnosti’, osnovne standardne devi-
jacije mnoZe se s uniformno odabranom vrijednoS¢u izmedu 0.5 1 0.7(tj. generiramo faktor
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iz Unif(0.5, 0.7)). Sli¢no tome, ako se radi o razdoblju ’visoke volatilnosti’, standardne
devijacije mnoZe se faktorima nasumicno odabranim iz uniformne distribucije izmedu 1.5
i 3. Tijekom razdoblja *normalne volatilnosti’, standardne devijacije se ne skaliraju.’

Vektor ocekivanja i kovarijacijska matrica u simulacijama povrata iz gore navedenih
distribucija odredeni su pomocu odgovarajucih procjenitelja dobivenih prilagodbom mo-
dela stvarnim trziSnim podacima. Koristimo nasumi¢no odabrane trziSne podatke dionica
iz S&P 500 indeksa u razdoblju izmedu 1. kolovoza 2022. i 1. kolovoza 2024. godine.
Nakon §to su parametri procijenjeni, generira se 500 prinosa iz odgovarajuée distribucije,
pri ¢emu se za procjenu VaR-a na sljedec¢i dan koriste podaci od prethodnih 250 dana. Na
taj se nacin dobije 250 podataka za VaR te se promatra opazena vrijednost varijable Cy iz
prethodnog poglavlja o testiranju VaR-a.

Osim novog pristupa temeljenog na metodi osjetljive volatilnosti, VaR ra¢unamo i pa-
rametarskim, povijesnim i empirijskim Bayesovskim modelom (EB) pri ¢emu je dy = ry =
nd

Koristimo dvije razliite kombinacije parametara n,, h 1 [ za novu metodu osjetljive
volatilnosti. U prvoj verziji stavljamo n, = 4, h = 21/ = 0 1 oznaCavamo ju s VS(4,2,0).
Ovo bi trebalo odrazavati parametre investitora koji nije sklon riziku, budu¢i da se rizik
brzo povecava kada je uocena visoka volatilnost, ali se ne smanjuje toliko kada je nedavna
volatilnost niska. U drugoj verziji nove metode koristimo n, = 4, h = 0il = 0 te ju
oznacavamo s VS(4,0,0). Ova bi verzija trebala odrazavati investitora koji nije previse
zabrinut za nedavnu promjenu volatilnosti, no ipak koristi kovarijacijsku matricu s varijan-
cama temeljenim na nedavnom periodu, tj. ovaj investitor nedavnu promjenu volatilnosti
ukljucuje manje u odredivanje VaR-a.

Razmatraju se jednako ponderirani portfelji koji se sastoje od 5 odnosno 10 dionica.
Za svaku veli¢inu portfelja i simulacijski scenarij matricu povrata generiramo 100 puta. U
svakom od 100 ponavljanja godi$nju procjenu VaR-a klasificiramo kao *Zelenu’, *Zutu’ ili
"Crvenu’ na nacin opisan u prethodnom poglavlju.

"Na primjer, ako odlu¢imo povecati standardnu devijaciju 3 puta mi cijelu kovarijacijsku matricu
mnozimo s 32 buduéi da se u kovarijacijskoj matrici nalaze varijance i kovarijance. Takoder ne moZemo
samo varijance pomnoZiti s faktorom buduéi da vrijedi: a>Var(X) = Var(aX) te Cov(aX,aY) = a>Cov(X,Y)

8Primijetimo da smo u prvom poglavlju uveli parametarski i povijesni pristup za ra¢unanje VaR-a samo
za portfelje s jednom dionicom, no ovdje koristimo te modele na portfelju od viSe dionica. Tako formula
(1.10) za parametarski VaR postaje

VaR,, = o '(1-a) VWTZw —w'

pri ¢emu je @ < 0.5, w vektor teZina dionica u portfelju, ¥, kovarijacijska matrica h-dnevnog povrata, a
vektor ocekivanja. Povijesni model racunanja VaR-a ostaje isti, samo se povrat racuna po formuli (2.1). Vise
o ovim modelim moZe se pronaci u [2].
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Rezultati simulacije povrata iz viSedimenzionalne normalne razdiobe

Tablica 2.2 prikazuje postotak procjena VaR-a klasificiranih kao *Zelene’, *Zute’ i *Crvene’
koristeci razliCite metode procjene kada su povrati simulirani koristeéi viSedimenzionalnu
normalnu razdiobu. Buduc¢i da VaR racunamo nad prethodnih 250 podataka, rezultate do-
bivene povijesnom metodom uzimamo s oprezom. Naime, kod uvodenja povijesne metode
u prethodnoj cjelini napomenuta je vaznost broja podataka u (1 — @)%-tnom repu, a ovdje
za 97.5%-tni 1 99%-tni VaR imamo samo 6 odnosno 3 podatka u repu. Iz Tablice 2.2 je vid-
ljivo kako kod racunanja parametara novom metodom (VS(4,2,0) i VS(4,0,0)) dobivamo
pouzdanije rezultate u odnosu na ostale metode. Ono §to je posebno zanimljivo je da vo-
latilno osjetljivom Bayesovskom metodom dobivamo bolje rezultate nego parametarskom,
1ako povrati dolaze iz viSedimenzionalne normalne razdiobe.

Tablica 2.2: Postotak *Zelenih’, *Zutih’ i ’Crvenih’ procjena VaR-a koriste¢i povrate simu-
lirane iz viSedimenzionalne normalne distribucije.

VaR | Veli€ina |y VS(4.2.0) VS(4.00) EB  Parametarski Povijesni
razina | portfelja

Zeleni 99% 9%  96% 94% 93%

5 Zuti 1% 0% 3% 5% 4%

95% Crveni 0% 1% 1% 1% 3%

Zeleni | 100% 100%  98% 98% 97%

10 Zuti 0% 0% 2% 2% 3%

Crveni 0% 0% 0% 0% 0%

Zeleni 99% 9%  96% 95% 95%

5 Zuti 1% 1% 3% 4% 2%

97.5% Crveni 0% 0% 1% 1% 3%

Zeleni 98% 98%  93% 93% 92%

10 Zuti 2% 1% 5% 5% 6%

Crveni 0% 1% 2% 2% 2%

Zeleni 97% 9%  93% 91% 86%

5 Zuti 3% 3% 7% 9% 13%

99% Crveni 0% 0% 0% 0% 1%

Zeleni 96% 94%  92% 91% 83%

10 Zuti 4% 6% 8% 9% 14%

Crveni 0% 0% 0% 0% 3%

Iako se rezultati dobiveni Bayesovskom metodom osjetljivom na volatilnost ¢ine bolji
postoji opasnost da precjenjuju rizik i na taj nacin banka ili neka druga ustanova koja racuna
VaR rezervira vise kapitala od potrebnog.
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Pogledajmo zato sada kako izgleda procjena VaR-a gornjim metodama i koliko je puta
u godini dana povrat bio manji od -VaR-a. Za tu potrebu koristimo portfelj od 10 dionica te
racunamo 97.5%-tni VaR. Sa Slike 2.1 moZemo vidjeti kako je VaR ra¢unat Bayesovskom
dama. Racunanjem broja premasSaja VaR-a dobivamo da je povrat premasio VaR racunat
povijesnom metodom 9 puta, a za ostale metode 6 ili 7 puta. To su jako dobri rezultati
buduéi da ocekujemo oko 6 premaSivanja VaR-a na 97.5%-tnoj razini pouzdanosti.

©)
o
e — Povrati
—— Parametarski VaR
g —— Povijesni VaR
= EB VaR
VS(4,2,0) VaR

s | — V5(4,0,0)VaR
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Simulirani povrati

Slika 2.1: Usporedba metoda za racunanje 97.5%-tnog VaR-a na povratima simuliranim iz
viSedimenzionalne normalne razdiobe

Rezultati simulacije povrata iz peturbirane viSedimenzionalne
normalne razdiobe

Rezultati simulacije koriste¢i peturbiranu viSedimenzionalnu normalnu distribuciju za ge-
neriranje povrata prikazani su u Tablici 2.3. Primje€ujemo da ponovno VaR racunat vo-
latilno osjetljivom Bayesovskom metodom daje najbolje rezultate, iako se na razinama
znacajnosti 95% 1 97.5% 1 druge metode ponaSaju relativno dobro kada se koriste petur-
birani viSedimenzionalni normalni povrati. Medutim za razinu VaR-a od 99% uofavamo
da VS metoda ima jasnu prednost. To je zato Sto se ova metoda lako prilagodava brzim
promjenama trzisnih uvjeta koje odgovaraju razdobljima visoke volatilnosti.
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Tablica 2.3: Postotak *Zelenih’, *Zutih’ i ’Crvenih’ procjena VaR-a koriste¢i povrate simu-

lirane iz peturbirane viSedimenzionalne normalne distribucije.

VaR [ VeliCina |y 0 | VS(4.2.0) VS@4.00) EB  Parametarski Povijesni
razina | portfelja

Zeleni | 100% 100%  94% 93% 90%

5 Zuti 0% 0% 4% 5% 9%

0.95 Crveni 0% 0% 2% 2% 1%

Zeleni |  100% 9%  99% 96% 93%

10 Zuti 0% 1% 1% 3% 6%

Crveni 0% 0% 0% 1% 1%

Zeleni 98% 9%%  97% 97% 96%

5 Zuti 2% 2% 3% 3% 3%

0.975 Crveni 0% 0% 0% 0% 1%

Zeleni |  100% 9%  95% 94% 94%

10 Zuti 0% 1% 4% 5% 4%

Crveni 0% 0% 1% 1% 2%

Zeleni 98% 93% 80% 77% 83%

5 Zuti 1% 6% 14% 16% 14%

0.99 Crveni 1% 1% 6% 7% 3%

Zeleni 94% 92% 85% 83% 87%

10 Zuti 6% 7% 15% 16% 12%

Crveni 0% 1% 0% 1% 1%

Pogledajmo kako izgleda procjena VaR-a gornjim metodama i koliko je puta u godini
dana povrat bio manji od -VaR-a. Ponovno koristimo portfelj od 10 dionica te racunamo
97.5%-tni VaR. Sa Slike 2.2 mozemo vidjeti kako je Bayesovska metoda osjetljiva na vo-
latilnost dosta konzervativnija od ostalih metoda, tj. dosta puta rezerviramo previse kapi-
tala. Racunanjem broja premaSaja VaR-a dobivamo da je povrat premasio VaR racunat
povijesnom metodom 10 puta, a VaR racunat parametarskom i empirijskom Bayesovskom
metodom 6 puta. VaR racunat metodom VS(4,0,0) povrat je premasio 5 puta, dok je VaR
raCunat metodom VS(4,2,0) povrat premasio samo 3 puta. Time vidimo kako nam se u
ovom testu parametarska, empirijska Bayesovska 1 VS(4,0,0) metoda dobro ponaSaju, no
VS(4,2,0) metoda je prekonzervativna.
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Slika 2.2: Usporedba metoda za raCunanje 97.5%-tnog VaR-a na povratima simuliranim iz
peturbirane viSedimenzionalne normalne razdiobe

2.6 Racunanje VaR-a na povijesnim podacima

Sada gledamo kako Bayesovske metode djeluju u usporedbi s povijesnom 1 parametarskom
koristeci stvarne podatke iz 2019. 1 2020. godine.

Opis postupka

U empirijskoj usporedbi koristimo dnevne povrate dionica nasumi¢no odabranih iz S&P
500 indeksa. Kao 1 u simulacijskoj studiji, razmatramo portfelje od 5 1 10 dionica. Za
svaku veli¢inu portfelja odabrano je 100 grupa imovine iz S&P 500 indeksa na pocetku
2019. ili 2020. godine, te je konstruirano 100 jednako ponderiranih portfelja koji ostaju
nepromijenjeni tijekom cijele godine. Za svaki portfelj procjenjujemo VaR na dnevnoj
bazi koriste¢i zadnjih 250 podataka (n = 250), te koristimo iste metode procjene kao u
simulacijskoj studiji. Na kraju godine izraCcunavamo broj premasivanja VaR-a na razinama
od 95%, 97.5% 1 99%, te klasificiramo rezultate prema gore navedenom testu.

Godine 2019. 1 2020. odabrane su za empirijsku usporedbu jer su to dvije vrlo zahvalne
godine za ovakav pregled. Naime, 2019. se moze smatrati tipicnom stabilnom godinom,
dok 2020. ukljucuje vrlo turbulentno razdoblje zbog izbijanja pandemije Covid-19. Stoga
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bi teoretski trebale biti reprezentativne za razliCite trZiSne uvjete.

Rezultati za 2019. godinu

Tablica 2.4 prikazuje postotak procjena VaR-a klasificiranih kao *Zelene’, *Zute’ i *Crvene’
koristeci razli¢ite metode procjene u 2019. godini. Kao Sto se moZze vidjeti u Tablici 2.4, sve
metode daju prili¢no sli¢ne rezultate tijekom 2019. godine u skladu s Baselovim testom.
Sve pokazuju dobre rezultate na razini VaR-a od 95% 1 97.5%, dok rezultati izgledaju nesto
108iji na razini od 99%.

Tablica 2.4: Postotak *Zelenih’, *Zutih’ i *Crvenih’ procjena VaR-a koristeéi povrate port-
felja nasumicno odabranih dionica iz indeksa S&P 500 za 2019. godinu.

Va.R Vehcln‘a Klasa | VS(4,2,0) VS(4,0,0)0 EB  Parametarski Povijesni
razina | portfelja
Zeleni 100% 100% 100% 100% 100%
5 Zuti 0% 0% 0% 0% 0%
0.95 Crveni 0% 0% 0% 0% 0%
Zeleni 100% 100% 100% 100% 100%
10 Zuti 0% 0% 0% 0% 0%
Crveni 0% 0% 0% 0% 0%
Zeleni 100% 100% 100% 100% 100%
5 Zuti 0% 0% 0% 0% 0%
0.975 Crveni 0% 0% 0% 0% 0%
Zeleni 100% 100% 100% 100% 100%
10 Zuti 0% 0% 0% 0% 0%
Crveni 0% 0% 0% 0% 0%
Zeleni 85% 83% 85% 84% 100%
5 Zuti 15% 17% 14% 15% 0%
0.99 Crveni 0% 0% 1% 1% 0%
Zeleni 85% 81% 79% 75% 100%
10 Zuti 15% 19% 20% 24% 0%
Crveni 0% 0% 1% 1% 0%

Ono Sto je posebno zanimljivo u Tablici 2.4 je da povijesna VaR metoda na razini od
99% daje puno bolje rezultate od drugih, naprednijih metoda. Ono Sto nas test radi je da
za svaki od 100 ponavljanja generiranja portfelja i raunanja VaR-a u jednoj godini gleda
koliko smo puta u 250 dana premasili VaR (tj. koliko puta je procijenjeni VaR bio manji od
apsolutnog gubitka sljede¢eg dana) te onda racuna vjerojatnost da slucajna varijabla Cr, za
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koju u ovom slucaju pretpostavljamo da ima Binomnu(250, 0.01) distribuciju, poprimi ma-
nju vrijednost od broja premaSivanja c. Kod raCunanja VaR-a na razini od 99% za portfelj
od 5 dionica povijesnom metodom dobijemo da je VaR bio premasen maksimalno 4 puta
u jednoj godini te vrijedi P(Cy < 4) = 89.22% < 95% pa uz Cinjenicu da je funkcija dis-
tribucije rastuca, dobivamo da je povijesna metoda uvijek okarakterizirana kao ’Zelena’.
Dodatno, u povijesnoj metodi 68 puta (od mogucih 100) prekora¢imo VaR jednom ili ni-
jednom u godini dana, a u prosjeku bi to trebalo biti 2.5 puta. Dakle, buduci da Basel test
gleda samo dogadaje u kojima smo VaR prekoracili previSe puta, on povijesnu metodu ka-
rakterizira kao dobru iako je zapravo prekonzervativna. No, to je bilo i za oCekivati buduci
da su u repu uzorka od 250 podataka samo 3 podatka, a opCa preporuka je da bi trebalo
biti barem 20 podataka, pa moZemo re¢i da u obzir uzimamo 1 outliere te tako dobivamo
prekonzervativne procjene.

Slika 2.3 dodatno ilustrira ponaSanje modela prikazujuci kako se povrati i procjene
VaR-a mijenjaju tijekom 2019. godine za portfelj veli¢ine 10 i 97.5%-tni VaR. Slika 2.3
potvrduje slicnost izmedu razli¢itih metoda u 2019. godini. Takoder moZemo vidjeti kako
je volatilno osjetljiva Bayesovska VaR metoda puno promjenjivija, Sto je 1 bilo za ocekivati,
dok je povijesna VaR metoda konstantno ispod parametarske 1 empirijske Bayesovske.
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Slika 2.3: Usporedba metoda za racunanje 97.5%-tnog VaR-a na povratima u 2019. godini
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Rezultati za 2020. godinu

Tablica 2.5 prikazuje usporedbu razli¢itih modela tijekom turbulentnije godine, kao $to je
bila 2020. Primjeéujemo jasnu prednost volatilno osjetljivih Bayesovskih metoda, posebno
VS(4,2,0). Na razini od 95% 1 97.5%, gotovo svi rezultati klasificirani su kao ’Zeleni’ ko-
riste¢i VS metodu, dok druge metode rezultiraju ve¢im brojem rezultata klasificiranih kao
*Zuti’ ili *Crveni’, pogotovo na razini od 97.5%. Iako na razini od 99% sve metode imaju
"Crvenih’ procjena, volatilno senzitivna metoda se i dalje puno bolje ponasa od ostalih.

Tablica 2.5: Postotak *Zelenih’, *Zutih’ i *Crvenih’ procjena VaR-a koristeéi povrate port-
felja nasumi¢no odabranih dionica iz indeksa S&P 500 za 2020. godinu.

VaR | Velicina | o | VS(4.2.0) VS@4.0.0) EB  Parametarski  Povijesni
razina | portfelja
Zeleni | 100% 99% 37% 36% 6%
5 Zuti 0% 1% 54% 53% 42%
0.95 Crveni 0% 0% 9% 11% 52%
Zeleni | 100% 100%  43% 40% 12%
10 Zuti 0% 0% 54% 57% 43%
Crveni 0% 0% 3% 3% 45%
Zeleni 99% 90% 1% 1% 3%
5 Zuti 1% 10% 5% 4% 27%
0.975 Crveni 0% 0% 94% 95% 70%
Zeleni | 100% 91% 0% 0% 0%
10 Zuti 0% 9% 0% 0% 20%
Crveni 0% 0% 100% 100% 80%
Zeleni 66% 21% 0% 0% 0%
5 Zuti 32% 42% 0% 0% 21%
0.99 Crveni 2% 37% 100% 100% 79%
Zeleni 62% 5% 0% 0% 1%
10 Zuti 37% 43% 0% 0% 13%
Crveni 1% 52% 100% 100% 86%

Slika 2.4 pruza dublji uvid u ponaSanje razli¢itih modela prikazujuci kako se povrati
1 procjene VaR-a mijenjaju tijekom 2020. godine za portfelj veli¢ine 10 i 97.5%-tni VaR.
Pokazuje se kako se VS metoda brzo moZe prilagoditi promjenjivim trZiSnim uvjetima, kao
Sto je bio slucaj u ozujku 2020. godine. Druge metode su puno vise stacionarne te se zbog
toga ponaSaju loSe kod iznenadnih promjena na trzisStu.

Pogledajmo jos koliko smo puta premasili VaR ovisno o metodi kojom smo ga racunali.
Racunaju¢i VaR parametarskom i empirijskom Bayesovskom metodom povrat je bio 15



POGLAVLIJE 2. BAYESOVSKA METODA PROCJENE VAR-A 39

o —— Povrati
S —— Parametarski VaR
— Povijesni VaR
EB VaR
e | VS420)VaR
o VS(4,0,0) VaR
8 WW
= o
oo
o
w
(=
<
L=,
=
L
=

T T T T T T
0 50 100 150 200 250

Dani trgovanja izmedu 1.1 2020 1112021

Slika 2.4: Usporedba metoda za raCunanje 97.5%-tnog VaR-a na povratima u 2020. godini

puta ispod procijenjenog VaR-a, dok je premaSio VaR 13 puta u slucaju povijesne metode.
Kod VS(4,0,0) metode VaR smo premasili 9 puta, a kod VS(4,2,0) metode samo 6 Sto je
otprilike 2.5% puta u 250 dana. Dakle, iako je VS(4,2,0) u nekim slu¢ajevima prekonzer-
vativna, kod turbulentne 2020. godine pokazala se kao pun pogodak.



Poglavlje 3
Dodatak

3.1 Dodatak 1

Dokazimo identitet

Dn—i+ 1= An —();)_—;;(21 —O1 L <l
i=1

NapiSimo sumu § kao:

n n n

S :Zn:(n—i+l)xi:ani—Zixi+in.
i=1

i=1 i=1 i=1

Neka su:

n n n
S :an’, S, = ix', 1 S3= x.
i=1 i=1 i=1
Dakle, suma S moze se napisati kao:

S=85,-85,+9s.

IzraCunajmo redom S, S, 1.53. Vrijedi
<y - x(1 = x")
S :;nx :n;x :n(—l—x )

Koristimo formulu za sumu prvih n ¢lanova geometrijskog niza, diferenciranu po x:

Zn: ;ox(1—=x")

X' = —.
— 1 —x

40
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Deriviramo obje strane po x:
d (v d (x(1-x")
—_ X = ] — -
dx = dx\ 1-x

dobivamo:

i i (=X =x) - anx"1(1 = x) + x(1 = x") 3 nxX"'—(m+ Dx" + 1
T (I—xp - (I—xp

MnoZimo obje strane s x i dobijemo:

n

] n+l _ + Dx"+ 1
S, = Z i = x(nx (n+ 1)x )

i=1 (1= x)?
Nadalje, )
Si = ; x = x(llf—xx”)
Na kraju dobijemo

nx(l1 = xMH(1 = x) = x(nxX™' —(n+ Dx" + 1) + x(1 — X")(1 — x)
(1-x)?
x[n—nx—nx"+nxX"*' — X" "+ -1+ 1 - X" — x4+ 2"
(1= x)?

S251—52+S3:

_x[n(1 = x) — x(1 = x")]
- (1 - x)

¢ime je identitet dokazan.
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3.2 Dodatak 2

Konjugirana apriori distribucija - viSedimenzionalna normalna razdioba
Ovaj dodatak je napravljen uz pomo¢ poglavlja 3.6 u [9].

Neka je x = (xy, x2, . .., x,,) vektor podataka, pri ¢emu je svaki x; € R¥ iz visedimenzio-
nalne normalne razdiobe s parametrima p 1 . Kako bi pokazali da je Normalna-Inverzna-
Wishartova distribucija p(u, Z), pri ¢emu su u i X dani sa:

1
M Z~ Ny (mo, —Z) 1 X~ 1IWi(do,So), 3.1
o

upravo konjugirana apriori distribucija za viSedimenzionalnu normalnu razdiobu, treba po-
kazati da vrijedi

p(u, 2| x) oc Lp, X | X)p(u, X)
gdje je L(u, X | x) = p(x | u, X) funkcija vjerodostojnosti, a &« oznaka za proporcionalno.
Izracunajmo zajedniCku gustocu p(u, X).

P, 2) = pu | £)p(X)
1 ! .
= Qr)k2det(Lx)1/2 exp (—E(,u - mg) (r_oz) - mo)) .

. det(S o)~ %/?
20272 [T, Ty + 1 - j)/2]

oc [Ispustamo sve Sto ne ovisi o u 1 X] (3.2)

o det(X) " exp (—%(,u —mo) T - mo))~

1
det(T) D2 oxp (—Etr(SoZ_l))

1
- det(X) D2y p (—itr(SoZ_l))

1
= det(Z) DO Dexp (—Etr(SOZ_I) - %(y —my) X (u — mo))

Izracunajmo 1 funkciju vjerodostojnosti. Vrijedi:

= 1 1
p(x | X)) = exp (——(xi —W T (- /1))
l;l 2m)k2det(X)1/2 2

= 2n) " det(Z)™*exp (—% Z(xi —) T — u))

i=1

o< der(2) " exp [—% D = )E - u))

i=1
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1 n
= det(X)"?exp [—5 Z(xi —X AT ) TG =X+ X — )
i=1

= det(X) " ?exp [—% [Z(x,- —0)E =) +2 Z(xl- —0)T @ - p)

i=1 i=1
Y F-pEE- u)))
i=1

= [Z(x,- —%)"X7'(X — w) je skalarni umnozak Z(xi -0 iz - p),

i=1 i=1
a Z(x,- T = 0]
=1

= [Ako stavimo § = Z(xi —X)(x; — %) " vrijedi
i=1

Z(x,- —®E N —%) = (ST
i=1

1 1
= det(X)"?exp (—Etr(S - En(;‘c ) - u))
Pogledajmo sada kako izgleda aposteriori distribucija p(u, X | x).

P, 2| x) o L, X | x)p(u, ) = p(x | p, 2)p(u, %)

1 1
= det(Z) ™ ?exp (—Etr(SZ_l) - En(} )" (x - ,u)) -
1
- det(2) @R Doy p (—Etr(S oz — %(,u —m) X (- mo))
1 1
= det(z) Dt/ Do xp (—Etr(S >lysexh - 5n(x N RGN

—%(ﬂ —mo) =7 (u - mo))

pri ¢emu je
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( 1
exp —5

= exp

= exp

= exp

= exp
= exp
= exp

= exp

tr(SE' + So=7") - %n@ —p)' xR -p) — r2—°(u —mo) 7 (u - mo)) =

»—%tr (S +Spz) - %n (F='X -2+ T )

—% (,uTZ_l,u —2my =+ ng_lmo)]

1
5t (S +S)x™) = 5 ((n+ rou "= = 200 + romg) =7y + X =7'x

1
2

+r0ng_1mo)]

[ 1 1 el (nX + romo)" __,
»-EU"((S + 59X )— 5((”4‘7’0) M z M= W
(nXx + romg) " __, (nx + romg)" _ Ty —
- z
1) o) - (nx + romyg) (nx + romyg)

+nx 27X+ rong_lmo)]

(,u _ (nx + romo))T 51 (,u _ (nx + romo))]

(n+ry) (n+ry)

1 1
[—Etr ((S + So)z-l) -5 ((n +70)
1

n+ry

(nZETZ_IX + 2nrpX 2 my + r(z)mgz_lmo) +nx 2%+ rong_lmo)]

[—%tr ((S + So)z_l) - % ((n + o) (,U _ (x4 romo) romO)) ! (,u _ (nx+ romo) rOmO))]

(n+ry) (n+ry)
+ 0 5Ty g 4 O Ty — 2 xTz-lmo)]
n+ry n+ry n+rn
1 B 1 (nx + romg)\' __ (nx + romy)
——tr(S +S)= ) - = [ + 2 TV ey - 2 00
[ 2 r(s +S0z™) 2((” 7o) (“ (n + ro) ) (1 + ro)

+ Mo (x—mO)Tz-l(;‘c—mo))

n+r

1 1\ n+no (nx + romg) T -1 (nx + romg)
[_5”((5”0)2 )- 2 ( TS )Z ( TS )]

1 nrg _ _ S
—Etr(n_'_ro(x—mo)(x—mo) ) )]
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nro

= exp [—%tr ((S +So+ — (x — m)(x — mo)T)E_l)
0

( _ (nx + romo))T s (,u _ (nx + romo))” .

n+ry
2

(n+rp) (n+rp)

Konacno,

1
P, 2 | x) oc det(X)~otkemizHl) gy [—Etr ((S +S0+ ": 0
n

(X — mp)(X — mo)T) 2“)

o
(nx + romyg) ! -1 (nx + romyg)

a (n+ry) K (n+ry)

Ako usporedimo aposteriori distribuciju p(u, Z | x) s apriori distribucijom p(u, £) danom s

(3.2), vidimo da je aposteriori distribucija iz iste familije, no njeni parametri su:

n+ry

2

“ nx + romy
ny = ————
n+ry
?‘021"0-}-71
dy=dy+n
A nro _ —
So=80+S5 + (x—mo)(x—mO)T
n+r

gdjeje S = XL (x; — X)(x; — X)7. Dakle, moZemo zakljuciti da je distribucija p(u, X), pri
¢emu su i X dani s (3.1), konjugirana apriori distribucija za viSedimenzionalnu normalnu
razdiobu.
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3.3 Dodatak 3

Generalizirana r-distribucija
Studentova t-distribucija generalizira se u troparametarsku ¢-distribuciju Ist(u, 72, v), uvo-
denjem lokacijskog parametra y i parametra skaliranja 7. Neka je 7' ~ t,, tada transforma-
cijom

X=pu+1T

dobivamo

X ~ Ist(v, u, %)

Rezultirajuca distribucija naziva se i nestandardizirana Studentova t-distribucija.

Generalizirana ¢-distribucija ima gustocu definiranu sa:

(%) Lx—p?\ "
p(xlv,/l,T)—W(l+;( T ))

Jednako tako, gustoca se moZe zapisati u terminima 7

p(xlvurz):ﬂ
o T(E) Vo

Ocekivanje slucajne varijable X dano je sa:

v T2

1(x — 2\ 02
(1 RRACD) )

EX]=u zav>1l,

a varijanca je dana sa:
14

y—=2

Var[X] = 72 zav > 2.
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3.4 Dodatak 4

Lema 3.4.1. Neka je dana neprekidna slucajna varijabla X s funkcijom distribucije F i
funkcijom gustoée f. Neka je Y = r(X) druga slucajna varijabla pri cemu jer : S — T
diferencijabilna strogo rastuca funkcija. Tada vrijedi

¢ = A oI5
pri cemu je g funkcija gustoce slucajne varijable Y.
Dokaz. Neka je G funkcija distribucije slucajne varijable Y. Buduci da je r rastuca vrijedi:
G(y) = P(Y <y) = P[r(X) <yl = PIX <r”'()] = FIr' ).
Buducdi da je F’ = f tvrdnja slijedi. O

Lema 3.4.2. Pretpostavimo da se slucajna varijabla z moZe napisati na sljedeci nacin:

22 L 1+j ©
Vd d \Nd+1

pricemu jed > 0, a T i T, su nezavisne slucajne varijable gdje je T; ~ t(d) te T, ~ t(d +1).
Tada z ima t distribuciju s d stupnjeva slobode, lokacijskim parametrom O i parametrom

skaliranja T = V(v + 1)/vd.

Dokaz leme ne navodimo, a zainteresirane upuc¢ujemo na Dodatak A u [7].

Skica dokaza Propozicije 2.1.1. U Teoremu 2 Clanka [4] aposteriori distribucija povrata
portfelja karakterizirana je stohastickom reprezentacijom varijable Xp, danom formulom

2
A d T T T
Xpy=m+ + |l + ——
p=m s oa N T d NIz

pricemujem=w'x,_1,s=w'S,\w,v=n+ryid=n+dy—2k. Dakle, )A(P,tje oblika

Xp’,im+ \/E'Z

gdje je primjenom Leme 3.4.2. Z ~ (v = n+dy— 2k, = 0, 72 = ——20t]

= G0 ). Pronadimo

sada razdiobu od Xp,. Vrijedi:
_ XP,[ - m

TG
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Koriste¢i Lemu 3.4.1., funkcija gustoée od Xp, dana je sa:

so=al ) 5 )

az 1

dx s

pa raspisom formule za f; (%) dobivamo

Vrijedi

v+l

2

- T (1)
N Noer(g)| v 7
odnosno:
r(y) La-mp?)F
fX(X):\/TTI‘(%)(1+; = ) .

Dakle XP,[ ~ t(V =n+ d() — 2](’ H=m= WT}I‘—I’ T2 — WTS[_1W n+ro+1

(n+rg)(n+doy—2k)

)
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3.5 Dodatak 5

Pocinjemo s integralom

dv,n+1 - _dk,n"'l
Mf l’(l + i) ’ dt.
F( ;n) \/ﬂdk,n dy dk,n

. e . .o 2 .
Koristeéi supstitucijuu = 1 + d’T dobivamo:

2
du = tdt.
! dk,n

.. .. o &2
Granice integracije se takoder mijenjaju: t =d, - u=1+ s andr = oo — u = co. Sada
imamo ’

dy p+1

0 t2 - ’2 dk 0 dk,n‘*'1
f t(1+ ) dr = == , u 2 du.
dy din 2 1+d‘%’

Racunanjem tog integrala dobivamo:

oo g+l d u 2
u 2 du=
1 d2 _dk,n_l
2

JE R 24
dk,n

Dakle, dobili smo:
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Sazetak

Glavna tema ovog rada je uvid u mjeru trZiSnog rizika VaR.

U prvom poglavlju dana je definicija VaR-a te su uvedene tri osnovne metode za
raCunanje istog. Takoder, uz svaku metodu dan je 1 primjer raCunanja VaR-a tom metodom
na povijesnim podacima. Za kraj poglavlja uveden je 1 pojam uvjetnog VaR-a (CVaR-a).

U drugom poglavlju na VaR gledamo iz Bayesovske perspektive. Poglavlje zapocinje
definicijom aposteriori prediktivne distribucije povrata portfelja te su dane formule za
racunanje VaR-a i CVaR-a u Bayesovskom okruzenju. Poglavlje nastavljamo prezen-
tacijom algoritma za raCunanje hiperparametara u konjugiranoj apriori distribuciji koji
omogucava brzu prilagodbu na promjene volatilnosti. Dodatno, uvedena je 1 empirijska
Bayesovska metoda za racunaje hiperparametara. Na kraju su ilustrirane prednosti nove
metode testiranjem na simuliranim i empirijskim podacima.

U treem poglavlju nalaze se dokazi pojedinih pomo¢nih tvrdnji koriStenih u radu.



Summary

The main topic of this paper is an insight into the market risk measure, VaR.

In the first chapter, the definition of VaR is provided, along with an introduction to three
fundamental methods for its calculation. Each method is accompanied by an example of
calculating VaR using historical data. To conclude the chapter, the concept of Conditional
VaR (CVaR) is introduced.

In the second chapter, VaR is examined from a Bayesian perspective. The chapter be-
gins with the definition of the posterior predictive distribution of portfolio returns, followed
by formulas for calculating VaR and CVaR in a Bayesian framework. The chapter conti-
nues with a presentation of an algorithm for specifying hyperparameters in a conjugate
prior, which enables quick adaptation to changes in volatility. Additionally, the empirical
Bayesian method for calculating hyperparameters is introduced. Finally, the advantages of
the new method are illustrated through testing on simulated and empirical data.

The third chapter contains proofs of certain auxiliary results used in this thesis.
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