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Uvod

Ramseyeva teorija je grana kombinatorike koja proucava prisutnost pravilnih podstruktura
u velikim strukturama. Problem koji je zapoceo razvoj ove grane matematike je 1930.
iskazao Covjek po kojem je ta grana dobila ime, Frank Ramsey. Taj rezultat je danas poznat
kao Ramseyev teorem. 1927. 1 1963. dokazuju se dva fundamentalna teorema Ramseyeve
teorije, danas poznata kao Van der Waerdenov teorem i Hales-Jewettov teorem. Ti teoremi
su omogucili razvoj bezbroj drugih tvrdnji i znacajno ubrzali razvoj Ramseyeve teorije.

Temeljni pojam tih teorema je bojenje, odnosno preslikavanje koje svakom elementu
strukture pridruzuje neku boju. Van der Waerdenov teorem tvrdi da za svako bojenje pri-
rodnih brojeva, u konacni broj boja, postoji jednobojni aritmeticki niz proizvoljne konacne
duljine. Teorem se mozZe izreci i tako da za fiksni konacni broj boja r i duljinu aritmetickog
niza k, postoji broj W(k, r) takav da za svako bojenje {1,..., W(k, r)} u r boja postoji jed-
nobojni aritmeticki niz duljine k. Iz ovog iskaza prepoznajemo skup {1, ..., W(k, r)} kao
veliku strukturu u kojoj traZimo pravilnu podstrukturu, jednobojni aritmeticki niz.

Hales-Jewettov teorem mnogi smatraju najvaznijim rezultatom Ramseyeve teorije jer
se pomocu njega mogu dobiti brojni drugi rezultati. On govori o minimalnoj dimenziji
kocke na k elemenata, tako da ona sadrZava jednobojni pravac u svakom kona¢nom bojenju.
MozZe ga se smatrati apstraktnim poopéenjem Van der Waerdenovog teorema, ujedno i
zbog toga Sto Van der Waerdenov teorem slijedi iz njega. Najbolji primjer za docarati
taj teorem je igra krizi¢-kruzié, s kojom su A. W. Hales i R. I. Jewett opisali svoj teorem u
originalnom radu iz 1963. Krizi¢-kruzi¢ je igra u kojoj 2 igraca naizmjeni¢no boje elemente
od {1,2,3} x{1,2,3} u 2 boje i pobjednik je igra koji prvi poveze 3 elementa svoje boje u
nizu. Poznato je da igra zavrSava nerijeSeno uz optimalnu igru oba igraca, ali ako se poveca
broj dimenzija igraeg polja s 2 na n, tada Hales-Jewettov teorem govori da za dovoljno
veliku dimenziju igra ne moze zavrsSiti nerijeSeno.

Matematicari se aktivno bave proucavanjem vrijednosti funkcija W(k, r)1 HJ(k, r), gdje
HJ(k,r) oznaCava minimalnu dimenziju kocke na k elemenata za Cije svako bojenje u r
boja postoji jednobojni pravac. ToCne vrijednosti tih funkcija nisu poznate, ve¢ su poznate
samo neke ograde, ovisne o parametrima k i r. 1z originalnih dokaza Van der Waerdenovog
1 Hales-Jewettovog teorema proizlaze glomazne gornje ograde koje se ne mogu izraCunati
jednostrukom for petljom. Te ograde se godinama nisu poboljSale, do 1987, kada je izrael-
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ski logicar Saharon Shelah dokazom Hales-Jewettovog teorema pokazao postojanje ograda
izraCunljivih jednostrukom for petljom. Gotovo 50 godina je najbolja donja ograda bio re-
zultat Berlekampa, do nedavno, kad su matemati¢ari Ben Green i Zach Hunter dosli do
velikih pomaka u odredivanju donjih ograda za 2-bojne Van der Waerdenove brojeve.

U ovom radu ¢e nam primarni fokus biti na Van der Waerdenovom i1 Hales-Jewettovom
teoremu, rezultatima koji slijede kao posljedice tih teorema i spomenutim ogradama za
funkcije Wi HJ.

U prvom poglavlju, prije svega, iznosimo osnovne oznake i definicije koje ¢emo koris-
titi tokom cijelog rada. Dajemo definiciju Ramseyeve funkcije i bavimo se Ramseyevim
teoremom, konaCnom verzijom tog teorema za 2-skupove te poopéenjem na k-skupove.
Nakon toga spominjemo beskonacnu verziju i primjere koriStenja danog teorema.

U drugom poglavlju iznosimo iskaz i dokaz Van der Waerdenovog teorema dvostrukom
indukcijom koji koristi pojam nizova fokusiranih bojom u fokusu f te skicu dokaza na
primjeru. Uz to, ukratko ¢emo objasniti povijesni tok nastajanja teorema i na kraju dajemo
jaci rezultat, s neSto lakSim dokazom, iz kojeg direktno slijedi Van der Waerdenov teorem.

U treem poglavlju se bavimo Hales-Jewettovim teoremom. Dajemo detaljniji opis
primjera igre krizi¢-kruZzi¢ te iznosimo definicije n-dimenzionalne kocke na k elemenata
i kombinatornog pravca nakon Cega dajemo iskaz teorema. Sljedece pokazujemo kako
se Van der Waerdenov teorem izvodi iz Hales-Jewettovog teorema. Dajemo samo skicu
dokaza Hales-Jewettovog teorema, zbog sli¢nosti dokazu Van der Waerdenovog teorema.
Prije skice dajemo pojmove i teoreme potrebne za sam dokaz. Zatim slijedi skica origi-
nalnog dokaza, s dvostrukom indukcijom. Dalje iznosimo pojmove potrebne za Shelahov
dokaz te 2 rezultata koja su kljuc¢ni dijelovi dokaza. Za kraj iznosimo sam Shelahov dokaz.

U Cetvrtom poglavlju predstavljamo ograde za funkcije W i HJ. Prije samih ograda, de-
finiramo Ackermannovu hijerarhiju funkcija, koje se Cesto koriste za ocjene funkcija koje
ekstremno brzo rastu. Nakon toga iznosimo ograde dobivene iz dokaza Van der Waerde-
novog i Hales-Jewettovog teorema s dvostrukom indukcijom, izraZzene uz pomoc funkcija
Ackermannove hijerarhije. Dalje pokazujemo primitivno rekurzivnu ogradu za W i HJ,
dobivenu pomocu Shelahovog dokaza. Sljedece dokazujemo duplo eksponencijalnu gor-
nju ogradu za HJ(3, r), koju je David Conlon objavio u nedavnom radu. Na kraju poglavlja
se bavimo donjim ogradama za Van der Waerdenove brojeve. Prvo predstavljamo spome-
nutu ogradu od Berlekampa i dokazujemo nesto slabiji rezultat. Na kraju predstavljamo
ideje spomenutih konstrukcija Grena i Huntera, njihove razlike te neformalno opisujemo
zaSto one funkcioniraju, bez ulaZenja u detalje dokaza.

Peto poglavlje se bavi korolarima Hales-Jewettovog teorema. Prvo iznosimo dokaz
proSiranog Hales-Jewettovog teorema te Gallaievog teorema 1 neke primjene Gallaievog
teorema. Dalje iznosimo teorem o postojanju k uzastopnih kvadratnih ostataka modulo
dovoljno velik prost broj i dokazujemo ga koriste¢i Van der Waerdenov teorem. Za kraj
rada predstavljamo neke otvorene probleme Ramseyeve teorije s dosadaSnjim rezultatima.



Poglavlje 1

Ramseyev teorem

U ovom poglavlju cilj je navesti osnovne oznake 1 definicije te nakon toga izreci i dokazati
Ramseyev teorem. Cesto ¢emo kroz rad imati moguénost da pojmove, leme ili teoreme
iskaZzemo na prirodnim brojevima i time pojednostavimo njihov iskaz, ali ne smanjimo
njihovu opcenitost. Stoga je vecina oznaka vezana uz podskupove fiksne kardinalnosti te
skup prirodnih brojeva i njegove podskupove.

U prvom potpoglavlju iznosimo oznake 1 definicije koje se Cesto koriste u ovom radu.
Vecina oznaka je standardno, ali u nekim izvorima se razlikuju pa ih iznosimo na pocetku.
Iskazujemo jednu od najcesce koriStenih definicija u ovom radu te opéenito u Ramseyevoj
teoriji, definiciju r-bojenja, koja se koristi u dokazu gotovo svakog teorema koji ¢e biti
iskazan.

U drugom potpoglavlju prvo dajemo neke od oznaka i definicija specifiénih za Ram-
seyev teorem te nakon toga dajemo iskaz i dokaz teorema. Uz konacne verzije Ramseyevog
teorema bit ¢e predstavljena i beskonacna verzija. Definicije i dokazi iz ovog potpoglavlja
preuzeti su iz [9].

1.1 Osnovne oznake i definicije

Sljedece oznake Ce se koristiti kroz cijeli rad bez dodatnog objaSnjavanja.
e |X| = kardinalnost skupa X.
e [n]={1,...,n},neN.
o [x,yl={x,x+1,....y}, x,ye N, x <y.

o ()=tr:vycXxv=k.

. (SX]():{Y:YQX,IYISk}.
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{x1, X2, ..., x,}" oznacava skup {x;, x2, ..., x,} gdje je x; < ... < x,.
Ako je y preslikavanje s domenom (i), ponekad ¢emo pisati y(a;,as,...,a;) umjesto

x(ai, az, ..., a}).
Takoder napominjemo da standardno O ¢ N.

Definicija 1.1.1. Za proizvoljan skup S preslikavanje x : S — [r] nazivamo r-bojenje od
S.

Za konacni broj boja r € N, r-bojenje skupa S zovemo konacno bojenje skupa S. Ako
je x r-bojenje skupa S, tada y(s) zovemo boja od s, s € S. Za T C § kazemo da je
Jjednobojni ili monokromatski za y, ako je y konstantno na 7. Cesto ispustamo ,,za "’ ako
je implicitno jasno na koje bojenje se misli.

Definicija 1.1.2 (Dirichletov princip). Neka je n € N. Ako n + 1 predmeta rasporedimo u
n kutija, jedna od kutija ¢e sadrZati barem 2 predmeta.

Dirichletov princip poznat je u literaturi kao Pigeonhole principle 1 Cesto se Koristiti
tokom ovog rada kako bi se pokazalo da u danom kona¢nom bojenju postoji neki broj
objekata iste boje. Primjer koriStenja je da u kr+1 objekata obojenih s r boja mora postojati
barem k + 1 objekata iste boje.

1.2 Ramseyev teorem

Ramseyev teorem je jedan od fundamentalnih rezultata kombinatorike. Dokaz tog teorema
prvi je dao Frank Ramsey. Ramsey je primarno bio zainteresiran na probleme matematicke
logike, ekonomije i folozofije. Ramseyev teorem je on prvi put iskazao u radu 1930. go-
dine, ¢ija tema je bio problem iz matematicke logike. Time je zapoceo razvoj grane mate-
matike danas zvane Ramseyeva teorija.

Ramseyeva teorija fokusira se na pronalazenje pravilnih podstruktura nekih vecih struk-
tura. Jedan od najcesc¢ih ciljeva je odredivanje uvjeta koje struktura mora zadovoljavati
kako bi mogli garantirati da sadrzi odredenu pravilnu podstrukturu.

U svrhu iskazivanja Ramseyevog teorema uvodimo neke nove oznake po uzoru na [9].

Definicija 1.2.1. KaZemo da vrijedi n — (1), ako za proizvoljno 2-bojenje od ([g]) postoji
skup T C [n], |T| = [, takav da je (g) monokromatski.

Teorem 1.2.2. Za sve | € N postoji n € N takav da vrijedi n — (l).

Dokaz. Dokazat ¢emo da za proizvoljni [ € N vrijedi 2%-! — 1 — (/). Fiksirajmo skup S ;,
takav da je || > 22! — 1, i proizvoljno bojenje y od [S]>. Sada za svaki 1 <i <2l -1,
skup S, 1 element x; definiramo u dva koraka:
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1. Ako je S, ve¢ definiran, uzimamo proizvoljni x; € §;.
2. Ako je x; definiran, imamo skupove

Tj:{MES,'ZM¢Xi,X(Xi,M):j}, j:1,2.

S ;11 definiramo kao veci skup od T i 1. 1z [T | +|T>| = |S;| — 1 slijedi |S ;11| = (IS:| — 1)/2.
Zato §to je S| dovoljno velik moZemo definirati x, ..., xp,_; prije nego S, postane 0.
Sada definiramo novo bojenje

X* {xla" .,le_l} - {192}9

za koje je x*(x;) jednak onom j € {1, 2} za koji je x(x;,y) = jzasvey € S;;;. To boje-
nje razdvaja 2/ — 1 elemenata u 2 boje pa prema Dirichletovom principu moraju postojati
X, .., X; takvi da

X (x)=j zasvel <s</,

zaneki j € {l,2}. Tadaje,zasve ] <s<t<l,x, €S, €S, pajeyx(x;,,x;)=j lztoga

i ©
se vidi da je {x;,,. .., x;} traZeni skup. |

Prethodni teorem moguce je povezati s teorijom grafova. Neka je n neki broj za koji
vrijedi n — (a) i G proizvoljan neusmjeren graf s n vrhova, bez ciklusa. MoZemo poisto-
vjetiti 2-bojenje potpunog grafa s n vrhova s grafom G na nacin da je brid obojen u crveno
akko je prisutan u G, dok je inace obojen plavo. To pridruzivanje ocito je bijekcija. U
ovom formatu nam teorem govori da bilo koji graf G s n vrhova sadrzi ili kliku s a vrhova
ili nezavisan skup s a vrhova.

Iskaz prethodnog teorema se moze poopciti na r-bojenja. U svrhu preciznijeg iskaziva-
nja tog teorema proSirimo prethodno uvedenu oznaku.

Definicija 1.2.3. KaZemo da vrijedi n — (l),, ako za proizvoljno r-bojenje od ([’21]) postoji

skup T C [n], |T| = [, takav da je (g) monokromatski. Ako r nije napomenut, pretpostavlja
sedajer=72.

Teorem 1.2.4. Za sve l € N, r > 2, postoji n € N za koji vrijedi n — (l),.

Dokaz. U dokazu koristimo matematicku indukciju po broju boja r, gdje za fiksni r do-
kazujemo tvrdnju za sve [ € N. U prethodnom teoremu smo dokazali rezultat za r = 2.
Pretpostavimo da rezultat vrijedi zar — 1 1 daje r > 2.

Fiksirajmo proizvoljan / € N. Prema pretpostavci indukcije 1 bazi indukcije postoje
n,n’ € N takvi da vrijedi n’ — () in — (n’),—;. Tvrdimo da vrijedi n — (I),. Neka je y
proizvoljno r-bojenje od ([’;l). Definiramo (r — 1)-bojenje y* od ([’;]) kao

* {)((X) ako je x(x) < r = 1,
X (x) = :
r—1 akojey(x) =r.
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Prema pretpostavci indukcije, postoji T C [n], |T| = n’, takav da je (g) monokromatski pod
X Ako je boja od (g) manja od r — 1 onda smo gotovi, jer je iz definicije jasno da n’ > [,
iz Cega slijedi da je za proizvoljni 7/ C T C [n], |T| = [, (Tz) monokromatski pod y, jer je

to bojenje isto kao y* na svim elementima c¢ija je boja manja od r u y. U suprotnom je (g)
obojen u 2 boje pod y. Sada zbog |T| = n’, uz kanonsku identifikaciju 7 sa [n’], slijedi da
postoji 7" € T C [n], |T’| = [, za koji je 2) monokromatski pod y. Time je dokazan korak
indukcije i tvrdnja teorema. O

Tehnika koriStena za dokaz koraka indukcije prethodnog teorema se ponekad naziva
,colour blindness”. Ime se temelji na tome Sto se neke dvije boje poistovjete 1 tada se
moze iskoristiti pretpostavka indukcije za jednu boju manje. KoriStenjem te metode ne
dobije se dobra ocjena za veliCinu trazenog broja n, ali u ovom radu se nece razmatrati
ocjene tog broja pa je koriStena ta metoda zbog svoje jednostavnosti.

Prethodni teorem se moZe dokazati identi¢no kao teorem za 2 boje, pri cemu umjesto
22=1 —1 — (1) dokazujemo da vrijedi -+ —1 — (]),. Kao §to smo napomenuli, u ovom
radu neCemo razmatrati ocjene tih brojeva pa stoga ne iznosimo taj dokaz.

Kako bismo iskazali Ramseyev teorem za 2-skupove potrebno je jo§ jedno proSirenje
notacije.

Definicija 1.2.5. KaZemo da vrijedin — (ly,...,1,), ako za proizvoljno r-bojenje od ([g])
postojei, | <i<r, teskup T C [n], |T| =1, takav da je (g) monokromatski, boje i.

Akojel; = ... =1, = [, oznaka se slaze s n — (I),. Kao dosad, ako broj boja r nije
definiran, pretpostavljamo da je r = 2. Stoga, n — (I), n — (I); i n — (I, 1) oznacavaju istu
1Zzjavu.

Dana notacija ima neka trivijalna svojstva iz kojih ¢e, uz prethodni teorem, slijediti
tvrdnja Ramseyevog teorema.

Lema 1.2.6. Za danu notaciju vrijede sljedeca svojstva:
1. Akojel <1, 1 <i<rtadaizn — (I;,...,1,) slijedin — (I},...,1)).

2. Akojem > n, tadaizn — (l,...,1,) slijedim — (I, ...,1,).

3. Neka je o permutacija od [r]. Tada vrijedin — (1,,...,l,) ako i samo ako vrijedi
n—= (y,....105).
4 n—>(,...,1)ako i samo akon — (I4,...,1.,2).

Dokaz. Svojstvo 1 vrijedi jer ako za proizvoljno r-bojenje ([’;]) postoje i, T kao iz definicije,
tada je bilo koji § € T, |S| = I, monokromatski skup boje i.
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[n]

Za svojstvo 2, posto je (["]) C ([’g]), svako r-bojenje ([’;]) zadaje r-bojenje (2

postoje trazeni i, T iz deﬁznicije.
Dokaz za svojstvo 3. Neka vrijedi n — ({y,...,1,) i neka je y proizvoljno r-bojenje ([’;]).
Definirajmo r-bojenje @ = o o y. Zbog pretpostavke postoje i, 1 < i < rte T C [n],
|T| = [;, takvi da je (g) monokromatski boje i u @. Zato Sto je o permutacija od [r] postoji

jedinstveni j, 1 < j < r, takav da je o-; = i. Sada se vidi da zapravo postoje j, 1 < j < r,

) 1 za njega

te T C [n], IT| = [, takvi da je (g) monokromatski boje j u y. Prema definiciji to
upravo znacin — (l,,,...,l,,). Rezultat u suprotnom smjeru dobivamo gotovo identi¢no
uz koritenje permutacije o'

Za svojstvo 4, pretpostavimo prvo da vrijedi n — (/4,...,[,). Ako za neko (r + 1)-bojenje
([;]) postoji element obojen u boju r + 1 tada vrijedi traZena tvrdnja. Ako ne postoji, onda
je to bojenje zapravo r-bojenje i prema pretpostavci opet vrijedi n — (ly,...,[,,2). Sad
pretpostavimo n — (ly,...,[,,2). Svako r-bojenje je ujedno i (r + 1)-bojenje, ali nema
elemenata obojenih u boju r + 1. Stoga zbog pretpostavke 1 nedostatka elemenata obojenih

ur+1vrijedin — (I,...,1,). m|

Definicija 1.2.7. Minimalni n za koji vrijedi n — (ly,...,1,) oznacavamo s R(l,,...,1,)
i funkciju R nazivamo Ramseyeva funkcija. Sa R(l;r) oznacavamo R(ly,...,l,), gdje je
ly = ... =1. Kao dosad, ako r nije napomenut podrazumijevamo r = 2 i uvodimo oznaku
R(l) = R(1;2) = R(L, ]).

Iz svojstva 1 leme 1.2.6 zakljucujemo da je R(/y,...,[,) monotona po svakoj varijabli.
Iz svojstva 3 vidimo da je simetri¢na, odnosno da njena vrijednost ne ovisi o redoslijedu
njenih argumenata. Iz svojstva 4 se zakljuCuje da vrijedi R(ly,...,[,2) = R(ly,...,[,) 1
R(,2) =1L

Sada imamo sve alate 1 definicije potrebne da iskaZzemo centralni rezultat ovog potpo-
glavlja.

Teorem 1.2.8 (Ramseyev teorem za 2-skupove). Funkcija R je dobro definirana. Preciz-
nije, za sve ly, ..., 1, postoji n takav da je n — (I, ...,1,).

Primijetimo da je zbog dobre uredenosti skupa prirodnih brojeva za dobru definiranost
R(l,...,1,), zaneke [y, ..., dovoljno da postoji n takav da vrijedin — (Iy,...,[,).

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz teorema 1.2.4 i leme 1.2.6. O

Ramseyev teorem za 2-skupove moZe se poopciti na bojenja skupa ([Z]). Kako bi mogli

iskazati generaliziranu verziju teorema potrebno je dodatno prosiriti prije uvedene oznake.

Definicija 1.2.9. KaZemo da vrijedin — (I, . ..,1.)* ako za svako r-bojenje [n]* postoje i,
1<i<r,TCInlI|T|=1, takvi da je [T1* monokromatski boje i. Ako jel, = ... =1, =1
koristimo oznaku n — ()*. Ako r ili k nisu napomenuti, podrazumijeva se r = 2 ili k = 2.
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Definicija 1.2.10. Sa R, oznacavamo Ramseyevu funkciju za k-skupove, koju definiramo
kao:

o Ri(l,...,1,) = min{ny: za sve n > ng vrijedin — (I, ..., 1)},
o Ri(l;r) = min{ny: za sve n > ng vrijedi n — (l)’,‘},
o Ri(I) = min{ny: za sve n > ng vrijedi n — (I)*}.

Teorem 1.2.11 (Ramseyev teorem). Funkcija R je dobro definirana. Preciznije, za sve
k, L, ..., postoji ng takav da za sve n > ny vrijedin — (I, ..., 1)k,

Ovu verziju Ramseyevog teorema ne¢emo dokazivati, ali dokaz koristi sli¢nu ideju kao
dokaz teorema 1.2.2 za 2-skupove i 2 boje te se moze pronaci u [9].

U definiciji Ramseyeve funkcije i iskazu Ramseyevog teorema vidi se Sto je zapravo
jedan od ciljeva proucavanja Ramseyeve teorije. Ramseyev teorem govori da uvijek postoji

dovoljno velika struktura ([Z]) koja za svako bojenje sadrzi pravilnu podstrukturu, mono-

kromatski (i), T C [n]. Navest ¢emo neke od zanimljivih rezultata Ramseyeve teorije 1
pokazati na koji nacin se mogu pokazati nesto slabije verzije tih rezultata koriste¢i Ram-
seyev teorem.

Robert P. Dilworth pokazao je da bilo koji parcijalni uredaj P na barem ab+1 elemenata
sadrzi ili lanac duljine a + 1 ili antilanac duljine b+ 1. Ako promatramo parcijalni uredaj na
R(a + 1,b + 1) elemenata, umjesto ab + 1, dobivamo isti rezultat kao korolar Ramseyevog
teorema. Za dani parcijalni uredaj obojimo {x, y} crveno ako su x i y usporedivi, a plavo
ako nisu. Crveni (a + 1)-skup je trazeni lanac, a plavi (b + 1)-skup je trazeni antilanac.

P. Erd6s i G. Szekeres su dokazali da svaki niz duljine n* + 1 sadrzi monoton podniz
duljine n+1. Ako zamijenimo n*+1 sa R(n+1, n+1), teorem slijedi kao korolar Ramseyevog
teorema. Za dani niz, (a,),en, obojimo {i, j}= crveno ako vrijedi a; < a;, a inace plavo. Za
crveni (n + 1)-skup {ky, ka, . .., kp1}™ vrijedi a, < ar;, 1 << j < n+ 1, odnosno podniz
(ak, )1<men+1 j€ rastuci. Analogno iz plavog (n + 1)-skupa dobivamo padajuéi podniz.

Turnir je usmjeren graf s n vrhova takav da za svaka dva razliCita vrha x, y sadrzi tocno
jedan od bridova (x,y) i (y, x). Za turnir kazemo da je tranzitivan ako postojanje bridova
(x,y) 1 (v, z) implicira postojanje brida (x, z). Drugim rijeCima, postoji strog totalni uredaj
na skupu vrhova grafa takav da je (x, y) brid u grafu ako i samo ako x < y. P. Erd6s i L. Mo-
ser dokazali su da svaki turnir s n igraca sadrzi tranzitivni podturnir s v(n) igraca, gdje je
v(n) funkcija koja teZi u beskonacno kad n tezi u beskonacno. Za neki turnir, poistovje-
timo n vrhova sa skupom [n] te definiramo 2-bojenje ([’2’]), gdje {x, y}* bojimo crveno ako
je brid (x,y) u grafu, a u plavu ako je brid (y, x) u grafu. Za svaki k postoji dovoljno velik
n takav da je n > R(k, k). Sada za dani turnir s n igraa uzmemo najveéi k takav da vrijedi
n > R(k,k). Takav k mora postojati jer je n > R(1,1) =1, a R(n+ 1,n+ 1) > n pa mora
vrijediti 1 < k < n. Za definirano bojenje sada postoji crveni ili plavi skup kardinalnosti
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k C¢iji elementi induciraju podgraf koji je turnir i uz to je na njegovim vrhovima definiran
totalni uredaj, odnosno taj podturnir je tranzitivan. Definiramo v(n) = max{k : n > R(k, k)}.
Sada zbog dobre definiranosti Ramseyeve funkcije za svaki k postoji dovoljno velik n takav
da vrijedi n > R(k,k) 1 v(n) > k. Stoga v(n) tezi u beskonac¢no kad n tezi u beskonacno.
Ovime je dokazano postojanje takvog v(n), ali ograde dane u radu Erd6sa i Mosera su jace.

Ramseyev teorem moZe se iskazati i u beskonacnom obliku ¢iji dokaz koristi istu ideju
kao dokaz teorema 1.2.2 za 2-skupove i 2 boje. Iz tog razloga iznosimo samo iskaz te
verzije, dok se dokaz moZze pronaci u [9].

Teorem 1.2.12. Za svako konacno bojenje y od @) postoji beskonacan A C N takav da je

(‘3) monokromatski.



Poglavlje 2

Van der Waerdenov teorem

Van der Waerdenov teorem jedan je od fundamentalnih rezultata koji je zapocCeo razvoj
Ramseyeve teorije. Prvi ga je naveo Issai Schur kao hipotezu dok je radio na distribuciji
kvadratnih ostataka u Z,. Van der Waerden je Cuo za tu hipotezu od Baudeta, koji je u
to vrijeme bio student na sveuciliStu u Gottingenu i kasnije se referirao na taj teorem kao
Baudetovu hipotezu. Teorem je prvi put iskazan za 2 boje, a dokaz je B. L. van der Waerden
izdao 1927. godine za verziju teorema s proizvoljnim kona¢nim brojem boja.

Teorem 2.0.1 (Van der Waerdenov teorem za 2 boje). Ako N particioniramo u dvije klase,
tada barem jedna od njih mora sadrZavati aritmeticke nizove proizvoljnih duljina.

Kad se danas govori o Van der Waerdenovom teoremu misli se na neSto opcenitiju
verziju u kojoj se umjesto bojenja cijelog N razmatra bojenje nekog konacnog pocetnog
segmenta [n] i traZi se postojanje monokromatskog aritmetickog niza odredene duljine.
Uz to ¢emo razmatrati kona¢na bojenja s r boja, umjesto samo dvije. Ta verzija teorema
je ekvivalentna prije iskazanoj verziji, Sto se moze dokazati argumentom dijagonalizacije.
Ova promjena je klju¢na za skoro sve poznate dokaze teorema.

Teorem 2.0.2 (Van der Waerdenov teorem). Za sve k,r € N postoji minimalni prirodni
broj W(k, r) takav da, za sve n > W(k,r), proizvoljno r-bojenje od [n] sadrZi barem jedan
monokromatski aritmeticki niz duljine k.

U prvom potpoglavlju razmotrit ¢emo primjer za malene k, r 1 na njemu pokazati ideju
dokaza teorema. Nakon toga dokazat ¢emo Van der Waerdenov teorem s generaliziracijom
ideje koriStene u tom primjeru.

U drugom potpoglavlju definirat ¢emo klase /-ekvivalencije od (0‘;[”) i pomoc¢u njih
izre¢i i dokazati snazniju tvrdnju iz koje slijedi Van der Waerdenov teorem.

10
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2.1 Van der Waerdenov teorem

Pogledajmo slucaj k = 3,r = 2. Pokazimo da je W(3,2) < 325. Podijelimo [1,325] u 65
blokova veli€ine 5. Preciznije, [1,325] = B; U... U Bgs, pri cemu je B; = [5( — 1) + 1, 5i].
Svaki blok mozemo obojiti u 2°> = 32 boje. 1z toga slijedi da unutar prva 33 bloka postoje 2
bloka istog uzorka. Neka su to blokovi B, 1 B,+4, gdje je a,a+d < 33 1d > 0. Primijetimo
da blok B,.,, takoder postoji, ali nije nuzno iste boje kao B, i B,,,. Prema Dirichletovom
principu unutar prva 3 elementa u B, moraju postojati 2 elementa iste boje, nazovimo ih
b,b+1¢€ [5a—-1)+1,5a—-2],1 > 0. Zbog odabrane veliCine bloka je element b + 21
takoder u bloku B,. Ako je b + 2l iste boje kao b 1 b + [, onda smo nasli traZzeni niz. U
suprotnom su b+ 5d 1 b + [ + 5d iste boje kao b, a b + 21 + 5d je takoder element bloka B, 4
koji je iste boje kao b + 2/. Sada imamo aritmeti¢ke nizove b, b + [+ 5d, b + 21 + 10d, u
kojem su prva dva elementa crvene boje, te b+ 21, b+ 21+ 5d, b+ 21+ 10d, u kojem su prva
dva elementa plave boje. Takoder, oba niza su ,,fokusirana” u toc¢ki b + 2/ + 10d, koja je
Clan bloka B,,,,4. Ta toCka mora poprimiti jednu od dvije moguce boje, zbog Cega sigurno
postoji monokromatski niz duljine 3. Skicu opisanog primjera moZze se vidjeti na slici 2.1.

OQOO®| - 00000 - - ..\‘... @@@@)\5 e QOO0
~ Peahn e
B Ba Ba: Ba+2p Bes

Slika 2.1: Skica dokaza Van der Waerdenovog teorema zak =3ir =2

Glavna ideja dokaza je takozvano ,,fokusiranje” monokromatskih aritmetickih nizova,
medusobno razlicitih boja. Opcenito, kad Ce biti r boja cilj je konstruirati » monokromat-
skih nizova duljine k — 1 fokusiranih u istu tocku 1 iz toga zakljuciti postojanje niza duljine
k. Elemente raspodijelimo u blokove 1. razine, nakon toga te blokove rasporedimo u blo-
kove 2. razine i ponavljamo taj postupak dok ne dodemo do blokova (r — 1)-ve razine.
Pomocu blokova i-te razine prelazimo s i nizova fokusiranih u jednu to¢ku na i + 1 nizova
fokusiranih u jednu to¢ku. Zbog urednosti zapisa definirat ¢emo pojam aritmetickih nizova
fokusiranih bojom.

Prije definicija 1 dokaza, zbog urednosti zapisa, preuzimamo oznaku a + [0,k) - r za
aritmeticki niza,a+r,...,a+ (k—1)riz [10]. Dokaz spaja veli¢ine intervala iz [9] 1 dokaz
dan u [6]. Temelj dokaza je dvostruka indukcija po argumentima k i r, zbog Cega W(k, r)
dobiven tim dokazom raste ekstremno brzo. Ogradama dobivenim iz tog dokaza ¢emo se
detaljnije baviti u 4. poglavlju.

Definicija 2.1.1. Za d aritmetickih nizova, a, + [0,k) - ry,...,aq + [0,k) - vy, kaZemo da
su fokusirani u f ako vrijedi a; + kr; = f, za sve 1 <i < d. Tada f nazivamo fokus tih
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nizova. Dodatno, ako je svaki od tih nizova monokromatski i uz to su svi nizovi medusobno
razli¢itih boja, kaZemo da su nizovi fokusirani bojom u f.

Dokaz Van der Waerdenovog teorema. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po k, duljini arit-
metickog niza. Baza indukcije za k = 1 je trivijalna, svaki element je monokromatski
aritmetiCki niz duljine 1. Pretpostavimo da rezultat vrijedi za k— 1. Sada tvrdimo da vrijedi
sljedeca tvrdnja:

Za svaki d < r postoji n € N takav da za svako r-bojenje od [n] postoji ili
monokromatski aritmeticki niz duljine k ili d aritmetickih nizova duljine k — 1
fokusiranih bojom u f, gdje je f € [n].

Iz ove tvrdnje za d = r slijedi korak vanjske indukcije, a time 1 tvrdnja teorema. To vrijedi
jer ako postoji r monokromatskih aritmetickih nizova duljine k£ — 1 fokusiranih bojom u f,
tada f mora poprimiti jednu od r boja i time stvoriti monokromatski niz duljine k.

Za dokaz te tvrdnje koristimo matematicku indukciju po d. Za d = 1 moZemo uzeti
n=2W(k—-1,r)— 1. Prvih W(k — 1, r) elemenata sigurno ima monokromatski aritmeticki
niz duljine k — 1, a [n] sadrZi njegov fokus. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi zad — 1 1 da
n zadovoljava tvrdnju. Pokazimo da n’ = 2W(k — 1, r") — 1)n zadovoljava tvrdnju za d.

Fiksirajmo proizvoljno r-bojenje od [n’]. Ako ono sadrzi monokromatski aritmeticki
niz duljine k£ smo gotovi. Stoga, pretpostavimo da to nije slucaj. Podijelimo obojeni inter-
valu 2W(k — 1,7") — 1 blokova veli¢ine n. Preciznije, [n'] = B; U B, U ... U Bowg—1,)-1,
gdje je B; = [n(i — 1) + 1, ni]. Svaki blok se moZe obojiti na " nacina, stoga unutar prvih
W(k —1,r") blokova postoji niz By, By, . .., Borg—2y, 1 < 5,8 < W(k—1,7"), blokova istog
uzorka boja. Primijetimo da blok By, -1y, postoji, jer je s + (k — 1)t <2W(k — 1,r"), ali ne
mora biti istog uzorka boja kao prvih k — 1 blokova niza.

Prema pretpostavci indukcije B sadrzi d—1 aritmetickih nizova duljine k—1 fokusiranih
bojom u f, pri ¢emu je f € B;. Oznacimo te nizove s a; +[0,k—1)-r,...,a41 +[0,k—1)-
fa-1, gdje je ri, ..., rq—1 > 0. Zato Sto su svi blokovi By, By, . . ., By k—2) 1stih boja, slijedi
dablok By, ;, 1 <i < k-2, sadrZi nizove (a;+itn)+[0,k—1)-rq, ..., (az_1+itn)+[0, k—1)-r;_
koji su istih boja kao odgovarajuéi nizovi u B,. Uz to, By,;, sadrzi fokus tih nizova, f + itn,
koji je iste boje kao f. Sada moZzemo konstruirati d nizova a; +[0,k—1)-(r; +tn), ..., a1 +
[0,k—=1)-(ry—1 +1tn), f+[0,k—1)-(tn). Svi ti nizovi su monokromatski, zbog pretpostavke
indukcije i odabranog n’, te medusobno razlicitih boja, gdje to vrijedi za prvih d — 1 nizova
prema pretpostavci indukcije, a niz fokusa je drugacije boje nego ostalih d — 1 promatranih
nizova jer bi u protivnom postojao monokromatski aritmeticki niz duljine k u [n’]. Uz to su
svi nizovi fokusirani u f + (k — 1)tn, koji je element bloka B, —1y,. Sada, ako f + (k- 1)tn
poprima istu boju kao neki od k nizova, imamo monokromatski aritmeticki niz duljine k, u
protivnom imamo d aritmetickih nizova fokusiranih bojom u f + (k — 1)tn € [n’]. Time je
pokazan korak unutarnje indukcije, a time 1 korak vanjske indukcije te cijeli teorem. O



POGLAVLIJE 2. VAN DER WAERDENOV TEOREM 13

2.2 Klase /-ekvivalencije i snazniji rezultat

Definicija 2.2.1. Uz fiksni m, definiramo relaciju ekvivalencije, gdje za svaki 0 < i < m,
skup (x1,...,x,) € [0,1]" u kojima se | nalazi na i najdesnijih indeksa te nigdje drugdje
tvori klasu ekvivalencije. Za i = 0, to je klasa svih (xy,..., x,) € [0,I]" u kojima se | ne
pojavljuje ni na kojem indeksu. Tu relaciju nazivamo l-ekvivalencija.

Ocito je da su klase [-ekvivalencije disjunktne. Klase ekvivalencije particioniraju skup
{(x1,...,x,) €[0,]" : postojii € [0,m] takav da x; € [0,[-1]za j < i, te x; = [za j> i},
a preostale m-torke iz [0, []™ nisu ¢lan niti jedne klase. Klase /-ekvivalencije za [ = 4 i
m = 2 se mogu vidjeti na slici 2.2.

0+ @ @) @) ® O
1
Slika 2.2: Klase l-ekvivalencije zal =4 1im = 2

Definicija 2.2.2. Za l,m > 1, definiramo S (I, m) kao tvrdnju: Za svaki r, postoji N(I,m, r)
takav da za svako r-bojenje C : [1, N(I, m, r)] — [1, r] postoje prirodni brojevi a,d,, .. .,d,
takvi da je C(a + Y, xid;) konstantno za sve (xy,...,xy) koji pripadaju istoj klasi I-
ekvivalencije, za dani m.

Tvrdnja S (/, 1) je zapravo tvrdnja Van der Waerdenovog teorema za aritmeticke nizove
duljine /. Dokazat cemo da S (I, m) vrijedi za sve /,m 1 time dokazati tvrdnju Van der Wa-
erdenovog teorema. Taj dokaz prati slicnu ideju kao prijasnji dokaz Van der Waerdenovog
teorema, gdje se koristi indukcija i podjela elemenata u blokove i tih blokova u jo$ vece
blokove.
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Teorem 2.2.3. S (I, m) vrijedi za l,m > 1.

Dokaz. S(1,1) vrijedi za N(1,1,r) = 21ia = d; = 1. Pokazujemo da vrijede dvije tvrdnje
iz kojih induktivno slijedi tvrdnja teorema.

1. S(,m"yzasvem’ <m= S(,m+1).

Fiksirajmo proizvoljni r. Neka je M = N(I,m,r), M’ = N(I, 1, ) te C proizvoljno
r-bojenje od [MM’]. Podijelimo elemente u M’ blokova veli¢ine M i definiramo
rM-bojenje C’ : [1, M’] — [1, "], koje reprezentira bojenje blokova, C’(k) = C’ (k)
ako 1 samo ako C(kM — j) = C(K'M — j), za svaki 0 < j < M. Prema pretpostavci
postoje a’ 1 d’ takvi da je C’(a’ + xd’) konstantno za x € [0,/—1]. Nekaje I = [a’'M —
(M —1),a’M] blok s indeksom a’. I je skup kardinalnosti M pa prema pretpostavci
postoje a, d,, . ..,d, takvi da je suma a + Z;’:;l xd; € I, gdje je x; € [0,1] za sve
2 <i<m+1,iCla+ X" xd) je konstantno na svakoj klasi [-ekvivalencije.
Stavimo N(I,m + 1,r) = MM’ i definiramo prirodne brojeve iz definicije a = a,
di=dMted; =d;za2 <i <m+1. Sada je jasno da za te vrijednosti vrijedi tvrdnja
1z S (I,m + 1) za dani r. Zbog proizvoljnosti r, vrijedi S ([, m + 1).

2. SU,m)yzasvem>1=SU+1,1).

Fiksirajmo proizvoljni r. Neka je C proizvoljno r-bojenje [1, N(I, r, r)]. Prema pret-
postavci postoje a, d, . . . ,d, takvi da vrijedi a+,_, x;d; € [1,N(l,r,r)] za x; € [0, 1],
1 <i<riC(a+ Y, xd,) je konstantno na klasama /-ekvivalencije. Prema Diric-
hletovom principu postoje 1 < u <v < r + 1 takvi da vrijedi:

C(a + Zldi) ~ C(a + ZZd,.].
Zbog toga i zbog konstantnosti C(a + .'_, x;d;) na klasama /-ekvivalencije slijedi
r v—1
c [[a > ldi) + X(Z d,-))

konstantno za x € [0, []. Zbog proizvoljnosti r vidimo da vrijedi S (I + 1, 1).



Poglavlje 3

Hales-Jewettov teorem

Hales-Jewettov teorem je jedan od fundamentalnih teorema Ramseyeve teorije i pomocu
njega se mogu dobiti brojni drugi rezultati Ramseyeve teorije, od kojih ¢emo neke predsta-
viti u 5. poglavlju. Kao §to je spomenuto u uvodu, on govori o minimalnoj dimenziji kocke
na k elemenata, tako da ona sadrZzava monokromatski pravac u svakom kona¢nom bojenju.
Smatramo ga apstraktnim poopéenjem Van der Waerdenovog teorema.

U originalnom radu, gdje su A. W. Hales 1 R. 1. Jewett predstavili svoj teorem, razma-
trali su generalizacije igre krizi¢-kruzi€. Igru igraju 2 igraca tako da naizmjeni¢no biraju
elemente od [3]? i pobjednik je onaj igrad koji prvi odabere elemente koji tvore pravac, u
Sirem geometrijskom smislu. Poznato je da ¢e igra zavrsSiti nerijeSeno ako oba igraca igraju
optimalno. MozZemo zamisliti da igra¢ odabirom nekog elementa oboji taj element u svoju
broju. Generalno se moze definirati igra ,,N-dimenzionalni krizi¢-kruzi¢ do k u redu” s r
igraca, gdje r igraca, u nekom redoslijedu, igra na [k]" i svaki igrad tijekom svog poteza
oboji neki, dosad neobojeni, element u svoju boju. Prvi igra€ koji je obojio pravac u svoju
boju je pobjednik. Hales-Jewettov teorem govori da za dovoljno veliku dimenziju, ta igra
ne moze zavrsiti nerijeSeno.

U prvom potpoglavlju predstavit cemo definicije potrebne za izreci teorem te u kratkim
crtama predstaviti ideju klasiénog dokaza koji koristi dvostruku indukciju. Dokaz ne¢emo
napisati u potpunosti jer je idejno vrlo slican dokazu Van der Waerdenovog teorema. Nakon
iskaza teorema ¢emo pokazati kako iz njega slijedi tvrdnja Van der Waerdenovog teorema.

U drugom potpoglavlju predstavit ¢emo Shelahov dokaz Hales-Jewettovog teorema.
Prije samog dokaza dajemo definicije koje Shelah koristi u dokazu te 2 dodatna teorema,
koji su temeljni dio dokaza. Dokaz sam po sebi ne dokazuje nikakvu jacu tvrdnju, ali
posto koristi jednostruku indukciju mozemo dobiti fundamentalno jacu gornju ogradu za
dimenziju kocke.

15
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3.1 Hales-Jewettov teorem

Van der Waerdenov teorem moZemo promatrati kao rezultat koji govori o kona¢nim ni-
zovima stvorenih od kona¢nih skupova. Hales-Jewettov teorem zapravo makne sve nepo-
trebne elemente Van der Waerdenovog teorema 1 iskazuje srz Ramseyeve teorije. On je
klju€an element za mnogo rezultata 1 temelj veCine naprednijih radova Ramseyeve teorije.

Prije samog iskaza teorema, potrebno je uvesti neke oznake kako bi lakSe izrekli nje-
govu poantu.

Definicija 3.1.1. Definiramo n-dimenzionalnu kocku na k elemenata, oznaka k)", kao
[K]" = {(x1,..., %) 1 x; € [K]}.

Definicija 3.1.2. Podskup L od [k]" zovemo kombinatorni pravac ako postoje neprazan
skup I C [n]ia; € k] za svaki i ¢ I takvi da je

L={(x1,....,x,) €[k]":x;=a;zasvei ¢ ltex; =x;zasvei,jel}.
Skup I ponekad nazivamo skup aktivnih koordinata.

Pretpostavljamo da su to¢ke kombinatornog pravcu poredane uzlazno po vrijednosti ak-
tivnih koordinata. Primjeri kombinatornih pravacazak = 41in = 3 su {131, 232,333,434},
zakojuje I ={1,3}, ay = 3, te {142,242,342,442}, za koji je I = {1}, a = 4, a3 = 2. Sada
imamo sve $to nam je potrebno za iskaz teorema.

Teorem 3.1.3 (Hales-Jewettov teorem). Za sve k,r > 1 postoji N' = HJ(k,r) takav da, za
sve N > N’, vrijedi da za svako r-bojenje od [k]" postoji monokromatski pravac.

Kao Sto smo spomenuli, iskaz Van der Waerdenovog teorema moze se dobiti kao koro-
lar Hales-Jewettovog teorema. Za aritmeticke nizove duljine k, prirodni broj a, 0 < a < k",
se poistovjecuje s N-torkom (ay,...,ay) koja formira zapis od a u bazi k, odnosno a =
SV aki™', 0 < a; < k. r-bojenje od [0, kY — 1] inducira r-bojenje od [k]", gdje za dovoljno
velik N postoji monokromatski pravac, koji se moZe poistovjetiti s monokromatskim arit-
meti¢kim nizom duljine k u [0, kY — 1].

Jos$ jedan nacin na koji se Van der Waerdenov teorem moze dobiti kao korolar Hales-
Jewettovog teorema je funkcijom f : [k]" — [kn], gdje je f(ay,...,a,) = a1 +ar +...+a,.
Lako se vidi da je za pravac S u [k]" skup f(S) aritmetic¢ki niz u [kn], za koji je razlika
susjednih elemenata jednaka kardinalnosti skupa aktivnih koordinata u S. Bojenje od [kn]
inducira bojenje od [k]" 1 prema Hales-Jewettovom teoremu postoji monokromatski pravac
u [k]" pa stoga postoji i monokromatski aritmeticki niz u [kn]. Iz ovoga se vidi da vrijedi
W(k,r) <k-HJ(k,r).
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Ranije smo napomenuli da ne¢emo iznositi potpuni dokaz Hales-Jewettovog teorema,
veé samo skicu. Ali, i za skicu dokaza su nam potrebne neke dodatne definicije koje sad
iznosimo.

Jasno je da kocku [k]" moZemo zamijeniti s {ay, . .., a;}", za proizvoljni skup {ay, ..., a;}.
Pri tome se pravci u {ay,...,a;}" definiraju putem prirodnog izomorfizma izmedu [k]" 1
{ai,...,ax})". Stoga, radi jednostavnosti, nadalje smatramo da je set vrijednosti za svaku
koordinatu [k]. Takoder, nadalje ¢emo govoriti samo pravac, bez posebnog naglasavanja
da mislimo na kombinatorni pravac.

Definicija 3.1.4. Nekajel <m <ni[n]=ByUBU...UB,, gdje Bi#0zal <i<mi
By, ..., B,, suuparovima disjunktni skupovi. Neka je jos f : By — [k] proizvoljna funkcija.
Definiramo preslikavanje f : [k]" — [k]" kao

f(yl,---’)’m) = (.X'],...,.xn),

gdje je
X; = f(l) zai € By,

X;=y; zai € B;.

Definiramo m-dimenzionalan potprostor kao sliku preslikavanja f, za odabrane skupove
By, By, ..., B, i funkciju f. Za m = 1 je definicija ekvivalentna definiciji pravca.

m-dimenzionalan potprostor S od [k]" sa zadanom particijom By, By, ..., B,,, u nekom
fiksnom poretku, je kanonski izomorfan [k]™. U nastavku ¢emo pretpostavljati da postoji
fiksan redoslijed By, By, ..., By,.

Za definiciju jednog od pojmova koristenih u dokazu teorema koristimo ranije defini-
rane klase /-ekvivalencije, uz malu modifikaciju. Pojam (k + 1)-ekvivalencije oznacavat
¢e nam relaciju ekvivalencije, u kojoj je za svaki 0 < i < n klasa dana kao skup svih
(x1,...,x,) € [k + 1]" takvih da se k + 1 pojavljuje na najdesnijih i koordinata te nigdje
drugdje.

Definicija 3.1.5. Za bojenje [k + 11" kaZemo da je slojevito ako je konstantno na svakoj
klasi (k + 1)-ekvivalencije.

Definicija 3.1.6. Za m-dimenzionalan potprostor kaZemo da je slojevit ako i samo ako je
bojenje od [k + 1] slojevito, dobiveno poistovjecivanjem tog potprostor s [k + 11" kanon-
skim izomorfizmom. Posebno, kombinatorni pravac je slojevit ako i samo ako je prvih k
tocaka tog pravca monokromatsko.
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U dokazu Hales-Jewettovog teorem koristimo slojevite potprostore kako bi od mo-
nokromatskog pravca duljine k dobili monokromatski pravac duljine k + 1. Slojeviti m-
dimenzionalan potprostor ima ulogu u dokazu koju pojam m aritmetickih nizova fokusira-
nih bojom ima u dokazu Van der Waerdenovog teorema. Sljedeci teorem je sli¢an unutar-
njoj rekurziji u dokazu Van der Waerdenovog teorema i iz njega vidimo upravo iskazanu
sli¢nost.

Teorem 3.1.7. Slojevit m-dimenzionalni prostor obojen s najvise m boja sadrZi monokro-
matski pravac.

Dokaz. Posto su svi m-dimenzionalni prostori nad k + 1 elemenata kombinatorno izomor-
fni, dovoljno je rezultat dokazati za prostor [k + 1]™.
Razmotrimo m + 1 toCaka x;, 0 < i < m, gdjeje x;; = k+1lzaj>i,alzaj<i,

1 < j < m. Prema Dirichletovom principu postoje u < v takvi da su x, i x, iste boje. Zbog

toga i zbog slojevitosti prostora su sve tocke yy, ..., Vi1, dane sa
1 zai<u,
Vs = Ostse- s Ysm)s  Vsi=4S zau<i<v,

k+1 zav<i,

zal < s < k + 1, monokromatske i tvore kombinatorni pravac. O
Sada imamo sve potrebno za skicu dokaza Hales-Jewettovog teorema.
Skica dokaza Hales-Jewettovog teorema. Definiramo dvije tvrdnje ovisne o parametru k:

e HJ(k): Za sve r postoji N’ = HJ(k,r), takav da za N > N’, ako r-obojimo [k]", on
sadrzi monokromatski pravac.

e LHJ(k): Za sve r,m postoji M’ = LHJ(k,r,m), takav da za M > M’, ako r-obojimo
[k + 11, postoji slojevit m-dimenzionalan potprostor.

Tvrdnja se dokazuje indukcijom po k. Pokazuje se da vrijedi
1. HJ(k) = LHJ(k)
2. LHJ(k) => HJ(k+1)

Prvo se pokazuje HJ(2,r) = r.

Za dokazati prvu tvrdnju radimo unutarnju indukciju po parametru m za sve parametre
r istovremeno. Prvo se pokaZe da moZemo staviti LHJ(k,r,1) = HJ(k, r). Nakon toga, uz
pretpostavku da tvrdnja vrijedi za m i oznake [ = LHJ(k, r,m), s = r*V' ' = LHJ(k, s, 1),
stavimo LHJ(k,r,m + 1) = I’ + [. Time se pokazuje da tvrdnja vrijedi za m + 1.
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Druga tvrdnja slijedi direktno iz Teorema 3.1.7, gdje za fiksni broj boja r uzmemo
r-dimenzionalan slojevit potprostor i dobivamo monokromatski pravac duljine k + 1.
Detaljan dokaz moze se pronaci u [9].

3.2 Shelahov dokaz

Prijasnji dokazi Van der Waerdenovog i Hales-Jewettovog teorema oba sadrZe dvostruku
indukciju. Kasnije ¢emo vidjeti da ako gradimo ogradu za W(k, r) ili HJ(k, r) iz nekog
od dosad pokazanih dokaza, ta ograda je jako velika. KoriStenje duple indukcije u dokazu
daje ograde koje nije moguce izraCunati jednostrukom indukcijom, odnosno, tako dobivene
ograde nisu primitivno rekurzivne. Matemati€ari su se dugo vremena pitali postoji 1i uopce
dokaz koji daje primitivno rekurzivne ograde za W(k,r) 1 HJ(k,r).

Odgovor na to pitanje je dao izraelski logic¢ar Saharon Shelah 1987. dokazom Hales-
Jewettovog teorema. Njegov dokaz daje ograde za te brojeve koje su znacajno bolje nego
one dobivene iz prijasnjih dokaza. Za razliku od prijaSnjih dokaza, Shelahov dokaz ne
koristi dvostruku indukciju. Ideja dokaza je reducirati HJ(k,r) na HJ(k — 1, r), tako da se
pronade dovoljno velik potprostor, u kojem su slova k — 1 i k na neki nacin zamjenjiva,
iz Cega tvrdnja slijedi iz pretpostavke indukcije za HJ(k — 1,r). Ograde dobivene iz tog
dokaza ¢emo diskutirati u Poglavlju 4. Prije davanja Shelahovog dokaza potrebno je uvesti
neke nove oznake.

Definicija 3.2.1. Kombinatorni pravac L C [k]" je Shelah pravac ako postoji redosli-
jed elemenata tog pravca, ly, b, ..., I, gdje je l, = (Xpu1,...,Xm), te i, J za koje vrijedi
0 <i< j<n, takvida je
k=1 zas<i,
Xps =AM zai<s< |,

k za j < s.

Definicija 3.2.2. Za tocku l = (xi,...,x,) € [k]" kaZemo da je Shelah tocka ako postoji
Shelah pravac kojem ta tocka pripada.

Koordinate Shelah tocke su zapravo sastavljene od bloka (moguce praznog) elemenata
k — 1, nakon toga slijedi neprazan konstantan blok i na kraju je blok (moguce prazan)
elemenata k. PrimjeCujemo da je Shelah tocka odredena s parametrima i, j, m, gdje su
0<i< j<ntel <m <k, stoga postoji najvise (";l)k Shelah tocaka unutar [k]".

Definicija 3.2.3. Neka su dani n,,...,n, stavimo n = ny + ... + ny i promotrimo [k]" kao
[k]" x [k]™ X ... X [k]". Za 1l < j < sidanen,,...,n, neka je L; Shelah pravac u [k]".
Kartezijev produkt Ly X L, X ... X L; nazivamo Shelah s-prostor od [k]".
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Sag: L X...xX Ly — [k]® oznaCavamo kanonski izomorfizam koji je dan sa ¢(§) =
aj ...a,, gdje je a; vrijednost aktivnih koordinata u bloku koordinata koji odgovara i-tom
Shelah pravcu.

Definicija 3.2.4. Za tocke X = (x1,...,x5) i Y = (y1,...,Y5), pri Cemu su X,Y € [k]’,
kaZemo da su bliske, ako postoji tocno jedan i € [s] za koji vrijedi {x;,y;} = {k — 1,k} te
X;j=yjzaj#i

Definicija 3.2.5. Za bojenje x od [k]° kazemo da je fliptop, ako svake dvije bliske tocke
imaju istu boju.

Definicija 3.2.6. Neka je L, X ... X Lg Shelah s-prostor sa kanonskim izomorfizmom ¢ :
Ly X...X Ly — [k]*. Za bojenje y od Ly X ... X Lg kazemo da je fliptop ako je bojenje x’
od [k)* dano sa x'(P) = x[¢~'(P)] fliptop. Posebno, bojenje Shelah pravca je fliptop ako
su zadnja i predzadnja tocka pravca iste boje.

Sada imamo svu potrebnu notaciju kako bi mogli izreci teoreme 1 leme potrebne za
Shelahov dokaz Hales-Jewettovog teorema.

Lema 3.2.7. Za proizvoljne n, ¢, takve da je n > c, za svako c-bojenje od [k]" postoji fliptop
Shelah pravac.

Dokaz. Za 0 < i < n definiramo P; € [k]" kao n-torku u kojoj prvih i koordinata ima
vrijednost k—1, dok preostale imaju vrijednost k. Sada zbog n+1 > ¢ prema Dirichletovom
principu slijedi da postoje 0 < i < j < n, takvi da su P; i P; iste boje. To su zadnje dvije

tocke Shelah pravca [y, ..., [; definiranog sa

k-1 zas<i,

Lys =3m zai< s <,
k za j < s.
Zato Sto su P; 1 P; iste boje slijedi da je taj Shelah pravac fliptop. O

Sljedeci teorem je temelj Shelahovog dokaza Hales-Jewettovog teorema. On govori da
za fiksni konacni broj boja postoji dovoljno velik n, takav da u svakom bojenju od [k]"
postoji fliptop Shelah s-prostor.

Teorem 3.2.8. Neka su r, s, k prirodni brojevi. Definiramo ny, . ..,n, kao

s—1
ny = I"k .

ny, = r(nlzﬂ)ks_]’
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opcenito, za odredene ny, . .., n; definiramo
A = l_[ nj+1 ks_l
CLIN 2
J<t

pa pomocu toga definiramo
n;yq :rA",ISi<s.

Stavimo n = ny + ... + n,. Tada za proizvoljno r-bojenje y od [k]" postoji fliptop Shelah
s-prostor.

Prije samog dokaza, pokazimo ideju teorema za r = s = 2 te k = 3. Definirani su
n = 8,n, = 2% 5 = 8+ 2% te neka je y proizvoljno 2-bojenje od [3]". Ovdje [3]"
promatramo kao [3]® x (312", pri ¢emu njegove elemente oznaCavamo sa x,y, gdje je
x €31y e [3]*". Stvorimo relaciju ekvivalencije nad [3]*", tako da y i y’ pripadaju
istoj klasi ekvivalencije, ako je y(x,y) = x(x,y’) za sve Shelah toc¢ke x € [3]®. Tih to¢aka je
najvise (g) -3 = 108, odnosno ima najvise 2'% klasa ekvivalencija, koje se mogu smatrati

klasama boja 2!%-bojenja od [3]2"". Prema prethodnom teoremu sad postoji fliptop Shelah
pravac L, € [312". Na isti natin stvaramo relaciju ekvivalencije nad [3]®, ali umjesto
razmatranja svih Shelah tocki u [312"", razmatramo samo 3 tocke iz L. Stoga ima najvise
2% = 8 klasa ekvivalencije nad [3]®, iz ega, prema prethodnom teoremu, dobivamo fliptop
Shelah pravac L; u [3]®. Sada iz definicija danih klasa ekvivalencije vidimo da je L; X L,
trazeni fliptop Shelah 2-prostor.

Dokaz. [k]" poistovjeCujemo sa [k]™ X ... X [k]™ 1 toCku y € [k]" zapisujemo kao y =
Yi,...,Ys gdje je y; € [k]". Definiramo relaciju ekvivalencije = na [k]™ sa

ys =y, ako i samo ako x(¥1, -« -, Ys-1,¥s) =X V15 - s Vso15V5)

za sve Shelah tocke yy,...,y,_1, gdje je y; € [k]" zasvei < s

Postoji najvise (”f; ])k Shelah tocaka u [k]", 1 < j < s, prema napomeni nakon definicije

Shelah pravca. Stoga postoji najvie A,_; izbora y, ¥, ..., s i najvise n, = ' klasa
ekvivalencije. Ako relaciju ekvivalencije gledamo kao bojenje, zapravo imamo n,-bojenje
X od [k]". Prema prethodnoj lemi, postoji fliptop Shelah pravac L, C [k]"™ pod bojenjem j.

Sad koristimo obrnutu indukciju da dokaZzemo postojanje Shelah pravca L; C [k]" za
1 < i < s, koji je fliptop pod bojenjem definiranim relacijom ekvivalencije slicnom kao
za n,. Pretpostavimo da su pronadeni takvi Shelah pravci Ly, Ly_1, ..., Li;. Definiramo tu
relaciju ekvivalencije = na [k]™ kao

)’i = y,, akOisamO akoX(yl’-' '9yi—17yi7zl‘+la"'azs) :X(yl?" '9yi—19yl,"zi+1""’zs)
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za sve Shelah tocke yy,...,yi-1, gdje je y; € [k]", za sve j < i, te sve moguce z;,; €
Lit1,...,2, € Ly. Kao $to smo napomenuli postoji najvise ("f; l)k izbora za y;, 1 <
J < i. Uzto, zasvaki j, i+ 1 < j < s, postoji k izbora za z;, zato Sto su pravci
Lit1, ..., L, veC odredeni. Iz toga zakljuCujemo da ukupno postoji najviSe A,_; izbora za
Vis-eosViclsZisls- - -»2s. Stoga postoji najvisSe n; = r#-! klasa ekvivalencije. Ovdje opet
mozemo relaciju ekvivalencije = promatrati kao n;-bojenje y od [k]™. Primjenom pret-
hodne leme dobivamo postojanje Shelah pravca L; C [k]" koji je fliptop pod .

Tvrdimo da je L; X ... X L, traZeni fliptop Shelah s-prostor. Uzmimo proizvoljni i,
1 <i < s, 1fiksirajmo ga. Neka su y; 1 y; zadnje dvije toCke od L;. Zbog toga Sto je Shelah

pravac L; C [k]™ fliptop, pod odgovaraju¢im bojenjem j, slijedi da je

X()’l’- --’Yi—l’)’i’ZiH,-- '9ZS) :X()’l’- --’yi—l’y;7zi+la""z.¥)

za sve Shelah tocke yi,...,yi-1, gdje je y; € [k]" za sve j < i, te sve moguce z;,; €
Lii,...,zs € L. ToCke zj € Lj, 1 < j < i, su takoder Shelah toCke. Stoga vrijedi

X(Zl9 oo ,Zi—l,)’i, Titls - 9ZS) :X(Zl9 L ,Zi—l,y;’ZiH, L ’ZS)
zasvez; € Lj, 1 < j<s, j#i. Sadazbog proizvoljnosti i slijedi tvrdnja. O

Lema 3.2.9. Neka je s = HJ(k — 1,r) takav da za svako r-bojenje od [k — 1]° postoji
monokromatski pravac. Tada za svako fliptop r-bojenje od [k]|* postoji monokromatski
pravac.

Dokaz. Neka je dano neko fliptop r-bojenje od [k]°. Ograni¢imo domenu bojenja na [k —
1]° C [k]®. Tada prema izboru s postoji monokromatski pravac /y,. .., [,_;. Neka je [; tocka
u [k]® dobivena tako da sve koordinate koje nisu konstantne u danom pravcu postavimo na
k. Tadaje [y, ..., L1, [, pravac u [k]°. Tocka [, moZe se dobiti iz [;_; tako da promijenimo
podskup koordinata iz k — 1 u k. Svaka promjena neke koordinate iz kK — 1 u k ne utjece
na boju tocke pa onda konacan niz promjena koordinata iz k — 1 u k takoder ne utjece na
boju tocke. Stoga mozemo zakljuciti da /;_; 1 /; imaju istu boju. Posto /y,..., [, imaju
istu boju, slijedi da je pravac /i, ..., [;_1, [ u [k]* monokromatski za dano bojenje. O

Sada ¢emo ponovno dokazati Hales-Jewettov teorem, iskazan isto kao u 3.1.3, pomocu
Shelahovog dokaza.

Shelahov dokaz Hales-Jewettovog teorema. Uzmimo proizvoljni r i fiksirajmo ga. Radimo
indukciju po parametru k. Trivijalno se vidi HJ(1,r) = 1. Pretpostavimo da postoji s =
HJ(k — 1,r). Neka je n dan kao u teoremu 3.2.8. Za zadano r-bojenje y od [k]" postoji
fliptop Shelah s-prostor L; X ... X L;. To bojenje inducira bojenje y’ od [k]® zadano sa
Y') = x(¢™'(y)), gdje je ¢ : Ly X ...x Ly — [k]® kanonski izomorfizam. Tada je y’ fliptop
bojenje od [k]* 1 prema prethodnoj lemi postoji monokromatski pravac L C [k]*. Tada je
¢ N(L) Cc Ly x ...x Lg pravac u [k]" koji je takoder monokromatski. O



Poglavlje 4
Ograde za funkcije W(k,r)i HJ(k, r)

Kao $to je ranije spomenuto, vaznost Shelahovog dokaza je u tome $to s njime dobivamo
bolju gornju ogradu za funkciju HJ(k,r). Mnogi matematicari kroz povijest su nagadali
da je Hales-Jewettova funkcija takva da ju nije moguce definirati bez dvostruke indukcije.
U prvom izdanju [9] navedeno je da upravo to nagadaju i kako vjeruju da bi u buduénosti
matematicki logi¢ari mogli do¢i do dokaza te tvrdnje. U drugom izdanju, navedenom u
izvorima, govore kako su se iznenadili da je matematicki logicar uspio dati dokaz Hales-
Jewettovog teorema koji opovrgava tu slutnju te koristi kombinatorne argumente u dokazu.

Funkcije ograde koje dobijemo iz dokaza koji koriste dvostruku indukciju, za Van der
Waerdenov teorem i Hales-Jewettov teorem, rastu ekstremno brzo, Sto ¢e se vidjeti po
ogradama dobivenima u ovom odjeljku. Za iskazati te gornje ograde uvest ¢emo posebni
niz funkcija koje su logicari uveli za baratanje s funkcijama rapidnog rasta. Ovdje nam
W(k, r) oznaCava najmanji n takav da za proizvoljno r-bojenje [n] postoji monokromatski
niz duljine k. Sli¢no tome, HJ(k, r) oznaCava najmanji n takav da za proizvoljno r-bojenje
[k]" postoji monokromatski kombinatorni pravac.

U prvom potpoglavlju uvodimo spomenuti niz funkcija, koji nazivamo Ackermannova
hijerarhija. To je niz funkcija fi, f>, . . ., ¢ijja domena 1 kodomena su skup prirodnih brojeva.
Iskazat ¢emo nekoliko varijacija definicije tih funkcija koje su sve medusobno ekvivalentne
1 pokusSati docarati ekstremnu brzinu rasta tih funkcija.

U drugom potpoglavlju iznosimo ograde za W(k, r) dobivene iz standardnog dokaza
Van der Waerdenovog teorema. Nakon toga ¢emo iskazati ograde koje dobivamo pomocu
Shelahovog dokaza Hales-Jewettovog teorema za 2-bojenja.

U treCem potpoglavlju iznosimo nedavni rezultat Davida Conlona, iz [1], za gornju
ogradu vrijednosti HJ(3, r), koja je mnogo jaca nego prije iznesene ograde.

U Cetvrtom potpoglavlju iznosimo poznati rezultat za donju ogradu W(p + 1, 2), gdje je
p prost. Nakon toga opisujemo nedavni rezultat o donjim ogradama Van der Waerdenovih
brojeva, koji je prvo pokazao Ben Green i kasnije poboljSao Zach Hunter.

23
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4.1 Ackermannova hijerarhija

Ackermannova hijerarhija, poznata ponekad kao Grzegorczykova hijerarhija, je niz funk-
cija fi, f,... kojima su domena i kodomena skup prirodnih brojeva. Prvu funkciju, fi,
zovemo DOUBLE 1 definirana je kao

fi(x) = DOUBLE(x) = 2x.
Drugu funkciju, f5, zovemo EXPONENT 1i definirana je kao
f(x) = EXPONENT (x) = 2.

Iz ove dvije definicije vidimo da vrijednost f>(x) moZemo dobiti tako da krenemo s brojem

1 1 x puta primijenimo f;. Funkciju f; jo§ zovemo TOWER i nju dobivamo na isti nacin,

ali iz funkcije EXPONENT, krenemo od broja 1 i primijenimo EXPONENT na to x puta.
2

TOWER(x) mozemo zapisati kao 22" , odnosno to je toranj od x dvojki, Sto opravdava ime
funkcije. Uvedimo oznaku f® za funkciju f primijenjenu x puta. Opéenito, f;,; moZemo
zapisati kao

fir1(x) = £1).

fi+1 moZemo definirati 1 na induktivan nacin
Jin(1) =2,
finx+ 1) = fil i (0)].

Primijetimo da je takva definicija zapravo dvostruka indukcija. Prva indukcija je indukcija
po parametru i, pretpostavljamo postojanje funkcije f; za definiciju f;,;. Druga indukcija
je indukcija po parametru x, gdje pretpostavljamo da je definirano f;,(x).

Da se docara koliko te funkcije brzo rastu, vrijednost f3(3) = 16, dok je vrijednost
f3(4) = 2'° = 65536, a f3(5) = 263, §to je broj s gotovo 20000 znamenki. Broj f3(6) je
broj s (log,, 2) f3(5) znamenki, Sto je stravicno veliko. Funkciju f; se ponekad naziva WOW
funkcija. To ime dolazi od reakcije ,,wow” kada netko promatra vrijednosti te funkcije, veé
f3(4) je toranj dvojki veli¢ine 65536.

Iz definicije hijerarhije se vidi da je funkcija g primitivno rekurzivna, ako postoje
n,xo € N takvi da vrijedi g(x) < f,(x), za svaki x > xy. Za definiciju samo jedne f,,
za fiksni n, nam nije potrebna indukcija po parametru i, iz ¢ega slijedi da se vrijednosti f,
mogu izracunati obi¢nom ,.for” petljom. Posto je g(x) > f,(x) za kona¢no mnogo toc¢aka,
mozZemo vrijednosti funkcije g takoder izraCunati obi¢nom ,.for” petljom.

Primijetimo, nesluzbeno, koliko prostora ima kad se barata s tim funkcijama. Primje-
nom funkcije f; na fi;1(x) dobivamo f;;;(x + 1), Sto je opet vrijednost funkcije fi;;. Sa
sljedecom lemom ¢emo pokazati da na isti na¢in moZemo primijeniti funkciju f;, za j < i,
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na f;,1(x) 1 opet dobiti vrijednost manju ili jednaku f;.;(x + 1). Time zapravo vidimo
da moZemo vrijednost funkcije f;, za dovoljno velik i, mnoZiti s 2, uzimati kao ekspo-
nent funkcije 2%, Cak napraviti toranj visine f;(x) i opet dobiti vrijednost manju ili jednaku

filx+1).
Teorem 4.1.1. Funkcije f;(x) su monotone po parametru x i po parametru i.

Dokaz. Pokazat cemo neSto jacu tvrdnju za parametar x, a to je da su funkcije strogo
rastuce po x. Trivijalno je fi(x) = 2x strogo rastuca funkcija. Pretpostavimo da je f; strogo
rastu¢a po x. Tada je fi,;(x + 1) = fi[fis1(x)] > fir1(x) zbog stroge monotonosti funkcije
fi.

Zasvakii € N vrijedi da je f;(1) = 2, paje niz fi(1), f2(1), ... monoton. Pretpostavimo
da je fi(y) monotono po parametru i za svaki y < x. Tada je fi,(x + 1) = fi[fi1(X)] =
fili0] = fiCx) > fi(x + 1), gdje prva nejednakost slijedi iz pretpostavke indukcije, a
zadnja zbog monotonosti f;. O

Dijagonalizacijom se moze doci do jos brze rastuce funkcije koju nazivamo Ackerman-
nova funkcija i oznacavamo s f,, ili ACKERMANN 1 definiramo kao

£,(x) = ACKERMANN(x) = f.(x).

Za proizvoljni n i za svaki x > n je ACKERMANN(x) = fi«(x) > f,(x). Odnosno, Ac-
kermannova funkcija raste brze nego bilo koja funkcija f,,. Logicari su uspjeli dokazati
da Ackermannova funkcija raste brze nego bilo koja primitivno rekurzivna funkcija, Sto
zapravo znaci da je dupla indukcija nuZna za definiciju Ackermannove funkcije.

4.2 Ograde iz dokaza HJ i VDW

Oznacimo s W;(r) vrijednost W(k, r) koju dobijemo iz originalnog dokaza Van der Wa-
erdenovog teorema, s nizovima fokusiranim bojom iz 2. poglavlja, za r boja i duljinu
aritmetickog niza k.

Pokazat ¢emo da taj dokaz Van der Waerdenovog teorema i originalan dokaz Hales-
Jewettovog teorema daju ograde za W;(2) koje nisu primitivno rekurzivne, dok su ograde
dobivene iz Shelahovog dokaza dane u terminima f; i one su primitivno rekurzivne.

Prate¢i originalan dokaz Van der Waerdenovog teorema ¢emo dobit neke ograde za te
funkcije. 1z navedenog dokaza moZemo za fiksni broj boja r 1 traZenu duljinu aritmetickog
niza k uz ve¢ poznati W;_,(r) definirati niz

¢ =2Wia(r) -1

Civ1 = QWi (r) = De;.
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Prema dokazu zakljuCujemo da je Wy(r) = ¢,. Ovaj niz koristimo kako bismo dobili odgo-
varajuce ograde.

Lema 4.2.1. Za r > 2 vrijedi
fr+1) < Ws(r) < 53r—1).
Dokaz. Ocito vrijedi W(2,r) = r + 1. Za fiksne r, k, ranije opisani niz je stoga
c1=2r+1

civ1 = g(c;)  gdjeje g(x) = 2r + x,

pri cemu je Ws(r) = c,.

Definirajmo jos jedan niz sa d, = ¢y, di,; = 2%. Primjeéujemo da je 2* < g(x) za x > 1.
Prema tome, zbog d; = cy, vrijedi d; < ¢; zasve i > 1. Vrijedi d; > 4 = f3(2). Indukcijom
dobivamo

d; > fii+ 1),

paje Wi(r)=c, >d, > f5(r + 1).
Zbogr>2jec; > 5,zasvei > 1. Stoga za x > 5 > r zakljuCujemo

gx) < 2x'x = pxloga()+1 4 2x2+1+x <22

Sada vidimo da ¢; < f3(a) implicira ¢;;1 < f3(a+ 2). Vrijedic; =2r+1 < f5(r + 1), s jo§
puno prostora. Na kraju mozemo zakljuciti ¢, < f3(3r — 1). O

Sljedeca lema koju iznosimo govori da se zahtijevanjem dodatnog ¢lana u monokro-
matskom aritmetickom nizu ograde za W;(r), podiZu za jednu razinu vise u funkcijama
Ackermannove hijerarhije. To nam zapravo govori da za broj W;(r), dobiven u spome-
nutom dokazu Van der Waerdenovog teorema, ne postoje primitivno rekurzivne ograde.
Drugim rijeCima, ne postoje ograde za W;(r) definirane jednostrukom rekurzijom.

Lema 4.2.2. Za k > 3, r > 2 vrijedi

Jilr +1) < Wi(r) < fi(4r)

Dokaz. Rezultat dokazujemo matematickom indukcijom. Za k = 3 smo rezultat pokazali u
prethodnoj lemi. Pretpostavimo k > 4 i da rezultat vrijedi za k — 1. Dokazujemo da rezultat
onda vrijedi 1 za k. Za donju ogradu vrijedi

c1 =2Wii(r) =1 2 Wi (r) 2 fiaa(r+ 1)
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prema pretpostavci indukcije. Za svaki i vrijedi
Cir1 = Wi (r) 2 Wiei () 2 fi-1(ci + 1) 2 fiea (i)

1z Cega, indukcijom po i, slijedi _
ci > fk(’_)l(r +1).

Sada vrijedi
Wir) = ¢, > [ r+ D 2 (2, = £ = e+ D).
Za gornju ogradu imamo
c1 <2Wiei(r) £ fier(fi1(47))

prema pretpostavci indukcije i jer je fi_i(x) > 2x.

Pokazimo da vrijedi xfj(x) < 2/ za sve j, x > 3. To je ekvivalentno tvrdnji log,(xfi(x)) <
fi(x). Ali, zbog fi(x) > x, vrijedi log,(xf;(x)) < log,(fi(x) - fj(x)) = 21log,(fj(x)) < fi(x),
jerje2log,(y) <yzay > 4.

Zato §to je ¢; > r sada vrijedi

Cip1 S 2Wi (r) - i
< 2Wiei(cf) - ¢
< 2fic1(4c) - ¢
< fia(4c) - 4
< fo(fic1(4c))
< fir1(fie1 (4f))
< fir1(fis1 (fim1(c)))

zato §to je 4x* = 2¥10a¥2 < 22 < £ 1(x), za x > 4. Iz toga slijedi ¢, < k(iq_l)(4r). Na
kraju, zbog fi(r + 1) > 4r, vrijedi

Wi(r) = ¢, < fOD(flr + 1) = fildr).
|

Sljedeca lema dodatno razjasnjava intuiciju da ogradu za W;(2) nije moguce dobiti
jednostrukom indukcijom.

Lema 4.2.3. Za k > 8 vrijedi

ACKERMANN((k —2) < Wi(2) < ACKERMANN( k).
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Dokaz. Prema prethodnoj lemi i uvjetu k > 8 imamo
Wi(2) < fi(8) < fi(k) = ACKERMANN (k).
Takoder iz prethodne leme i iz definicije Ackermannove hijerarhije za donju ogradu vrijedi

Wi(2) 2 £i(3) = (1) = fii(4)
= f2) = fia(fia(d)).

Pokazimo da je f,(4) > t matematickom indukcijom. Zat = 1 je f;(4) = 8 > 1. Pretposta-
vimo da tvrdnja vrijedi za t — 1i ¢ > 2. Vrijedi £i(4) = £)(1) = fi,(fi1(4) > fi(t=1) >
2t-22>1t.

Iz te tvrdnje sad dobivamo

Wi(2) > fia(k —2) = ACKERMANN(k - 2).
O

Razmotrimo sada ograde koje se dobivaju iz Shelahovog dokaza za Hales-Jewettov
teorem, iz poglavlja 3, za 2 boje. Tvrdimo da su te ograde puno manje nego one iznesene
u prethodnim lemama. Neka je S (k) broj n dobiven iz Shelahovog dokaza takav da svako
2-bojenje od [k]" sadrZi monokromatski pravac. Dakle, W(k, 2) < k-S (k). S (k) je definiran
rekurzivno. Stavimo S (1) = 11 pretpostavimo da je S (k—1) = s definiran. Sada definiramo,
kao u dokazu,

ny = ZkH

tezal <i<sje
A
Nis1 = 2

)

j<i

gdje je

A; = S

Na kraju stavimo S(k) =n =n; +... + n,.

Teorem 4.2.4. Za k > 3 vrijedi

Ja(k) < S (k) < falk + 1).

Dokaz. Prvo pokazujemo rezultat za donju ogradu pomocu indukcije. Za k = 3 se rezultat
direktno provjeri, jer je S(1) = 1,§2) = 2iS3) = 8 +2!% ¢ £(3) = 22— 216,
Pretpostavimo da donja ograda vrijedi za k — 1 te neka je s = S(k — 1) i ny,...,n su
definirani. Vrijedi ny > 2 = TOWER(1), zato §to je s > 1. Iz definicije A; je oCito A; > n;,
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zasve | <i < s, pastogan; > 2". Sada indukcijom po i dobivamo n; > TOWER(i), za
1 <i<s. Sada imamo

S(k) > ny, > TOWER(s) > TOWER(fa(k — 1)) = fa(k).

Za gornju ogradu ¢emo dokazati jacu hipotezu, S (k) < fi(k + 1)/6. To dokazujemo
indukcijom po parametru k. Za k = 3 tvrdnja vrijedi direktnom provjerom, jer je f4(4)
toranj visine 2'6, a §(3) = 8 + 2!%, Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za k — 1. Vrijedi

s—1 s
n =28 <s* < TOWER(s).
Za svaki i, moZemo k i sve n;, j < i, ograniCiti s n; i tako dobivamo
Ai < nlsans < ni3ni < 22!11'.

Sada vidimo daizn; < TOWER(a) slijedi n;;; < TOWER(a+3)izatojen, < TOWER(s+
3(s— 1)) = TOWER(4s — 3). 1z toga slijedi

Sk)y=nm +...+n,<sn; <2 <TOWER(4s - 2).
Prema pretpostavci indukcije je s < f4(k)/6, stoga je 45 — 2 < fi(k) — 1 iz Cega slijedi

S(k) S TOWER(fs(k) — 1) = logr(fa(k + 1)) < fa(k + 1)/6.

4.3 Gornjaogradaza HJ(3,r)

Dani rezultat predstavio je David Conlon u ¢lanku [1] objavljenom 2022. godine. Dobi-
vena ograda je duplo eksponencijalna funkcija, Sto je bolje nego ograda klase TOWER,
zbog Cega je bolja nego ograda klase WOW dobivena iz Shelahovog dokaza. Primijetimo
da je kod ograde iz Shelahovog dokaza broj boja jednak 2, a parametar k, broj elemenata u
jednoj dimenziji kocke, proizvoljan. Za razliku od toga, ovdje je broj elemenata u jednoj
dimenziji kocke fiksan i jednak 3, dok je broj boja proizvoljan.

Teorem 4.3.1. Postoji pozitivna konstanta c takva da vrijedi
HJ(3,r) <2%.

Dokaz. Uzmimo 7 zasad kao proizvoljan, ali fiksiran, prirodni broj. Definiramo brojeve n;,
I<j<tkaon;= % i stavimo sj=ni+...+n;. Nekajen = s,1y proizvoljno r-bojenje
od [3]". Pokazat ¢emo indukcijom unatrag po j, pocevsiod j = t, sve do j = 0, da za svaki
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J postoje funkcije f; : [3]% — (Oug’k]), za sve k > j, takve da za proizvoljnu rije¢ w duljine
s, uz oznake fi(w) = {pr.1, Pr2}. gdje je pr1 < pro, zasve k > j, vrijedi sljedece:
Zasvel> jiapyy,...,a; € [3], dvije rije¢i v; = vi(l; a4, ... ,a,),1 = 1,2, imaju istu boju.
Pri tome je

vi=wll...122...2...11...122...2...11...1aa,...a,22...2.
—— — —— ~—— ———

Pj+12  Njr1—Pj+12 Pui n—=pii Pr,1 Di2=Pi1 n=pr2

Preciznije, v; je jednak w prvih s; znakova. Za j < k < [, interval [s;_; + 1, s¢] se sastoji od
Pk jedinica koje slijedi ny, — py» dvojki. Interval [s;-; + 1, s;] se sastoji od p;; jedinica te
n; — p;; dvojki nakon toga. Primijetimo da je to jedino koriStenje varijable i u definiciji v;.
Zal < k < tseinterval [s;—; + 1, s¢] sastoji od py; jedinica nakon kojih slijedi pyr — pi
kopija od gy te ny — py» dvojki na kraju.

U tvrdnji za j = t se nema $to dokazivati. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za j + 1.
Tada su za svaku rije¢ w’ duljine s, definirani f;,,(w’),..., fi(w’). Neka je w proizvoljna
rijeC duljine s;. Za svaki 0 < g < nj;; definiramo

w(g) =wll...122...2
———
q njy1—q

i oznaCimo fr(w(q)) = {pr1(q), Pr2(q)}~, za sve k > j+ 1. Za proizvoljne aj.», ..., a; € [3]
definiramo

w(q;ajo,...,a) =w(@)ll...lajraj,...a, 22...2 ... 11...1aa,...a,22...2.
Pi21@) o (@)-peai(q) 2 Pi22(@) Pei(@)  pa(g)-pri(g) M—Pr2(q)

Preciznije, w(q; ajsa, . .., a;) je jednak w(q) prvih s;,; znakova. Za j+ 1 < k < t se interval
[sk—1 + 1, s¢] sastoji od py1(q) jedinica, nakon Cega slijedi pi2(q) — pr.1(g) kopija od a; te
na kraju ny — px2(gq) dvojki.

Sada definiramo bojenje x.; u kojemu za svaki 0 < g < nj,; rije¢i w(q) pridruZzujemo
boju y j.1(w(q)) definiranu kao

[ Aw@yx ] xov@as,....an.

k=j+2 Aj12,..,0:€[3]

Primijetimo da je ukupan broj boja

t
n; + 1 3i-j-1 2 3i-j-1
n( ) )Xr S (Mjgp-on)r .

k=j+2
Posto vrijedi

t—j-1 t—j-2 qi—j-3 1,60 t—j—1 2 qt—j—-1_ t—j-1 1—j—1
21’3 — (1’6 +6 +...+6" +6 )27'3 — 1’5(6 1)+3 < 1’6

(Mjy2 - -~ 1y) = Njs1
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prema Dirichletovom principu slijedi da postoje pj.i1, Pj+12, 0 < pjsi1 < Pjr12 < nji1,
izbori za g takvi da je x j, i (W(pji1,1) = X js1(W(Pjs1.2)).

Sada tvrdimo da funkcije fi.1 (W) = {pjs1.1, Pjs12} 1 fiw) = filw(pjs1,1) = filw(pjs12)),
za j+ 1 < k < t zadovoljavaju traZene uvjete zadani j. Zal = j+ 1, v(j + l;a;.2,...,a,)
zai = 1,2, poprimaju istu boju zato Sto je vi(j + 1;aj42,...,a) = W(pjs1,i3Qjiz, ..., a;), @
vrijedi da su oni iste boje jer je x j+1(W(pj1.1)) = X j+1(W(Pj+12)). Zal > j+ 1 primijetimo
dajevi(l;an,...,a,)istikao vi(l;an, ..., a,), koji je definiran na isti nacin, ali s pocetnom
rijeCi w(pjs12) 1 bez prvih nj,; znakova koji se nalaze nakon ulazne rijeCi zato da izlazna
rije¢ ima n znakova. Prema pretpostavci indukcije, za svaki [ > j+ 11 apy,...,a; € [3],
rijeCivi(l; aj, - .., a,), i = 1,2, poprimaju istu boju. Time smo dokazali korak indukcije.

Nastavimo li indukciju do j = 0, uz oznaku € za praznu rijec, koja je 1 jedina rijec u
[3]* = [3]° za 1 < k < t dobivamo brojeve py; i pr2, 0 < pr1 < pr2 < m gdje je
{Pr1> Pr2) = file), za fi,. .., f;, funkcije koje zadovoljavaju traZzene uvjete za j = 0. Za te
brojeve vrijedi:

ZasvakiO <l <tiap,...,a €3], dvijerijeci v; = vi(l;as1,...,a,), i = 1,2, imaju istu
boju, gdje je

vi=11...122...2...11...122...2...11... 1a,a;...a,22...2.

— &S e el S L S e S
P12 ni—=pi2 PLi n=pLi Pl Di2—Pi1 n=pr2

Preciznije, za 1 < k < [, interval [s;_; + 1, ;] ima py, jedinica i ny — py» dvojki nakon toga.
Interval [s,-; + 1, s;] sadrZi p;; jedinica i n; — p;; dvojki nakon toga. Za / < k < t, interval
[sx—1 + 1, s¢] ima prvo py; jedinica, nakon toga pi» — pr.1 kopija od a; 1 na kraju ny, — py»
dvojki.

Primijetimo da su za proizvoljne ay, ..., a, € [3], dvije rijeci v;(0;ay,...,a,), i = 1,2,
identi¢ne, odnosno nezavisne o i. Da pronademo traZeni monokromatski pravac, uzmimo
t = r i razmotrimo rijeci v(g) = v(0; 1,1,...,1,3,3,...,3), gdje su parametri ¢ jedinica i
r — g trojki za neki 0 < g < r. Prema Dirichletovom principu postoje g; i ¢,, takvi da je
q1 < q2, za koje vrijedi y(v(q1)) = x(v(g2)). Sada imamo

x(V(q2) = x(v2(q2;3,3,...,3))
=x(i1(q2;3,3,...,3))
=xy(va(g—1;2,3,3,...,3))

:X(Vz(ql + 1;2’2,"',2’3’3,"',3))
=xyni(q +1;2,2,...,2,3,3,...,3))

gdje je uvijek r — g, trojki na kraju. Uzastopne jednakosti vrijede zbog redom identi¢nosti
rijeci te primjene gornje napomene. Lako je vidjeti da vrijedi

vilg1 +1;2,2,...,2,3,3,...,3) =v(0; 1,1,...,1,2,2,...,2,3,3,...,3),
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gdje u parametrima od v ima ¢; jedinica, nakon ¢ega je g, —¢q,; dvojki te na kraju r—g, trojki.
Sada zajedno sa v(q;) i v(g»), u kojima su dvojke iz parametara zamijenjene s trojkama,
odnosno jedinicama, dobijemo monokromatski pravac. O

4.4 Donje ograde za Van der Waerdenove brojeve

Dosad smo dali donju ogradu samo za funkciju Wy(r), §to je vrijednost W(k, r) dobivena iz
originalnog dokaza za Van der Waerdenov teorem. To nije donja ograda za W(k, r), zato Sto
W(k, r) oznaCava minimalni » takav da u svakom r-bojenju od [n] postoji monokromatski
aritmeticki niz duljine k, dok W;(r) nije nuzno minimalni takav n.

U ovom potpoglavlju prvo ¢emo promotriti jednu od najstarijih 1 najpoznatijih donjih
ograda za funkciju W(k,2). Tu ogradu dao je Berlekamp svojim radom iz 1968. godine.
Preko 50 godina to je jedna od najboljih donjih ograda za W(k, 2).

Teorem 4.4.1. Za prost broj p vrijedi W(p + 1,2) > p2P.

Dokaz. Ovdje ¢emo pokazati nesto slabiji rezultat, koji tvrdi W(p + 1,2) > p(2? — 1). Sa
GF(27), standardno, oznacavamo konacno polje s 27 elemenata. Fiksirajmo @ € GF(27),
takav da je @ primitivan, odnosno, @ generira ciklicku multiplikativohu grupu GF(27)*.
Fiksiramo bazu vy, vs,...,v, od GF(2”7) nad Z,. Za cijeli broj j definiramo

a’ =a1jv1 +axjva + ...+ apivy, Cll‘jGZQ.

Sada definiramo
Co={j:a;;=0,1<j<p2" -1},

Ci={j:a;;=11<j<p2’ -1}

Tvrdimo da je 2-bojenje, u kojem su Cy i C; dvije klase boja, traZeno 2-bojenje koje ne
sadrzi monokromatski aritmeti¢ki niz duljine p + 1. Pretpostavimo suprotno i neka je
{a,a+b,a+2b,...,a+ pb} C Ci, k =0ili 1. Definiramo 8 = a“, y = a’. Poto vrijedi
1 <a<a+pb< p2P—1),slijedi b < 27 — 1, zbog ega y # 1. Tada imamo p + 1
elemenata iz GF(27), B, By, ..., By”, koji svi imaju istu prvu koordinatu, kad su zapisani
kao vektori.

1. k = 0. Tada je B8, By, ..., By" ! niz p vektora iz (p — 1)-dimenzionalnog prostora,
posto svi imaju prvu koordinatu jednaku O pa su stoga medusobno zavisni. ToCnije,
postoje ag, ai, .. .,a,-1 € Z,, od kojih barem jedan nije jednak 0, takvi da vrijedi

p-1

2 a(Br)=o,

=l
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iz Cega slijedi
p-1

Z ary' = 0.

Vrijedi y € GF(27), ¥y # 0,1, a ekstenzija polja GF'(2) generirana elementom vy je
GF(27) pa ima dimenziju p, iz ¢ega dobivamo kontradikciju.

2. k =1. Ovdje B8, By, ..., By’ imaju prvu koordinatu jednaku 1. U ovom slucaju su
Bly—=1), B(y*=1),..., B(y" — 1) vektori u (p — 1)-dimenzionalnom prostoru. Stoga
postoje ay, ..., a, € Z,, pri Cemu barem jedan a; nije 0, takvi da vrijedi

a; (ﬁ (7i - 1)) =0.

Dijeljenjem sa S(y — 1) dobivamo kontradikciju na isti nacin kao u slucaju k = 0.

14
i=1

O

Zbog toga Sto je funkcija W(k, 2) rastuca po parametru k, ocito je da ovime dobivamo 1
ogradu kada k nije nuzno jednak p + 1, za prosti broj p.

Ta ograda bila je najbolja donja ograda vezana uz Van der Waerdenove brojeve, do
2022., kada je Ben Green izdao rad [3] u kojem daje novu donju ogradu za 2-bojne Van
der Waerdenove brojeve w(3, k), k > 3.

Definicija 4.4.2. 2-bojni Van der Waerdenov broj, u oznaci w(a, b), oznacava minimalni
N, takav da svako plavo — crveno bojenje od [N, sadrZi ili plavi aritmeticki niz duljine a
ili crveni aritmeticki niz duljine b.

Teorem 4.4.3. Postoji plavo — crveno bojenje od [N] bez plavih aritmetickih nizova du-
ljine 3 i bez crvenih aritmetic¢kih nizova duljine €12V yiloglog M - [ toga slijedi ograda

.. o 1/3
W(3,K) = K9, gdje je bo(k) = ¢ (et ) "

Devet mjeseci nakon Sto je Greenov rad postao javan, Zachary Hunter je u [4] pojed-
nostavnio neke dijelove dokaza te poboljSao ogradu.

U ovom radu ne¢emo prikazivati potpuni dokaz tih tvrdnji, ve¢ ¢emo pokazati ideje tih
dokaza te neformalno objasniti u ¢emu se one razlikuju i zasto funkcioniraju. Prije nego
pocnemo objaSnjavati ideje oba dokaza, iskazujemo Hunterov rezultat.

Definicija 4.4.4. Funkcija f(N) oznacava najmanji k, takav da je w(3,k) > N. Drugim
rijecima, f(N) je najmanji broj za koji postoji plavo — crveno bojenje od [N] bez plavog
aritmetickog niza duljine 3 i bez crvenog aritmetickog niza duljine f(N).
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Teorem 4.4.5. Vrijedi w(3,k) > k"®, gdje je b(k) = l(f;l)f;k’ gdje je ¢ > 0 konstanta.

Drugim rijecima, vrijedi f(N) < eC0oeN"*oglogM' 20y ponsrantu C > 0.

Neformalno ¢emo objasniti ideje konstrukcija, njihove razlike te zasto one rade, prateci
objasnjenja iz [4]. Hunter u tom radu objasnjava konstrukcije za fiksni N 1 gledajuci gornju
ogradu za f(N).

Glavna ideja konstrukcije, u oba dokaza, je da d-dimenzionalna sfera ne sadrzi 3 koli-
nearne tocke. U oba dokaza, odabere se dimenzija D i razmatra se D-dimenzionalni torus,
TP = RP/ZP. Za neki 0 € TP i plavo — crveno bojenje f : T? — {Plava, Crvena},
moZemo dobiti bojenje F' = Fyy od [N], tako da povezemo n € [N] sa 6n € TP i stavimo
F(n) = f(6n). Cilj obje konstrukcije je dobiti bojenje torusa, iz ¢ega na opisani nacin
dobijemo bojenje od [N].

U Greenovom radu se prvo fiksira ,.dobro distribuirani” skup to¢aka xi, ..., xy € T?.
Ako tocke biramo nasumiéno iz T?, velika je $ansa da dodemo do takvog skupa. Nakon
toga kreiramo bojenje f od TP, takvo da je

£ Plava) = | ) (xi + ),

i€[M]

pri ¢emu je A projekcija nasumicnog tankog elipti€kog vijenca, s malim radijusom, na T?.
Preostale tocke torusa su crvene. Na kraju, odaberemo nasumicni 6 € T? i obojimo [N] sa
Ff’g.

Hunter je u svojem radu umjesto eliptickog vijenca fiksnog radijusa koristio tanke
kruzne vijence nasumic¢nih malenih radijusa. Kao u Greenovom radu, nasumi¢no oda-
beremo ,,dobro distribuirane” tocke x,...,xy € T? 18 € TP. Ovdje bojenje f od T?
napravimo nasumicno, tako da je

f_l(Plava) = U (x; + A;),

i€[M]

gdje je A; projekcija tankog kruznog vijenca, malog radijusa, na T?. Kao kod Greena,
preostale toCke torusa su crvene. Na kraju, [N] obojimo sa bojenjem Fsy. Napomenimo da
se ovdje radijusi vijenaca biraju medusobno nezavisno.

Napomenimo da debljine vijenaca, broj toCaka M te d, dimenzija torusa koji razma-
tramo, sve ovise o veli¢ini danog N.

Relativno jednostavno se pokaze da konstrukcije, s velikom vjerojatnosti, ne stvaraju
plave aritmeti¢ke nizove duljine 3. U [4] je navedeno da tanki vijenac, pri ¢emu debljina
ovisi o broju N, radijusa < 1/4 ne sadrzi aritmeticki niz duljine 3, gdje aritmetickim nizom
smatramo sliku aritmeti¢kog niza u [N] preko preslikavanja n — 6n. PoSto su srediSta
vijenaca xi, ..., Xy ,,dobro distribuirana”, s velikom vjerojatno$¢u mozemo reéi da kons-
trukcije nece sadrzavati plave aritmeticke nizove duljine 3.
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Nedostatak dugackih crvenih nizova se za Greenovu strukturu pokazuje se u 2 koraka.
Prvo, pokazuje se, posto su srediSta vijenaca ,,dobro distribuirana”, da svaki dugi niz ima
tocku blizu srediStu nekog od tih vijenaca. Nakon toga se pokazuje da postoji elipticki
vijenac, takav da svaki dugacki niz koji ima toCku vrlo blizu sredisSta tog vijenca mora
ujedno imati 1 neprazan presjek s tim vijencem. Sada svaki dugi niz mora imati neku to¢ku
koja je plava i time sprijeCimo duge crvene nizove.

U Hunterovoj strukturi se dugi crveni nizovi sprjecavaju nesto drugacije. Primijetimo
da iz ,,dobre distribuiranosti” srediSta vijenaca moZemo zakljuciti viSe. MoZemo zakljuciti
da, zato Sto je niz dugacak, ¢e postojati dosta toCaka niza blizu srediSta nekog vijenca.
Radijusi vijenaca se odabiru tako da za svaku to¢ku blizu centra vijenca postoji pozitivna
Sansa da ée biti obojena plavo. Sto je vise to¢aka blizu sredi§tima, to je manja Sansa da ni-
jedna tocka niza nece biti obojena plavo. Stoga ova konstrukcija, s velikom vjerojatnoscu,
sprjeCava duge crvene nizove.

Sprjecavanje dugih crvenih aritmetickih nizova je vrlo kompleksan problem i bio je
usko grlo za mnoge prethodne algoritme te ujedno za Greenovu metodu u odnosu na Hun-
terovu. U ovome radu ne¢emo ulaziti u detalje kako dane strukture sprjeCavaju duge crvene
aritmeticke nizove, ali ¢emo iskazati krajnje rezultate za prisustvo tih nizova.

Za pokazati da bojenje F sy nema monokromatskih aritmetickih nizova duljine X, do-
voljno je pokazati da f ne boja skup {xo, X0 +a, . .., xo+ (X — 1)a} € T? monokromatski, za
sve xp, @ € Sy = {6,26,...,N6}. Primijetimo, skup {xo, xo+a, xo+2a} moZe biti plav jedino
za jako malen @, no posto je 6 € TP odabran nasumic¢no, svi df ée biti ,,dobro distribuirani”
1 Sansa da neki od njih bude malen je vrlo niska. U dokazu se ne¢e promatrati samo xy € S,
vec xj iz puno veée domene. To ¢emo raditi zato Sto, kao $to smo napomenuli, skup Sy je
,.dobro distribuiran” pa za svaku tocku xo € T? postoji neki d6 koji mu je blizu. Iz toga
slijedi da dobiveni nizovi {xg, xo +a, ..., xo+ (X —1a}i{df,d0+«q,...,d0+ (X —1)a} nete
biti znatno razliCiti. S druge strane, domenu od @ neemo povecavati, jer mala promjena &
ima veliki utjecaj na niz.

Rezultat Greenovog rada kaZe da u njegovoj strukturi za nasumi¢no odabran 6 € T?
1 nasumi¢no odabran elipti¢ki vijenac A za definirati f, s velikom vjerojatnos¢u vrijedi
da ni za jedan a € Sy ne postoji xy € T? takav da je niz {xo, xo + @, ..., xo + (X — Da}
monokromatski crven pod f, pri ¢emu je X = NOU/ VD),

Hunter u svom dokazu pokazuje da za nasumi¢no odabran 6 te bilo koje fiksne x, €
TP, a € S, kad nasumi¢no odredimo f, tako da odaberemo radijuse kruznih vijenaca,
vjerojatnost da je niz {xg, xo + @, ..., xy + (X — 1)a} monokromatski crven pod f je vrlo
malena, pri tome je X = NP Ta vjerojatnost ée biti manja od N3, stoga je velika
vjerojatnost da se ni za jedan izbor xy, @, od < N? izbora koji odgovaraju aritmetickim
nizovima u [N], nee pojaviti monokromatski crven skup {xy, xo + @, ..., xo + (X — Da}.

Detaljnija objasSnjenja struktura i tvrdnji, koje su ovdje neformalno navedene, uz nji-
hove dokaze, mogu se na¢i u [3] i [4].



Poglavlje 5

Posljedice HJ teorema i otvoreni
problemi

Hales-Jewettov teorem neki smatraju najbitnijim teoremom Ramseyeve teorije, zato §to iz
njega direktno slijedi jako puno drugih rezultata. U ovome poglavlju predstavit ¢emo neke
od tih rezultata.

U prvom potpoglavlju dajemo proSirenje Hales-Jewettovog teorema, koje u iskazu
umjesto pojma monokromatskog pravca ima monokromatski n-dimenzionalni potprostor.
Takoder ¢emo predstaviti Gallaiev teorem, za koji na prvi pogled nije ocita veza s Ram-
seyevom teorijom.

U drugom potpoglavlju predstavljamo poveznicu Hales-Jewettovog teorema s teorijom
brojeva. Dokazat ¢emo rezultat o postojanju dovoljno velikog prostog broja p, takvog
da postoji k uzastopnih kvadratnih ostataka modulo p i opisati povijesni razvoj dokaza te
tvrdnje.

U tre¢em potpoglavlju predstavljamo neke otvorene probleme Ramseyeve teorije koji
su povezani s gradivom ovog rada.

5.1 Direktni korolari Hales-Jewettovog teorema

U ovome poglavlju ¢emo u nekoliko navrata razmatrati kocke s drugacijim skupom koor-
dinata od standardnog skupa, [k].

Teorem 5.1.1 (ProSireni Hales-Jewettov teorem, [9]). Za sve m, k,r postoji N’ takav da,
za sve N > N, vrijedi da proizvoljno r-bojenje od [0,k — 11" sadrZi monokromatski m-
dimenzionalni potprostor.

Dokaz. Za skup vrijednosti svake koordinate [0, k" —1]° moZemo uzeti skup [0, k—1]". Pri-
mijetimo da su svi dosadaSnji rezultati nezavisni o tom skupu. Svaki element (x, ..., X,;) €

36
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[0, k — 1]™ podijelimo u s blokova veli¢ine m. Svaki blok je neka m-torka koja je zapravo
element u [0,k — 1]™. Sada svaki taj blok pretvorimo u jednu koordinatu i tako dobijemo
s-torku (y1,...,ys) gdje je y; € [0,k — 1]", zasve 1 < i < s, te tako dobijemo bijekciju
izmedu [0,k — 1] 1 [0,k™ — 1]°. Slika kombinatornog pravca u [0, k" — 1]° preko te bi-
jekcije je k"-Clani podskup od [0,k — 1]™ 1 o€ito je da je to m-dimenzionalni potprostor
od [0,k — 1]™. Jasno je koje vrijednosti treba uzeti za skupove By, By, ..., B,, te funkciju
f 1 Bp — [0,k — 1] iz definicije m-dimenzionalnog potprostora od [0, kK — 1]™*. Na primjer:

pravac {(0,0), (1, 1),(2,2),(3,3)} € [0, 3]
se poistovjecuje s 2-dimenzionalnim potprostorom
{(0,0,0,0),(0,1,0,1),(1,0,1,0),(1,1,1,1)} € [0,1T",

Stavimo s = HJ(K",r) i neka je N’ = ms. r-bojenje od [0,k — 1]™ se poistovjecuje
s r-bojenjem od [0,k™ — 1]°. Prema definiciji s, za to bojenje postoji monokromatski
kombinatorni pravac u [0,k™ — 1]°, koji se prema prethodnoj napomeni, poistovjecuje s
m-dimenzionalnim potprostorom od [0, k — 1], koji je monokromatski pod originalnim
bojenjem. Za N > N’, [0,k — 1]V sadrZi [0, k — 11V, na nadin da neke koordinate imaju
fiksne vrijednosti, pa opet postoji traZzeni potprostor. O

Definicija 5.1.2. Neka je V = {vo,...,v,.1} € R". KaZemo da je W = {wq,...,w;_1}
homotetican V ako za neki uredaj elemenata od W postoje c € R, ¢ # 0, te b € R™ takvi da
vrijedi

wi=cvi+b, 0<Li<t.
To ponekad oznacavamo sa W = cV + b.

Teorem 5.1.3 (Gallaiev teorem, [9]). Neka je dano proizvoljno konacno bojenje tocaka od
R™. Za svaki konacni V C R™ postoji monokromatski W C R™ homoteti¢an V.

Dokaz. Fiksirajmo proizvoljni broj boja r te skup V, |V| = t. Definirajmo N = HJ(t,r).
Neka kocka ima skup vrijednosti koordinate jednak V, odnosno to je kocka [V]". Defini-
ramo preslikavanje ¢ : [V]Y — R™ kao

N
Y(xi, ..., xy) = Zkixi
P

gdje su ky,...,ky realne konstante. Pretpostavimo da je ¢ injektivna funkcija. To uvi-
jek moZemo postiéi jer izbor ky,...,ky mora zadovoljavati da za svake (xi,...,xy) #
(x},...,x)), oba elementi od [V]", vrijedi

N
Z ki(xi - X:) # 0.
i=1
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Posto je [V]Y konadan skup, slijedi da ki, .. ., ky ne smiju zadovoljavati kona¢an broj jedna-
kosti. Ali, za svaki k; ima beskona¢no mnogo izbora pa uvijek postoji izbor ki, ..., ky € R,
koji ne zadovoljavaju nijednu od danih jednadZzbi i za njih je ¢ injektivna.

Dano r-bojenje od R™ (dovoljno je bojenje slike od ) inducira r-bojenje od [V]V.
Zbog izbora N, za to bojenje postoji monokromatski pravac u [V]". Ozna&imo njegov skup

aktivnih koordinata s /. Taj pravac odgovara monokromatskom W = {wy,...,w,_;} € R",
uz w; = Y(xy,...,xy), sax; =v;, zasve j € I, te x; fiksan za j ¢ I. Stavimo
C:Zki, b:ZkiX,'.
iel igl

Sada je o¢ito W = ¢V + b. Primijetimo da ovako dobiveni ¢ moZe biti i 0. Dodavanjem

dodatnog uvjeta na parametre ki, ..., ky osiguravamo da se to ne desi. Dodamo 2V — 1
nejednakosti oblika ;g k; # 0, za svaki § C [N],S # 0. Sada smo nasli traZzeni monokro-
matski W € R™ koji je homoteti¢an V. |

Ako dodatno odaberemo k; € N, za sve 1 < i < N, opet biramo svaki k; iz beskona¢nog
skupa 1 istim argumentima ¢e postojati trazeni koeficijenti takvi da je  injekcija i vrijedi
teorem. Ali, u tome slucaju zapravo osiguravamo da je i ¢ € N i tako dobivamo jaci rezultat.

Kada bi domenu R™ iz iskaza zamijenili s N, tvrdnja teorema bi i dalje vrijedila.
Zaista, za odabrane k; € N, zbog V € N”, bi slika od ¢ bila podskup od N i prema
prethodnoj napomeni bi vrijedilo ¢ € N. Takoder, zbog k; e N1 x; € V C N", vrijediib €
N. Iz takvog iskaza teorema dolazimo do 2-dimenzionalne verzije Van der Waerdenovog
teorema. Za reSetku V = {(i, j) € N> : 0 < i, j < t}, iz tvrdnje teorema, slijedi da za svako
konac¢no bojenje od N? postoje xo, Yo, d € N, takvi da svih #* tofaka oblika (xo + id, yo + jd),
0 < i, j < t, imaju istu boju.

5.2 Poveznica s teorijom brojeva

U ovom potpoglavlju cilj je dokazati sljedeci teorem.

Teorem 5.2.1. Za svaki k € N postoji dovoljno velik prost broj p, takav da postoji k
uzastopnih kvadratnih ostataka modulo p.

Dokaz tog teorema, za razne k-ove, se postepeno razvijao kroz povijest. Za k = 2 je
Gauss dokazao da je broj uzastopnih parova kvadratnih ostataka ”T_S zap = 1 (mod 4),
odnosno pT_3 za p =3 (mod 4).

Za p =1 (mod 4), broj uzastopnih trojki kvadratnih ostataka ovisi o parametru a € Z,
koji je jedinstveno rjesenje jednadzbe p = a* + b*>, uz a = 1 (mod 4), i postoji prema
Fermatovom teoremu o dva kvadrata te moZe biti negativno. Gauss je dokazao da je broj



POGLAVLIJE 5. POSLJEDICE HI TEOREMA 1 OTVORENI PROBLEMI 39

uzastopnih trojki kvadratnih ostataka jednak # zap =1 (mod 8) ili % zap=>5
(mod 8). Detaljnije informacije i primjeri su dani u [5].

Za postojanje k uzastopnih kvadratnih ostataka za neki dovoljno velik prosti broj p se
pocetkom 20. stoljeéa znalo za k < 5. Tvrdnju s poCetka potpoglavlja je dokazao Brauer
uz ojacan Van der Waerdenov teorem.

Lema 5.2.2. Za sve k,r € N postoji n takav da za svako r-bojenje skupa [n], postoje
x,d € [n] takvi da su
d,x,x+d,....,.x+(k-1)d

monokromatski.

Dokaz. Neka je k proizvoljan i fiksan. Radimo matematicku indukciju po broju boja, r. Za
r = 1 je tvrdnja o€ita. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za r — 1 i da je n” dovoljno velik
broj iz iskaza za r — 1.

Fiksirajmo proizvoljno r-bojenje od [n], gdje je n > W((k — 1)n’ + 1,r). Za to bojenje
postoji monokromatski niz y,y +d, ...,y + kn'd.

Promotrimo skup D = {d,2d,...,n'd}. Ako je neki sd € D iste boje kao elementi
dobivenog monokromatskog niza, onda je sd,y,y + sd, ...,y + (k — 1)sd traZena struktura.
U protivhom, elementi u d su obojeni u r — 1 boja i moZemo primijeniti pretpostavku
indukcije, uz izomorfizam. Time dobivamo traZzenu monokromatsku strukturu i dokazan je
korak indukcije. m|

Ovaj teorem koristimo za dokazivanje teorema 5.2.1. Prije dokaza, napomenimo da (1—);)
oznacava Legendreov simbol, koji poprima vrijednost

1 ako je x kvadratni ostatak modulo pix #0 (mod p)
(f) = -1 ako je x kvadratni neostatak modulo p,
0 akojex=0 (mod p).

Dokaz teorema 5.2.1. Fiksirajmo proizvoljan k € N. Neka je n broj koji dobijemo iz pret-
hodne leme za dani k i r = 2. Uzmimo proizvoljan prost broj p > n 1 definiramo 3-bojenje
¢ : [Ovp_ 1] - {_1’07 1} sa

X
=2}

p
Zbog p > n, iz tvrdnje prethodne leme, slijedi da postoje x,d € [0, p — 1], d > 0, takvi da
sud,x,x+d,...,x+ (k—1)d monokromatski. Primijetimo da mora biti x > 0, jer bi inaCe

x 1d > 0 imali drugaciju boju.
Kljucan dio za dokaz je multiplikativnost Legendeovog simbola, iz Cega slijedi multi-
plikativnost funkcije bojenja, odnosno za x,y € [0, p — 1] vrijedi ¢(x)d(y) = ¢(z), gdje je
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z = xy (mod p)ize€ [0,p— 1]. Primijetimo takoder da je 1 kvadratni ostatak modulo p,
za svaki prost broj p.

Ako je ¢(d) = ¢(x) = ... = ¢(x + (k — 1)d) = 1, zbog multiplikativnosti funkcije
bojenja, imamo da je

1= ¢(dd™") = p(d)p(d ™) = p()Pd ™) = p(xd™") = p(xd™ + 1) = ... = p(xd™" + (k1))

U slu€aju da je ¢(d) = ¢p(x) = ... = ¢p(x+ (k— 1)d) = —1, imamo ¢(d~") = ﬁ =—1pa
opet, zbog multiplikativnosti Legendreovog simbola, slijedi ista tvrdnja.

Sada je niz zp, ..., 21, gdje je z; = xd™' +i (mod p), traZena k-torka uzastopnih kva-
dratnih ostataka modulo p. |

5.3 Nekoliko otvorenih problema Ramseyeve teorije

U ovom potpoglavlju predstavljamo nekoliko otvorenih problema, hipoteza te neka nagadanja
o ogradama, koja jo$ nisu dokazana.

Ramseyeva teorija je grana matematike koja se joS uvijek aktivno razvija i ima velik
broj otvorenih problema pa stoga iznosimo jako malen skup problema koji su usko vezani
uz temu ovog diplomskog rada.

Navodimo Owingsovu hipotezu, preuzetu iz [7], te neke slutnje i rezultate iz ¢lanka [2],
koji je Graham napisao kao saZetak svog govora koji je odrZzao 2005. u Carrolltonu. Na
kraju iznosimo Greenovu slutnju o gornjoj ogradi 2-bojnih Van der Waerdenovih brojeva,
navedenu u [3].

Slutnja 5.3.1 (Owingsova hipoteza). Za svako 2-bojenje skupa prirodnih brojeva postoji
prebrojiv skup {x1, X2, ...} C N, takav da su svi x; + x; iste boje, za i, j € N.

Bitan uvjet je da 2x; moraju biti iste boje za sve i € N, jer tvrdnju teorema bez tog
uvjeta dobivamo direktno iz beskonacne verzije Ramseyevog teorema za 2 boje. Uistinu,
ako za fiksno 2-bojenje od N, nazovimo ga c, definiramo 2-bojenje y od @) kao

X, j) = c(i + ),

tada prema beskonacnoj verziji Ramseyevog teorema postoji prebrojiv skup A = {x;, x», ...},
takav da je (g) monokromatski u y, odnosno, za sve i, j € N, takve da i # j, je x(x;, x;)
konstantan, odnosno c(x; + x;) je konstantan.

Problemu mozemo pristupiti na nacin da umjesto bojenja u 2 boje, gledamo bojenja
u 3 ili viSe boja. Pokazuje se da za 3 boje ve¢ postoji bojenje za koje ne vrijedi uvjet iz
teorema. Sljedece iznosimo jedno takvo 3-bojenje 1 dokaz zaSto za njega ne postoji traZzeni
skup.
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Lema 5.3.2. Definirajmo 3-bojenje od N tako da podijelimo prirodne brojeve u blokove
Ao, Ay, ..., gdje su velicine blokova definirane kao:

Aol = 1A4] = 1,

A, = 217271 g i > 2.

Elemente dijelimo u blokove na prirodni nacin, prvih |Ay| elemenata stavimo u Ay, sljedecih
|A{| elemenata u blok A, i tako dalje. Obojimo blok A;, za i € N U {0}, u boju j €
{0, 1,2}, takvu da vrijedi i = j (mod 3). Za tako opisano bojenje ne postoji prebrojiv
skup {x1, x2, ...} €N, takav da su svi x; + x; iste boje, za i, j € N.

Dokaz. Primijetimo da vrijedi

2%-1
DAl =2
i=0
1z toga ocito slijedi
i A
|Aok| = |Aogr1| = OT-

Ove napomene ¢emo koristiti za zakljucke o tome kojem bloku pripada x + y, ako znamo
u kojim su blokovima x 1 y.

Oznacimo traZeni prebrojiv skup iz tvrdnje teorema sa §. PokaZimo da ako S sadrzi
elementiz A;, zaneki j < 2i, onda ne moZe sadrZavati element iz A»;UA,;,;. Pretpostavimo
da § sadrzix € A;, j < 2i.

Ako postojiy € §,takavday € Ay, tadajey +y € Ayin. OCitoje x +y € Ay UApiy U
Ao, @ Zato Sto x + y 1 y + y moraju biti iste boje, mora vrijediti x + y € Aj;p. To moze
vrijediti jedino za x > |Aj;;1|. Iz napomene s poCetka dokaza sada slijedi x € Ay, U Ay;_y.
Zbog odabranih veli¢ina blokova, sad imamo x + x € A,; U Ay;41, a to su blokovi drugacijih
boja od A,;,», Sto je kontradikcija sa definicijom skupa S .

Ako postojiy € S takavday € Ay, tadaje y +y € Ayp3. Ovdje mora vrijediti x +y €
Ajiv1 UAgi2 UAj,s, ali opet moraju x +y1y+y biti iste boje pa je x+y € Aj;,3. Ali, to nije

, v . ee Al SE A -
moguce zato Sto bi trebalo vrijediti x > |A;0| = =5— = =5— + |Ay| + Az = 21.2;01|A,~|,

avrijedi x € Aj, zaneki j < 2i.
Time smo pokazali da ako S N A; # 0, mora vrijediti S NA; =0, zasvei > k+ 1, iz
Cega slijedi da S mora biti konacan skup, Sto nije moguce. |

Definicija 5.3.3. Funkciju r(n) definiramo kao minimalni broj, takav da proizvoljni graf s
r(n) ¢vorova sadrZi ili kliku velicine n ili nezavisan skup velicine n. Vrijednost r(n) ponekad
nazivamo Ramseyev broj.
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Brzina rasta funkcije r(n) je jedno od najstarijih pitanja Ramseyeve teorije, koje je
postavio Erd6s u tridesetim godinama proslog stoljea. Neke od najranijih ograda za tu
funkciju dao je Erdés kao:

b < (Zn - 2)
e\/§n2 (I1+o0(1)) <rn < a1 )
Do unazad 20 godina se nije napravio veliki napredak od tih ograda. Nakon toga pronadeno
je nekoliko novih ograda, medu kojima je i revolucionarna ograda koju su 2023. predstavili
Campos, Griffiths, Morris i Sahasrabudhe u [8]. Ta ograda tvrdi da postoji konstanta € > 0,
za koju vrijedi

rin) < (4 -e".

Otvoren problem vezan za ovu funkciju je konstruktivno dokazati sljedecu tvrdnju:
Slutnja 5.3.4. Vrijedi r(n) > (1 + ¢)", za neki ¢ > 0.

Sljedeci problem vezan je uz ograde funkcije f, poznat jo§ kao Erd6s-Szekeresov pro-
blem.

Definicija 5.3.5. Za n € N, f(n) oznacava najmanji prirodni broj, takav da svaki skup od
f(n) tocaka ravnine sadrZi konveksni podskup od n tocaka.

U originalnom radu, iz 1935., su Erdds i Szekeres dali sljedece ograde za tu funkciju:

2n—4
2"‘2+1sf(n)s( " )+1.
n—2
Prvo poboljSanje te ograde doslo je 1997., kada su Fan Chung i Ronald Graham po-
boljSali gornju ogradu na
2n—-4
<
fn) < ( " )
Sto je minimalno poboljsanje, ali je prvo poboljsanje u vise od 60 godina. Nakon toga su
brzo slijedila daljnja poboljSanja. Do 2006. dokazala se ograda

f(n)S(zn _25)+5,

n—

Sto je otprilike duplo manje od originalne ograde iz 1935. Mnogi matematiCari pretpos-
tavljaju da je zapravo donja ograda iz originalnog rada stvarna vrijednost funkcije. Donja
ograda se ne moZe poboljsati, zato $to postoje skupovi s 2”2 to¢aka koji ne sadrZe konvek-
san podskup veli¢ine n. Tom idejom dolazimo do hipoteze vezane uz ovaj problem.
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Slutnja 5.3.6. Vrijedi f(n) = 2"% + 1.

Zna se da ova hipoteza vrijedi za n < 5.

Zadnja hipoteza je vezana za ograde Van der Waerdenovih brojeva, preciznije, za funk-
ciju W(n,?2). Uz ograde koje smo dosad pokazali, najbolju gornju ogradu je dao Gowers
tako Sto je promatrao gornju asimptotsku gustocu podskupova od [N] koji ne sadrze arit-
meticki niz duljine n. 1z njegovog rezultata slijedi ograda

9

Wn.2) <22

Ta ograda je potvrdila Grahamove sumnje, navedene u [9], gdje je Graham tvrdio da je
W(n,2) odozgo ograni¢ena s TOWER(n). Nakon potvrdnog odgovora na tu tvrdnju, Gra-
ham je u [2] dao novu hipotezu za gornju ogradu.

Slutnja 5.3.7. Za sve n € N vrijedi
W(n) < 2",

U [3], Green je napomenuo da vjeruje kako bi mogla vrijediti sljede¢a ograda za 2-
bojne Van der Waerdenove brojeve w(3, k), definirane u Poglavlju 4.

Slutnja 5.3.8. Vrijedi w(3,k) < k°10gh,

Posto je u [4] dokazano w(3, k) > kUogb™"

moguca ocjena.

Ovdje je navedeno samo nekoliko otvorenih problema. Ramseyeva teorija je veliko
podruc¢je matematike s mnogo otvorenih problema kojima se matematicari aktivno bave.
Vise tih problema moze se pronaci u izvorima danima na kraju [2].

, Green sumnja da bi to mogla biti i najbolja
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Sazetak

U ovom radu izlaZu se rezultati Ramseyeve teorije, sa fokusom na Hales-Jewettov i Van
der Waerdenov teorem te njihove korolare.

U prvom poglavlju uvodimo standardne oznake te definiramo pojam bojenja. Dalje
uvodimo pojam Ramseyeve funkcije i dokazujemo konacne verzije Ramseyevog teorema
te na kraju iznosimo beskonacnu verziju teorema.

U drugom poglavlju iznosimo povijesnu pozadinu Van der Waerdenovog teorema te
dajemo iskaz i dokaz teorema, koji koristi dvostruku indukciju. Nakon toga predstavljamo
jaci rezultat iz kojeg direktno slijedi Van der Waerdenov teorem.

Trece poglavlje uvodi definicije n-dimenzionalne kocke na k elemenata te kombina-
tornog pravca i pomocu njih iskazuje Hales-Jewettov teorem. Nakon toga dajemo izvod
Van der Waerdenovog teorema pomocu Hales-Jewettovog teorem. Sljedece, predstavljamo
skicu standardnog dokaza Hales-Jewettovog teorema, dvostrukom indukcijom, te na kraju
prikazujemo Shelahov dokaz teorema, bez dvostruke indukcije.

U Cetvrtom poglavlju prvo iznosimo Ackermannovu hijerarhiju funkcija. Pomocu nje
iskazujemo ograde za Van der Waerdenove 1 Hales-Jewettove brojeve, dobivene prateci
originalne dokaze tih teorema te prateci Shelahov dokaz. Nakon toga predstavljamo gornju
ogradu za Hales-Jewettove brojeve, za kocke na 3 elementa, iz nedavnog reda Davida
Conlona. Na kraju dajemo Berlekampovu donju ogradu za Van der Waerdenove brojeve te
neformalno predstavljamo rezultate za donju ogradu 2-bojnih Van der Waerdenovih brojeva
iz nedavnih radova Greena i Huntera.

U zadnjem poglavlju predstavljamo korolare Hales-Jewettovog teorema, ProSireni Hales-
Jewettov teorem te Gallaiev teorem. Sljedeée, dokazujemo rezultat o postojanju uzastopnih
kvadratnih ostataka, koji slijedi iz Van der Waerdenovog teorema. Na kraju predstavljamo
neke otvorene probleme Ramseyeve teorije vezane uz rezultate ovog rada.



Summary

In this thesis, we present the results of Ramsey theory, focusing on the Hales-Jewett and
Van der Waerden theorems, along with their corollaries.

In the first chapter, we introduce standard notations and give the definition of a coloring.
Next, we introduce the Ramsey function and prove the finite versions of Ramsey’s theorem,
concluding with the infinite version of the theorem.

In the second chapter, we provide the historical background of Van der Waerden’s the-
orem and present its statement and proof, which uses double induction. After that, we
introduce a stronger result from which Van der Waerden’s theorem directly follows.

The third chapter introduces the definitions of an n-dimensional cube over k elements
and a combinatorial line, later using them to state the Hales-Jewett theorem. Following this,
we derive Van der Waerden’s theorem using the Hales-Jewett theorem. Next, we present an
outline of the standard proof of the Hales-Jewett theorem, which employs double induction,
and finally, we discuss Shelah’s proof of the theorem, which avoids double induction.

In the fourth chapter, we first present the Ackermann hierarchy of functions. Using
it, we establish bounds for the Van der Waerden and Hales-Jewett numbers, obtained by
following the original proofs of these theorems and by following Shelah’s proof. After
that, we present an upper bound for the Hales-Jewett numbers for cubes over 3 elements,
based on a recent paper by David Conlon. Finally, we present Berlekamp’s lower bound
for the Van der Waerden numbers and informally introduce results on the lower bound of
2-color Van der Waerden numbers from recent works by Green and Hunter.

In the final chapter, we present corollaries of the Hales-Jewett theorem, the Extended
Hales-Jewett theorem, and Gallai’s theorem. Next, we prove a result on the existence of
consecutive quadratic residues, which follows from Van der Waerden’s theorem. Finally,
we introduce some open problems in Ramsey theory related to the results of this paper.
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