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Uvod

U ovom diplomskom radu prouc¢avamo omedenost i disperziju u metri¢kim prostorima te
veze izmedu tih pojmova. Rad je podijeljen na tri poglavlja.

U prvom poglavlju prou¢avamo omedenost i potpunu omedenost u metrickim prosto-
rima opcenito te takoder prou¢avamo vezu izmedu tih pojmova u euklidskom prostoru.

U drugom poglavlju bavimo se disperzijom u metrickim prostorima te posebno r-
gustim kona¢nim nizovima, r-rasprSenim kona¢nim nizovima i maksimalnom raspr§enoscu.

U tre¢em poglavlju prou¢avamo n-kapacitet skupa u metrickom prostoru, dajemo neke
primjere te ispitujemo vezu izmedu aproksimacije skupa i kapaciteta.

Svi pojmovi koriSteni u radu su precizno definirani, a sve tvrdnje iskazane u radu su
detaljno dokazane.






Poglavlje 1

Omedenost u metrickim prostorima

1.1 Metrika

Definicija 1.1.1. Neka je X neprazan skup te neka je d: X X X — R funkcija takva da za
sve x,y,z € X vrijedi sljedece:

(i) d(x,y) =0

(ii) d(x,y) =0 x=y

(iii) d(x,y) = d(y, x)

(iv) d(x,y) +d(y,z) = d(x,2).
Tada za d kazemo da je metrika na X, a za (X, d) kazemo da je metricki prostor.
Primjer 1.1.2. Neka je d : R X R — R funkcija definirana sa

d(x,y) =[x —yl.
Tada je d metrika na R. DokaZimo to.
Ocito je da vrijede svojstva (i)-(iii) iz definicije metrike. Provjerimo svojstvo (iv).
Neka su x,y,z € R. Imamo:
dx,2)=lx-zl=|x-y+y—1
<lx—zl+ly -2l =d(x,2) +d(y, 2).

Dakle, vrijedi svojstvo (iv) pa je d metrika na R.

3



4 POGLAVLIJE 1. OMEPENOST U METRICKIM PROSTORIMA

Za funkciju d iz prethodnog primjera kazemo da je euklidska metrika na R.

Podsjetimo se da ako je (V, +, -) realni vektorski prostor onda za funkciju ||-|| : V — R,
x — ||x]|, kaZzemo da je norma na tom vektorskom prostoru ako za sve x,y € Via € R
vrijedi sljedece:

(1) [Ixl[ =0

2) [x[[=0ex=0
() la - xll = laf - [lxll
(4.) [lx + yll < [lxlf + lIyll-

U tom slucaju za (V, +, -, ||-||) kaZzemo da je normiran prostor.

Pretpostavimo sada da je (V, +, -, ||||) normiran prostor. Neka jed : V XV — R funk-
cija definirana sa

d(x,y) = llx =yl

Tada je d metrika na V. Naime da vrijede svojstva (i) — (iii) iz definicije metrike slijedi
direktno iz svojstava (1.) — (3.) definicije norme. Svojstvo (iv) dobivamo analogno kao u
slucaju euklidske metrike:

dx,2) =llx -zl =llx-y+y-zl <

< lx=yll +1ly = zll = d(x, y) + d(y, 2),

tj. d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) za sve x,y,z € V. Za d kazemo da je metrika inducirana
normom ||-]|.

Neka je (V, +, -) vektorski prostor. Podsjetimo se da za funkciju (- |-) : VXV = R, (x,y) —
(x|y) kaZzemo da je skalarni produkt na (V,+,-) ako za sve x,y,z € Vi a € R vrijede
sljedeca svojstva:

(1) x|x)=20,{(x|x) =0 x=0
(2) (x+ylzy =<{xlzy +{yl2)
(3.) axly) = alx|y)

(4) {xly) =y lx).
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Tada za (V, +, -, (- |-)) kazemo da je unitarni prostor.

MozZe se pokazati sljedece: ako je (V, +, -, (- |-)) unitarni prostor onda je funkcija f : V — R

definirana sa
f(x) = {x|x),

zasvaki x € Vnormana V.
Za f kazemo da je norma inducirana skalarnim produktom (- |-).

Primjer 1.1.3. Neka je n € N. Promotrimo R" kao (realni) vektorski prostor sa standard-
nim operacijama zbrajanja vektora i mnoZenja vektora skalarom, tj.

(X1, X2, 0, X)) + V1, Y25 05 0) = (X1 + V15003 Xy + V)
A(x1, X0, .o, X)) = (Axq, ..., AXy).

Na tom vektorskom prostoru dan je skalarni produkt (- |-) sa

(X1 X)) O Y)) = Xy + oo+ XY

Neka je ||| norma inducirana skalarnim produktom (- |-). Tada za sve Xy, ..., X, V1, -+, Yn €
R vrijedi

d((XI,...,Xn), ()’1,~~-,)’n)) = ”(-xla" ',-xn) - ()’1,~- ayn)H =
= ||(x1 _yla-'-’xn _yl’l)”,
dakle

A((X1s s %), a5 ) = VG = Y12+ oo+ (X — V)2

Za d kaZemo da je euklidska metrika na R".

1.2 Omedenost i potpuna omedenost
Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je xy € X te neka je r € R, r > 0. Definiramo
K(xg, 1) = {xo € X |d(x, xo) < r}.

Za K(xy, r) kazemo da je (otvorena) kugla oko x, radijusa r (u metrickom prostoru (X, d)).
Umjesto K(xo, r) piSemo i K(xy, r; d) (ako Zelimo naglasiti o kojoj se metrici radi).



6 POGLAVLIJE 1. OMEPENOST U METRICKIM PROSTORIMA

Primjer 1.2.1. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je xy € R te r > 0. Tada je
K(xg,r;d) ={xog—1r,x9 + 7).
Naime, vrijedi x € K(xo,r;d) &
dx,xp)<rolx—xl<reo-r<x—-xy<r
S xXg—Fr<x<xo+troxe{xg—rxy+ry.

Dakle, svaka otvorena kugla u metrickom prostoru (R, d) je oblika {a, b), gdje su a,b € R,
a < b. Obratno, ako sua,b € R, a < b, onda je {a, b) otvorena kugla u metrickom prostoru
R, d). Naime,

(a,b) =<{xo —r,x0 + 1),

gdje je xy = %, r= b%“, dakle
<a5 b> = K(x()’ r; d)

Definicija 1.2.2. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je S C X. Za S kaZemo da je
omeden skup u metrickom prostoru (X, d) ako postoje xo € X i r € R,r > 0 takvi da je

S C K(xgp, r).
Ocito je svaka otvorena kugla u (X, d) omeden skup.

Lema 1.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S omeden skup u (X,d). Tada za
svaki x € X postoji r > 0 takav da je

S C K(x,r).
Dokaz. Bududi da je S omeden u (X, d), postoje xo € X i ry > 0 takvi da je
S C K(xg, rp).
Neka je x € X. Neka je r = d(x, xo) + rp. Ocito je r > 0. Tvrdimo da je
K(xg,r9) C K(x,71). (1.1)
Neka je y € K(xo, r9). Tada je d(y, xo) < ry. Vrijedi
d(x,y) < d(x, xo) +d(xp,y) < d(x,x0) +ry =1,

dakle d(x,y) < r. Stoga je
y € K(x,r).

Time smo dokazali da vrijedi (L.I)). Iz (I.I) i S € K(xo, ro) slijedi
S CK(x,r).
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Propozicija 1.2.4. Neka je (X,d) metricki prostor te neka su S i T omedeni skupovi u
(X,d). Tada je S U T omeden skup u (X, d).

Dokaz. Odaberimo x € X. Iz leme slijedi da postoje ry, r, > 0 takvi da

S C K(x,r)

T C K(x,1p).
Neka je

r = max{ry, r2}.

Tadajer > 0Otejer, <rir, <rStopovlacidaje K(x,r) C K(x,r)i K(x,r;) C K(x,r).
Stoga je

S CK(x,r)
i

T C K(x,r)
paje S UT C K(x,r). Prema tome, S U T je omeden skup. O
Korolar 1.2.5. Neka je (X, d) metricki prostor, neka jen € N te nekasu S ,...,S, omedeni

skupovi u (X, d). Tada je S, U ...U S, omeden skup u (X, d).

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja je ocita.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N, tj. kad god imamo n omedenih skupova u
(X, d) onda je njihova unija omeden skup u (X, d).

Nekasu Sy,...,S,+1 omedeni skupovi u (X, d). Vrijedi

S1U...US, =@V US)US . (1.2)

Prema induktivnoj pretpostavci skup S U...US, je omeden pa iz (I.2) i propozicije[[.2.4]
slijedidaje S; U...US,,; omeden skup. Time je tvrdnja korolara dokazana. O

Definicija 1.2.6. Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je omeden ako je X omeden skup u
(X,d).

Dakle, metricki prostor (X, d) je omeden ako i samo ako postoje x € X i r > 0 takvi da
je
X = K(x,r).
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Definicija 1.2.7. Za metricki prostor (X,d) kazemo da je potpuno omeden ako za svaki
€ > 0 postojen e Nixy,...,x, € X takvi da je

X =K(x1,e)U...UK(x,,¢€). (1.3)

Pretpostavimo da je (X, d) potpuno omeden metricki prostor. Odaberimo neki € > 0 (npr.
€ = 1). Tada postojen e N i xy,...,x, € X takvi da vrijedi ({I.3). Skupovi

K(xla 6)5 B K(Xn, 6)

su omedeni u (X, d) pa iz korolara[l.2.5]i slijedi da je X omeden skup u (X, d). Dakle,
(X, d) je omeden metricki prostor. Prema tome, svaki potpuno omeden metricki prostor je
omeden metricki prostor.

Neka je X neprazan skup te neka je d : X X X — R funkcija definirana sa

I, x #y,

d(x,y):{ 0, x=y.

Tvrdimo da je d metrika na X.

Ocito je da svojstva (i) — (iii) iz definicije metrike vrijede. PokaZimo da vrijedi i svoj-
stvo (iv).
Neka su x,y,z € X. Tvrdimo da je

d(x,y) +d(y,z) > d(x,2). (1.4)

Ako je x = z onda je d(x,z) = 0 pa (I.4) ocito vrijedi.

Ako je x # zondajey # xiliy # z. Tada je d(x,z) = 1 te je d(y,x) = 1 ili d(y,z) = 1 pa je
Jasno da (I.4) vrijedi.

Dakle, d je metrika na X.

Za d kazemo da je diskretna metrika na X.

Primjer 1.2.8. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Neka je
Xo € X te neka je r > 0. Ako je r < 1, onda je

K(xo,7) = {x0} .
Naime, ocito je xo € K(xy, ), a s druge strane ako je x € K(xy, r), onda je
d(x,xp) <r
pa je d(x, xo) < 1 iz Cega slijedi x = xo. S druge strane, ako je r > 1, onda je
K(xg,1r) = X.

Iz ovoga zakljucujemo da je X omeden skup u (X, d), tj. (X, d) je omeden metricki prostor.
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Primjer 1.2.9. Neka je X beskonacan skup te neka je d diskretna metrika na X. Tada
metricki prostor (X, d) nije potpuno omeden .

Pretpostavimo suprotno. Tada za svaki € > 0 postojen € Ni xy,...,x, € X tako da je
X =K(x;,e)U...UK(x,,¢).

Posebno za € = %postoje neNix,...,x, € X tako da je

1 1
X = K(Xl, 5) Uu...U K(Xn, 5)
Slijedi
X={xju...U{x,}={x1,...,x,}.

Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je X beskonacan skup. Prema tome metricki prostor
(X, d) nije potpuno omeden.

Definicija 1.2.10. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je S C X. KaZemo da je S
potpuno omeden skup u (X, d) ako za svaki € > 0 postojen e Ni xy,...,x, € X takvi da je

S CK(x,e)U...UK(x,,¢€).

Uocimo sljedece: metricki prostor (X, d) je potpuno omeden ako i samo ako je X pot-
puno omeden skup u (X, d).

Propozicija 1.2.11. Neke je (X,d) metricki prostor. Neka je S potpuno omeden skup u
(X,d). Tada je S omeden u (X,d). Nadalje ako je T C S, onda je i T potpuno omeden u
(X, d).

Dokaz. Odaberimo € > 0. Tada postoje n € N i xy,...,x, € X takvi da je
S CK(x1,e)U...UK(x,,¢€).

Prema korolaru|1.2.5|skup
K(x;,e)U...UK(x,,¢€)

je omeden pa je i S omeden kao podskup omedenog skupa.
Nekaje T € S. Zasvaki € > 0 postojen € N1 xy,...,x, € X takvi da je

S CK(x,e)U...UK(x,,¢€)

iz Cega slijedi da je
T C K(x1,e)U...UK(x,,¢€).

Prema tome T je potpuno omeden u (X, d). O
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Lema 1.2.12. Neka je (X, d) metricki prostor, neka su x,y € X te neka je € > 0 takav da je
vy € K(x, %). Tada je

K(x, g) C K@, e).
Dokaz. Neka je z € K(x, 5). Tada je

d(y,z) <d(y,x) +d(x,z) < g + g — €
Dakle, d(y,z) < e pa je
zZ€K(y, e).

Time je tvrdnja leme dokazana. O

Propozicija 1.2.13. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je S neprazan podskup od
X. Tada je S potpuno omeden u (X,d) ako i samo ako za svaki € > 0 postoje n € N |
X1y..., X, €8 takvida je

S C K(x1,e)U...UK(x,,¢€). (1.5

Dokaz. Ako za svaki € > 0 postoje n € Nixy,...,x, € S takvi da vrijedi (I.5) onda je S
oCito potpuno omeden.

Pretpostavimo da je S potpuno omeden. Neka je € > 0. Tada postojen € N1 xy,...,x, € X
takvi da je

S € K(xt,5) V.. UK, 3). (1.6)
Neka je

A:{ie{l,...,n} K(xi,g)ﬂS ;e@}.

Bududi da je S neprazan postoji s € S. 1z (1.6) slijedi
€
e K iy
s (x 2)
zanekii e {l,...,n}, iz Cega slijedi da je
€
K()Cl', E) NS # @,

stoga je i € A. OCcito je A konacan skup, dakle A je konacan neprazan skup pa postoje
keNiiy,..., iy € Ntakvidaje A = {iy,...,i}. Tada je

S,

S € K3y 5) U UK, 3
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Naime, ako je s € S onda je prema (1.6

s € K(xj, g)

zaneki j e {l,...,n}. OCito je j € A, stogaje j =1i,zaneki/ € {l,...,k}. Dakle,
€
s € K(x;;, 5)

pa je

UL UK, 2.

e K i1y
Ky (x12 >

Nekajel e {l,...,k}. Buducida je
K(x;, g) NS #0,

postoji s; € S takav da je s; € K(x;, 5).

Iz leme slijedi da je
K(x.5) € K(si,€)

zasvakil e {l,..., k}. Stoga je
S € K(x;,, g) U...UK(x,, g) C K(s1,€)U...UK(sp, ©).

Time je tvrdnja propozicije dokazana. |
Definicija 1.2.14. Neka su (X, d) i (Y, p) metricki prostori takvi da je Y C X te takvi da je
p(a,b) = d(a,b),

za sve a,b € Y. Tada za (Y, p) kaZemo da je potprostor metrickog prostora (X, d).

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor te Y neprazan podskup od X, onda je
funkcija p : Y X Y — R definirana sa

p(a,b) = d(a,b),

a,beY (tj. p=d|yxy) metrikana 'Y te je (Y, p) potprostor od (X, d).
Nadalje, jasno je da je p jedinstvena metrika na Y takva da je (Y, p) potprostor od (X, d).

Propozicija 1.2.15. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S neprazan podskup od X.
Neka je

p =dlsxs-
Tada je S potpuno omeden skup u (X, d) ako i samo ako je (S, p) potpuno omeden metricki
prostor.
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Dokaz. Zasvaki x € § 1 svaki r > 0 vrijedi
K(x,r;p) =8 NK(x,r). (1.7)

Dokazimo to. Neka je y € K(x,r; p). Tadajey € S i p(y,x) <r, tj. d(y, x) < r. Stoga je

y € K(x,r).
Dakle,

yeS NK(x,r).

Obratno, akojeye S N K(x,r)ondajey e S iy € K(x,r) paje d(y, x) < r. Dakle,

p(y,x) <r

paje
y € K(x,r; p).
Time je jednakost (1.7)) dokazana.

Pretpostavimo da je S potpuno omeden u (X, d). Neka je € > 0. Prema propoziciji|l.2.13
postoje n € Ni xy,...,x, €S takvida je

S CK(x1,e)U...UK(x,,e€).
Stoga je
SCSNKKx,e)U...UK(x,,€6) = NK(x1,€)U...U(S NK(x,,€) =

= K(x1, € p)U...UK(x,, € p).

Dakle,
S CK(x,e;p)U...UK(x,, € p)

paje
S =K(x,6;p)U...UK(x,,€;p).

Time smo dokazali da je metricki prostor (S, p) potpuno omeden.

Pretpostavimo da je (S, p) potpuno omeden metricki prostor. Neka je € > 0. Tada pos-
tojen e Nixp,...,x, €S takvida je

S =K(x,6;p)U...UK(x,, € p).
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No,
K(xi, € p) € K(x1,€),...,K(xy, € p) C K(x, €).
Stoga je
S CK(x;,e)U...UK(x,,e€).
Prema tome S je potpuno omeden skup u (X, d). O

Napomena 1.2.16. Neka je (X, d) metricki prostor te S neprazan podskup od X. Neka je

p:dleS-

Tada je S omeden u (X, d) ako i samo ako je (S, p) omeden metricki prostor.
Naime, ako je S omeden u (X,d), onda za bilo koji x € S prema lemi[l.2.3| postoji r > 0
takav da je

S C K(x,r).
Stoga je
SCSNK(x,r)
1.
S C K(x,r;p)

(jer je S N K(x,r) = K(x, r; p) $to smo pokazali u dokazu propozicije([1.2.15). Dakle, S je
omeden u (S, p), tj. (S, p) je omeden metricki prostor.
Ako je (S, p) omeden metricki prostor, onda lako slijedi (slicno kao u dokazu propozicije

[1.2.15) da je S omeden u (X, d).

Definicija 1.2.17. Neka je S CRia € R. Za a kaZemo da je gornja meda skupa S ako za
svaki x € S vrijedi
X < a.

Za S C R kazemo da je odozgo omeden ako postoji a € R takav da je a gornja meda skupa
S.

Definicija 1.2.18. Neka je S C Ria € R. Za a kaZemo da je donja meda skupa S ako za
svaki x € S vrijedi
a < Xx.

Za S C R kaZemo da je odozdo omeden ako postoji a € R takav da je a donja meda skupa
S.

Definicija 1.2.19. Neka je S C R. KaZemo da je S omeden skup u R ako je S omeden
odozdo i odozgo.
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Propozicija 1.2.20. Neka je S C R te neka je d euklidska metrika na R. Tada je S omeden
skup u R (u smislu definicije ako i samo ako je S omeden skup u metri¢kom prostoru
(R, d) (u smislu definicije[1.2.2)).

Dokaz. Pretpostavimo da je S omeden u R. Dakle, S je omeden odozdo i odozgo pa
postoje a, b € R takvi da je a donjameda od S, a b gornja meda od S. MoZemo pretpostaviti
dajea < b. Zasvaki x € § vrijedi

a—-l<a<x<b<b+1

iz Cega zakljuCujemo da je
SCla-1,b+1).

Prema primjeru[2.3.4](a — 1, b + 1) je otvorena kugla u (R, d) pa je S omeden u (R, d).

Pretpostavimo da je S omeden u (R, d).Tada postoje x € Rir > 0 takvi da je
S C K(x,r).

Prema primjeru [2.3.4] vrijedi
SC{x—rx+r).

Ovo znaci da je x — r donja meda skupa S, a x + r gornja meda skupa S. Prema tome S je
omeden u R. m|

Propozicija 1.2.21. Neka je d euklidska metrika na R. Neka su a,b € R, a < b. Tada je
la, b] potpuno omeden skup u metrickom prostoru (R, d).

Dokaz. Neka je € > 0. Odaberimo n € N takav da je ’%" < n. Tada je

b—a
n

< E.

Zaie{O,...,n}nekajex,-:a+il%.lmamo
a=xg<x1<...<X,.1<X,=0b,

stoga je
[Cl,b] = [xo,xl]U...U[xn—l,xn]. (18)

Naime, lako se indukcijom po k € N dokaZe da opcenito vrijedi sljedece:
ako su yp, ...,y € R takvi da je

Yo <Yy <...<Wk
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onda je
o, el = Yo y1] U oo U e ] -
Nekajei € {l,...,n}. Tvrdimo da je

[xi-1, X1 € K(x;, €). (1.9)
Neka je z € [x;_1, x;]. Tada je
Xi-1 £ 22X
Vrijedi
. b—a
x,~_1:a+(l—1) =
n
b—a b-a
=a+i — =
n n
b-a
=X —
n
Dakle,
b—-a
Xi-1 = X; —
n
Iz =2 < eslijedi —e < =2 pa je
b-a

Xi—€< Xx;— =x-1<z7=Zx;<Xx;t+e

Dakle, x; — € < z < x; + €, t].
z€{(X;—€,Xx;+€).

Prema tome
z € K(x;, €).

Time smo dokazali da vrijedi (1.9). 1z (1.8)) i (1.9) slijedi da je
[a,b] C K(x1,€) U...UK(x,, €).
Prema tome [a, b] je potpuno omeden skup u (R, d). O

Korolar 1.2.22. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je S omeden skup u metrickom
prostoru (R,d). Tada je S potpuno omeden u (R, d).

Dokaz. Prema propoziciji skup S je omeden u R, tj. omeden odozgo i odozdo pa
postoje a,b € R takvi da je a < b i takvi da je a donja meda od S, a b gornja meda od S'.
Tada je S podskup od [a, b]. Prema propoziciji [I.2.21] [a, b] je potpuno omeden u (R, d),
stoga je 1 S potpuno omeden u (R, d). O
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Propozicija 1.2.23. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S omeden skup u (X, d). Tada
Jje skup
{dx,y)|x,y € S}

omeden u R.
Dokaz. Bududi da je S omeden postoje xo € X ir > 0 takvi da je
S C K(xgp, r).
Neka su x,y € S. Tada je
d(x,y) < d(x, xp) +d(xg,y) <r+r=2r.

Dakle,
d(x,y) <2r

za sve x,y € S. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

1.3 Dijametar skupa

Definicija 1.3.1. Neka je S C R te a € R. Za a kaZemo da je supremum skupa S ako
vrijedi sljedece:

(1.) aje gornja meda od S
(2.) a < b za svaku gornju medu b od S .
Drugim rijecima, a je supremum skupa S ako je a najmanja gornja meda skupa S .

Uocimo sljedece: ako su a, i ay supremumi skupa S onda je

a < ap
(jer je ay gornja meda od S ) te takoder

a < a;
iz ¢ega zakljucujemo

a, = a.

Prema tome, supremum skupa, ako postoji, je jedinstven.
Supremum skupa S oznacavamo sa sup S'.
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Primjer 1.3.2. 0 je supremum skupa (—o0,0). Naime jasno je da je O gornja meda ovog
skupa. Pretpostavimo da je b gornja meda od (—0,0) takva da je

b <0.
Tada postoji x € R takav da je b < x < 0. Iz ovoga slijedi da je
x € (—00,0)

pa je
x<b

jer je b gornja meda tog skupa sto je u kontradikciji s b < x. Prema tome svaka gornja
meda od (—o0,0) je veca ili jednaka od 0.

Definicija 1.3.3. Neka je S CR. Za xy € S kaZemo da je maksimum skupa S ako je
x < Xxo
za svaki x € S.

Ako je xo maksimum skupa S onda je xy i supremum od S. Naime, ocito je da je x
gornja meda od S, a ako je b gornja meda od S onda je

X()Sb
jerje xg € S.

Obratno, ako je a supremum skupa S onda a ne mora biti maksimum od S (primjer[1.3.2).

Aksiom potpunosti: Neka su A i B neprazni podskupovi od R takvi da je a < b za
svaki a € A i za svaki b € B. Tada postoji c € R takav da za svaki a € A i b € B vrijedi

a<c<hb.

Propozicija 1.3.4. Neka je S neprazan odozgo omeden podskup od R. Tada S ima supre-
mum, tj. postoji a € R takav da je a supremum od S .

Dokaz. Neka je T skup svih gornjih meda od S. Buduci da je S odozgo omeden, postoji
bar jedna gornja meda od S Sto znaci da je T neprazan skup. Dakle, S i T su neprazni
skupovi te za svaki s € S isvaki t € T vrijedi

s<t.
Prema aksiomu potpunosti postoji r € R takav da za svaki s € § iza svaki ¢ € T vrijedi
s<r<t.

Iz ovoga je jasno da je r supremum skupa S'. m|
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Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S neprazan omeden skup u (X,d). Tada je
prema propoziciji[l.2.23]
{d(x,y)|x,y € S}

odozgo omeden podskup od R pa buduci da je ocito neprazan ima supremum.

Definiramo
diam S = sup{d(x,y)|x,y € S}.

Za diam S kaZemo da je dijametar skupa S .

Propozicija 1.3.5. Neka je (X, d) metricki prostor, xo € X i r > 0. Tada je
diam K (xq, 7) < 2r.
Dokaz. Neka su x,y € K(xg,r). Tada je
d(x,y) < d(x,xp) +d(xp,y) <r+r=2r.

Dakle, 2r je gornja meda skupa {d(x,y)|x,y € K(xo,r)}. Stoga je supremum ovog skupa
manji ili jednak od 2r. Prema tome,

diam K (xo, r) < 2r.
O

Primjer 1.3.6. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Neka je xo € R" i
r > 0. Tvrdimo da je
diam K(xo, r) = 2r.

Pretpostavimo suprotno, tj.
diam K (xq, r) # 2r.

Znamo da je diam K(xy, r) < 2r (prema propoziciji pa je
diam K(xg,r) < 2r.

Slijedi da je
diam K(xg, 1) -

2

Odaberimo t € R takav da je
diam K(xy, r) -

t<r.
2
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Uoc¢imo da je t > 0. Imamo xy = (x1,...,X,), X1,...,X, € R. Nekasua = (x1—t,x2,...,X,)
ib=(x;+1tx,...,x,). Imamo

da,x)= VN2 +02+...+02=t<r

paje
a € K(xop,r).

Isto tako dobivamo da je d(b, xo) =t < r pa je
b € K(xp,r).

Nadalje, imamo

d(a,b) = V)2 +02 + ...+ 02 =21,

IZ diam K(xq,r)

> < t slijedi

diam K(xo, r) < 2t,

dakle
diam K (xo, r) < d(a, b).

S druge strane, iz a,b € K(xy, r) slijedi da je
d(a,b) < diam K(xy, r).
Kontradikcija. Prema tome, diam K(xy, r) = 2r.

Primjer 1.3.7. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Neka je
Xo € X, tada je

1
K (xo, 5) = {xo}

paje
1
diam K()Co, E) =0.

Iz ovoga zakljucujemo da opcenito ne vrijedi
diam K(xg,r) = 2r.

Lema 1.3.8. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su A i B neprazni podskupovi od X
takvi da je A C B. Pretpostavimo da je B omeden. Tada je i A omeden te vrijedi

diam A < diam B.
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Dokaz. Ocito je da je A omeden skup. Opcenito, ako su C 1 D neprazni odozgo omedeni
podskupovi od R takvi da je C C D, onda je

supC < sup D.

Naime, sup D je gornja meda skupa D pa je gornja meda i skupa C. Buduci da je supC
najmanja gornja meda skupa C, vrijedi

supC < supD.
Iz A C B slijedi
{d(x,y)|x,y € A} S {d(x,y)|x,y € B},

paje
sup{d(x,y)|x,y € A} < sup{d(x,y)|x,y € B},
g
diam A < diam B.

O

Propozicija 1.3.9. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S neprazan podskup od X.
Tada je S potpuno omeden u (X, d) ako i samo ako za svaki € > 0 postoji n € N i podskupovi
Ay,...,A,0dS takvidajeS =A;U...UA,idiamA; < € zasvakii € {1,...,n}.

Dokaz. Pretpostavimo da je S potpuno omeden skup. Neka je € > 0. Tada postoje n € N i
X1,..., X%, € § takvi da je

S € K(xi, g) U...UK(x, g).

Zaie{l,...,n}nekaje
A =S NK(x, §)~

Ocitoje A; € S zasvakiie{l,...,n}pajeA;U...UA, CS. S druge strane, ako je s € S
onda postoji i € {1,...,n} takav da je s € K(x;, 5) pa je
€
sesSN K(.Xfi, g),
tj. s € A;. Prema tome
SCAU...UA,.

Dakle,
S=A,U...UA,.
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Nekajei € {l,...,n}. Tada je x; € A;, prema tome A; # (). Nadalje,

A; C K(x;, E)
3
pa je prema lemi [[.3.§]
diam A; < diam K(x;, g) < 2§ < €.
Dakle,
diamA; < €.
Obratno, pretpostavimo da za svaki € > 0 postoji n € N i podskupovi Ay,...,A, od S

dijametra manjeg od € koji u uniji daju S. DokaZimo da je S potpuno omeden.
Nekajee > 0. Nekajene NiA,...,A, C S takvida je

S=AU...UA,

te
diamA; <e€,...,diamA, < e.
Zasvakii € {1,...,n} odaberimo to¢ku x; € A;. Nekaje i € {1,...,n}. Tvrdimo da je
A; C K(x;, €). (1.10)

Neka je a € A;. Imamo a, x; € A; pa je
d(a, x;) < diamA; < e.
Dakle, d(a, x;) < € paje a € K(x;, €). Time smo dokazali da (I.10) vrijedi. Imamo
S =AU...UA, CK(x1,e)U...UK(x,,¢€),
tj.
S CK(x,e)U...UK(x,,¢€).

Prema tome S je potpuno omeden. m|

1.4 Potpuna omedenost u R”

Teorem 1.4.1. Neka je n € N te neka su a,b € R, a < b. Neka je d euklidska metrika
na R". Tada je [a, b]" potpuno omeden skup u metrickom prostoru (R",d), pri ¢emu [a, b]"
oznacava skup svih (xi,...,x,) € R" takvih da je x,, ..., x, € [a, b].
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Dokaz. Neka je € > 0. Iz Cinjenice da je [a, b] potpuno omeden u R (s obzirom na euklid-
sku metriku, prema propoziciji [[.2.21)) te prema propoziciji [I.3.9]slijedi da postoje k € N i
podskupovi Ay, ..., A; od R dijametra manjeg od ﬁﬁ takvi da je

[a,b] = A, U...UA;. (1.11)

AkosuS§y,...,S, podskupovi od R, oznac¢imo sa S| X ... xS, skup svih (xy,...,x,) € R"
takvihdaje x; € S¢,...,x, € §,,. Tvrdimo da je

[a,b]" = U A X XA; (1.12)

Nekasuiy,...,i, €{1,...,k}. 1zA; Cla,b],...,A; Cla,b]slijedida je
Ai] X...XAl'n c [a,b]".

Stoga je
U A, X...XA; Cla,b]".

S druge strane, neka je (xi,...,x,) € [a,b]". Iz (1.11) i x; € [a,b], slijedi da postoji
i €{1,...,k} takav da je
X1 € Ail'

Iz (I.T1) i x, € [a, b], slijedi da postoji i, € {1, .., k} takav da je
Xy €A
itd. Dobivamo brojeve iy,...,i, € {1,...,k} takve da je
X1 €Ai,...,x, €A,

Stoga je
(X1,...,%) €EA; X ... XA

Time je dokazano da vrijedi (1.12).
Nekasuij,...,i, € {1,...,k}. DokaZimo da je diam(4; X ... X A;) < €.
Nekasux,y € A; X... XA, ,x=(x1,..., %),y = 1,...,yn). Imamo x;,y; € A; paje

, €
lx; —yil £ diamA;, < v
Analogno dobivamo

€ €
X — ol < ——, .., X — Yl < ——.

2V 2V
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Stoga je
d(x,y) = V1 —y)2 4.+ (5 —y)? <
€2 €?
< Al—+... +—=
4n 4n
e €
N4 2

Ovo znati da je § gornja meda skupa {d(x, y) |x,y €A; X...xA;}. Stoga je supremum

ovog skupa manji ili jednak od £, tj.

diam(A;, X ... x A;) < g <e

Iz ovoga i iz (I.12) zakljuCujemo da je [a,b]" jednak uniji kona¢no mnogo podskupova
od R" dijametra manjeg od €. Iz propozicije [I.3.9]slijedi da je [a, b]" potpuno omeden u
(R, d). O

Teorem 1.4.2. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Neka je S C R". Tada
je S omeden skup u (R",d) ako i samo ako je S potpuno omeden u (R", d).

Dokaz. Ako je S potpuno omeden u (R",d) onda je S omeden u (R", d) prema propoziciji
1.2.11] Pretpostavimo sada da je S omeden u (R", d). Prema lemi postoji r > 0 takav
da je

S € K((,...,0),r). (1.13)

Neka je x € §. Imamo
X=(X1,..., %), X15..., %, €ER.

Iz (.13) slijedi da je x € K((0, ..., 0),7) paje d((xi, ..., x,), (0, ...,0)) < r, .

Vo =02 + ...+ (x, — 02 < .

Iz ovoga slijedi da je

XA X<

pa je

N <<,
tj.

x|l <r...,|x <
Prema tome x, ..., x, € (—r, r) pa zakljuCujemo da je

x€[-rr]".
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Time smo dokazali da je
S cl-nr]".

Prema teoremu [=r, r]" je potpuno omeden skup u (R”,d) pajeiS potpuno omeden
u (R", d). m|



Poglavlje 2

Disperzija u metrickim prostorima

2.1 r-gusti skupovi

Definicija 2.1.1. Neka je (X, d) metricki prostor, A neprazan podskup od X ter € R, r > 0.
KaZemo da je A r-gust u (X, d) ako je

X = U K(a,r). 2.1)

acA

Uocimo da je podskup A od X r-gust u metrickom prostoru (X, d) gdje je r > 0 ako i
samo ako za svaki x € X postoji a € A takav da je

d(x,a) <r.

Naime, ako je A r-gust onda vrijedi pa ako je x € X onda je

X € U K(a,r)
acA
te postoji a € A takav da je
x € K(a,r)
Sto povlaci da je
d(x,a) <r.

Obratno, pretpostavimo da za svaki x € X postoji a € A takav da je

d(x,a) <r.

25
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To znaci da za svaki x € x postoji a € A takav da je
x € K(a,r).

Dakle, za svaki x € X vrijedi

X € U K(a,r).

acA
Stoga vrijedi tj. A je r-gust.

Primjer 2.1.2. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je Z 1-gust skup u (R, d).
Naime, neka je x € R. Tada postoji m € Z takav da vrijedi

m<x<m+l.
Ako je x = m + 1, onda je
dx,m+1)=0<1,

a ako je x #+ m + 1 onda imamo
m<x<m+1

pa je
0<x-m<1.

Stogajelx —ml=x-m<1,1.
d(x,m) < 1.

Dakle, Z je 1-gust u (R, d).

No, Z nije % —gust u (R, d). Dokazimo to.
Pretpostavimo suprotno. Neka je x = % Tada postoji m € Z takav da je

1
d(x,m) < =.
(r,m) < 3
1. sluéaj: 1 < m. Tada je
1 1
_ < N
2="72
paje
1< 1'
— m_—
2~ 21’
.
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Kontradikcija.
2. slucaj: m < 0. Tada je
0<-m

pa je

I,

272 ’
4.

l < d(x,m)

5 S,
Kontradikcija.

Dakle, Z nije % —gustu (R, d).

Definicija 2.1.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A podskup od X. KaZemo da je
A gust skup u (X, d) ako za svaki x € X i svaki r > 0 postoji a € A takav da je

d(x,a) <r.

Uocimo sljedece: A je gust skup u (X, d) ako i samo ako je A r — gust skup u (X,d) za
svakir > 0.

Primjer 2.1.4. Neka je d euklidska metrika na R. Skup Z nije gust u (R, d), jer nije % —gust

(primjer2.1.2).

DokaZimo da je Q gust u (R, d).
Uzmimo x € Rir > 0. Treba pokazati da postoji a € Q takav da je

d(x,a) <r,
Sto je ekvivalentno sa a € K(x,r), odnosno
ael{x—r,x+r)

(primjer[2.3.4)).
No, x — r < x + r pa sigurno postoji racionalan broj koji se nalazi izmedu ova dva broja,
dakle postoji a € Q takav da je

xX—r<a<x+r,

1.
ae{x—r,x+r).

Prema tome Q je gust u (R, d).
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Uocimo sljedece: ako je (X,d) metricki prostor onda je X gust skup u (X, d) (ako je
xeXir>0, uzmemo a = x i imamo d(x,a) < r).

Propozicija 2.1.5. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A konacan skup koji je gust u
(X, d). Tada je

A=X.
Dokaz. Uo€imo da je A, kao gust skup, neprazan. Stoga, buduci da je A konacan, imamo

A=Aay,...,a}
gdjesuk € Niay,...,a, € X. Dokazimo da je X podskup od A. 1z toga Ce slijediti da je
A = X (jer je ocCito A podskup od X).
Neka je x € X. Pretpostavimo da x ¢ A. Neka je
r=min{d(x,a;),...,d(x,a;)}

(lako se indukcijom dobiva da svaki konacan neprazan podskup od R ima minimum i mak-

simum). Budu¢i da je
d(x,a;)) >0

zasvakiie{l,...,k} (jer x ¢ A), imamo
r>0.
Buduc¢i da je A gust u (X, d) postoji y € A takav da je
d(x,y)<r.
Slijedidajey = a; zanekii € {1,...,k} paje prema tome
dlx,a;) <r.
S druge strane iz definicije broja r je jasno da je
r <d(x,a;).

Kontradikcija.
Prema tome, x € A, dakle,

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
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Definicija 2.1.6. Neka je (X, d) metricki prostor, r > 0 te n € N. Za konacan niz ay, ..., a,
u X kaZemo da je r-gust u (X, d) ako je {a,,...,a,} r-gust skup u (X, d).
Dakle, ay, ... ,a, je r-gust niz u (X, d) ako i samo ako za svaki x € X postojii € {1,...,n}
takav da je
d(x,a;) <r.
Uocimo da vrijedi a,, . .., a, r — gust niz u (X, d)

o {ay,...,a,} r — gust skup u (X, d)
eXx= | Ko.neX=Ka,n)u...UK@a.n.
Stoga je metricki prostor (X, d) potpuno omeden ako i samo ako za svaki r > 0 postoji
konacan niz koji je r-gust u (X, d).
2.2 r-rasprSeni konacni nizovi
Definicija 2.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S neprazan podskup od X. Neka
je r pozitivan realan broj. KaZemo da je skup S r-rasprsen (ili r-disperziran) u (X, d) ako
za sve x,y € S takve da je x # y vrijedi
d(x,y)>r.

Primjer 2.2.2. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je Z % — rasprsen skup u (R, d).
Naime ako su x,y € Z, x # y, onda je

lx—yl=1> %
dakle
d(x,y) > %
Nadalje, Z nije 1 — rasprSen jer za x = 1 iy = 2 imamo x,y € Z, x # y, ali
d(x,y) =1,

tj. ne vrijedi
d(x,y) > 1.
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S druge strane, ne postoji r > 0 takav da je Q r — rasprSen.
Pretpostavimo suprotno, tj. da takav r postoji. Odaberimo q € Q takav da je

O<g<r
Imamo 0,q € Q, 0 # qid(0,q) = q < r, kontradikcija.

Definicija 2.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor, r > 0 te ay, .. .,a, konacan niz to¢aka u
X, pri Cemu je n € N. Za (konacan niz) ay, . . .,a, kaZemo da je r-rasprsen konacan niz u
(X,d) ako za sve i, j € {1,...,n} takve da je i # j vrijedi

d(a,-,aj) > r.

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor, r > 0iay,...,a, r—rasprsen konacan niz
u (X,d), onda je {ay,...,a,} r — rasprSenskup u (X, d).

Primjer 2.2.4. Neka je d euklidska metrika na R te neka je a,,a»,as konacan niz u R
definiran sa a; = 0,a, = 0,a3 = 1. Tada je

{ai,a2,a3} =1{0, 1},

a skup {0, 1} je ocito % — rasprSen. Dakle, {a, a,,as} je % — rasprsen skup u (R, d).
No, ay, ay, as nije % — rasprsen konacan niz jer je

1
d(ai,a;) =0< E

Zapravo, konacan niz ay, ay, as nije r — rasprsen ni za jedan r > Q.

Propozicija 2.2.5. Neka je (X, d) potpuno omeden metricki prostor te neka je r > 0. Neka

je
A = {n € N | postoji konacan niz ay, ..., a, koji je r — rasprsen u (X, d)} .

Tada je A konacan skup.
Dokaz. Buduci da je (X, d) potpuno omeden postoje p € N1iby,...,b, € X takvi da je
r r
X = K(bl, 5) Uu...U K(bp, 5)

Neka je n € A. Tada postoji konacan niz xi, ..., x, koji je r — rasprSen u (X, d). Neka je
i €{l,...,n}. Imamo x; € X pa postoji j; € {1,..., p} takav da je

x; € Kb, %).
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Promotrimo funkciju {1,...,n} — {1,..., p}, i = j;. Tvrdimo da je ova funkcija injek-
cija.
Neka su iy, i; € {1,...,n} takvi da je i; # i,. Pretpostavimo da je j;, = j;,.
Imamo
’
Xi, (S K(bjil s 5
i
,
Xi, € K(bjiz’ 5)

No, b;, = b, paslijedi
d(x;,, x;,) <r

(naime, ako su a, b, c € X takvida je a € K(c, 5) i b € K(c, 5) onda je

d(a.b) < d(a.c) + d(e,b) < 5 + 5 =
tj.
d(a,b) <r).

No, iz ¢injenice da je xi, ..., X, r — rasprsSen konacan niz slijedi da je

d(x;,, xi,) > r.
Kontradikcija.
Prema tome j;, # j;, pa zakljuCujemo da je promatrana funkcija injekcija. Ovo povlaci da
jen < p.
Dakle, n < p za svaki n € A, tj.

AcC{l,...,p}.
Stoga je A konacan skup. O

2.3 Maksimalno rasprseni nizovi

Definicija 2.3.1. Neka je (X, d) potpuno omeden metricki prostor. Neka je S C X, S # 0 te
neka je r > 0. Definiramo

D q(S,1)

kao skup svih n € N za koje postoji konacan niz xi, ..., x, koji je r — rasprsen u (X, d) te
takav da su x;,...,x, € S.
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Uoc¢imo da je, uz pretpostavke iz prethodne definicije, D q(S,r) konacan neprazan
podskup od N. Naime, ocito je

Dx.4)(S,r) € Dixo)(X, 1),

a Dxq4)(X, r) je konacan skup prema propoziciji stoga je Dx (S, r) konacan skup.
Odaberimo bilo koji s € S i definirajmo konacan niz x, sa

X1 = S.
Ocito je x, r — rasprSen niz u (X, d) pa zakljucujemo da je 1 € D(x 4)(S, r).

Definicija 2.3.2. Neka je (X, d) potpuno omeden metricki prostor. Nekaje S C X, S # 0 te
neka je r > 0. Definiramo

A(x’d)(S, l") = max D(x’d)(S, I").

Ako je (X, d) potpuno omeden metricki prostor, r > 0 te ay,...,a, konacan niz u X, onda
¢emo umjesto

A(X,d)({al, N
pisati i

Axafay,...,a,;r).

Definicija 2.3.3. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Neka je S C R”",
S #0. Za

d|S><S

kaZemo da je euklidska metrika na S .
Napomena 2.3.4. Neka su x,y,a,b € R takvi da je a < b te da su x,y € [a, b). Tada je
lx—y| <b-a.

Naime ako je x <y onda imamo

pa slijedi

y<b.

Zbrajanjem zadnjih dviju nejednakosti dobivamoy — x < b — a, tj.
x—y| <b-a.

U slucaju kada je y < x analogno dolazimo do istog zakljucka.
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Primjer 2.3.5. Neka je X = [0, 3] te neka je d euklidska metrika na X. Neka je p euklidska
metrika na R. Prema propoziciji|l.2.21|X je potpuno omeden skup u (R, p) pa iz propozicije
[1.2.13] slijedi da je

(X, plixxx))
potpuno omeden metricki prostor.

No, plixxx) je upravo metrika d. Dakle, (X, d) je potpuno omeden metricki prostor.
Neka je S = [0, 1]. Neka je r € [1, 00). Tvrdimo da je

Dixa)(S,r) = {1}. (2.2)

OEitoje 1e D(X’d)(S, r).
Obratno, pretpostavimo da je n € D4 (S, r). Tada postoji konacan niz xi,...,x, koji
jer—rasprSen u (X,d) te takav da su xi,...,x, € S.
Pretpostavimo da je n # 1. Tada je n > 2, a buduci da je xi, ..., x, r—rasprSen niz, vrijedi

d(x1, x2) > r
paje d(xy,x;) > 1, tj.

|X1 — )C2| > 1.

S druge strane, iz x1, x, € [0, 1] i napomene [2.3.4| slijedi
|x; — x| £ 1.

Kontradikcija. Stoga je n = 1. Time smo dokazali da vrijedi (2.2). Iz [2.2) slijedi

Axa)(S,r)=1.
Neka je sada r € [%, 1>. Tvrdimo da je

Dixa(S,r)=1{1,2}. (2.3)

Neka je xi, x, konacan niz u X definiran sa x; = 0i x, = 1. Vrijedi

X1 —x]=1>r
Dakle, x,, x; je r — rasprSen niz u (X, d), a ocito su x|, x, € S pa zakljucujemo da je

2 € Dixa(S,r).

Prema tome
{1,2} € Dxa)(S, ).
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Obratno, neka je n € Dx4)(S, r). Tada postoji konacan niz xi, . .., x, koji je r — rasprSen
u (X,d) te takav da su x,,...,x, € S.
Pretpostavimo da n ¢ {1,2}. Tada je n > 3. Imamo,

X1 — X2 >
paje
1
X1 — xo| > 5
jerjer € [%, 1>. Isto tako imamo
1
X1 — x3] > 5
i
1
|.X2 - )C3| > 5

Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je x; < x, < x3. Imamo

lx; — x2] = X — x5

paje
1
Xy — X1 > 5 (24)
Nadalje, |x, — x3| = x3 — x5 pa je
1
X3 — Xp > 5 (25)

Zbrajanjem nejednakosti (2.4) i (2.5) dobivamo x3 — x; > 1, 1.
|)C3 - Xll > 1.

Ovo je u kontradikciji s cinjenicom da su x;,x; € [0,1]. Prema tome n € {1,2}. Dakle,

vrijedi (2.3). Iz slijedi
A(X,d)(S’ r) = 2

1 1
n’ n—1

Opcenito, neka jen € N, n > 2. Neka je r € [ > Tvrdimo da je
A(X,d)(Sa I") =n.

Neka je xi, ..., x, nizu X definiran sa
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i €{l,...,n}. OCito su xi,...,x, € S. Neka sui,j e {l,...,n}, i # j. Tada je ocito
li—jl > 1 paje

i 1

i Jl_n—l_n—1>r’

4.

d(xi,xj) > T.
Prema tome niz xi, ..., Xx, je r — rasprsen u (X, d), sto povlaci da je

ne D(X,d)(S7 I").

Pretpostavimo da postoji k € Dxq(S,r) takav da je k > n. Tada postoji konacan niz
X1,...,Xx koji je r — rasprSen u (X,d) te takav da su x,,...,x; € S. Bez smanjenja

opcenitosti moZemo pretpostaviti da je x; < x; < ... < xy. Imamo

k-1 k-1 k-1 k k-1
E (Xig1 — X)) = Xivl — Xi = E Xi — Xi =
i=1 i=1 i=1 i=2 i=1
k-1 k-1
=Zx,+xk—(xl+ E Xi) = X = X
i=2 i=2
Dakle,
k-1
X — X1 = E (Xir1 — Xi)
i=1
Za svakiie€{l,...,k— 1} vrijedi x; < x;y1 pa je x;.1 — x; = 0 Sto povlaci
1
Xip1 = X = X1 — x| = d(Xip1, %) > r 2 .
jer je niz xy,...,Xx ¥ — rasprsen.

Dakle, x;.1 — x; > % Stoga je

k-1

1 1 k-1
xk—xl:Z(x,-+1—x,-)>—+...+—: .
- n n n
i=1 ————
k—1puta
Prema tome,
k-1
X — X1 > .
n

Buduci da je x; < 1 te da je x; > 0, imamo

xk—xlél.

(2.6)
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Iz ovoga i (2.6)) slijedi

Izn < k slijedin < k-1 pa je

S

Kontradikcija. Prema tome, ne postoji element od Dx 4(S, r) koji je veci od n. To znaci da
Jje n najveci element skupa Dx 4/(S, 1) pa je

A(X,d)(Sa r) =n.

Propozicija 2.3.6. Neka je (X, d) potpuno omeden metricki prostor, neka je s > 0 te neka
je

n = A(X,d)(X, S). (27)
Pretpostavimo da je ay, . . ., a, konacan niz koji je s — rasprsen u (X, d). Tada je a,, ..., a,
r — gust konacan niz za svaki r € R takav da je r > s.

Dokaz. Neka je r € R takav da je r > 5. Neka je x € X. Promotrimo konacan niz
ai,...,a,,x. Tada prema ovaj niz nije s — rasprSen u (X,d). Stoga postoji i €
{1,...,n} takav da je

d(aj,x) <s
iz Cega slijedi

dla;,x)<r.

ZakljuCujemo da je niz ay, ..., a, r — gust u (X, d). O



Poglavlje 3

Kapacitet

3.1 Kapacitet skupa

Definicija 3.1.1. Neka je X skup te p € N. Neka je FP(X) skup svih funkcija x : {1,..., p} —
X. Dakle, F?(X) je skup svih konacnih nizova u X oblika x,, ..., x,. Naravno za x € F?(X)
iief{l,...,p}umjesto x(i) pisat cemo i x;. Ako je x € FP(X) onda cemo reci da je X
konacan niz duljine p.

Definicija 3.1.2. Neka je (X,d) metricki prostor. Neka je x € FP(X), gdje je p € N.
Definiramo
p(x) = min {d(x;, x)li, j € {1.....p}.i # j}.

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor, s > 0 te x konacan niz u X, onda je x
s-rasprSen ako i samo ako je p(x) > s.

Definicija 3.1.3. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je A # O omeden skup u (X,d).
Neka je n € N. Definiramo realan broj

C;X’d)(A) = sup {6 > 0| 3x € F"'(A) takav da je x € — rasprsen u (X, d)}
ako je skup
{e > 0| dx € F""'(A) takav da je x € — rasprSen u (X, a’)} (3.1

neprazan, a inace definiramo

CHA) = 0.

Za C(A) kazemo da Jje n-kapacitet od A u (X,d). Ako je jasno o kojem se metrickom
prostoru radi, piSemo samo C,(A).

37
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PokaZimo da je prethodna definicija dobra, tj. da skup (3.1), ako je neprazan, ima
supremum. U tu svrhu dovoljno je pokazati da je dani skup odozgo omeden.
Neka je € element tog skupa. Tada postoji konacan niz xy, ..., x,+1 u A koji je €e —rasprsen.
Tada vrijedi
d(x1, %) > €.

Iz x1, x; € A slijedi da je
d(xy, x) < diamA.

Stoga je
€ < diamA.

Prema tome diam A je gornja meda skupa .
Propozicija 3.1.4. Neka je (X, d) metricki prostor, A omeden skup u (X, d) te n € N. Tada
g Cu(A) = sup {p(x) | x € F™*'(A)} (3.2)
Dokaz. Neka je
E = {e > 0] 3x e F"*'(A) takav da jex € — raspréen}.
Promotrimo prvo slu¢aj kada je E = (). Tada je po definiciji
C,(A) =0.
S druge strane neka je x € F"*1(A). Tada je svakako
p(x) > 0.
Pretpostavimo da je p(x) > 0. Odaberimo € € R takav da je

p(x)>€e>0.

Slijedi da je x e-rasprSen niz pa je € € E Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je E = 0.
Stoga je p(x) = 0. Prema tome,

sup {p(x)lx € F**'(4)} = sup {0} = 0.
Dakle, (3.2) vrijedi.
Promotrimo sada slucaj kada je E # (). Neka je

s =sup{p(x) | x € F™*'(A)}.
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Neka je € € E. Tada postoji x € F""!(A) takav da je x e-rasprSen. Iz toga slijedi da je

€ < p(x).

Ocito je p(x) < s. Prema tome € < 5. Ovim smo pokazali da je s gornja meda od E. Stoga
jesupE < s.
Pretpostavimo da je sup E < s. Budu¢i da je s najmanja gornja meda skupa

{p(x) | x € F™(4))},
imamo da sup E nije gornja meda ovog skupa. Stoga postoji x € F"*1(A) takav da je
sup E < p(x).

Odaberimo € € R takav da je
sup E < € < p(x).

Iz ovoga slijedi da je x e-rasprSen. Stoga je € € E pa je € < sup E §to je u kontradikciji sa

supE < e.
Zakljucak:
supE =,
tj.
Cu(A) = s,
a to je i trebalo dokazati. O

3.2 Primjeri
Primjer 3.2.1. Neka je d euklidska metrika na [0, 1]. Prema propoziciji vrijedi
C1(10, 17) = sup {p(x) | x € F*([0, 1)}

Stoga je
C1([0, 1]) = sup {p(x, x2)lx1, x; € [0, 1]} =

= sup {d(x;, x2)|x;, x, € [0,1]} =

= sup {|x; — x2|lxy, x2 € [0, 1]} .
Prema napomeni za sve xi, x» € [0, 1] vrijedi

X] — x| <1-0=1,
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prema tome 1 je gornja meda skupa {|x; — x| |x1, x, € [0, 1]}.
Za x; =0, x, = 1 dobivamo
|x; — x| =1
pa je 1 element ovog skupa. Iz ovoga zakljucujemo da je 1 maksimum promatranog skupa
pa je ujedno i supremum tog skupa.
Zakljucak:
C([0,1]) = 1.

Odredimo sada C,([0, 1]).
Imamo

Co(10, 11) = sup {p(x) | x € F3([0, 1])} =
= sup {p(-xla X2, X3) | X1, X2, X3 € [O, 1]} .

Uzmimo xi, x,, x5 € [0, 1]. Tvrdimo da je

p(xl9 X2, x3) <

| =

Pretpostavimo suprotno, tj. da je

1
p(x1, X2, X3) > 5 (3.3)

Poredajmo sada brojeve xi, x,, x5 od najmanjeg k najvecem, tj. odaberimo medusobno
razlicite brojeve iy, 1,,1; € {1, 2,3} takve da je

Xiy < Xi, < Xis-

Koriste¢i napomenu i dobivamo

L= iy = x| = Xy = X3y = Xy — X, + X5, — X =

= |xiy — x| + Xy, — x> 2*t5 = 1,

tj. 1 > 1, kontradikcija.
Prema tome,

| =

p(x1, x2,x3) <
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1

Iz ovoga slijedi da je % gornja meda skupa {p(x1, x2, x3) | x1, X2, x3 € [0, 1]}. No 5 je i

element ovog skupa: za x; =0, x, = % x3 = 1 imamo
1
p(x1, X2, X3) = 5
Prema tome 1
sup {p(x1, X2, X3) | x1, 32, 03 € [0, 1]} = &

paje
C([0,1]) =

Propozicija 3.2.2. Neka je d euklidska metrika na [0, 1]. Neka je n € N. Tada u metrickom

prostoru ([0, 1], d) vrijedi
1
C.([0,1]) = —.
n

Dokaz. Prema propoziciji3.1.4| vrijedi
C.([0,1]) = sup{p(xi, ..., Xps1) | X150 .., X0p1 € [0, 1]} (3.4)
Neka su x1,...,x,41 € [0,1] . Tvrdimo da je
1
p(xla e ’xn+]) S .
n

Pretpostavimo suprotno, tj. p(xy, ..., Xu+1) > %
Odaberimo medusobno razli¢ite brojeve iy, ..., i+ € {1,...,n + 1} takve da je

Xi, Sx,-z <... S)C,'nH.

Nekaje k € {1,...,n}. Iz iy # i}y slijedi

Xigpy — Xip = |xik+1 - xikl = d(xik+1’xi/<) 2

1
2 P ) >
dakle 1
o= > (3.5)

Koriste¢i napomenu [2.3.4]1 (3.5 dobivamo

1 Z |xin+1 - xil = 'xin+1 - xil =
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= .X'l'n” —.X'in +X,‘n _'xin—l + ... +Xl'3 —.X'i2 +Xi2 — X, =

:;(xik+.—xik)>;%:n%:1’

dakle 1 > 1, kontradikcija.
Prema tome,

S | =

p(x1, ..o, Xpy1) <

zasve Xxi,...,%X,+1 € [0, 1].
S druge strane, definirajmo brojeve xi, ..., x,+; € [0, 1] sa
i—1

Xi = s
n

ie{l,...,n+1}.
Nekasui,je{l,...,n+ 1} takvidajei # j. Tvrdimo da je

1
d(.x,', )Cj) > —.
n

. KAPACITET

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostavitidajei < j. Tadajei+ 1 < jpaje

Xiyl S X;
te je
d(xi, xj) = |xi — x| = Xj — X 2 Xjp1 — X; =
_ioi-1 1
“n on n
dakle |
d(x,',x‘,') > Z

Nadalje, d(x; — xp) = % pa zakljuujemo da je

1
P(X1, s X)) = —.
n
Iz ovoga zakljucujemo da je }1 maksimum skupa

{p(-x17' .. ,-xn+1) | xla' .. 7-xn+1 € [O’ 1]}5
stoga je 1 i supremum tog skupa. Iz (3.4) slijedi da je

1
C,([0,1]) = P
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Napomena 3.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor te A neprazan omeden skup u (X, d). Tada

je
Ci(A) = diam A.

Naime, uoc¢imo prije svega da za sve xi, x, € X vrijedi
p(x1,x2) = d(x1, x2).
Stoga je prema propoziciji
Ci(4) = sup {p(x) | x € FA(A)] =
= sup {p(x1, x2) | x1, %, € A} =

= sup {d(xy, x2) | x1,x, € A} = diam A.

3.3 Aproksimacije i kapacitet

Lema 3.3.1. Neka je (X, d) metricki prostor, a,b,a’, b’ € X te €,r > O takvida je d(a,b) > r,
d(a,a’) < eidb,b") < €. Tada je

dd',b) >r-2e.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. d(a’,b’) < r — 2e. Imamo
d(a,b) <d(a,a’) +dd',b) <
<d(a,a)+dd,b)+db, b) <
<€e+r—2e€+e=r,

tj. d(a, b) < r. Kontradikcija. Prema tome,
dd,b") >r-2e.
O

Teorem 3.3.2. Neka je (X, d) metricki prostor, neka su A i B neprazni omedeni skupovi u
ovom prostoru te neka je € pozitivan realan broj koji ima sljedece svojstvo:
za svaki a € A postoji b € B takav da je

d(a,b) < €
i za svaki b € B postoji a € A takav da je
db,a) < €.

Tada za svaki n € N vrijedi
|C,(A) — C,(B)| £ 2e.
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Dokaz. Neka je n € N. Neka je
S = {r e R|3x e F"'(A) takav da je x r — raspréen} .

Prema definiciji [3.1.3] vrijedi
C,(A) =supS.

Neka je 6 > 0. Imamo
C,(A)—6=supS —o<sup$

pa zakljuujemo da C,(A) — ¢ nije gornja meda skupa S. Stoga postoji r € S takav da je

C.(A)-do<r (3.6)
Buduéidaje r € S postoji x € F"*!(A) takav da je x r-rasprien. Dakle, postoje xi, ..., X4 €
A takvi da je
d(xi, x;) > r
zasvei,je{l,...,n+ 1} takvedajei # j. Nekajei € {1,...,n + 1}. Prema pretpostavci
propozicije postoji y; € B takav da je
d(x;,y;) < €.
Nekasui,je{l,...,n+ 1} takvidajei # j. Imamo
d(xi, x;) > r,
d(x;,y;) <€
i
a’(xj,yj) <E€
pa iz leme[3.3.1]slijedi
d(yuyj) > r—2e.
Prema tome konacan niz (yy, ..., y.+1) je (r — 2€)-rasprSen. Neka je

T = {s eR|3ye F"*'(B) takavdajey s — raspr§en} )
Tada je ocito r — 2e€ € T. Znamo da je C,(B) = sup T pa slijedi da je
r—2e < Cy(B).

Stoga je
r < Cu(B) + 2e. (3.7)
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Iz i (3.7) slijedi da je
C,(A) -6 <C,(B) +2¢
paje
C,(A) - C,(B)—2e < 6. (3.8)
Dakle, (3.8)) vrijedi za svaki 6 > 0. Op¢enito, ako je @ € R takvadaje @ < ¢ zasvaki d > 0
onda je a < 0, naime kada bi vrijedilo @ > 0 imali bismo § > 0 pa bi za 6 = 7 slijedilo
a

a’<§,

Sto je nemoguce. Stoga je
C,(A)-C,(B)—-2e<0.
Slijedi
C.(A) —Cy(B) < 2e.

Analogno dobivamo
C,(B) - Cy(A) < 2e.

Prema tome
|C,(A) — Cu(B)| < 2e.

O

Primjer 3.3.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A podskup od X koji ima tocno m
elemenata, m € N. Neka je n € N takav da je n > m. Tada je

C,(A) =0.
Naime, ako su xi, ..., Xx,s1 € A onda postoje i, j€{l,...,n+ 1} takvida jei # ji x; = x;.
Stoga je

px)=0

za svaki x € F™'(A). Bududi da je prema propoziciji m
Cul(A) = sup [p(x) | x € F™"!(4)]

imamo

C,(A) =sup{0} =0.

Propozicija 3.3.4. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je A neprazan omeden skup u
(X,d). Tada je A beskonacan skup ako i samo ako je

C,(A)>0

za svakin € N.
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Dokaz. Pretpostavimo da je A beskonacan skup. Neka je n € N. Buduci da je A be-
skonacCan postoje xi, ..., x,+1 € Atakvidaje x; # x;zasve i, j € {l,...,n+ 1} takve da je
i # j. Stoga je

d(x;,x;) >0

zasveli,je{l,...,n+ 1} takve daje i # j pa buduci da je
(X1, .oy Xn1) :min{d(xi,xj) li,jell,....,n+ 1},i¢j}

imamo da je
(X1, X01) > 0.

Dakle, postoji x € F™!(A) takav da je p(x) > 0 pa iz propozicije slijedi da je
C.(A) > 0.

Pretpostavimo sada da je C,(A) > 0 za svaki n € N. Kada bi A bio konacan skup tada bi
prema primjeru postojao n € N takav da je C,,(A) = 0, a to je nemoguce.
Dakle, A je beskonacan skup. O

Primjer 3.3.5. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Neka je A
neprazan podskup od X te neka je n € N. Znamo da je

Cu(A) = sup{p(x) | x € F*(A)].

Nadalje za svaki x € F"*'(A) prema definiciji broja p(x) i diskretne metrike vrijedi

p(x)=0
ili

p(x) = 1.
Stoga je

fox) | x e F () < (0, 1)

paje

C,(A)=0
ili

Cn,(A) = 1.

1. sluéaj: A je beskonacan skup. Tada je prema propoziciji C.(A) > 0 pa slijedi da je

C,(A)=1.
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2. slucaj: A je konacan skup i broj n je veci ili jednak od broja elemenata skupa A. Tada
Jje prema primjeru[3.3.3)
C,(A)=0.
3. slucaj: A je konacan skup i broj n je manji od broja elemenata skupa A. Tada A sadrZi
barem n + 1 medusobno razlicitih elemenata, dakle postoje x,...,x,1 € A takvi da je
x; # xjzai# j. Slijedi
p(xX1, ..y Xpy) = L

Zakljucujemo da je
C,(A)>1

paje
Cu(A) = 1.
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Sazetak

Ovaj diplomski rad je podijeljen na tri poglavlja. U prvom poglavlju proucavali smo
omedenost i potpunu omedenost u metrickim prostorima. U drugom poglavlju bavili smo se
disperzijom u metrickim prostorima te posebno r-gustim konacnim nizovima, r-rasprsenim
konacnim nizovima i maksimalnom rasprsSenoscu. U trecem poglavlju proucavali smo po-
Jjam n-kapaciteta skupa u metrickom prostoru. Naveli smo neke primjere s tim u vezi te smo
se bavili odnosom aproksimacije skupa i kapaciteta.






Summary

This diploma thesis is divided into three chapters. In the first chapter we studied boun-
dedness and completed boundedness in metric spaces. In the second chapter we examined
dispersion in metric spaces and in particular we examined r-dense finite sequences, r-
dispersed finite sequences and maximal dispersion. In the third chapter we studied the
notion of n-capacity of a set in a metric space. We gave some examples and we examined
the relationship between an approximation of a set and capacity.
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