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Uvod

Algebra je jedna od osnovnih grana matematike koja se bavi proucavanjem algebarskih
struktura 1 operacija. Strukturu imaju skupovi na kojima je definirana barem jedna ope-
racija. Stoga je algebarska struktura skup na kojem je definirana barem jedna operacija.
Neke od osnovnih algebarskih strukutra su: grupe, prsteni, ideali, polja, matrice i algebre.
Na njima su definirane algebarske operacije, kao Sto su naprimjer zbrajanje i mnozenje.
Cilj ovog diplomskog rada je upoznavanje algebarskih proSirenja polja i proucavanje njiho-
vih svojstava. PokuSat ¢emo iznijeti osnovne rezultate o konacnim i algebarskim proSirenjima
polja te o algebarskim zatvorenjima i konac¢nim poljima.

U prvom poglavlju definiramo pojmove koji su nam potrebni za proucavanje algebarskih
proSirenja polja. Navodimo definicije prstena, ideala, integralne domene i polja te navo-
dimo nekoliko primjera prstena i polja. Definiramo pojam polinoma i stupnja polinoma te
definiramo pojam ireducibilnog polinoma. Na kraju ovog poglavlja definiramo homomor-
fizam prstena i navodimo jedan od fundamentalnih rezultata o homomorfizmima prstena.
Na pocetku drugog poglavlja definiramo prosirenje polja:

Definicija 2.1.1. Neka je K polje koje sadrzi potpolje k. Polje K tada zovemo proSirenje
polja k i oznacavamo sa K/k.

Navodimo nekoliko rezultata koji su nam potrebni za daljnje proucavanje algebarskih
proSirenja. Zatim definiramo kada je element proSirenja polja algebarski, a kada trans-

cendentan te kada je proSirenje polja algebarsko.



SADRZAJ 2

Definicija 2.2.1 Neka je K/k proSirenje polja. KaZemo da je element @ € K algebarski
nad k ako postoji neki nenul polinom f(x) € k[x] Ciji je korijen a. Inace, za a kaZemo da
je transcendentan nad k. Za prosirenje K/k kazemo da je algebarsko ako je svaki a € K
algebarski nad k.

U propoziciji 2.2.2. pokazujemo da ako je K/k konacno proSirenje polja, tada je ono i
algebarsko proSirenje polja. Definiramo minimalni polinom i pokazujemo da postoji je-
dinstveni ireducibilni normirani polinom u Q[x] ¢iji je korijen algebarski cijeli broj a.
Dokazujemo i sljedeci teorem:

Teorem 2.2.4.

(1) Ako je K/k prosirenje polja i @« € K je algebarski nad k, tada postoji jedinstveni
ireducibilni normirani polinom p(x) € k[x] Ciji je korijen a. Osim toga, ako I =
(p(x)), tada k|x]/1 = k(a). To znaci da postoji izomorfizam ¢ : k[x]/I — k(a)

definiran s o(x + ) =aip(c+1) =c,Vc €k

(i) Ako je ' € K drugi korijen od p(x), tada postoji izomorfizam 6 : k(o) — k(o)
definiran s 8(a) = o’ i 6(c) = c,Vc € k.

Na kraju poglavlja dokazujemo teorem koji nam govori o stupnju konacnog prosirenja
polja K/k:
Teorem 2.2.8 Neka su k C E C K polja, pri cemu je E konacno prosirenje od k i K konacno

prosirenje od E. Tada je K konacno proSirenje od k i vrijedi:

[K: k] =[K:E]E : k]

Trece poglavlje je o algebarski zatvorenim poljima. Na pocetku poglavlja navodimo jedan
vazan teorem, Kroneckerov teorem:
Teorem 3.1.1. Neka je k polje i f(x) € k[x]. Postoji polje K Cije je potpolje k, a f(x) je

produkt linearnih polinoma u K|[x].



SADRZAJ 3

Uvodimo pojam polje cijepanja te navodimo primjere u kojima vidimo da polje cijepanja
nekog polinoma ovisi o odabranom polju, ali i o polinomu. Iskazujemo definiciju algebar-
ski zatvorenog polja i algebarskog zatvaraca polja:

Definicija 3.2.1. Polje K nazivamo algebarski zatvoreno ako svaki nekonstantni polinom
f(x) € K[x] ima korijen u K. Algebarski zatvara polja k je algebarsko proSirenje k od k
koje je algebarski zatvoreno.

U teoremu 3.2.5 pokazujemo da algebarski zatvarac k od k postoji i dokazujemo da ako je
k prebrojivo polje, onda je k prebrojiv. U ovom poglavlju definiramo i k—preslikavanja:
Definicija 3.2.7. Neka su F/k i K/k proSirenja polja. k—preslikavanje je homomorfizam
prstenova ¢ . F — K koji fiksira sve elemente od k.

Na kraju ovog poglavlja dokazujemo vaZan rezultat o izomorfizmu izmedu dva algebarska
zatvaraca:

Teorem 3.2.13. Bilo koja dva algebarska zatvaraca polja k su izomorfna s obzirom na
k—preslikavanje.

U posljednjem, Cetvrtom poglavlju, prou¢avamo konacna polja. Na pocetku definiramo
prosto potpolje:

Defincija 4.1.1. Ako je k polje, tada je presjek svih potpolja od k prosto potpolje polja k.
Dokazujemo da je prosto potpolje polja k izomorfno s Q ili F,. Nakon toga definiramo
konacno polje i definiramo karakteristiku polja u ovisnosti 0 njegovom prostom potpolju.
Dokazujemo sljedecu propoziciju:

Propozicija 4.2.4 Ako je k konacno polje, tada je |k| = p" za neki prosti broj p i nekin > 1.
Kao vazan teorem za konacna polja, pojavljuje se Galoisov teorem:

Teorem 4.2.5 Ako je p prost i n pozitivan cijeli broj, tada postoji polje koje sadrZi tocno
p" elemenata.

Na samom kraju ovog poglavlja dokazujemo Mooreov korolar:

Korolar 4.2.10 Bilo koja dva konacna polja s p"* elementa su izomorfna.



Poglavlje 1

Osnovno o poljima

U ovom poglavlju definiramo pojmove koji su nam vazni za kasnije proucavanje proSirenja
polja. Navodimo definicije osnovnih algebarskih struktura: prstena, ideala, integralne do-
mene i polja. Osim toga, definiramo polinome pomocu nizova te definiramo ireducibilni
polinom. Na kraju poglavlja iskazujemo dva vaZna teorema, Teorem o dijeljenju s ostat-

kom 1 Prvi teorem o izomorfizmu.

1.1 Uvodne definicije

U ovom poglavlju koristimo oznake R za prsten (R, +, ) te K, k, F'1 E za polja.

Definicija 1.1.1. Prsten R je skup na kojem su definirane operacije zbrajanja i mnoZenja

tako da vrijedi:
(i) R je komutativna grupa s obzirom na zbrajanje;
(ii) mnoZenje je asocijativno, tj. a(bc) = (ab)c, Ya,b,c € R;
(iii) vrijedi distributivnost mnoZenja prema zbrajanju, tj.
alb+c)=ab+ac, Ya,b,c € R,

4
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(b+c)a=ba+ca, Ya,b,c € R.

KaZemo da je R prsten s jedinicom ako postoji jedini¢ni element (krace: jedinica) 1 € R
takav da vrijedi:

l-x=x-1=x, YxeR.

Prsten R je komutativan ako vrijedi ab = ba, za sve a,b € R.

U ovom diplomskom radu ¢emo uvijek pretpostavljati da svi prstenovi imaju jedinicu.
Definicija 1.1.2. Podskup I C R se naziva ideal u R ako vrijede sljedeci uvjeti:

(i) 0el;

(ii) abel =>a+bel;
(iii) ae I, re R=>rae L

Za ideal koristimo oznaku:

I <R.

Prsten R 1 skup {0} su uvijek ideali u komutativhom prstenu R. Ako je I # R kaZzemo da je

I pravi ideal.

Definicija 1.1.3. Neka su by, b,, ..., b, € R. Skup svih linearnih kombinacija
I ={riby+rby,+---+r,b,:r €Rzasve i}

se naziva ideal u R.

Koristimo oznaku I = (by, bs, ..., b,) 1 kazemo da je I ideal generiran s b, b,, ..., b,.

Posebno, ako je n = 1, tada je:
I=0b)={rb:reR)

takoder ideal u R. Ideal I = (b), generiran samo jednim elementom naziva se glavni ideal.
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Definicija 1.1.4. Komutativan prsten R koji zadovoljava sljedece:
(i) 1 #0;
(ii) Ya,b,c € R, ako je ca = cbic + 0 onda je a = b.

se naziva integralna domena (krace: domena).

Definicija 1.1.5. Komutativan prsten F u kojem je 1 # 0 i svaki nenul element je invertibi-

lan, tj. Aa™' takav dajea-a™' = a”' - a = 1 naziva se polje.

Primjer 1.1.6. Neki od primjera polja su: Q, R, CiZ/pZ, za p € N prost broj.

Polje Z/pZ je prsten ostataka modulo p i to je jedan primjer kona¢nog polja, o emu

¢e biti rijeci kasnije.

Definicija 1.1.7. Neka je S potprsten polja K. Ako je S polje, tada kaZemo da je S potpolje
polja K.

Vrijedi napomenuti da su sva polja prsteni, ali nisu svi prsteni polja.

U sljedecoj definiciji, iz [2], koristimo oznaku A za komutativan prsten s jedinicom 1.

Definicija 1.1.8. Neka je A komutativan prsten s jedinicom, neka je Alx] skup svih nizova

f=(ag,ai,...,a,) iz A takvih da je a; = 0 za sve osim za konacno mnogo i. 1o jest:
f = (aO’ ala ceey an, 0, O...)
Niz f = (ap, ay, ...,a,,0,0...) nazivamo polinom nad A.

Neka su f = (ag,ay,...,a,) 1 g = (by,by,...,b,). Definiramo operaciju zbrajanja na

sljede¢i nacin:

f +g= (Clo,al, ) + (b(),b], ) = (CZ() + bo,dl + bl, e Ay T bn, ),
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te operaciju mnoZzenja:
fg = (ap,ai,...)(by, by, ...) = (o, Clys ey Cpy o),
pri ¢emu je neki c; jednak:
c; = Zn: a,_b; = a,by + a,_1by + ... + a1b,_1 + ayb,.
i=0

(A[x], +, -) nazivamo prsten polinoma u varijabli x s koeficijentima iz A.
Nul-polinom definiramo kao:

£=1(0,0,0,...).

U nekom nenul polinomu f = (ag, ai, ..., a,,0, ...) € A[x], element @, # 0 nazivamo vode¢i

koeficijent. Broj n € N nazivamo stupanj polinoma i koristimo oznaku:

st(f) := n.

Ako je vodeci koeficijent a, = 1 kaZemo da je polinom f € A[x] normiran.
Jedinica 1 € A[x] je niz:

1=(1,0,0,...).

Varijabla x € A[x] je niz:

x=1(0,1,0,0,...),

a njene potencije zapisujemo kao nizove:
x> =(0,0,1,0,...),

x> =(0,0,0,1,0,..),

xX'=(0,0,..,1,0,...).
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Sada polinom f € A[x] moZemo zapisati na uobicajeni nacin:

f = (a05 a,a,...,a,, 0, ...)
= (ap,0,..)+(0,a1,0,..)+---+(0,0,...,a,,0,..)
=ay(1,0,..) +a;(0,1,0,...)+--- +a,(0,0,...,1,0,..)

=dy+ a1 x+ a x> + -+ a,x".
To jest, f(x) =ap +ajx +--- + a,x" € A[x].

Definicija 1.1.9. Polinom f naziva se ireducibilan ako se ne moZe prikazati kao produkt

fif> dvaju polinoma f, i f, koji su svaki stupnja barem 1.

Ireducibilnost polinoma ovisi o polju kojem pripadaju koeficijenti polinoma. Npr. polinom
x% -3 je ireducibilan ako su koeficijenti iz polja Z, no moZe se faktorizirati na (x — V3)(x +

V3) ako su koeficijenti iz polja R.

Teorem 1.1.10 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Neka je k polje i f(x),g(x) € k[x] poli-

nomi pri Cemu je f(x) # 0. Postoje jedinstveni polinomi q(x), r(x) € k[x] takvi da vrijedi
8(x) = q(x) f(x) + r(x),
pri cemu je ili r(x) = 0 ili st(r) < st(f).
Dokaz se nalazi u [[1]] na stranici 102.

Definicija 1.1.11. Neka su R i S dva prstena (ne nuZno komutativna). Preslikavanje f :

R — S naziva se homomorfizam prstena ako vrijedi:
fx+y) = f0)+ f(),Vx,y €R;

JOy) = f(0)f(),¥x,y €R;
f)=1.
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Homomorfizam f koji je jo§ i injekcija naziva se monomorfizam, f koji je i surjekcija
zovemo epimorfizam, a homomorfizam koji je bijektivan zovemo izomorfizam.

Za dva prstena R i S kazemo da su izomorfni ako postoji izomorfizam f : R — §. Koris-
timo oznaku R = §'.

Kazemo da je f : K — L homomorfizam polja, ako je to homomorfizam prstena.

Definicija 1.1.12. Neka je R prsten i pretpostavimo da postoji m € N takav da je:

mx=0, VxeR.

Definiramo karakteristiku prstena R sa:

char R := minimalan takav m.

Ako m ne postoji, kaZemo da je R karakteristike nula i pisemo

char R = 0.

Na kraju ovog poglavlja, navest ¢emo jedan od osnovnih rezultata o homomorfizmima

prstena, a ¢ije tvrdnje ¢emo Koristiti u nekim dokazima:

Teorem 1.1.13. (Prvi teorem o izomorfizmu)
Neka je preslikavanje f : R — S proizvoljan homomorfizam prstena. Tada je Ker f < R

ideal, Im f < S potprsten i vrijedi:

R/ Ker f = Im f.

Dokaz se nalazi u [1] na stranici 157.



Poglavlje 2
ProSirenja polja

U ovom poglavlju detaljnije proucavamo temu diplomskog rada. Definiramo Sto je to
prosirenje polja, a zatim Sto je to algebarsko proSirenje polja i kakvo joS proSirenje postoji.
Nakon toga navodimo rezultate vezane uz algebarska proSirenja polja i ireducibilne poli-
nome. Definiramo i minimalni polinom te stupanj proSirenja kona¢nog polja, a na kraju
poglavlja navodimo teorem koji pokazuje zasto je stupanj proSirenja konacnog polja dobro

definiran.

2.1 Prosirenja polja
Na pocetku ovog poglavlja navodimo definiciju proSirenja polja i nekoliko propozicija koje
su vazne u kasnijem dijelu rada.

Definicija 2.1.1. Neka je K polje koje sadrZi potpolje k. Polje K tada zovemo proSirenje

polja k i oznacavamo sa K/k.

Uocimo da je tada K vektorski prostor nad k. Ako je K kona¢no-dimenzionalni vek-
torski prostor nad k, tada je proSirenje polja K/k kona¢no proSirenje. Dimenziju od K

oznacavamo s [K : k] i zovemo stupanj od K/k.

10
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Kasnije ¢emo u propoziciji (v) navesti vazan argument za ovakvu definiciju.
Navedimo propoziciju koja nam govori o vezi izmedu ireducibilnog polinoma i kvocijent-

nih prstenova.

Propozicija 2.1.2. Neka je k polje i neka je I = (f(x)), pri emu je f(x) nenul polinom iz

k[x]. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(i) f(x)je ireducibilan polinom;
(ii) k[x]/I je polje;

(iii) k[x]/I je domena.

Dokaz. Prvo pokazimo da (i) = (ii). Pretpostavimo da je f(x) ireducibilan. Buduci da je
I = (f(x)) pravi ideal, 1 + I € k[x]/I je razliCito od nule. Ako i za neki proizvoljan g(x)
vrijedi da g(x) + I € k[x]/I razliCito od nule, tada g(x) ¢ I, to jest f 1 g. ZakljuCujemo da
su f 1 g relativno prosti pa postoje polinomi s, € k[x] takvi da vrijedi sg + ¢f = 1. Iz toga
slijedi sg— 1 eltejel +1 =sg+1 = (s+ I)(g+ ). Vidimo da svaki nenul element iz
k[x]/I ima inverz pa je k[x]/I polje.

Buduci da je svako polje integralna domena, to (ii) = (iii).

PokaZzimo sada (iii) = (i). Pretpostavimo da je k[x]/I integralna domena. Ako f(x)
nije ireducibilan, zna¢i da ga moZemo zapisati kao umnozak linearnih faktora: f(x) =
g(x)h(x) € k[x], pri Cemu vrijedi st(g) < st(f) i st(h) < st(f). Znamo da je nula u k[x]/I
oblika 0 + 7 = I. Iz toga slijedi, akoje g+ 1 = I, tadaje g€ I = (f)1 f | g, tj. polinom
f dijeli g. Dosli smo do kontradikcije jer je st(g) < st(f). Dakle, g + I # I. Analognim
postupkom dobijemo A + I # I. Medutim, umnozak (g + I)(h+ 1) = f+ 1 = I je nula
u kvocijentnom prstenu, Sto je u kontradikciji s tvrdnjom da je kvocijentni prsten k[x]/1

integralna domena. Pretpostavka nije to€na, tj. f(x) je ireducibilan polinom. O
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Lema 2.1.3. Neka je k polje, R nenul prsten, a f : k — R homomorfizam prstena. Tada je

preslikavanje f injekcija.

Dokaz. Buduéi da je f(1) = 1, to je f netrivijalan. Pogledajmo Ker f. Ker f je ideal u
polju & pa je zato Ker f = (0). Tvrdnja slijedi. O

Propozicija 2.1.4. Neka je k polje, neka je p(x) ireducibilan polinom u k[x] stupnja d,
K = k[x]/I pri cemu je I=(p(x)) te neka je 3 = x + I € K.

(i) K je polje i k' = {a+ 1 : a € K} je potpolje od K izomorfno s k. Dakle, ako k'
identificiramo s k, tada je k potpolje od K.

(ii) B je korijen od p(x) u K;
(iii) Ako je g(x) € k[x] i B je korijen od g(x), tada p(x)|g(x) u k[x].

(iv) p(x) je jedinstveni ireducibilni normirani polinom u k[ x] Ciji je korijen B;

(v) Skup {1,B,%, ...,8"} je baza od K kao vektorskog prostora nad k te je dimi(K) = d.

Dokaz. Pokazimo (i). Bududi da je p(x) ireducibilan, prema propoziciji [2.1.2]slijedi da je
kvocijentni prsten K = k[x]/I polje, a prema lemi slijedi da je a = a+ I izomorfizam
k— k.

PokaZimo sada (if). Uzmimo proizvoljan polinom p(x) € k[x]. Neka je

px)=ay+ax+---+ ag_1 x4 x4,

a; € kzasvei. UK = k[x]/I vrijedi:
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pB)=(ag+ 1)+ (a,+DB+---+(1+DB*
=(@+D+@+Dx+D+---+1+Dx+1)°
=(ap+D+@x+D+--+x1+1)
=aptaix+--+x+1
=p)+1

=1,

jer je I = (p(x)). S druge strane, I/ moZemo zapisati kao / = 0 + [ te je on nul-element od
K = k[x]/I. Slijedi da je 8 korijen od p(x).

Pokazimo tvrdnju (iii). Bududi da je p(x) ireducibilan, ako p(x) ¥ g(x) u k[x] slijedi da je
njihov najveci zajednicki djelitelj 1. Stoga, postoje s(x),#(x) € k[x] takvi da vrijedi 1 =
sp +tg. Znamo da je k[x] € K[x], pa ovo moZemo smatrati relacijom u K[x]. Evaluacijom
polinoma u 3, dolazimo do jednakosti 1 = 0, a to ne vrijedi.

Dokazimo (iv). Uzmimo proizvoljan h(x) € k[x] ireducibilan normirani polinom ¢iji je
korijen 8. Tvrdnja (iii) nam govori da p(x) | h(x). Budu¢i da je h(x) takoder ireducibilan,
vrijedi h(x) = cp(x) za neku konstantu c¢. No poznato nam je da su i(x) i p(x) oba polinoma
normirani pa slijedi da je ¢ = 1, tj. h(x) = p(x).

Pokazimo da vrijedi tvrdnja (v). Svaki element iz K je oblika f(x) + I, gdje je f(x) € k(x).
Prema Teoremu o dijeljenju s ostatkom (teorem [I.1.10), postoje polinomi g(x), r(x) € k[x]
takvi da je f = gp + r te vrijedi r(x) = 0 ili st(r) < d = st(p). Buduéidaje f —r=¢gp € 1,
slijedi da f(x) + I = r(x) + 1. Neka je r(x) = by + bjx + --- + by_1x*"', b; € k Vi, tada

analogno dokazu u (ii) slijedi da je
r(x)+1=by+ b+ +by B

Iz toga slijedi da {1, 3,52, ..., 5"} razapinje K.
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Sada joS treba pokazati jedinstvenost. Pretpostavimo da
b() +b1,3+ +bd_1,3d_] = Cy +C1ﬁ+ +Cd_1ﬁd_l.

Definiramo g(x) € k[x] kao g(x) = Zf’;ol (b; — c;)x'. Ako je g(x) = 0, tvrdnja vrijedi i gotovi
smo. Ako g(x) # 0, tada moZemo definirati st(g) i vrijedi st(g) < d = st(p). S druge strane,
B je korijen od g(x) pa iz (iii) slijedi p(x) | g(x). Dakle, vrijedilo bi st(p) < st(g), no to
je kontradikcija. Zaklju¢ujemo da je {1,, 5%, ..., 87!} baza od K kao vektorskog polja nad
poljem k i iz toga slijedi dim(K) = d. O

Primjer 2.1.5. Polinom x> + 1 € R[x] je ireducibilan. Definiramo kvocijentni skup K =
R[x]/(x* + 1). Tada je K/R proSirenje polja stupnja 2. Neka je f3 korijen polinoma x* + 1.
Slijedi da je > = —1. Takoder vrijedi da svaki element iz K moZemo prikazati na jedins-
tveni nacin kao a+bp, pri cemu su a,b € R. Primjetimo da smo ovako zapravo konstruirali
skup C.

Definirajmo sada izomorfizam iz K u C. Razmotrimo preslikavanje ¢ : R[x] — C defini-
rano s ¢ : f(x) — f(i). Preslikavanje je surjektivno jer a + ib = ¢(a + xb) € Im ¢.
Nadalje, jezgra preslikavanja ¢ je skup svih polinoma iz R[x] ¢iji je korijen i, tj: Kerp =
{f(x) € R[x] : f(i) = 0}. Polinom x* + 1 € Ker ¢ pa vrijedi da je (x* + 1) C Ker ¢. S druge
strane, ako je polinom g(x) € Ker ¢, tada je i njegov korijen.

Slijedi da je Ker ¢ = (x* + 1) pa po Prvom teoremu o izomorfizmu (teorem|l.1.13)) vrijedi:
R[x]/(x* + 1) = C.

Buduéi da smo definirali skup C kao kvocijentni skup, moZemo definirati mnoZenje na

sljedeci nacin:

(a + ib)(c + id) = ac + (ad + bc)i + bdi*

=ac — bd + (ad + bo)i,
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ako i promatramo kao varijablu te nakon sredivanja iskoristimo uvjet i* = 1.
Opcenito, ako je B korijen polinoma p(x) € k[x], tada u kvocijentnom prstenu k[x]/(p(x))
izraz:

(bo+bix+ - +b, 1 X" DNco+cp +- -+ X7,

mnozimo tako da faktore izmnoZimo kao polinome u varijabli 3 te iskoristimo uvjet p(8) =

0.

2.2 Algebarska proSirenja

Definicija 2.2.1. Neka je K/k proSirenje polja. KaZemo da je element @ € K algebarski
nad k ako postoji neki nenul polinom f(x) € k[x] Ciji je korijen a. Inace, za a kaZemo da
je transcendentan nad k. Za prosirenje K|k kaZemo da je algebarsko ako je svaki @ € K

algebarski nad k.

Kada za neki realan broj kazemo da je transcendentan, podrazumijevamo da je trans-

cendentan nad Q. Npr. e i 7 su transcendentni brojevi.
Propozicija 2.2.2. Ako je K/k konacno prosirenje polja, tada je K|k algebarsko prosirenje.

Dokaz. Po definiciji kona¢nog proSirenja, slijedi da je [K : k] = n < co. Nizodn + 1

2

vektora: 1,@,a",...,@" je zavisan ako postoje koeficijenti cy, cy, ..., ¢x € k, od kojih je bar

jedan razlicit od 0, takvi da vrijedi:

Z cia = 0.

Iz toga slijedi da je polinom f(x) = 3 ¢;a’ razli¢it od nulpolinoma te da je a njegov korijen.

Dakle, « je algebarski element nad k. O

Definicija 2.2.3. Ako je K/k prosSirenje i a € K, tada definiramo k(a) kao presjek svih pot-
polja od K koja sadrZe k i a. Skup k(a) nazivamo potpolje od K dobiveno pridruZivanjem

a s k.
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Opcenito, ako je A podskup od K, definiramo k(A) kao presjek svih potpolja od K
koja sadrze k U A; pri Cemu k(A) nazivamo podskup od K dobiven pridruZivanjem A s k.
Posebno, ako je A = {z1, ..., 2,} konacan podskup, tada mozemo pisati k(A) kao k(zy, ..., Z,)-
Najmanje potpolje od K koje sadrzi k 1 A je upravo k(A). Ako je B bilo koje potpolje od K
koje sadrzi k1 A, tada k(A) C B.

Teorem 2.2.4.

(i) Ako je K/k prosirenje polja i @ € K je algebarski nad k, tada postoji jedinstveni
ireducibilni normirani polinom p(x) € k[x] Ciji je korijen a. Osim toga, ako I =
(p(x)), tada k[x]/I = k(a). To znaci da postoji izomorfizam ¢ : k[x]/I — k(@)
definiran s o(x+ 1) =aigp(c+1)=c,Vc ek

(ii) Ako je a’ € K drugi korijen od p(x), tada postoji izomorfizam 0 : k(a) — k(@)
definiran s 8(a) = @’ i 6(c) = ¢,Vc € k.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju (i). Pogledajmo preslikavanje ¢ : k[x] — K definirano sa
¢ : f(x) = f(a). Kod takvog preslikavanja, slika Im ¢ je potprsten od K koji sadrzi sve
elemente oblika f(a@) pri cemu je f(x) € k[x]. Takoder slijedi da je jezgra Ker ¢ ideal u
k[x] koji sadrzi sve f(x) € k[x] Ciji je korijen @. Buduci da je svaki ideal u k[x] glavni
ideal, za neki normirani polinom p(x) € k[x] vrijedi da Ker ¢ = (p(x)) . No takoder znamo
da je k[x]/(p(x)) = Im ¢, Sto je integralna domena te po propoziciji [2.1.2]slijedi da je p(x)
ireducibilan.

Ta ista propozicija kaze da je k[x]/(p(x)) polje, a prema teoremu |1.1.13] slijedi
k[x]/(p(x)) = Im ¢, Sto znaci da je Im ¢ potpolje od K koje sadrzi k i @. Buduéi da svako
potpolje od K koje sadrzi k i @ mora sadrzavati i Im ¢, imamo Im ¢ = k(). Jedinstvenost
polinoma p(x) slijedi iz propozicije (iv).

DokazZimo sada (ii). Koristeci sli¢ne argumente kao u prvom dijelu dokaza, postoje izo-

morfizmi ¢ : k[x]/I — k(@) 1y : k[x]/] — k(a’) definirani s o(c + 1) = ciy(c) =c+ 1 za
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sve ¢ € k. Stovise, vrijedi ¢ : x + 1 — @iy : x + 1 — . Njihova kompozicija 6 = i - ¢!

je traZeni izomorfizam. O

Definicija 2.2.5. Neka je K/k prosirenje polja i « € K algebarski nad k. Minimalni
polinom od a nad k je jedinstveni ireducibilni normirani polinom p(x) € k[x] ¢iji je korijen
a. Koristimo oznaku:

irr(a, k) = p(x).

Minimalni polinom ovisi o polju £, tj. nije isti minimalni polinom nad poljem R i nad
poljem C. Npr. irr(i,R) = x*> + 1, dok je irr(i,C) = x — i.

Pretpostavimo da postoji normirani polinom f(x) € Z[x] Ciji je korijen a algebarski
cijeli broj. Budu¢i da je Z[x] € Q[x], svaki @ ima jedinstven minimalni polinom m(x) =
irr(a, Q) € Q[x] te je m(x) ireducibilan u Q[x].

U nastavku navodimo Gaussovu Lemu iz [[1]] koja govori o faktorizaciji polinoma iz Q[x]

s koeficijentima iz Z[ x].

Lema 2.2.6. Neka je polinom f(x) € Z[x]. Ako postoji faktorizacija f(x) = G(x)H(x) €
Qlx], pri cemu su st(G), st(H) < st(f), tada postoji faktorizacija f(x) = g(x)h(x) € Z[x] i
vrijedi st(g) = st(G), st(h) = st(H).

Dokaz. Neka su n’,n” pozitivni cijeli brojevi takvi da je g(x) = n’G(x) i h(x) = n”" H(x).

Oznacimo s n njihov umnozak, tj. n = n’'n”. Tada imamo:
nf(x) =n'G(x)n” H(x) = g(x)h(x) € Z[x].

Neka je p prosti djelitelj od n. Promotrimo preslikavanje Z[x] — F,[x] koje svakom

koeficijentu polinoma iz Z[x] pridruZuje ostatak pri dijeljenju s p. Sada imamo:
0 = §0h(x).

Buduc¢i da je skup F, polje, slijedi da je F,[x] integralna domena. Prema tome, jedan od

faktora jednak je 0. Pretpostavimo da je g(x) = 0. Buduéi da smo djelovali s mod p, to
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znaci da su svi koeficijenti od g(x) viSekratnici od p. Za polinom g(x) vrijedi g(x) = pg’(x),
pri cemu su svi koeficijenti od g’(x) iz Z.

Ako je n visekratnik od p, piSemo n = pm i vrijedi

pmf(x) = pg'(x)h(x) € Z[x].

Skratimo jednakost s p te nastavimo kratiti s prostim brojevima dok ne dodemo do fakto-

rizacije f(x) = g*(x)h*(x) € Z[x]. Primjetimo da je st(g") = st(g) i st(h*) = st(h). O
U dokazu sljedeceg korolara koristimo Gaussovu lemu (lema [2.2.6)):
Korolar 2.2.7. Ako je a algebarski cijeli broj, tada irr(a, Q) € Z[x].

Dokaz. Neka je polinom p(x) € Z[x] monom najmanjeg stupnja ¢iji je korijen @. Ako p(x)
mozemo faktorizirati u Q[x], tada je p(x) = G(x) - H[x], pri Cemu je st(G) < st(p) i st(H) <
st(p). Tada je « korijen od G(x) ili H(x). Prema Gaussovoj lemi, postoji faktorizacija
p(x) = g(x)-h(x) uZ[x] ukojoj je st(g) = st(G) i st(h) = st(H). Zapravo, postoje racionalni
brojevi ¢ id takvi da g(x) = ¢ - G(x) 1 h(x) = d - H(x). Ako je a vode(i koeficijent od g(x)
i b vodeci koeficijent od A(x), tada mora vrijediti @ - b = 1 jer je p(x) normirani polinom.
Dakle, imamo dva sluCajazaaib: illijea =1 =bilijea = -1 = b,zaa,b € Z. U
oba slucaja dolazimo do zakljucka kako su oba polinoma, g(x) i A(x), normirani. Bududéi
da je a korijen od g(x) ili h(x), dolazimo do kontradikcije s tvrdnjom da je p(x) normirani
polinom u Z[x] najmanjeg stupnja Ciji je korijen a. Slijedi da je p(x) = irr(a, Q) jer je to

jedinstveni ireducubilni normirani polinom u Q[x] ¢iji je korijen a. O
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Teorem 2.2.8. Neka su k € E C K polja, pri ¢emu je E konacno proSirenje od k i K

konacno prosirenje od E. Tada je K konacno prosirenje od k i vrijedi:
[K : k] =[K : E][E : k].

Dokaz. Uzmimo da je A = {ay,...,a,} bazaod Enad ki B = {by, ...,b,,} baza od K nad E.
Dovoljno je pokazati da je X = {a;bj|i=1,...,n,j=1,...,m} baza od K nad k.
Kako bi vidjeli da 1i X razapinje K, uzmimo u € K. Bududi da je B baza od K nad E,

u= Z/ljbj.
J

Buduci da je A baza od E nad k, postoje skalari u; € k takvi da

Aj= Z,uﬁai.
i.j

postoje skalari A; € E takvi da je

Znaci,
u= Z:ujiaib >
ij

tj. X razapinje K nad k.

Sada joS Zelimo pokazati da je X linearno nezavisan nad k. Pretpostavimo da postoje skalari

Z Mjiaib; = 0.
ij

Mji € k takvi da

Definirajmo
/lj = Z,uﬁai.
Slijedi da je A; € E i vrijedi
Z /ljbj = O
J

Buduci da je B linearno nezavisan nad E, slijedi da

0=4;= Zyﬁai,v]‘.
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Buducdi da je i A linearno nezavisan nad k, slijedi da je
Hji = 0,V1i, j;
Sto znaci da je X linearno nezavisan skup nad k. O

Prije jednog primjera, navedimo teorem koji nam pomaZze u traZenju racionalnih kori-

jena polinoma:

Teorem 2.2.9. Ako je f(x) = ap+ ajx+ --- + a,x" € Z[x] C Q[x], tada je svaki racionalni
korijen od f(x) oblika %, pri cemu blay i cla,,.

Posebno, ako je f(x) € Z[x] normiran, tada je svaki racionalni korijen od f(x) cijeli broj.
Dokaz ovog teorema nalazi se u [1]] na stranici 115.

Primjer 2.2.10. Neka je f(x) = x* —10x% + 1 € Q[x]. Ako je B korijen polinoma f(x), tada

pomocu formule za opcenito rjeSenje kvadratne jednadZbe:

—b + Vb? —4ac
2a

X12 =

moZemo izracunati 3:

B> =5=x2V6.

Sada iz jednakosti:

a+2Vab+b = (Va+ Vb,

slijedi da je:

,8:1(\/5+ \/5).

Analogno, iz a —2\ab + b = (\a — Vb)Y slijedi da je B:

,B:i(\/i— \/5).
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Korijeni polinoma f(x) su:
V24+ V3, —V2-+V3, V2-+3, —V2+ V3

Buduci da su +1 jedini mogudi racionalni korijeni polinoma f(x), prema teoremu[2.2.9|
zapravo smo pokazali da su ova Cetiri korijena polinoma iracionalni brojevi.
Zelimo pokazati da je f(x) ireducibilan u Q[x]. Ako je g(x) kvadratmni faktor od f(x) u
Qlx], tada je
g(x) = (x—a\/i—b\/g)(x—c\/i—d\/g),

pri cemu su a,b,c,d € {1,—-1}. Iz gornjeg izraza slijedi:
g(x) = x* = ((@+ ) V2 + (b + d) V3) x + 2ac + 3bd + (ad + bc) V6.

Broj (a + ¢) V2 + (b+d) \/gje racionalan ako i samo ako je a +c =0 = b + d; no iz ovih
Jjednakosti mora biti ad + bc # 0 pa konstantni ¢lan u polinomu g(x) nije racionalan. Zbog
toga slijedi g(x) # Q[x] pa je polinom f(x) ireducibilan u Q[x]. Ako je 8 = V2 + V3, tada
Jje f(x) = irr(B,Q).

Promatrajmo polje E = Q(B) = Q(\/i + \/§) Postoji toranj polja Q C E C F, pri cemu
jeF=Q ( V2, \/§) te prema teoremu |2.2.8|vrijedi

[F:Q]=[F:E][E:Q].

Buduéi da je E = Q(B) = Q ( V2 + \/§) i B je korijen ireducibilnog polinoma stupnja 4,
f(x), slijedi da je [E : Q] = 4.
S druge strane,

Fa1=[r:o()[e(): o]
Znamo da je [Q(\/i) : Q] = 2 jer je V2 korijen ireducibilnog polinoma x* — 2 € Q[x].
DokaZimo da je [F : Q(\/i)] < 2. Polje F nastaje pridruzivanjem V3 k Q(\/i) Sada

imamo dva slucaja:
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1° V3eQ(V2)reje [F: Q(V2)| =1
2° x? — 3 je ireducibilan u Q ( \/5) [x] pa je stupanj 2 (zapravo je stupanj tocno 2).
Slijedi da je [F : Q] < 4 pa iz jednakosti

[F:Ql=[F:E]E:Q]

slijedida je [F : El1=1,¢4. F = E.
Napomenimo da F nastaje iz Q pridruZivanjem svih korijena od f(x), ali takoder nastaje

iz Q pridruZivanjem korijena od g(x) = (x* — 2)(x* = 3).



Poglavlje 3
Algebarsko zatvorenje

Tema ovog poglavlja su algebarski zatvorena polja. Na pocetku ovog poglavlja definirat
¢emo polje cijepanja i dokazati Kroneckerov teorem te diskutirati njegove posljedice. U
nastavku definiramo algebarski zatvoreno polje 1 algebarski zatvara¢ polja. Dokazat ¢emo
jedan od najvaznijih rezultata, a to je da za svako polje k postoji algebarski zatvarac polja

k.

3.1 Polje cijepanja

Sljedeci teorem je jedan od vaznijih teorema jer nam govori o tome da za bilo koji polinom

f(x) mozemo pronaci neko vec€e polje E koje sadrzi sve korijene polinoma f(x).

Teorem 3.1.1 (Kronecker). Neka je k polje i f(x) € k[x]. Postoji polje K Cije je potpolje k,

a f(x) je produkt linearnih polinoma u K[x)].

Dokaz. Dokaz se provodi indukcijom po st(f).
Baza. Neka je st(f) = 1, tada je f(x) linearan i moZemo odabrati polje K = k.
Pretpostavka indukcije. Postoji polje F” koje sadrzi potpolje k takvo da je f(x) produkt

linearnih polinoma u F’[x].

23
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Korak indukcije. Ako je st#(f) > 1, faktoriziramo polinom f(x) = p(x)g(x) na nacin da je
p(x) ireducibilan. Tvrdnja (i) iz propozicije[2.1.2lnam govori da postoji polje F koje sadrzi
k i korijen z polinoma p(x). Stoga, u F[x] postoji p(x) = (x—2)h(x) 1 f(x) = (x—2)h(x)g(x).
Koriste¢i matematicku indukciju dobivamo da postoji polje K koje sadrzi F' (pa tako 1 k),

takvo da je h(x)g(x), a s tim i f(x), produkt linearnih faktora u K[x]. O

Definicija 3.1.2. Neka je K/k prosirenje polja i f(x) € k[x] polinom koji nije konstantan.
Kazemo da se f(x) cijepa nad K ako moZemo zapisati f(x) = a(x—2zy) -+ (x—2z,), pri Cemu
su z1,...,2, € K, a@ € k. ProSirenje polja E [k nazivamo polje cijepanja f(x) nad k ako se

f(x) cijepa nad E, ali se ne cijepa nad nijednim odgovarajucim potpoljem od E.

Primjer 3.1.3. Promatrajmo polinom f(x) = x> + 1 € Q[x]. Korijeni ovog polinoma su
X1, = =+i pa ga moZemo zapisati kao f(x) = (x — i)(x + i). To znaci da je f(x) produkt
linearnih polinoma u C|x), tj. f(x) se cijepa nad C.

S druge strane, polje C nije polje cijepanja f(x) nad Q, vec¢ postoje odgovarajuca potpolja
od C koja sadrZe polje Q i sve korijene od f(x). Polje Q(i) je jedan primjer potpolja od C
koje je polje cijepanja od f(x) nad Q.

Uocimo da polje cijepanja nekog polinoma g(x) € k[x] ovisi i o polju k i 0 polinomu
g(x). Polje cijepanja polinoma x* + 1 nad poljem Q je Q(i), a nad poljem R je R(i), tj. C.
U sljedecem korolaru i njegovom dokazu, moZemo vidjeti direktnu primjenu Kronec-
kerovog teorema.
Korolar 3.1.4. Ako je k polje i f(x) € k[x], tada postoji polje cijepanja od f(x) nad k.

Dokaz. 1z Kroneckerovog teorema (vidi teorem [3.1.1)) slijedi da postoji prosirenje polja
K/k takvo da se f(x) cijepa u K[x], npr. f(x) = a(x — a;)--(x — @,). Potpolje E =
k(ay, ...,a,) od K je polje cijepanja f(x) nad k. O
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Primjer 3.1.5. Neka je k polje i neka je E = k(yy, ..., y,) polje racionalnih funkcija, un € N

varijabli yy, ..., y,, nad k. Opci polinom stupnja n nad k definiramo kao:
fo =] =y € El,
to jest

S = (x=yD)x—y2) - (x = yn).
Stavimo f(x) = x* + a,_1 X' + - - - + ayx + ay. Tada imamo Viéteove formule:
Qny = = 2%

ap-2 = Zi<j ZiZj

An-3 = = Dicjck ZiZjZk

ap=(-D"z1z2 2
Sada je K = k(ay, ...,a,-1) polje. Buduci da E nastaje iz K pridruZujuci sve korijene od

f(x), 4. sve y, slijedi da je E polje cijepanja od f(x) nad K.

Prije primjera[3.1.9] prisjetimo se nekoliko teorema iz podrucja grupa i ciklickih grupa.

Za pocetak navedimo Lagrangeov teorem:
Teorem 3.1.6 (Lagrange). Ako je H podgrupa konacne grupe G, tada je |H| djelitelj od |G|.
Dokaz ovog teorema nalazi se u [1]] na stranici 35.

Teorem 3.1.7. Grupa G reda n je ciklicka ako i samo ako za svaki djelitelj d od n, postoji
najvise jedna ciklicka podgrupa reda d.

Dokaz ovog teorema nalazi se u [1]] na stranici 58.
Teorem 3.1.8. Neka je k polje. Ako je G konacna podgrupa multiplikativne podgrupe k*,
tada je G ciklicka grupa. Posebno, ako je k konacno polje (npr. k = F,), tada je k* ciklicka

grupa.
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Dokaz. Nekad dijeli |G|. Pretpostavimo da postoje dvije podgrupe S i T od G koje su reda
d. Tada je |S UT| > d. No prema Lagrangeovom teoremu, za svaki a € S U T vrijedi
a® = 1 stoga je korijen od x¢ — 1. Budu¢i da polinom f(x) € k[x] stupnja n ima najvise
n korijena u polju &, dosli smo do kontradikcije jer ovaj polinom ima viSe od d korijena u

danom polju k. Prema teoremu slijedi da je G ciklicka grupa. O

Primjer 3.1.9. Neka je f(x) = x" — 1 € k[x] za neko polje k. Neka je E/k prosirenje
polja. Prema teoremu grupa I, svih n—tih korijena jedinice iz E je ciklicka grupa:
I, = (w), pri Cemu je w primitivan n-ti korijen jedinice. Buduci da je svaki n—ti korijen

Jjedinice potencija od w, slijedi da je k(w) = E polje cijepanja od f(x).
Navedimo joS$ jednu propoziciju koja je takoder posljedica Kroneckerovog teorema.

Propozicija 3.1.10. Neka je p prost broj, neka je k polje. Ako je f(x) = x” —c € k[x] i a
Jje p-ti korijen od ¢ u nekom polju cijepanja, tada je f(x) ireducibilan u k[x] ili ¢ ima p—ti
korijen u k. U oba slucaja, ako k sadrZi p—te korijene jedinice, tada je k(@) polje cijepanja

od f(x).

Dokaz. Prema Kroneckerovom teoremu, postoji prosirenje polja K/k koje sadrzi sve kori-
jene od f(x), to jest K sadrzi sve p—te korijene od c. Neka je a” = c. Sada svaki takav
korijen moZemo zapisati u obliku we, gdje je w korijen od x” — 1.

Ako f(x) nije ireducibilan u k[x], tada ga moZemo faktorizirati f(x) = g(x)h(x) € k[x], pri
¢emu je g(x) nekonstantan polinom za koji vrijedi d = st(g) < st(f) = p. Konstantni ¢lan

b polinoma g(x) je, do na predznak, jednak produktu korijena od f(x):

+b = dw,

gdje je w i sam p—ti korijen jedinice. Slijedi da je:
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Buduci da je p prost broj i vrijedi d < p, slijedi da su d i p relativno prosti, tj. (d, p) = 1.

Dakle, postoje cijeli brojevi s 1 ¢ takvi da je 1 = sd + tp. 1z toga imamo:
¢ =P = ¢MeP = (2b)PscP = [(2b)*c')P.

Dakle, ¢ ima p—ti korijen u k.
Pretpostavimo da je skup €2, skup svih p-tih korijena jedinice, Q C k. Ako je neki « € K,
p—ti korijen od c, tada iz

fo =] |a-wo

we

zakljuCujemo da se f(x) cijepa nad K i da je k(@) njegovo polje cijepanja. O



POGLAVLIJE 3. ALGEBARSKO ZATVORENIJE 28

3.2 Algebarsko zatvorenje

U ovom poglavlju dokazat ¢emo egzistenciju algebarskog zatvaraca polja k. Osim toga,
vidjet ¢emo 1 da je algebarski zatvarac prebrojivog polja, takoder prebrojiv. Definirat ¢emo
novo preslikavanje, koje nazivamo k— preslikavanje. Kao konac¢an rezultat, vidjeti ¢emo da
su svaka dva algebarska zatvaraca izomorfna. Za pocetak, definirajmo algebarski zatvoreno

polje:

Definicija 3.2.1. Polje K nazivamo algebarski zatvoreno ako svaki nekonstantni polinom
f(x) € K[x] ima korijen u K. Algebarski zatvara¢ polja k je algebarsko proSirenje k od k

koje je algebarski zatvoreno.

U propoziciji dotakli smo se algebarskih proSirenja. Sljedeca propozicija nam

govori o vezi izmedu konacnih i algebarskih proSirenja:

Propozicija 3.2.2. Neka je K/k prosirenje polja. Vrijede sljedece tvrdnje:
(i) Neka je z € K. Tada je z algebarski nad k ako i samo ako je k(z)/k konacno prosirenje.
(ii) Ako su zy,7z, ..., 2, € K algebarski nad k, tada je k(z,, 22, ..., 2,) | k konacno prosirenje.

(iii) Neka suy,z € K algebarski nad k, neka je y # 0. Slijedi da suy + z, yzi y~! takoder
algebarski nad k.

(iv) Definirajmo skup
(K/k)a, = {z € K| z algebarski nad k}.

Skup (K/k)qq je potpolje od K.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju (i). Prvo ¢emo dokazati da iz z algebarski slijedi da je k(z)/k
konac¢no prosirenje. Neka je z algebarski. 1z tvrdnje (v) propozicije slijedi da je k(z)/k

konacno proSirenje.
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Obratno, neka je k(z)/k kona¢no proSirenje. Tada je skup {1, z,z2, ...,z"} linearno zavisan
za neki n. Postoji polinom f € k[x] takav da je f(z) = 0. Slijedi da je z algebarski nad k.
Tvrdnju (ii) ¢emo dokazati matematickom indukcijom po n.

Baza: Neka je n = 1. Primjetimo da je to slucaj iz tvrdnje (i), dakle k(z)/k je konacno
prosirenje.

Pretpostavka indukcije: Ako su zy, 73, ..., z, algebarski nad k, tada je k(zy, z2, ..., 2,)/k konacno
prosirenje.

Korak indukcije: Neka je
k Ck(zi) € k(z1,22) € C k(21,225 005 Z0) S (215 o005 Z)

toranj polja. Iz teorema[2.2.4slijedi da je [k(z,+1) : k] konacan. Oznacimo sa d = [k(z,41) :
k]. Tada je d stupanj normiranog ireducibilnog polinoma iz k[x] €iji je korijen z,;. Defi-
niramo polje F = k(zj, ..., 2,). Bududi da je z,,; korijen polinoma stupnja d nad poljem k,

on zadovoljava i polinom stupnja d’ < d nad poljem F. To jest, vrijedi:
d" = [kz1, oo Zpr1) 2 k(215 e )] = [F(Zpr1) 0 FI < [k(Zpa1) 1 k] = d.
Prema pretpostavci indukcije, [F : k] = [k(zy, ...z,) : k] je konaCno proSirenje pa vrijedi:
(K(z15oes Zns1) K] = [F(zps1) 2 k] = [F(zps1) : FIIF 2 k] < d[F : k] < o0.

ZakljuCujemo, k(zy, ..., Z,+1)/k je konano proSirenje.

Dokazimo sada tvrdnju (iii). Prema tvrdnji (ii) slijedi da je k(y, z)/k kona¢no proSirenje.
Bududi da je potprostor konacno dimenzionalnog vektorskog polja takoder konac¢no di-
menzionalan, slijedi da su k(y + z) C k(y, z) 1 k(yz) C k(y, z) takoder konacna proSirenja. 1z
tvrdnje (i) slijedi da suy + z, yziy~! algebarski nad k.

Budu¢i da je (K/k),, € K te iz tvrdnje (iii) vrijedi da je (K/k),, polje, slijedi tvrdnja

(iv). O
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Navodimo leme koje ¢emo koristiti u dokazu teorema [3.2.5}

Lema 3.2.3. Neka je k polje i neka je k[T] prsten polinoma u skupu varijabli T. Ako su
t, t, ..., t, € T sve razlicite varijable, an > 2 i fi(t;) € k[t;] C k[T] su polinomi razliciti od

konstantnog polinoma, tada je ideal I = (fi(t1), ..., [,(t,)) iz k[T] pravi ideal.

Dokaz. Pretpostavimo da [ nije pravi ideal u k[T']. Tada postoje h;(T) € k[T] takvi da

1=m(M)fit) + - + h(T) fu(t). (3.1

Promatramo proSirenje polja k(a, ..., @,) gdje je ; korijen od fi(¢;,) zai = 1, ..., n. Ozna¢imo
varijable ukljucene u h;(T) razli¢ite od ty,...,t, S ty41, ..., 1, (ako postoje). IzraCunavajuéi
iztaz[3.0Jut; =a;zai<nit;=0zai > n+ 1. Dobivamo da je desna strana jednaka 0, a

lijeva 1. Dosli smo do kontradikcije. Zaklju¢ujemo da je I pravi ideal u k[T]. O
Lema 3.2.4.

(i) Nekaje k C K C E toranj polja u pri cemu su E/K i K/k algebarska proSirenja. Tada
je i prosirenje E [k algebarsko.

(ii) Neka je Ky C K; C --- C K, C K,41 C --- rastuci toranj polja. Ako je K,.,/K,

algebarsko prosirenje za sve n > 0, tada je i K* = U,50K,, algebarsko polje nad K.

(iii) Neka je K = k(A), to jest, K nastaje pridruZivanjem elemenata a € A (moguce
beskonacno mnogo) polju k. Ako je svaki element a € A algebarski nad k, tada je K|k

algebarsko prosirenje.

Dokaz. Dokazimo (i). Neka je e € E proizvoljan element. Buduci da je E/K algebarsko
prosirenje, postoji polinom f(x) = a,x" + a,_;x*' +--- + a;x + ay € K[x] ¢&iji je korijen
e. Neka je F = k(ay, ..., a,). Tada je e algebarski nad F i proSirenje F(e) = k(ay, ...a,, e) je

konacno proSirenje od F. To znaci da je [F(e) : F] konacan. Budu¢i da je K/k algebarsko
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prosirenje, jer je svaki a; algebarski nad k, a iz tvrdnje (i) propozicije |3.2.2] slijedi da je

[F : k] kona¢no, imamo:
[k(ag, ...,a,,e) : k] = [F(e) : k] = [F(e) : F][F : k] < o0,

to jest, prema tvrdnji (i) propozicije [3.2.2] e je algebarski nad k. Zakljucujemo da je
prosirenje E/k algebarsko.

Dokazimo da vrijedi tvrdnja (ii). Nekasuy € K, 1z € K,,. Tada suy,z € K*. Pretposta-
vimo da je m < n. Stoga imamo y, z € K, € K*. Budu¢i da je K, polje, ono sadrzi y + z, yz
iy~ zay # 0. Skup K, je polje i podskup skupa K* pa zakljucujemo da je i skup K* polje.
Pretpostavimo da je z € K*. Postoji n € N za koji vrijedi z € K,,. Koristeci varijantu tvrdnje
(i) slijedi da je K,,/K, algebarsko proSirenje, to jest dobili smo da je z algebarski nad K.
Buduci da je svaki element iz K* algebarski nad K, slijedi da je i proSirenje K*/K alge-
barsko.

DokazZimo tvrdnju (iii). Neka je z € k(A) proizvoljan element. Neka je a;,as,...,a, € A
kona¢no mnogo elemenata iz A. Slijedi da je z € k(ay, as, ..., a,). Prema tvrdnji (ii) propo-

zicije [3.2.2] prosirenje k(z)/k je konacno pa slijedi da je z algebarski nad k. |
Teorem 3.2.5. Neka je dano polje k. Tada postoji algebarski zatvarac k od k.

Dokaz. Neka je T skup koji je u bijektivnoj korespodenciji s familijom nekonstantnih po-
linoma u k[x]. Neka je R = k[T] prsten polinoma, te neka je I ideal u R generiran sa svim

elementima oblika f(z;), gdje je t; € T. To znaci da ako je:
fxX) = X"+ a1 X + -+ ay,
pri Cemu je a; € k, tada je:

fr) = )" + ani(t)™ + -+ + ay.
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Zelimo pokazati da je ideal I pravi. Pretpostavimo da nije pravi, tada 1 € I pa postoje

varijable ¢, ...,t, € T i polinomi h(T), ..., h,(T) € k[T] takvi da

1= hl(T)fl(tl) +---+ hn(T)ﬁl(tn)a

Sto je u kontradikciji s tvrdnjom leme [3.2.3] Bududi da je R prsten polinoma, on ima

maksimalni ideal. Buduci da je svaki pravi ideal / iz R sadrZzan u maskimalnom idealu,

postoji maksimalan ideal M u R koji sadrzi I. Definiramo K = R/M. Dokazimo sada

nekoliko tvrdnji za K/k koje nam olakSavaju dokaz:

(1) K/k je posirenje polja.

M je maksimalan ideal pa slijedi da je K = R/M polje. Neka jei : k — k[T]
preslikavanje prstenova koje elementu a € k pridruZuje konstantan polinom a te neka
je 8 kompozicija preslikavanja k 4 k[T] = R i R/M = K. Bududi da je k polje,
prema lemi [2.1.3| slijedi da je 6 injektivno preslikavanje. MoZemo identificirati & s
Im6 C K.

(i) Svaki nekonstantni polinom f(x) € k[x] se cijepa u K[x].
Postoji t; € T takav da je f(ty) € I C M tedajety + M € R/M = K korijen od f(x).
Prema aksiomu matemati¢ke indukcije po stupnju polinoma slijedi da se f(x) cijepa
nad K.

(ii1) Prosirenje K/k je algebarsko.
Prema tvrdnji (iii) iz leme dovoljno je pokazati da je svaki t; + M algebarski
nad k. Buduci da je #; korijen od f(x) € k[x] slijedi da je ¢, + M algebarski nad .

Sada nastavljamo s dokazom. Neka je k; = K te konstruiramo k., iz k, analogno

nacinu kako je K konstruiran iz k. Postoji toranj polja

k=koCk C---Ck,Cky,y C---,
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pri ¢emu je svako proSirenje k. /k, algebarsko 1 svaki nekonstantan polinom u k,[x] ima
korijen u k,;;. Zbog jednostavnosti zapisa, u dokazu ¢emo koristiti oznaku E umjesto
k. Definiramo E = |J, k,. Prema tvrdnji (i) iz leme slijedi da je £ = |, k, al-
gebarsko progirenje od k. Zelimo pokazati da je E algebarski zatvoreno polje. Ako je
g(x) = Y, eix' € E[x] nekonstantan polinom, tada on ima konaéno mnogo koeficijenata
€, ..., &, Sto znaci da postoji neko polje &, koje ih sve sadrzi. Slijedi da je g(x) € k,[x] te da
g(x) ima korijen u k,,; C E Sto smo i trebali pokazati. ZakljuCujemo, polje E je algebarski

zatvarac polja k. O
Korolar 3.2.6. Neka je k prebrojivo polje. Tada ono ima prebrojiv algebarski zatvarac.
Posebno, algebarski zatvaraci prostih polja Qi F, su prebrojivi.

Dokaz. Neka je k prebrojiv. Buduci da je k[x] prebrojiv, tada je 1 skup 7' = {#1,1,,...},
skup svih nekonstantnih polinoma, prebrojiv. Stoga, k[T] = s klt1, ..., ] je prebrojiv,
kao i njegov kvocijent k; (tu oznaku koristimo u teoremu [3.2.5}, takoder vrijedi da (J,5 k,
algebarski zatvarac od k). Koriste¢i matematicku indukciju po n € N, slijedi da je svaki
k, prebrojiv. Prebrojiva unija prebrojivih skupova je i sama prebrojiva, dakle i algebarski

zatvaraC od k je prebrojiv. O

Kroz sljedecih nekoliko lema, pokazat ¢emo jedinstvenost algebarskog zatvaraca. De-

finirajmo prvo k— preslikavanje.

Definicija 3.2.7. Neka su F/k i K/k proSirenja polja. k—preslikavanje je homomorfizam

prstenova ¢ . F — K koji fiksira sve elemente od k.

Propozicija 3.2.8. Neka je k polje, polinom f(x) € k| x] te neka je E = k(z1, 22, ..., 2,) polje
cijepanja polinoma f(x) nad k. Ako je preslikavanje o : E — E automorfizam koji fiksira

sve elemente od k, tada o permutira skup svih korijena {z, 22, ..., 2,} od f(x).
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Dokaz. Neka je z korijen od f(x). Tada vrijedi:
f) =" +a 2"+ +aiz+ a.
Buduci da o fiksira sve elemente od k, moZemo primjeniti o na gornju jednakost. Slijedi:

0=0@)"+0(a,1)o@)"" +:+0(a)o) + o(ag)
=0@)" + a0 + -+ a10(2) + ag

= f (o).

Dakle, o(z) je korijen od f(x) pa moZemo definirati Q = {skup svih korijena od f(x)}.
Postoji preslikavanje o|Q : Q — Q, pri ¢emu je o|Q restrikcija. Budu¢i da je o injektivan,

tada je 1 o|Q injektivna. Iz toga slijedi da je 0|2 permutacija od Q. O

Napomena 3.2.9. Ako je K/k prosSirenje polja, ¢ : K — K k—preslikavanje i f(x) € k[x],
tada prema propoziciji[3.2.8| slijedi da ¢ permutira sve korijene od f(x) koji su iz K.

Lema 3.2.10. Ako je K/k algebarsko prosirenje, tada je svako k—preslikavanje ¢ : K — K

automorfizam od K.

Dokaz. Bududi da je k—preslikvanje homomorfizam prstenova, a K polje, prema lemi[2.1.3|
slijedi da je k—preslikavanje injekcija. Trebamo pokazati da je 1 surjekcija. Uzmimo pro-
izvoljan a € K. Budu¢i da je K/k algebarsko proSirenje, postoji polinom p(x) € k[x]
¢iji je korijen a. Definiramo A = {skup svih nultocaka od p(x) koje leze u K}. Tada

k—preslikavanje ¢ permutira skup A. Prema tome, a € ¢(A) C Im ¢. O

Ponovimo sada:
Zornova lema. Neka je X neprazan, parcijalno ureden skup u kojem svaki niz ima gornju
granicu u X. Tada X ima maksimalan element.

Za neki skup S kaZzemo da je parcijalno ureden ako postoji relacija < izmedu dva ele-

menta x,y € S, tj. x <y, koja je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.
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Neka je skup § parcijalno ureden. Za element m € S kaZzemo da je maksimalan ako ne

postoji x € S takav da je m < x. Ako vrijedi m < x, tada je m = x.

Lema 3.2.11. Neka je k polje i neka je k/k algebarski zatvarac. Ako je F/k algebarsko

proirenje, tada postoji injektivno k—preslikavanje  : F — k.

Dokaz. Neka je E medupolje takvo da k € E C F. Uredeni par (E, f) nazivamo aproksi-
macija ako je f : E — k, k—preslikavanje.

U sljedecem dijagramu sve strelice, osim one za f, oznacavaju ulaganje:

Definiramo skup X = {aproksimacije (E, f) : k C E C F}. Skup X # 0 jer (k,i) € X.
Parcijalno uredimo X tako da

(E, f) < (E', [,

akoje E C E'1 f'|[E = f. Restrikcija f'|E = f znaci da f” proSiruje f, tj. te dvije funkcije
se poklapaju za sve elemente iz E: f'(u) = f(u), Yu € E.

Gornja granica niza § = {(Ej, f;) : j € J}je danas (U E;, f]) Skup | E; je medupolje.
Uzmimo neki proizvoljan u € |J E;. Tada je u € E; za neki jj.

Definiramo preslikavanje @ : u +— fj (u), pri ¢emu je ® = |J f;. Provjerimo je li @
dobro definiran: uzmimo u € E; proizvoljan. Pretpostavimo da je E;, C E;. Buduci
da f; proSiruje fj, slijedi da je f;(u) = fj,(uw). Svi f; su k— preslikavanja pa je 1 ®
k—preslikavanje.

Prema Zornovoj lemi, u X postoji maksimalan element (Ey, fy). Ako pokaZzemo da je
Ey = F, dokaz je gotov jer tada za ¥ moZemo uzeti f.

Neka je Ey € F. Postoji a € F takav da a ¢ Ey. Buduci da je F/k algebarsko proSirenje,
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slijedi da je F/E, algebarsko, tj. postoji ireducibilan polinom p(x) € Ey[x] Ciji je kori-
jen a. Buduéi da je k/k algebarsko progirenje i da je k algebarski zatvoreno polje, postoji

faktorizacija polinoma p(x) u k[x]:
fpn = | [x-p,
i=1

pri Cemu je f : Eo[x] — E[x] preslikavanje definirano s f; : ep + -+ + €,x" = fo(eg) +
-+ + fo(e,)x". Ako svi b; leze u fy(Ey) C k, tada je fo‘l(bl-) € Ey C F za sve i te postoji

faktorizacija od p(x) u F[x]. Faktorizacija je dana sa
pe) = [ Jix= £ @)
i=1

S druge strane, a ¢ E, nam govori da a # f;'(b;) za bilo koji i. Dakle, x — a je drugi
faktor od p(x) u F[x], Sto je u kontradikciji s jedinstveno$¢u faktorizacije. 1z toga slijedi
da postoji neki b; ¢ Im fy. Prema tvrdnji (i) iz teorema [2.2.4] definiramo preslikavanje
fi: Eo(a) — k sa:

Co+cra+ @ + -+ folco) + foler)bi + folea)b] + -+ .

Preslikavanje f; je dobro definirano k—preslikavanje koje proSiruje fy. Stoga, (Eo, fo) <

(Eo(a), f1) je u kontradikciji s maksimalnoséu od (Ey, fo). O

Teorem 3.2.12. Bilo koja dva algebarska zatvaraca polja k su izomorfna s obzirom na

k—preslikavanje.

Dokaz. Neka su K i L dva algebarska zatvaraca polja k. Prema lemi [3.2.T1] postoje
k—preslikavanja s : K — L16 : L — K. Prema tvrdnji leme |3.2.10| slijedi da su obje
njihove kompozicije; ¢ : K — K i ¢ : L — L automorfizmi. Zbog toga zakljuCujemo da

sui¢i6, k—izomorfizmi. O



Poglavlje 4

Konacna polja

4.1 Prosta potpolja

Na pocetku ovog poglavlja navodimo definiciju prostog potpolja i propoziciju koja nam
govori da je prosto potpolje izomorfno s Q ili s F,. Nakon toga definiramo konacna polja i
karakteristiku polja. Dokazujemo nekoliko vaZznih teorema koji se ti¢u konacnih polja. Na

kraju poglavlja pokazujemo da postoji izmorfizam izmedu konacnih polja.
Definicija 4.1.1. Ako je k polje, tada je presjek svih potpolja od k prosto potpolje polja k.

Propozicija 4.1.2. Neka je k polje. Tada je njegovo prosto potpolje izomorfno s Q ili s F,,

za neki prosti broj p.

Dokaz. Neka je y : Z — k homomorfizam prstenova definiran s y(n) = ne, pri Cemu &
oznacava jedinicu u k. Postoji m € Z takav da Ker y = (m) jer je svaki ideal u Z glavni.

Ako je m = 0, tada je y injekcija pa postoji izomorfna kopija od Z koja je potprsten od
k. Postoji polje Q = Frac(Z) = Q ¢ija je slika Imy € Q C k. Bududi da je Q potpolje

generirano s &, ono je prosto potpolje od k.

37
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Ako je m # 0, prema Prvom teoremu o izomorfizmu (vidi teorem [1.1.13)), slijedi
I, =7Z/(m) =Imy C k.

Buducdi da je k polje, a Im y je integralna domena, slijedi da je m prost broj. Ako zapiSemo

p umjesto m, tada je Im y = F, prosto potpolje od k jer je to potpolje generirano s €. i

4.2 Konacna polja

Do sada smo proucavali polja s obzirom na to jesu li njihova prosirenja algebarska ili tran-
scendentna, no polja moZemo proucavati i s obzirom na njihovu karakteristiku. Iskazimo

prvo definiciju konacnog polja i navedimo primjere.
Definicija 4.2.1. Konacno polje je polje koje ima konacan broj elemenata.

Konacna polja se zovu joS i Galoisova polja. Ozna¢avamo ih sa F,, pri ¢emu je p neki
prost broj. Najmanje konacno polje je F, koje se sastoji od dva elementa: 0 i 1, jer po

definiciji polje mora imati barem dva razli¢ita elementa.

Neka je K polje. Karakteristika polja K je najmanji prirodan broj n takav da je
I+1+1+---+1=n-1=0,
gdje su 01 1 neutralni elementi za zbrajanje, odnosno mnozZenje u polju K.

Definicija 4.2.2. KaZemo da polje k ima karakteristiku O ako je njegovo prosto potpolje
izomorfno s Q, a karakteristiku p ako je njegovo prosto potpolje izomorfno s F, za neki

prosti broj p.

Polja Q, R 1 C imaju karakteristiku 0, dok svako kona¢no polje ima karakteristiku p, za
neki p prost broj. Jedan od primjera konac¢nog polja s karakteristikom p je F,(x), prsten

svih racionalnih funkcija nad F,.
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Propozicija 4.2.3. Neka je k polje karakteristike p > 0. Ako je ma = 0, pri Cemu je m € Z,

ack, tadailia=0ili p| m. Dakle, pa =0 za sve a € k.

Dokaz. Karakteristika od k je p > 0 pa vrijedi p - 1 = 0, pri ¢emu je 1 jedinica u polju k.
Stoga, ako je a = 01ili p | m, slijedi da je ma = 0. Obratno, pretpostavimo da je ma = 0.
Akoa # 0,tada 0 = m -1 = maa™'. Ova jednadzba je u prostom potpolju od k koje je

izomorfno s F,. Zakljucujemo m = 0 mod p, to jest p | m. O

Propozicija 4.2.4. Ako je k konacno polje, tada je |k| = p" za neki prosti broj p i neki

nzl.

Dokaz. Prema definiciji karakteristike, prosto potpolje od k je izomorfno s F, za neki

prosti broj p. Tako k postaje kona¢no-dimenzionalni vektorski prostor nad F, te vrijedi
dimp, (k) =n = |k| = p"
O

Teorem 4.2.5 (Galois). Ako je p prost i n pozitivan cijeli broj, tada postoji polje koje sadrZi

tocno p" elemenata.

Dokaz. Oznalimo g = p" te promatrajmo polinom:
g(x) = x1 —x € Fp[x].

Prema Kroneckerovom teoremu (teorem [3.1.1)), postoji prosirenje polja K/F, u kojem je

g(x) produkt linearnih faktora iz K[x]. Definiramo skup E kao skup svih korijena od g(x):
E={adeK:gla)=0].

Buduc¢i da je derivacija g’(x) = gx?! =1 = p"x47! — 1 = —1, vrijedi da je NZD(g, g’) = 1.

1z toga slijedi da su svi korijeni od g(x) kratnosti 1, tj. E ima tocno g = p" elemenata.
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Trebamo joS pokazati da je E potpolje od K. Vrijedi daje 1 € E. Ako suneki a,b € E,
tada je a? = a i b? = b. 1z toga slijedi (ab)? = alb? = ab i ab € E. Takoder vrijedi
(a-b)y¥=a?-bl=a-b,tojestia—b e E. UsluCajuda je a # 0, moZemo izraz a? = a
skratiti s @ pa imamo a?~! = 1 iz ega slijedi da je inverz od a jednak a? 2. Inverz od a leZi
u E jer je E zatvoren na mnoZenje. ZakljuCujemo da je E potpolje od K. Ovim je dokaz

zavrsen. o

Korolar 4.2.6. Za svaki prosti broj p i svaki cijeli broj n > 1 postoji ireducibilni polinom
g(x) € F,[x] stupnja n. Zapravo, ako je a prosti element od F ., tada je njegov minimalni

polinom g(x) = irr(a, F)) stupnja n.

Dokaz. Neka je E/F, prosirenje polja s p" elemenata, te neka je « € E. Polje F,(a)
sadrzi svaki nenul element od E, tj. svaku potenciju od «, pa vrijedi F,(o) = E. Prema
tvrdnji (i) teorema slijedi da je g(x) = irr(a, F),) € F[x] ireducibilan polinom ¢iji
je korijen @. Ako je st(g) = d, tada prema tvrdnji (v) propozicije 2.1.4] slijedi da je
[F,[x]/g(x) : F,] = d; no prema teoremu @ slijedi F,[x]/g(x) = F,(a) = E, to jest

[E : F,] = n. Iz toga zakljuCujemo n = d pa je g(x) ireducibilan polinom stupnja 7. O

Primjer 4.2.7.

(i) Konstruirajmo polje koje se sastoji od Cetiri elementa:

F4—{ :a,bE}Fz}.

S druge strane, moZemo konstruirati polje reda 4 kao kvocijent F = F,[x]/(q(x)), pri

a b
b a+b

Cemu je q(x) € Fy[x] ireducibilni polinom x* + x + 1. Prema tvrdnji (v) propozicije
polje F se sastoji od svih a + b, pri cemu je B = x + (q(x)) korijen od q(x),
a,b € F,. Bududi daje B> + B + 1 = 0 slijedi da je B> = -8 — 1 =  + 1. Nadalje,

B =pF=pB+1)=p+p=1.
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(ii)

(iii)

Postoji izomorfizam prstenova ¢ : Fy — F definiran sa

a b
@ =a+ bp.
b a+b
Prema tablicild. l|postoje tri normirana ireducibilna polinoma drugog stupnja u F5[ x].
To su: p(x) =x*+1, q(x)=x>*+x-1 i r(x) = x*> — x— 1. Svaki od tih polinoma

Cini polje od 9 = 32 elemenata. Pogledajmo detaljnije prva dva polinoma. Prema

propoziciji (v) slijedi da je polje E = F;3[x]/(p(x)) dano s:
E={a+ba:a’+1=0}
Slicno, konstruiramo polje F = F3[x]/(q(x)) kao:
F={a+bB:B*+B—-1=0).

Preslikavanje ¢ : E — F definirano s ¢(a+ ba) = a+ b(1 — ) je izomorfizam. Dakle,
ova dva polja su izomorfna.

Sada je i polje K = F5[x]/(r(x)) takoder polje koje ima 9 elemenata. Pomocéu Moore-
ovog korolara (korolar4.2.10) pokazat éemo da je polje K izomorfno s E i F.

Prema tablici postoji osam normiranih ireducibilnih polinoma treceg stupnja
p(x) € Fs[x]. Svaki od njih ¢ini polje F3[x]/(p(x)) koje ima 3° = 27 elemenata.
Pomocu Mooreovog korolara (korolar pokazat ¢emo da je svih osam polja

medusobno izomorfno.
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stupnja 2: X+ 1; X +x-1; X —x-1.

stupnja 3: X —x+1; X+xr—x+1; X -x*+1;
X=-xX+x+1; X -x-1; X+ x-1;
X+xX+x—-1; X-x-x-1

Tablica 4.1: Normirani ireducibilni polinomi drugog i tre€eg stupnja nad [F;

Sada ¢emo vidjeti koja su od konstruiranih polja izomorfna, a koja nisu. Za pocetak
¢emo navesti lemu koja nam govori da moZemo konstruirati izomorfizam izmedu dva polja

cijepanja.

Lema 4.2.8. Neka je ¢ : k — k' izomorfizam polja, a ¢* : k[x] — k'[x] izomorfizam
prstena definiran s ¢* : g(x) = ap+a1x+...+a,x" — g*(x) = p(ap) +(a))x+---+(a,)x".
Neka je f(x) € k[x]i f*(x) = ¢*(f) € kK'[x]. Ako je E polje cijepanja od f(x) nad k i E’
polje cijepanja od f* nad k', tada postoji izomorfizam ®© : E — E’ koji je prosirenje od ¢:

Dokaz. Ova lema dokazuje se indukcijom po d = [E : k].

Baza: Uzmimo d = 1. Polinom f(x) moZemo zapisati kao umnoZzak linearnih polinoma iz
k[x]. Iz toga slijedi da i f*(x) takoder moZemo faktorizirati u k’[x]. Stoga vrijedi E’ = k" i
mozemo pisati ® = .

Korak indukcije: Uzmimo korijen z € E od f(x) takav da on nije iz k. Neka je p(x) =
irr(z, k) minimalan polinom od z u k. Bududi da z ¢ k, vrijedi da je st(p) > 1, to jest
mozemo reci da je st(p) = [k(z) : k]. Neka je 77 € E’ korijen od p*(x). Uzmimo da je
p*(x) = irr(Z', k) ireducibilan normirani polinom u k’[x].

Koristec¢i varijantu tvrdnje (ii) teorema dobivamo izomorfizam ¢ : k(z) — k'(Z')

koji prosiruje ¢, definiran s ¢ : z — 7. Polinom f(x) moZemo smatrati polinomom s
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koeficijentima u k(z), jer k C k(z) = k[x]. Zelimo pokazati da je E polje cijepanja od f(x)
nad k(z), tj. da je:
E = k(2)(z1, ..., 2n),

pri ¢emu su zy, ..., 2, korijeni od f(x)/(x — z). To vrijedi jer je:
E = k(Z, L1y eees Zn) = k(Z)(Z], LY} Zl’l)'

Analogno slijedi da je E’ polje cijepanja od f* nad k’(z). No znamo da je [E : k(z)] < [E :
k] pa nam pretpostavka indukcije omogucava konstrukciju izomorfizma ® : E = E’ koji

prosiruje ¢ pa ujedno i . O

Teorem 4.2.9. Ako je k polje i f(x) € k[x], tada bilo koja dva polja cijepanja od f(x) nad

k su izomorfna i postoji izomorfizam koji fiksira sve elemente polja k.

Dokaz. Neka su E 1 E’ polja cijepanja od f(x) nad k. Ako je preslikavanje ¢ identiteta,
tada primjenom leme slijedi dokaz teorema. i

Korolar 4.2.10 (Moore). Bilo koja dva konacna polja s p" elementa su izomorfna.

Dokaz. Ako je E polje s g = p”" elemenata, tada nam Lagrangeov teorem (teorem [3.1.6)
primjenjen na multiplikativou grupu E* daje a¢~! = 1 za svaki a € E*. Slijedi da je svaki

element od E korijen od f(x) = x7 — x € F,[x] te je E polje cijepanja od f(x) nad F,. O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu iznijeli smo osnovne rezultate o algebarskim proSirenjima po-
lja. Definirali smo algebarska i transcendentna proSirenja polja te smo proucavali konacna
proSirenja polja. Buduci da smo definirali proSirenja polja, prirodno se namece pitanje
postojanja algebarski zatvorenih polja. Dokazali smo postojanje algebarskog zatvaraca za
svako polje te da je algebarski zatvaraC prebrojivog polja takoder prebrojiv. Osim toga,
dokazali smo da su bilo koja dva algebarska zatvaraca polja izomorfna s obzirom na de-
finirano preslikavanje. Podijelili smo vrste polja i s obzirom na njihovu karakteristiku te
smo definirali kona¢no polje 1 njegovu karakteristiku. Dokazali smo Galoisov teorem koji
je vazan teorem o konacnim poljima te iskazujemo i dokazujemo kada su bilo koja dva

konac¢na polja izomorfna.



Summary

In this thesis we presented the main results of the algebraic field extensions. We have
defined algebraic and transcendental extension fields and studied finite extension fields.
Since we defined extension fields, naturally raises the question of the existence of algebraic
closed fields. We have proven the existence of algebraic closure of each field and that
algebraic closure of countable field is also countable. In addition, we showed that any
two algebraic closures fields are isomorphic with respect to the defined mapping. We have
divided the field types with respect to their characteristics and defined a finite field and its
characteristics. We have proved Galois theorem which is an important theorem on finite

fields and stated and proved, when are two finite fields isomorphic.
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