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Uvod

Zvuk je vibracija (mehanicki val) koja se $iri u elasticnom mediju (npr. zrak, voda) titra-
njem Cestica povezanih elasti¢nim silama oko ravnoteznoga polozaja. Ljudsko uho Cuje
frekvencije u rasponu od 20Hz do 20,000Hz. Zvuk frekvencije nize od 20Hz zovemo in-
frazvuk, zvuk frekvencije viSe od 20kHz ultrazvukom. U glazbi se zvuk razlikuje od tona
1 Suma po odnosima parcijalnih tonova ili harmonika. Parcijali tona maksimalno su har-
monic¢ni, dok su parcijali zvuka tek djelomi¢no harmonic¢ni, a kod Suma su odnosi parcijala
posve neharmonic¢ni. Osnovna obiljezja zvuka (visina, jakost, trajanje i boja) istoznacna su
s osnovnim obiljeZjima tona.[2]

Puhacki instrumenti su instrumenti koji proizvode zvuk pomocu vibracije zraka. Puhacke
instrumente moZemo podjeliti u skupine drvenih i limenih puhackih instrumenata, no to je
pojednostavljena konvencionalna podjela simfoni¢nog orkestra, te zbog svoje nepreciz-
nosti nije primjenjiva van granica Zapadne kulture. OC¢iti dokaz za nepreciznost te podjele
su instrumenti poput flaute i saksofona koji spadaju u skupinu drvenih puhackih instru-
menata, a saCinjeni su od metala, te kornet i serpent Sto su pretci limenih puhackih ins-
trumenata, a saCinjeni su od drva. Preciznija klasifikacija muzickih instrumenata, koja je
bazirana na akusti¢nim principima zvuka instrumenta, uvedena je 1914. od strane Carla
Sachsa 1 Erich von Hornbostela, te se naziva Sachs-Hornbostel sistem. U tom sistemu
svi puhacki instrumenti nazivaju se aerofoni (gré. zrak+zvuk), te se dijele na slobodne
aerofone (instrumenti gdje se vibracija zraka odvija izvan instrumenta) i prave puhacke
instrumente (instrumenti gdje se vibracija zraka odvija unutar instrumenta).[1]]
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0.1 Uvodni pojmovi

Jednostavan model glazbenog zvuka dan je funkcijom
y = Asin(2n ft),

pri ¢emu je A amplituda vala koja odreduje jaCinu zvuka, te f frekvencija koja odreduje
visinu tona.[3]]

Karakteristika vala po kojoj odredujemo koji instrument je odsvirao odredeni ton zove
se boja tona (eng. timbre). Kada dva razlicita instrumenta odsviraju isti ton njihova frek-
vencija je ista, no izgled vala se razlikuje.

Oboa

Slika 0.1: Razlika u izgledu vala istog odsviranog tona flaute i oboe [3]]

Muzicki instrumenti prirodno vibriraju na vise razli¢itih, medusobno povezanih frek-
vencija koje zovemo harmonici (alt. alikvotni tonovi). NajniZu frekvenciju vibracije nazi-
vamo fundamentalni ili osnovni ton.

Vidimo da na slici (0.1) valovi koji proizvode flauta 1 oboa za isti ton izgledaju po-
prili¢no razli¢ito iako je amplituda i frekvencija ista. Ta razlika je uzrokovana relativnim
amplitudama viSih harmonika, Sto se vidi na slici (0.2) gdje je prikazana jacina tona poje-
dina¢nog harmonika, koje zovemo Fourierovi koeficijenti valova sa slike (0.1).

Flauta I
1 1
440 880 1320 1760 2200
Oboa | I I
R AR T 1 E N E M e R
440 880 1760 2640 3520 4400 5280 8180

Slika 0.2: Amplitude harmonika flaute i oboe koje sviraju isti ton [3]
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Slobodni aerofoni

1.1 Rombos

Rombos (alt. tundun, churinga, bullroarer,...) je anticki instrument koji se prvi put pojavio
kod Australskih AboridZina. Instrument se sastoji od jedne drvene plocice ovalnog oblika,
koja na jednom svom kraju ima rupicu kroz koju je provucen tanji konopac duljine otprilike
Im. Veli¢ina drvene plocice varira duzinom od 15c¢m do 28cm, te Sirinom od 1.25c¢m do
Scm, a popreéni presjek plocice je takav da je maksimalna debljina na sredini plocice,
dok se prema rubovima postepeno smanjuje (poprecni presjek je kvazi-eliptican). Kako bi
proizveli zvuk, u ruci drZzimo konopac te ga vrtimo na slican nacin kao Sto bi vrtili laso.
Ravnina rotacije moZe biti horizontalna ili vertikalna (u slu€aju horizontalne se rotacija
odvija iznad naSe glave).

Slika 1.1: Slika rombosa
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Visina dobivenog tona ovisi o veli€ini plocice, duljini konopca, te brzini rotacije [7]].
Manja plocica se moze lakSe brZe rotirati te proizvesti visi ton, dok veéa plocica se sporije
rotira te proizvodi niZi ton.

Rombus pripada skupini slobodnih aerofona, tj. vibracije zraka se odvijaju van nase
drvene plocCice. Osim Sto se odvija rotacija ploCice zamahom konopca, sama se plocica
rotira u odnosu na konopac. Plocica je podloZzna ubrzanoj predmetnoj rotaciji oko svoje
glavne osi inercije. Posto je ploCica najdeblja na svojoj sredini tada stabilnu rotaciju imamo
oko osi minimalnog momenta inercije (os kolinearna s konopcem), te osi maksimalnog
momenta inercije (os okomita na konopac). U kombinaciji s relativnim bo¢nim strujanjem
zraka prema plocici uzrokovanim vrtloZnim gibanjem, rezultira vrtloZnim strujanjem, koje
je zasluzno za zvuk. Kada zamahnemo konopcem on se postepeno uvija, te je podloZan
torzijskim naprezanjima td. kada se dosegne kriti¢na vrijednost povratne sile rotacija oko
osi kolinearne s konopcem se zaustavi, te krene rotacija u suprotnom smjeru. Periodi¢na
inverzija rotacije se odvija i s konstantnom frekvencijom [5].

Magnusov efekt je pojava koja nastaje kada tijelo rotira u struji fluda (u nasSem slucaju
zraku). Na tijelo koje rotira u struji zraka djeluje sila koja je okomita na os rotacije tijela,
a nastaje kao posljedica razlike tlakova na gornjoj 1 donjoj strani tijela [8]. Posljedica
Magnusovog efekta na plocicu je stoZasta putanja konopa [3].

Tri karakteristicna perioda rombosa:

vrtlozni 7, nametnut od sviraca
2
Qo

pri ¢emu je € kutna brzina kojom svira€ vrti rombos.

Ty

period plocice T's

pri ¢emu je € svojstvena kutna brzina.

inverzni period predmetnog perioda plocice 7, je determiniran mehanickim svojstvima
konopca

Zatim vrijedi
T,.>Ty>Ts

paje 1/Ts trenutna frekvencija izvora, koja se mijenja kroz vrijeme, neznatno modulirana
frekvencijom vrtnje 1/7,. Zakljucno je T, odgovoran za dodatne cikli¢ne varijacije.
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U nastavku promatramo formule koje opisuju gibanje rombosa.

Neka je Ry = (O, X, Y, Z) sustav referencije koji miruje (apsolutni), pri ¢emu je Z os rota-
cije plocice. Pozicija plocice unutar fiksiranog referentnog sustava je odredena Eulerovim
kutevima (¥, 6, ®@). S ’G” oznacimo teziste ploCice, tada imamo relativni referentni sustav
vezan za plocicu R = (G, x,y,z). Oznaimo, nadalje, s u 1 V ¢vorne osi apsolutnog i rela-
tivnog sustava. Neka su ‘P, 6, ® Eulerovi kutevi koji opisuju rotacije oko osi Z,V.z. Neka
je y akceleracija teziSta, M ukupna masa plocice, te L duZina konopa od to¢ke O do tocke
G.
Tada vrijedi

-Tz+F =My (1.1)

gdje je T sila napetosti konopa, F' = (F,, Fy) aerodinamicka sila prikazana u sustavu
(W V).
Buducdi da je brzina vrtnje konstantna imamo daje ¥ =01 ¥ = Q

Fy

VL =6 - Qfsinfcosd (1.2)
F .
M—VL = 2000 cos 6 (1.3)
T a2

i =6 +Qgsin° 0 (1.4)

¥ sin
Neka je nadalje tga = ng

F,=F;sina — Fpcosa,
Fy=—-F;cosa— Fpsina

pri ¢emu je F sila uzgona, a Fp vucna sila.
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Slika 1.2: Koordinatni sustavi za analizu kinematike rombosa [5]]

-
—
-

Slika 1.3: Elementarne rotacije koje se odvijaju na slici 1.1 [S]]
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Teorem 1.1.1 (Varignonov teorem). Staticki moment rezultante sila obzirom na neki pol
Jjednak je sumi statickih momenata komponenata sile obzirom na taj isti pol.

Iz prethodnog teorema slijedi

d/JG)
— =M-S
(dt Ro z

pri ¢emu je u; kutna kolic¢ina gibanja, M vektor aerodinami¢nog momenta sile, te S

okretni moment. M i §' su funkcije u ovisnosti od @.

Kao u [3]] i [6] projekcijom na z os dobivamo

. Losin2dy .
(A~ B)| Q8 sinfcos 2 + (O sin® 6 — 7)o | + C(d — Qufisin) = M, S (L.5)

gdje je M, projekcija M na z os, A, B 1 C momenti inercije oko osi X, y 1 z.

w
‘.._
Q.I‘

S S

S S
Slika 1.4: A,B,C, momenti inercije [4]]
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Valna jednadzba

2.1 1Izvod

Hookeov zakon kaze da naprezanje, koje je potrebno da se zrak stlaci, proporcionalno
deformaciji , tj. vrijedi

o=EF-e€,
pri ¢emu je o naprezanje, E modul elasti¢nosti, te € deformacija [9]].

Modul stlacivosti za zrak (eng.bulk modulus) B je mjera njegove kompresibilnosti. Pod
pretpostavkom da imamo adiabatski proces slijedi

Njegova reciprocna vrijednost 5 = 1/B naziva se kompresibilnoScu.

Longitudinalni val je val gdje Cestice titraju u smjeru Sirenja vala [11]. Zvucni valovi
su primjer longitudinalnih valova; poremecaj kod zvu¢nog vala je niz visoko i nisko tlacnih
podrucja koji putuju kroz zrak.

w w+ dw
ey

- F +dF

b - —

x x + dx

Slika 2.1: sile koje djeluju na segment dx

Promatramo manji segment duljine dx na cijevi s popre¢nim presjekom S. Prilikom
djelovanja sile F(x) se ravnina na mjestu x pomakne za razliku w udesno, dok se ravnina

8
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na mjestu x + dx pomakne za w + dw. Naprezanje tj. tlak je dan s F/S, a deformacija
(promjena duljine u odnosu na pocetnu duljinu) sa dw/dx. 1z Hookeovog zakona slijedi:

F ow
— =B— 2.1
S 0x 2.1
Razvojem F + dF u Taylorov red i derivacijom (2.1]) dobivamo
oF 0?
dF = F(x +dx) - F(x) = —dx = S BZ Y dx 2.2)
0x ox?

Segment mase koji promatramo je pS dx pa jednadzba gibanja postaje

0w Pw
pS d.Xﬁ = SBﬁdX
Pw _ BFPw 0w

o2 " pox  Lox

(2.3)

Dobili smo jednodimenzionalnu valnu jednadzbu s brzinom zvuka ¢; = \/g [12].
Opce rjesenje (2.3)) dano je u d’ Alambertovoj formi

w = y(cpt — x) + ya(cpt + x) (2.4)
pri ¢emu je funkcijama y; 1y, specificirana forma pobudenja vala.
Harmonici ovise o rubnim uvjetima. Ako imamo otvorenu rupu na obje strane cijevi tada

Jo = ng—z n=123,.., (2.5)

za cijev koja je otvorena s jedne strane, ali zatvorena na drugoj strani

for = m:—z, m=1,3.5,.. 2.6)
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2.2 Nadini sviranja pravih aerofona

Formule (2.5)) i sugeriraju da postoje dva nacina sviranja pravih aerofona:
(i) promjenom duljine cijevi L
(i) promjenom parametra n, tj. m

Za 7iCane instrumente postoji treéi nacin sviranja promijenom napetosti Zice (T) poSto
konstanta valne jednadZbe za ZiCane instrumente iznosi c,;., = /T /u, no u sluc¢aju puhackih
instrumenata konstantu ne mozemo mijenjati, te iznosi ¢, = 343m/s na temperaturi 20°C.

Promjenu duljine cijevi L moZemo postici:

(1.1) neprekidnim promjenama visine tona, tj. izvlacenjem i uvlaenjem povlacka (npr.
trombon)

(i.i1) diskretnim promjenama visine tona, tj. rupama na cijevi (npr.flauta)

Promjenom parametra n ili m dobivamo diskretan skup visina tona tj. harmonike [13].

Prepuhavanje zraka

Prepuhavanje zraka (eng. overblowing) je tehnika sviranja puhackog instrumenta ¢ime
postizemo visi ton. Prepuhavanje moZe ukljucivati promjenu u tlaku zraka ili ovisiti o
karakteristicnim rezonancijama pojedinog instrumenta. Kod jednostavnijih puhackih ins-
trumenta poput Irske frulice prepuhavanje moze uzrokovati promjenu registra visine tona
tj. zatvaranjem istog skupa rupica prepuhavanjem dobivamo tonove za oktavu vise od to-
nova koje bi dobili bez prepuhavanja. Za razliku od prethodnog, kod instrumenta poput
trube prepuhavanjem dobivamo druge harmonike [[14]].

AmbuZura

Upotreba usnih miSica, te formiranje posebnih oblika s usnicama zovemo ambuZura (franc.
embouchure). Ispravna upotreba ambuzure omogucuje dobivanje ¢is$¢ih i bogatijih tonova,
te sviranje punog raspona instrumenta. Svira¢ koji svira instrument s tr§¢anim jezickom
(jednostruki - saksofon, dvostruki - fagot) oblikuje usta oko usnika; nacin na koji se obli-
kuju i postavljaju usne i zubi oko usnika, te aktivnost upotreba i ovladavanje usnih misica,
jezikom 1 otvorenim grlom utjecu na kvalitetu ambuZure. Zvuk limenog sviraca nastaje
vibracijom usana svira¢a u usniku Sto zovemo “zujanje”. Puhal stvara zracni pritisak i
gura zrak kroz otvor izmedu usana. Pri teZnji zraka da se probije se stvaraju vibracije.
Ambuzura omoguéava puhacu da pravilno svira instrument u punom opsegu, s punim i jas-
nim tonom, bez napora ili optereCenja misi¢a u duzem vremenskom periodu. Zanimljivo
je primijetiti da svaki covjek ima svoju jedinstvenu ambuZzuru [[15].
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2.3 Svojstva valova

Mehanicki valovi (u nasem slucaju zvuk) Sire se u elasticnom mediju (u nasem slucaju
zraku) titranjem Cestica povezanih elasti¢nim silama oko ravnoteznoga polozaja. Pri Sirenju
vala Cestice sredstva ostaju na svojim mjestima i titraju oko ravnoteznog poloZaja, Siri se
samo stanje titranja odnosno prenosi se energija izvora vala.

Linearni sustav je matematicki model opisan linearnim operatorima [[16]].

Primjer 2.3.1. Jednadzba gibanja jednostavnog harmonickog oscilatora ima oblik

d?(x) X
m = —kx
dr?
Oznacimo li s H(x(t)) = md;g) + kx, tada je H linearni operator.

Princip superpozicije kaze da je za sve linearne sustave val uzrokovan s dva podrazaja
jednak sumi valova uzrokovanih svakim od tih podrazaja; ako podrazaj A ima rezultat X,
podrazaj B rezultat Y, tada podrazaj (A+B) ima rezultat (X+Y) [[17]. Dodu li dva ili vise
valova u istu tocku prostora u istom trenutku, rezultantno titranje bit ¢e vektorski zbroj
pojedinih titranja. Valovi koji ispunjavaju princip superpozicije zovu se linearni valovi. U
primjenama linearni valovi se obi¢no susrecu onda kad je amplituda titranja mala u odnosu
na valnu duljinu. Jedna od posljedica principa superpozicije je da dva vala koja putuju u
medusobno suprotnom smijeru mogu proci jedan kroz drugi bez njihovog iscezavanja ili
promjene.

Primjer 2.3.2 (Superpozicija sinusoidnih valova [[10]). Neka su y; i y, valovi koji putuju u
istom smjeru u linearnom mediju. Ako dva vala koja putuju imaju istu frekvenciju f, valnu
duljinu A i amplitudu A, ali se razlikuju u faznom pomaku moZemo ih izraziti formulama:

y1 = Asin(kx — wt)
vy, = Asin(kx — wt + D)

pri cemu je k = 2n/A, w = 2nf je kutna frekvencija, a ® fazni pomak.
Rezultat je val y

y =y1 + Y2 = Alsin(kx — wt) + sin(kx — wt + P)]

b b 2.7
= 2A cos (E)Sin(kx—a)t+ 5) @7
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y
y
A A
AV
, N Yo .
X
ok
$ = 180°
J"\ }‘ J:l
X
> e
¢ = 60°

Slika 2.2: primjer superpozicije valova, za razliite vrijednosti @ [[10]

Iz prethodnog primjera sljede sljedeéi zakljucci:
e Dobiveni val y ima istu frekvenciju 1 valne duljine kao y; 1y,
e Amplituda dobivenog vala y iznosi 24 cos (%), a fazni pomak £

Interferencija valova je medudjelovanje dvaju ili viSe valova koji istodobno prolaze
kroz isti prostor. Graf na slici 2.2 a) je primjer konstruktivne interferencije - amplituda vala
y je dvostruko veca od amplitude valova y, i y,, b) destruktivne interferencije - valovi y; 1y,
se poniStavaju, pa je njihov rezultat y tiSina. Na grafu c) se nije dogodila ni konstruktivna
ni destruktivna interferencija.
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Stojni val je val koji nastaje superpozicijom dvaju valova jednake amplitude i frekven-
cije.
Primjer 2.3.3 (Stojni val sinusoidnih valova [10]). Promatramo dva transverzalna sinuso-
idna vala s istom amplitudom A, frekvencijom f i valnom duljinom A koja putuju suprotnim
smjerom u istom mediju.
y1 = Asin(kx — wt)
vy, = Asin(kx + wt)

Rezultat je val y

y =y +y2 = Asin(kx — wt) + A sin(kx + wt)

2.8
= (2A sin kx) cos wt (2.8)

Vidimo da jednadzba (2.8)) opisuje posebnu vrstu jednostavnog harmonic¢kog gibanja;
svaki element medija oscilira u jednostavnom harmoni¢kom gibanju s istom kutnom frek-
vencijom w, te amplitudom 2A sin kx. Amplituda jednostavnog harmonickog gibanja je
minimalna za sinkx = 0, tj. za

kx=0,m, 2m,3m, ...
Bududi da je k = 27/ A slijedi
A 32 nd
x_O’E’/l’T"H_T n=0,1,2,3,.. (2.9)

Tocke amplitude nula nazivamo ¢vorovi vala (nodes).

Element medija Cija je oscilacija maksimalna oko ravoteznog poloZaja ima aplitudu 2A
koju nazivamo amplitudom stojnog vala. ToCke medija u kojima se odvija maksimalna
oscilacija zovemo trbuhom vala (antinodes). To su to¢ke koje zadovoljavaju sinkx = +1,

tj.

r n 3n 5n
X = =77 7
222
A 34 54 nA
= LT R (2.10)

Iz 2.9) i (2.10) slijedi:
e Rarlika izmedu susjednih trbuha vala jednaka je 4/2

e Rarlika izmedu susjednih ¢vorova vala jednaka je 1/2

e Rarlika susjednog trbuha i ¢vora jednaka je 4/4



POGLAVLIJE 2. VALNA JEDNADZBA 14

2.4 Generiranje zvuka

Akusticna impendancija je omjer tlaka i brzine u mediju ili akusticnom elementu u kojem
se rasprostire zvucni val [12]. Stojni valovi nastaju unutar cijevi aerofona. lako je stojne
valove lakSe promatrati na Zici gitare. Kad val udari u most gitare, koji pretstavlja medij
razli¢ite impendancije od Zice, dolazi do refleksije. Kada zrak kojeg smo puhnuli u cijev
dode do drugog kraja cijevi susreée se s promjenom impendancije. Otvor na drugom kraju
cijevi ima niZu impendanciju, te se zato dio vala mora reflektirati natrag u cijev instrumenta
[18].

Oblik cijevi moZe biti cilindrian, konican ili njihova kombinacija. Cijev moZe biti
ravna ili zaobljena. Neovisno o materijalu unutrasnjost cijevi treba biti glatka kako bi dobili
Sto ”Cis¢i” zvuk. Kada puhnemo u cijev potaknemo zrak da unutar cijevi vibrira, te tlak koji
djeluje na molekule zraka u cijevi potice Cestice da se gibaju uzduz cijevi u smjeru puhanja
dok se ne sudare sa Cesticama unutar cijevi i potaknu ih na gibanje u smjeru puhanja. One
prve Cestice koje su potakle gibanje vrate se duz cijev u suprotnom smjeru. Tim procesom
nastaju regularne pulsacije od kojih nastaju zvucni valovi [1].

Stojni valovi unutar cijevi

Stojni valovi unutar cijevi su rezultat interferencije izmedu longitudinalnih valova zvuka
koji putuju suprotnim smjerovima [19]]. Razlikujemo dva slucaja; cijev koja je otvorena s
obje strane (u slucaju flaute), te cijev koja je otvorena na strani u kojoj puSemo u instrument,
ali je zatvorena na drugoj strani (u slucaju klarineta).

cijev otvorena s obje strane na otvorenim krajevima se nalaze trbusi valova gibanja cestica
zraka (tocka maksimalne amplitude), tj. Cvor tlaka zraka (tocka minimuma tlaka)
posto otvoreni kraj ima pristup atmosferi, te tlak zraka na otvorenom kraju mora
ostati konstantan i jednak atmosferskom tlaku.

cijev zatvorena s jedne strane na zatvorenom kraju se nalazi ¢vor vala gibanja Cestica
zraka (tocka minimalne amplitude), tj. trbuh tlaka zraka (to¢ka minimuma tlaka)
posto zatvoren kraj ne dopusta nastavak longitudinalnog gibanja Cestica zraka. Na
otvorenom kraju imamo istu situaciju opisanu u prethodnom slucaju.
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Slika 2.3: prikaz stojnih valova za cijev otvorenu s obje strane (lijevo), cijev zatvorenu s
jedne strane (desno) [20]



Poglavlje 3

Pravi aerofoni

3.1 Skandinavska frulica

Skandinavska frulica (eng. willow flute) je skandinavski narodni puhacki instrument koji po
duzini svoje cijevi nema izbuSene rupice, ve¢ osim rupe u koju puSemo u instrument, ima
rupu na drugom kraju cijevi koju moZemo ostaviti otvorenu, zatvorenu ili napola otvorenu.
Kao 1 vecina frulica ima jednu manju rupicu blizu rupe u koju puSemo kako bi zrak imao
gdje pobjeci” kada je donja rupa zatvorena. Tehnika overblowinga tj. prepuhavanja zraka
se koristi kako bi se postigli visi tonovi.

Puhanjem u cijev frulice potiCemo vibraciju zraka od koje nastaju stojni valovi Cija

frekvencija odreduje visinu tona.

Valna jednadZba i rubni uvjeti
Na str.10 smo izveli jednodimenzijalnu valnu jednadzbu

Pw 0w
o tox
Tlak zraka van cijevi je 0. Kada je cijev otvorena s obje strane tlak zraka je na oba
otvora isti kao van cijevi (tj. 0), pa slijedi

w(0,1) =w(L,1) =0,

¢ime dobivamo harmonike dane formulom (2.5). Ako rupu na drugom kraju zatvorimo
tada je tlak zraka na zatvorenom dijelu cijevi konstantan u smjeru osi X, tj.

w(0,7) = wy(L,1) =0,

pa dobivamo harmonike dane formulom (2.6). Ako je rupa napola zatvorena dobivamo
Robinov rubni uvjet [21] pri cemu parametar x ovisi o tome koliko je rupa zatvorena:

wi(L,t) + kw(L,t) = 0.

16
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Slika 3.1: cijev frulice postavljena unutar koordinatnog sistema

Separacijom varijabli valne jednadzbe uz spomenute rubne uvjete dobivamo:

(1)
Pw 0w

7 = CLW na (0,L)x (0, c0)
w(0,7) =w(L,f) =0

w(x, 0) = wo(x)

wi(x,0) = wi(x)
UvrStavanjem w(x, 1) = X(x)7 (¢) u valnu jednadzbu slijedi:

Xl/ TII
= =: -1 3.1
X c%T G-1)

Tada imamo:
X"+1X=0

X0)=0
X(L)=0

¢ije je rjeSenje dano u obliku X(x) = A sin( VaAx) + Bcos(Vax)
Primjenom rubnih uvjeta dobivamo rjesSenje

k
X, = sin(—”x) k=123, ..
L

Iz jednadzbe (3.1)) takoder slijedi:

crkm
L

2
Tli,-l-( )Tk:()
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k k
Cije je rjeSenje dano u obliku T () = Cy cos (%t) + Dy sin (%t), k=1,2,3, ..
Pa je

[ee)

w(x, 1) = Z [Ck cos (#1) + Dy sin (#I)] sin (kfﬂx) (3.2)
k=1

Uvazavanjem pocetnog uvjeta w(x, 0) = wy(x) dobivamo:

2t . (km
Ck:Zfo wo(x)sm(fx)dx,

te uz w,(x, 0) = wy(x):

2 k
D, = CLkﬂfo wi(x) sin (fﬂx)dx.

Pw o, Pw

ﬁ = CL@ na (0,L)x (0, c0)
w(0,1) =w,(L,1) =0

wi(x, 0) = wo(x)

(ii)

Sli¢no kao u (i) dodemo do:

[59)

wen =y [Ek cos (@z) L F, sin(@tﬂ sin(%x) (3.3)
k=1

Ek:()

4 L 2k + D
F, = in (<2207 g
KTk + D — 4c fo wo(x) Sm( 2L x) o

(iii)
0w 0w
ﬁ = C%ﬁ na (0,L)x (0, c0)
w(L,t) +kw(L,t) =0
w(0,1) =0

TraZimo rjeSenje u obliku

w(x, £) = Z(Gk cos ¢; Ayt + Hy sin ¢ Auf) sin Agx (3.4)
k=1
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Zbog Robinovog uvjeta biramo A; tako da bude
Arcos L+ ksin 4L =0 & A = —ktg 4L

Za ;. = AL dobivamo jednadzbu

M = —kLtg
Dijeljenjem prethodne jednadZbe sa —xL dobivamo

B 1gu
kL k

RjeSenja prethodne jednadzbe nalaze se na sjeciStima grafova lijeve i desne funkcije u
koordinatnom sustavu (uy, y), gdje je funkcija s lijeve strane pravac y = —ﬂ—z, a funkcija s
K

desne strane je y = rgu,. To je graficka interpretacija rjeSenja (u smislu gdje se one nalaze),
a jednadzbu moZemo rjesiti nekom od numeri¢kih metoda (npr. metoda tangente, metode
sekante, iterativna metoda).

Za tako dobivena rjeSenja y, za k = 1,2,3,... vraanjem u supstituciju u; = 4L

dobivamo A; = &.

Slika 3.2: Prikaz grafickog rjeSenja
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3.2 Okarina

Okarina je puhacki instrument koji se sastoji od Supljine na kojoj su izbuSene rupe, te vrata
koji se nastavlja na Supljinu gdje se nalazi otvor za puhanje. Helmholtzov rezonator je
svaka kuglasta Supljina koja ima vlastitu rezonantnu frekvenciju [23]]. Okarinu smatramo
Helmholtzovim rezonatorom pri ¢emu kombinacija zatvorenih rupa na Supljini determinira
visinu tona.

Kada puhnemo u otvor okarine se stupac zraka poCinje gibati prema unutrasnjosti, povecavajuci
tlak zraka, Sto rezultira time da se stupac zraka vrati prema van sve dok se tlak unutar
Supljine ne vrati na iznos koji je bio prije puhanja, tj. odvija se oscilacija tlaka zraka. Ako

se stupac zraka brzo giba visina tona je visoka u odnosu na sporije gibanje kad je visina
tona niZa. Promjenu koju stupac zraka napravi prilikom takvog gibanja ozna¢imo sa x(t).

I e®

Slika 3.3: model okarine [22]

Zrak unutar okarine zauzima volumen V pod tlakom p koji ovisi o vremenu. Duljinu
vrata oznac¢imo sa /, te njegov poprecni presjek sa A. Ukupni volumen je dan sa

V = Vo + Ax(), (3.5)

gdje je Vj konstantni volumen unutar okarine, te Ax(¢#) volumen vrata. Pretpostavimo da
imamo adiabatski proces kojeg onda moZemo opisati sa

pV* = const, (3.6)

pri ¢emu je k = 1.402 pri temperaturi od 20°C.
Deriviranjem po vremenu i dijeljenjem sa V* jednadzbe dobivamo
DK

)+ —V =0. 3.7
p+V (3.7)
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Uvrstavanjem V = Ax(¢) iz (3.5) u (3.7) slijedi
p+%ﬁﬂn:0 (3.8)

. .. . v PK .. PoK . . .
Lineariziramo jednadZbu tako da v zamjenimo S A 1 integriramo po vremenu
0

p+ @Ax(t) = konst. (3.9)
Vo

Uzmemo li da je x(0) = 01 p(0) = po konstanta na desnoj strani jednaka je py.
Posto je tlak definiran kao sila po jedinici povrSine imamo p = F/A. Masa stupca zraka
je umnozak gustoce zraka p i volumena usnika (/A). Tada drugi Newtonov zakon

F = ma = mx(t)

mozemo zapisati kao
p = pli(t) (3.10)

Uvrstavanjem (3.10) u (3.9) dobivamo

KA

ﬂﬂ+€aﬂﬂ0:po (.11)

jednadZbu harmonickog oscilatora

A
B0 + 0Px() = po, w= 4|2 (3.12)
V()pl

() = ~ sin(wr) + 22
w w

¢ije je rjeSenje dano sa

gdje je v brzina zraka, w = 2rf frekvencija.

Konac¢no iz (3.11) 1 (3.12)) slijedi

1 [pokA

f:ZT V()pl
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3.3 Rog

Rog je limeni puhacki instrument sa uskom, koni¢no bruSenom, kruzno zavinutom cijevi
koja se pri donjem kraju proSiruje u ljevkastu zvucnicu. Zracna struja koju sviraC puse u
cijev prekida se titranjem njegovih usana pritisnutih na ljevkasti usnik.
Krenimo od valne jednadzbe
, 1 &’p
P=2%n
uz rubni uvjet n - Vp = 0, pri ¢emu je n jedini¢ni vektor okomit na rub. Pretpostavimo da
imamo val frekvencije w . Jednadzba (3.13) se tada reducira na Helmholzovu jednadzbu

(3.13)

Vip+kp=0, (3.14)

gdjeje k = w/c.

Jednadzbu mozemo separirati u koordinatnom sustavu u kojem jedna koordi-
natna ravnina podudara sa rubom roga. Familija rogastih ploha sastoji se od hiperboloida
kao na slici (3.3), gdje smo rog smjestili u krivolinijski koordinatni sustav.

Slika 3.4: rog smjesten u krivolinijski koodrinatni sustav

U nastavku se bavimo aproksimacijom rjeSenja Sirenja zvuka za beskonac¢ni rog uz pret-
postavku da imamo dobru aproksimaciju oblika valnih fronta; donekle sferi¢no, te posto
valne fronte trebaju biti okomite na ravnine rogova, pribliZzno su centrirane na vrhu roga
koji je lokalno tangencijalan na rub roga kao na slici (3.4). Ovaj opis bit ¢e egzaktan za
konic¢ne rogove, ali aproksimacija za druge oblike rogova.

Neka je S(x) povrSina valne fronte roga na poziciji x. Tada tokom pomaka Cestica &,
promjena volumena zraka u rogu na poziciji x iznosi (1/5)9(S €)/0x.
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Slika 3.5:

Kao u slu¢aju ravnog vala dobivamo Websterovu valnu jednadzbu

1 0(. op 1 8*p

— = S—):——. 3.15

S 6x( ox) ¢* or (3-15)
Neka je p konstantan tlak kroz valnu frontu roga. Uvedimo novu funkciju ¢ tako da bude

p=ys™”

0
Pretpostavimo da p oscilira frekvencijom w, tj. da je 8_1: = wp pa zapiSimo S u terminima
funkcije a odabrane tako da bude
2

S =na”.
Funkcija a je kvaziradijus plohe S.
Tada jednadZba (3.15) postaje
oMy 1 6%a
oY, kz___) =0, 3.16
ox? ( a 0x? v (3.16)

gdjeje k = w/c.

Forma jednadzbe sluzi kao dobra baza za diskusiju ponasanja rogova. U formal-
nom smislu, dobili smo analogon Schrodingerove jednadzbe iz kvantne mehanike, gdje
“funkcija roga” ima ulogu potencijala [12].

T adx* 25 9x2 452\ 0x
Bitno je uociti da u jednadzbi (3.16) valna funkcija ¢, te posljedi¢no tla¢ni val p pro-
pagira ili ne propagira u ovisnosti o tome da li je k> = F, kao $to bi oekivali od kvantne
Cestice, normalizirane energije k, koja susreée potencijalnu barijeru.

_ld?a 10 1 (OS )2
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Sazetak

U radu je dana klasifikacija puhackih instrumenata i pripadne matematicke formulacije
proizvodnje zvuka koji oni proizvode. Analiziran je rombos, slobodni aerofon i dane su
jednadZzbe koje opisuju njegovo gibanje prilikom njegovog sviranja. Izvedena je valna jed-
nadzba za prave aerofone cjevastog oblika, te jednadzbe harmonika. Opisana su osnovna
svojstva valova; princip superpozicije 1 stojni valovi. U ovisnosti o gradi pravog aerofona,
jesu li obe strane cijevi otvorene (u slucaju flaute) ili je jedna strana zatvorena (u slucaju
klarineta) dobivamo pripadni skup harmonika. Od pravih aerofona analizirani su skandi-
navska frulica, okarina i rog.



Summary

In this paper the classification of wind instruments is given, along side the mathematical
formulation on making of the sound. The analysis of the bullroarer, the free acrophone and
the equations that describe his motion while it’s being played is performed. Derivation of
the wave equation is done for proper aerophones that are tube-shaped as well as harmonic
equations. Basic wave properties are described such as superposition principle and stan-
ding waves. Depending on the structure of proper aerophone, weather the both sides of the
tube are open (in case of the flute) or one side of the tube is closed (in case of the clarinet)
we’re getting harmonics set accordingly. Proper aerophones that have been analysed are
willow flute, ocarina and the horn.
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