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FIZIČKI ODSJEK

Ivan Sigmund
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Sažetak

U ovom radu ćemo izgraditi spinorni formalizam klasične opće teorije re-
lativnosti, od formalnih algebarskih svojstava, do ponašanja na mnogos-
trukosti. U tom formalizmu su definirane sve poznate tenzorske veličine,
kao Riemannov tenzor i tenzor elektromagnetskog polja. Dobivamo spinorni
ekvivalent Maxwellovih jednadžbi, te ekvivalent Einsteinovih jednadžbi po-
lja. Komponente kovarijantne derivacije spinorne baze daju 12 kompleks-
nih skalara, koje pomoću Newman-Penroseovih jednadžbi opisuju vrijeme-
prostor. Pomoću spinornog formalizma postuliramo jednadžbu gibanja bez-
masenih čestica proizvoljnog spina u zakrivljenom vrijeme-prostoru. Poka-
zujemo uporabu spinornog formalizma u opisu svjetlosnih kongruencija i u
dobivanju Goldberg-Sachsovog teorema.



Spinors in General Theory of Relativity

Abstract

In this thesis the spinor formalism of the classic general theory of relativity
is built, beginning with formal algebraic properties, up to the behavior on
manifolds. All the famous tensorial objects like the Riemann tensor and the
electromagnetic field tensor are redefined inside the spinor formalism. The
spinor equivalents of the Maxwell field equations, and the Einstein field equ-
ations are found. We get 12 complex components of the covariant derivative
which are enough to describe the space time, with the help of Newman-
Penrose field equations. We postulate the equation of motion of massless
particles of arbitrary spin in curved space-time. Also, The use of the spinor
formalism is shown in the description of light congruences and in the proof
of the Goldberg-Sachs theorem.
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6.1 Značenje parametara ε i κ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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1 Uvod

Spinori su se prvi puta pojavili u Kleinovom radu [1] pomoću kojeg je pojednostavljen
opis klasičnog zvrka. Dublje matematičko razumijevanje spinora je dao Cartan 1913
[2]. godine. Nadalje, otkrićem pojave spina i Diracove jednadžbe spinori poprimaju
potpuno novu važnost.

U općoj teoriji relativnosti se zbog svojih algebarskih svojstava pojavljuju kao po-
godna reformulacija uobičajene tenzorske teorije. U spinornom formalizmu pokazat
će se da neki računi postaju vrlo jednostavni, posebno kad se promatra Einstein-
Maxwellove jednadžbe jer je tada tenzor energije i impulsa dan vrlo jednostavnim iz-
razom. S druge strane spinorni formalizam daje prirodan način dolaska do Newman-
Penroseovih jednadžbi gravitacijskog polja. To su diferencijalne jednadžbe prvog
reda koje sa svojih 12 nezavisnih kompleksnih skalara, pomoću kojih je opisano
vrijeme-prostor, predstavlja veliko pojednostavljenje nasuprot 24 realna skalara, kada
bi se koristili realni vielbeini, ili 40 nezavisnih članova koneksije. Nadalje spinori su
prirodan način opisivanja čestica proizvoljnog spina u zakrivljenom prostoru, te time
predstavljaju mogućnost neke buduće formulacije kvantne gravitacije.

Glavni dio formalizma i koraka u ovom diplomskom se zasniva na knjigama Pen-
rosea i Rindlera ( [5] i [6]), te donekle na knjizi P. O’Donnella [4].

1.1 Konvencije

Zgodno je na početku ovog rada izložiti konvencije koje su korǐstene u knjizi. Za
početak signatura metrike je dana kao:

ηab = diag(+,−,−,−) (1.1)

Riemannov tenzor je dan kao:

(∇a∇b −∇b∇a)X
c = R c

abe X
e (1.2)

Riccijev tenzor:

Rab = R c
acb (1.3)

Riccijev skalar:

R = R ab
ab (1.4)

Einsteinova jednadžba:

Rab −
1

2
Rgab = −8πG

c4
Tab (1.5)
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2 Spinori

Polazeći od formalne definicije spinora istražuje se osnovna algebra spinora, te neki
standardni spinori različitih rangova, kao npr. spinori baza {o, ι}, i Levi-Civita spinor
εAB. Uvest ćemo u poglavlju 2.3 zapis apstraktnih indeksa koja olakšava pisanje
spinornih i vektorskih izraza bez potrebe pozivanja na neku odredenu bazu. Izvest
ćemo važan identitet (2.49) koji ćemo koristiti kroz cijeli rad.

2.1 Osnovne definicije i svojstva spinora

Pregled definicija vektorskih prostora dan je u Dodatku A.
Spinori su elementi vektorskog prostora definirani nad poljem kompleksnih bro-

jeva. Spinori valencije (ranga) 1 su elementi dvodimenzionalnog vektorskog prostora
S. Za njih je definiran unutarnji produkt:

Definicija 2.1. Neka ζ, η ∈ S. Binarna relacija unutarnjeg produkta [ , ] : S × S → C
ima svojstva:

1. Antisimetričnost, tj. za svaki η, ζ ∈ S vrijedi:

[ζ, η] = −[η, ζ] (2.1)

2. Bilinearnost, tj. za svaki a, b, c, d ∈ C, te za svaki spinor ζ,φ, γ i η iz S vrijedi:

[aζ + bφ, cγ + dη] = ac[ζ, γ] + bc[φ, γ] + ad[ζ, η] + bd[φ, η] (2.2)

3. Nedegeneriranost,tj. postoji jedinstvena nula 0 ∈ S , takva da za svaki ζ ∈ S
vrijedi:

[ζ,0] = 0 (2.3)

Napomena 2.1.1. Iz svojstva antisimetričnosti ((2.1)) slijedi:

[η, η] = −[η, η]⇔ [η, η] = 0 (2.4)

Napomena 2.1.2. svojstvo nedegeneriranosti produkta ((2.3)) znači da postoji jedins-
tvena nula tog vektorskog prostora, iz čega bi slijedilo :

[ζ, η] = 0∀η ∈ S ⇔ ζ = 0 (2.5)

To se svojstvo još može iskazati na sljedeći način: za dva linearno nezavisna spinora
ζ, η ∈ S, gdje ζ, η 6= 0, nužno slijedi [ζ, η] 6= 0

Napomena 2.1.3. Za dva linearno zavisna spinora ζ, η ∈ S; ζ, η 6= 0 slijedi iz aζ+bη =

0; a, b ∈ C; a, b 6= 0⇒ ζ = − b
a
η:

[ζ, η] = − b
a

[η, η] = 0 (2.6)

Budući da je produkt dva linearno nezavisna spinora koja su različita od nule
različit od nule, to svojstvo možemo iskoristiti za definiranje spinora baze, kojih po
definiciji spinora valencije 1 mora biti točno 2.
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2.2 Spinorna baza

Dva spinora {o, ι} čine ortonormiranu spinornu bazu ako vrijedi:

[o, ι] = −[ι, o] = 1 (2.7)

[o, o] = [ι, ι] = 0 (2.8)

Sada svaki ζ, η ∈ S možemo napisati pomoću o i ι:

ζ = ζ0o+ ζ1ι

η = η0o+ η1ι (2.9)

gdje su ζ i, ηi ∈ C, iz čega slijedi:

[ζ, η] = [ζ0o+ ζ1ι, η0o+ η1ι]

= ζ0η1[o, ι] + ζ1η0[ι, o]

= ζ0η1 − ζ1η0 (2.10)

2.3 Apstraktni indeksi

Koristit ćemo konvenciju
”
apstraktnih indeksa” koju je uveo Penrose (vidi [5]), a

koristi se i u O’Donnellovoj knjizi [4].
U zapisu pomoću apstraktnih indeksa ζA označava spinor iz prostora SA, a ζB bi

bio spinor iz prostora SB. Prostori SA i SB predstavljaju identične kopije prostora S,
a njihove je elemente moguće preciznije definirati kao uredeni par: za neki ζ ∈ S

ζA ≡ (ζ, A) ∈ S ⊗O (2.11)

gdje je O skup oznaka {A,B,C, . . .}. Iz toga slijedi da nije moguće naći neki a ∈ C
takav da vrijedi ζA = aζB.

Definicija 2.2. Možemo definirati vanjski produkt dva spinora kao par dva spinora
(ζA, ηB) ∈ SA × SB, a pisat ćemo jednostavno ζAηB. Vanjski produkt ima sljedeća
svojstva, uz ζA ∈ SA, ηB ∈ SB, i αC ∈ SC:

1. komutativnost

ζAηB = ηBζA (2.12)

2. asocijativnost

(ζAηB)αC = ζA(ηBαC) (2.13)

3. distributivnost

(ζA + ηB)αC = ζAαC + ηBαC (2.14)

3



Napomena 2.2.1. Općenito vrijedi ζAηB − ζBηA 6= 0, jer ζA 6= ζB i ηA 6= ηB.

Ovaj zapis će biti koristan pri računanju izraza koji vrijede bez obzira na odabir
baze u kojoj se radi. Za detaljnije objašnjenje može se pogledati prvu knjigu od
Penrosea i Rindlera [5].

Definicija 2.3. Oznake SABCD... će označavati prostor SA × SB × SC × SD × . . .

Definicija 2.4. Dualni vektori se definiraju kao preslikavanje iz vektorskog prostora
u polje nad kojim je definiran vektorski prostor. Dualni vektor je element dualnog
vektorskog prostora.

Napomena 2.4.1. riječ vektor će se koristiti u apstraktnom smislu kao element općenit-
og vektorskog prostora. U tom smislu su i spinori i 4-vektori vektori.

Po definiciji dualni ekvivalent spinora η bi bio objekt [η, ] jer [η, ζ] ∈ C. U za-
pisu pomoću apstraktnih indeksa dual označavamo sa indeksom dolje, npr. dual od
spinora ζA je [ζA, ] ≡ ζA. Dualni spinorni prostor označavamo kao SA (ζA ∈ SA).

Napomena 2.4.2. u produktima moraju biti vektori iz istih vektorskih prostora, tj.
nije moguće računati [ζA, ηB]

Isto kao što dual od ζA gledamo kao preslikavanje sa SA u C, tako isto možemo
gledati da je ζA dual od ζA, tj. da je ζA preslikavanje ζA : SA → C, te vrijedi ζAηA ≡
ηAζ

A. Treba napomenuti da iako je svako preslikavanje g : SA → C po definiciji
element iz SA, ne mora nužno svako preslikavanje f : SA → C biti element iz SA,
premda na prostorima koje mi promatramo to vrijedi, te njih nazivamo refleksivni
prostori (za primjer kada ne vrijedi da je SA cijeli dualni prostor od SA pogledati u
fusnoti na str. 79 u [5]).

Definicija 2.5. Kompleksna konjugacija preslikava spinorni SA prostor u njemu anti-
izomorfni (pogledati C.8) konjugirani spinorni prostor S̄A′, a analogno vrijedi i za
dualne prostore: SA → SA′ .

Uvodimo oznake valencije. Već smo spominjali da je ζA spinor valencije 1, no
odsada ćemo reći ćemo da je valencije (1, 0; 0, 0). Za ζA će biti valencije (0, 0; 1, 0), ζA′

(0, 1; 0, 0), a ζA′ (0, 0; 0, 1).

Definicija 2.6. Spinor valencije (p, q; r, t) je objekt

γ
A1...ApA′

1...A
′
q

B1...BrB′
1...B

′
t

=
∑
i

α(i)A1 · · · β(i)Apη(i)A
′
1 · · · ζ(i)A′

qµ(i)B1 · · · θ(i)Brν(i)B′
1
· · ·λ(i)B′

t
(2.15)

gdje je suma po i formalna oznaka, te znači da je γ sagradena od linearnih kombina-
cija vanjskih produkata spinora, dualnih spinora, i njihovih kompleksnih konjugata.
Po toj definiciji vrijedi:

γ
A1...ApA′

1...A
′
q

B1...BrB′
1...B

′
t
∈ SA1 × . . . SAp × SA′

1 × . . . SA′
q × SB1 × . . . SBr × SB′

1
× . . . SB′

t
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Definicija 2.7. Neka V,W,X, Y . . . ∈ L(4). Tenzori valencije (n,m) se definiraju na
sljedeći način:

T a1...anb1...bm
=
∑
i

V (i)a1 · · ·W (i)anX(i)b1 · · ·Y(i)bm (2.16)

vrlo slično spinorima, ali s tim da nema kompleksne konjugacije jer su 4-vektori
elementi vektorskog prostora definiranog iznad polja realnih brojeva.

Napomena 2.7.1. Definiciju vanjskog produkta smo proširili i na dualne i konjugirane
prostore na

”
prirodan” način, te se prenose i na objekte općenitih valencija, tj. spinore

i tenzore. Taj vanjski produkt zadržava sve svoje osobine.

Definicija 2.8. Levi-Civita εAB se definira u relaciji:

[ηB, ζB] ≡ ηBζ
B ≡ εABη

AζB (2.17)

⇒ εABη
A = ηB (2.18)

Definicija 2.9. Kroneckerova δAB se definira u relaciji:

δBAζ
AηB = ζAηA (2.19)

Prema tome Kroneckerova delta se može koristiti kao operator unutarnjeg pro-
dukta δAB : SB × SA → C Uzmimo primjer općenitog spinora gdje pomoću delte
prelazimo iz spinora valencije(p, q; r, t) prelazimo u spinor (p− 1, q; r − 1, t):

δDC γ
A1...C...ApA′

1...A
′
q

B1...D...BrB′
1...B

′
t

= γ
A1...C...ApA′

1...A
′
q

B1...C...BrB′
1...B

′
t

(2.20)

Definicija 2.10. Uvodimo operaciju preimenovanja objekata gdje skup oznaka npr.
spinora {A,B,C, . . .} zamijenimo drugim skupom {D,E, . . .} koji nije nužno različit
u svim komponentama od prvog skupa no mora ostaviti isti rang spinora. Ta operacija
komutira s ostalim, prije definiranim operacijama, s tim da ne može razdvojiti dva
objekta koji su u unutarnjem produktu (ηAαA).

Primjer preimenovanja:

ζABCD =
∑
i

α(i)Aβ(i)Bγ(i)Cη(i)D → ζGHJK =
∑
i

α(i)Gβ(i)Hγ(i)Jη(i)K (2.21)

Permutacija simbola je poseban slučaj te operacije, npr.: βAB → βBA, te općenito
vrijedi βAB 6= βBA

Napomena 2.10.1. Nije moguće preimenovati A u A′ jer S nije isto što i S̄, te bi ope-
racija preimenovanja mijenjala valenciju spinora. No moguće je formalno mijenjati
redoslijed izmedu crtanih i ne-crtanih oznaka, ali po različitom značenju nego kod
preimenovanja:

ζABA
′

D =
∑
i

α(i)Aβ(i)Bγ(i)A
′
η(i)D → ζA

′AB
D =

∑
i

γ(i)A
′
α(i)Aβ(i)Bη(i)D (2.22)

Napomena 2.10.2. iz definicije unutarnjeg produkta kao antisimetričnog možemo za-
ključiti i da je εAB = −εBA
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2.4 Raspis vektora u bazi

Kako bismo razlikovali apstraktne indekse vektora od indeksa koji označavaju različi-
te komponente vektora u raspisu u bazi, za komponente vektora u bazi koristimo
podebljana (

”
bold”) slova, npr.:

Xa =
∑
a

Xav a
a ≡ Xav a

a (2.23)

gdje vaa predstavljaju vektore ortonormalne baze, a zadnji znak ekvivalencije označava
da ćemo od sada za podebljane indekse podrazumijevati da vrijedi Einsteinova ko-
nvencija za sumaciju po ponovljenom indeksu, i još ćemo zahtijevati da je jedan
indeks gore jedan dolje ako se po njemu sumira.

Možemo vidjeti da za dva vektora raspisana u ortonormalnoj bazi vrijedi:

YaX
a = Ybv

b
aX

avaa

= YbX
b (2.24)

gdje su vba vektori baze dualnog prostora odabranih na način da vrijedi:

vbav
a
a = δba (2.25)

gdje δba =

{
0 a 6= b

1 a = b
(2.26)

Iz (2.25) množenjem sa vab i zbrajanjem po a dobiva se:

vba v
a
av

a
b = vbb (2.27)

Odavde je moguće zaključiti:

vaav
a
b = δab (2.28)

Odgovarajuća baza za spinore bila bi {oA, ιA} za v A
1 i v A

2 i {−ιA, oA} za v 1
A i v 2

A .
Iz (2.10) i (2.24) slijedi veza izmedu dualnih komponenti:

ζAη
A = ζ0η

0 + ζ1η
1 = ζ0η1 − ζ1η0 (2.29)

⇒ ζ0 = −ζ1, ζ1 = ζ0 (2.30)

To nas upućuje na to da postoji i inverzna operacija dualnom
”
spuštanju” indeksa:

ζA = ζBε
AB (2.31)

gdje je redoslijed pisanja indeksa odreden konvencijom.
Sada je moguće uspostaviti vezu Kroneckerove delte i Levi-Civite:

εABη
AζB = δCBηCζ

B

⇒ εABε
ACηC = δCBηC

⇒ εBAε
CA ≡ ε C

B = δCB (2.32)

gdje je u zadnjem retku iskorǐstena antisimetričnost εAB, te svojstvo da je Levi-Civita
εAB spinor podizanja i spuštanja indeksa.
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Teorem 2.1. Vrijedi jednakost izmedu spinora baze v C
B i Levi-Civita spinora zapi-

sanih u bazi ε C
B :

v C
B = v B

B ε C
B = ε C

B (2.33)

Lema 2.1.1. Vrijedi

ε C
B = −εCB (2.34)

Dokaz. Slijedi manipuliranjem Levi-Civita spinora

Levi-Civita εAB je moguće zapisati u bazi {v A
1 , v A

2 }, tj. {oA, ιA}:

εAB = εABv
A

A v B
B (2.35)

=

(
oAo

A oAι
A

ιAo
A ιAι

A

)
AB

(2.36)

=

(
0 1

−1 0

)
AB

(2.37)

S druge strane, za inverzni Levi-Civita εAB dobije se:

εAB =

(
0 1

−1 0

)AB

(2.38)

Jednadžbe (2.37) i (2.38) su u matričnom zapisu iz kojeg se očitavaju vrijednosti
tako da prvi indeks označava redak matrice, a drugi stupac matrice.

Množenjem dva Levi-Civita simbola dobije se:

εABε
CB = ε C

A = δ C
A (2.39)

=

(
1 0

0 1

) C

A

(2.40)

Iz (2.35) i uz pomoć svojstva ortogonalnosti (2.28) slijedi:

εAB = εABv
A

A v B
B (2.41)

= oAιB − ιAoB (2.42)

2.5 Jacobijev identitet i spinori

Definicija 2.11. Uvodimo oznaku normirane antisimetrizacije spinora:

γ[ABC...] = −γ[CBA...] = γ[CAB...] = . . . (2.43)

Na primjer za dva jednovalentna spinora operacija antisimetrizacije je:

ζ [AηB] ≡ 1

2
(ζAηB − ζBηA) (2.44)
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Definicija 2.12. Normirane simetrizacije se označava:

γ(ABC...) = γ(CBA...) = γ(CAB...) = . . . (2.45)

Na primjer za dva jednovalentna spinora to je:

ζ(AηB) ≡ 1

2
(ζAηB + ζBηA) (2.46)

Teorem 2.2. Jacobijev identitet za Levi-Civita spinore glasi:

εA[BεCD] = 0 (2.47)

Dokaz. množenjem sa jednovalentnim spinorima i uz pomoć izraza (2.24) slijedi:

εA[BεCD]ζ
BηCγD = εA[BεCD]ζ

BηCγD (2.48)

Vidimo da je izraz (2.48) nužno jednak nuli jer B,C,D ∈ {1, 2} pa će nužno biti
ponovljena dva indeksa.

Teorem 2.3. Svaki spinor antisimetrǐcan u dva indeksa ,npr. A i B je proporciona-
lan s εAB tako da vrijedi:

γ...[AB]... =
1

2
εABγ

C
...C ... (2.49)

Dokaz. Jacobijev identitet je moguće raspisati koristeći antisimetriju εAB:

εA[BεCD] =
1

6
(εABεCD − εABεDC − εACεBD + εACεDB + εADεBC − εADεCB)

=
1

6
(εABεCD + εABεCD + εACεDB + εACεDB + εADεBC + εADεBC)

=
1

3
(εABεCD + εACεDB + εADεBC) = 0 (2.50)

Možemo nadalje presložiti i računati:

εABεFG = −εAF εGB − εAGεBF \ εCF εDG

εABε
CD = ε C

A ε D
B − ε D

A ε C
B \ γ...CD...

εABγ
C

...C ... = γ...AB... − γ...BA... = 2γ...[AB]... (2.51)

gdje je ε C
B = δCB .

Lema 2.3.1. Svaki spinor (i tenzor) možemo razdvojiti na simetrǐcni i antisimterǐcni
dio tako da vrijedi:

γ...CD... = γ...(CD)... +
1

2
εABγ

C
...C ... (2.52)
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Dokaz.

γ...CD... = γ...(CD)... + γ...[CD]...

= γ...(CD)... +
1

2
εABγ

C
...C ... (2.53)

3 Veza spinora i tenzora

Za potpuno refleksivne vektorske prostore (pogledati dodatak D), što je i spinorni
prostor, vrijedi da vektorski prostor nastao vanjskim produktom potpuno refleksivnih
vektorskih prostora je takoder potpuno refleksivan. Promotrimo naredni primjer:

Neka je ζ, η, γ ∈ S, onda ζAηBγC ∈ SA × SB × SC . Novi prostor od interesa je
T ≡ S × S × S∗, gdje je S∗ dualni prostor od S. Sada neka je F,G,H ∈ T. Svojstva
se prenose iz spinornog prostora jer je po definiciji potpuno refleksivnog vektorskog
prostora (D.2) svaki element iz T moguće napisati kao vanjski umnožak spinora.

Sada je moguće je po uzoru na spinorne oznake pridružiti prostoru T indekse
{A,B, C,D, . . .} tako da FA ∈ TA, a dual od FA je FA.

Da se svojstva iz spinornog prostora prenose moguće je vidjeti npr. u:

FAGA = FAB
CG

C
AB (3.1)

Mogli bismo nastaviti npr. sa definicijom objekta unutarnjeg produkta u prostoru
T po uzoru na Kroneckerovu deltu , koja bi bila sagradena od umnoška tri Kronecke-
rove delte, te bismo mogli definirati operatore

”
podizanja” i

”
spuštanja”.

3.1 4-vektori kao produkt spinora

Spomenuta svojstva spinornog prostora služe za definiciju novog vektorskog prostora
za kojeg će se pokazati da odgovara upravo 4-vektorskom prostoru.

Definicija 3.1. Neka je vektorski prostor L dan produktom S i S̄:

L ≡ S × S̄ (3.2)

Za prostor L uvodimo skup oznaka {a, b, c, d, . . .} tako da:

SA × SA′ 3 vAA′ ≡ va ∈ La (3.3)

Vektor va nazivamo kompleksnim 4-vektorom jer :

va = vAA′ = v̄A
′A = v̄a (3.4)

Iako je rezultat konjugacije vektora v vektor istog tipa (valencije), općenito vrijedi:
v 6= v̄. Ako je v = v̄, onda v nazivamo realnim 4-vektorom, a skup L skupom 4-
vektora.

Svojstva unutarnjeg produkta vektora slijede iz svojstava unutarnjeg produkta
spinora. Neka su v(1), v(2) ∈ L, te označimo unutarnji produkt s točkom :
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1. komutativnost:

v(1) · v(2) = v(1)av(2)a

= v(1)AA′v(2)AA
′
= εBAεB′A′v(1)BB

′
v(2)AA

′

= εABεA′B′v(2)AA
′
v(1)BB

′
= v(2)BB′v(1)BB

′

= v(2)av(1)a = v(2) · v(1) (3.5)

Napomena 3.1.1. za jednakost (3.5) treba reći da vrijedi ζAηA = ζBηB jer obje
strane jednakosti, one sa indeksom A i one sa B, označavaju unutarnji produkt
ista dva vektora (spinora)

2. bilinearnost direktno slijedi jer Levi-Civita εAB ne djeluje na skalare, pa oni
komutiraju:

εABa = aεAB (3.6)

3. nedegeneriranost slijedi direktno iz nedegeneriranosti unutarnjeg produkta spi-
nora.

4. posjeduje signaturu (+,−,−,−):

ba0 = ta =
1√
2

(oAoA
′
+ ιAιA

′
) (3.7)

ba1 = xa =
1√
2

(oAιA
′
+ ιAoA

′
) (3.8)

ba2 = ya =
i√
2

(oAιA
′ − ιAoA′

) (3.9)

ba3 = za =
1√
2

(oAoA
′ − ιAιA′

) (3.10)

provjerimo, uz pomoć (2.7) i (2.8):

tat
a =

1

2

(
(oAoA′ + ιAιA′)(oAoA

′
+ ιAιA

′
)
)

=
1

2

(
oAι

AoA′ιA
′
+ ιAo

AιA′oA
′
)

= 1 (3.11)

Na Sličan način dobivamo

xax
a = yay

a = zaz
a = −1 (3.12)

tax
a = tay

a = taz
a = xay

a = . . . = 0 (3.13)

time smo dokazali da postoji baza sastavljena od realnih 4-vektora (realnost se
provjeri konjugacijom) za koju vrijedi

baib
a
j = ηij (3.14)

gdje je ηij =


0 i 6= j

1 i = j = 0

−1 i = j, i, j ∈ {1, 2, 3}
(3.15)

kao što se traži u definiciji vektorskog prostora sa signaturom (+,−,−,−) .
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Definicija 3.2. Definiramo tenzore gab i gab po uzoru na uporabu u (3.5) kao:

gab = εABεA′B′ (3.16)

gab = εABεA
′B′

(3.17)

oni će nam služiti kao operatori
”
podizanja” i

”
spuštanja” za 4- vektore. U {bai}

bazi je gij dijagonalna matrica sa vrijednostima kao u (3.15):

gij = gabb
a
ib
b
j

= ηij(= ηabb
a
ib
b
j) (3.18)

Napomena 3.2.1. Može se po uzoru na izraz (2.42) zaključiti:

gab = gijb
i
ab

j
b (3.19)

= tatb − xaxb − yayb − zazb (3.20)

Definicija 3.3. Definiramo bazu sa 2 realna i 2 kompleksna 4-vektora s Lorentz-
normom (pogledati dodatak B.1) jednakom nuli. Ta baza je nastala vanjskim pro-
duktom vektora spinorne baze:

W a
00 ≡ la =

1√
2

(ta + za) = oAoA
′

(3.21)

W a
11 ≡ na =

1√
2

(ta − za) = iAiA
′

(3.22)

W a
01 ≡ ma =

1√
2

(xa − iya) = oAiA
′

(3.23)

W a
10 ≡ m̄a =

1√
2

(xa + iya) = iAoA
′

(3.24)

Skraćeno je izraze za bazu {W a
AA′ } zapisati koristeći izraze za spinornu bazu:

W a
AA′ = vAAv

A′

A′ (3.25)

te takoder inverzna baza:

W AA′

a = v A
A v A′

A′ (3.26)

⇒ δ b
a = W AA′

a W b
AA′ (3.27)

⇒ gab = W AA′

a WbAA′

= lanb + nalb −mam̄b − m̄amb (3.28)

Za kompleksnu bazu {la, na,ma, m̄a} vrijede relacije:

lal
a = nan

a = mam
a = m̄am̄

a = 0 (3.29)

lan
a = −mam̄

a = 1 (3.30)

Iz čega slijedi raspis općenitog 4-vektora:

Ua = (nbU
b)la + (lbU

b)na − (mbU
b)m̄a − (m̄bU

b)ma (3.31)

Napomena 3.3.1. Moguće je dokazati da ne postoji skup 4 nezavisna realna 4-vektora
koji bi zadovoljavali relacije (3.29) i (3.30)
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3.2 Infeld-van der Waerdenovi simboli i Lorentzove transformacije

Realnu i kompleksnu bazu 4-vektora moguće je na zgodan način povezati pomoću
normiranih Paulijevih matrica, koje su poznate i kao Infeld-van van der Waerdenovi
simboli: (

W a
00 W a

01

W a
10 W a

11

)
=

1√
2

(
(ta + za) (xa − iya)

(xa + iya) (ta − za)

)
= ta(σ0)AA′ + xa(σ1)AA′ + ya(σ2)AA′ + za(σ3)AA′

= bai(σ
i)AA′ (3.32)

gdje su normirane Paulijeve matrice σi
AA′ dane kao:

σAA′

0 = σ0
AA′ =

1√
2

(
1 0

0 1

)
(3.33)

σAA′

1 = σ1
AA′ =

1√
2

(
0 1

1 0

)
(3.34)

−σAA′

2 = σ2
AA′ =

1√
2

(
0 −i
i 0

)
(3.35)

σAA′

3 = σ3
AA′ =

1√
2

(
1 0

0 −1

)
(3.36)

Za potpunu uspostavu relacija iz {W a} baze u {va} baze i obratno potrebno je
koristiti:

σi
AA′σAA′

j = δij (3.37)

gdje σAA′

j ≡ ηej ε
ABεA

′B′
σe

BB′ (3.38)

Jednadžba (3.37) se provjeri uvrštavanjem izraz (3.38), te izraze za normirane Pa-
ulijeve matrice, u jednadžbu (3.37). Korisna je i relacija:

σi
AA′σBB′

i = ε B
A ε B′

A′ (3.39)

koja se može provjeriti množenjem sa αAβA′
γBδB′ i zbrajanjem po ponovljenom in-

deksu. Iz (3.32) i (3.37) se vide i relacije prijelaza iz kompleksne u realne bazu
4-vektora:

bai = W a
AA′ σAA′

i (3.40)

Moguće je povezati transformaciju spinorne baze sa transformacijom kompleksne
4-vektorske baze {W a

AA′}, te sa transformacijom realne 4-vektorske baze vai:

1. transformacija spinorne baze:

v A
A = λ Â

A v̂ A
Â

(3.41)

gdje λ Â
A predstavlja neki skup od 4 broja, i gdje se podrazumijeva zbrajanje po

ponovljenim podebljanim indeksima.
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2. transformacija kompleksne 4-vektorske baze:

W a
AA′ = v A

A v̄ A′

A′

= λ Â
A v̂ A

Â
λ̄ Â′
A′ ˆ̄v A′

Â′

= λ Â
A λ̄ Â′

A′ Ŵ a
ÂÂ′ (3.42)

3. transformacija realne 4-vektorske baze:

bai = W a
AA′σAA′

i

= σAA′

i λ Â
A λ̄ Â′

A′ W a
ÂÂ′

= σAA′

i λ Â
A λ̄ Â′

A′ σj

ÂÂ′ b̂
a
j

= Λ j
i b̂

a
j (3.43)

Drugim riječima, transformacija realne baze dana je s:

Λ j
i = σAA′

i λ Â
A λ̄ Â′

A′ σj

ÂÂ′ (3.44)

Teorem 3.1. Ako je transformacija spinorne baze takva da vrijedi:

det(λ) = εABλ
A

1 λ B
2 = 1 (3.45)

onda je transformacija realne 4-vektorske baze takva da je Λ j
i ogranǐcena Lorent-

zova transformacija, tj.:

Λi
kΛj

lηkl = ηij (3.46)

det(Λ) = 1 (3.47)

Λ 0
0 ≥ 0 (3.48)

Dokaz. 1. Da je Λ j
i Lorentzova transformacija slijedi uvrštavanjem izraza (3.44)

u (3.46), te korǐstenjem svojstva (3.39).

2. Da je transformacija ortokrona, tj. da vrijedi (3.48), slijedi iz (3.44) za i, j = 0:

Λ 0
0 = λ Â

A (λ Â
A ) =

∑
A,Â

|λ Â
A |2 ≥ 0 (3.49)

3. Za dokaz da je det(Λ) = 1 pogledati str. 17 u [5].

Dakle, od spinora su sagradeni 4-vektori koji posjeduju sva svojstva kao i 4-vektori
iz dodatka B.1. Spinori se smatraju

”
fundamentalnijim” veličinama od 4-vektora u

smislu da se svaki 4-vektor može izgraditi od spinora, ali se ne može svaki spinor
dobiti od 4-vektora.
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3.3 Spinorni ekvivalent simetričnog tenzora

Neka je zadan općenit kompleksni tenzor Tab takav da:

Tab = Tba (3.50)

Po uzoru na prošlo poglavlje slijedi:

Tab = TAA′BB′ = TBB′AA′ = Tba (3.51)

Slijedi:

TAA′BB′ =
1

2
(TAA′BB′ + TBB′AA′)

=
1

2
(TAA′BB′ + TBA′AB′ − TBA′AB′ + TBB′AA′)

= T(AB)A′B′ + T[AB]A′B′

= T(AB)A′B′ + T[AB]A′B′

= T(AB)(A′B′) + T[AB][A′B′] (3.52)

gdje zadnja jednakost slijedi iz simetričnosti Tab. Koristeći (2.49) se dobiva :

TABA′B′ = T(AB)(A′B′) +
1

4
εABεA′B′T C C′

C C′

= PAA′BB′ +
1

4
εABεA′B′T C C′

C C′

= Pab +
1

4
gabT

c
c (3.53)

gdje je Pab zapravo tenzor Tab bez traga.

3.4 Spinor elektromagnetskog polja

Tenzor elektromagnetskog polja Fab je antisimetrični tenzor drugog ranga. Koristi se
u kovarijantnom zapisu Maxwellovih jednadžbi. Vǐse detalja je moguće naći u nekim
standardnim knjigama poput [11] i [12], a donekle i u ovom radu na poglavlju 5.1.

Za Fab vrijedi:

Fab = −Fba (3.54)

⇒ FAA′BB′ = −FBB′AA′ =
1

2
(FAA′BB′ − FBB′AA′)

=
1

2
(FABA′B′ − FABB′A′ + FABB′A′ − FBAB′A′)

= FAB[A′B′] + F[AB]B′A′ (3.55)

I sada zbog (3.54) i (2.53) slijedi:

FAA′BB′ =F(AB)[A′B′] + F[AB](B′A′)

=
1

2
F C′

(AB)C′ εA′B′ +
1

2
F C
C (B′A′) εAB

=φABεA′B′ + φ̄A′B′εAB (3.56)
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gdje je φAB elektromagnetski spinor definiran kao:

φAB ≡
1

2
F C′

(AB)C′ (3.57)

φ̄A′B′ ≡ 1

2
F C′
(AB)C′ =

1

2
F C
C (B′A′) (3.58)

Poznavanje samo tri komponente kompleksnog elektromagnetskog spinora, zbog
simetrije φAB = φBA, potpuno odreduje cijeli elektromagnetski tenzor Fab.

3.5 Spinorni ekvivalent Levi-Civita tenzora

Spinorni ekvivalent Levi-Civita tenzora je definiran kao:

εabcd = iεACεBDεA′D′εB′C′ − εADεBCεA′C′εB′D′ (3.59)

εabcd = iεACεBDεA
′D′
εB

′C′ − εADεBCεA′C′
εB

′D′
(3.60)

ε cd
ab = iε C

A ε D
B ε D′

A′ ε C′

B′ − ε D
A ε C

B ε C′

A′ ε D′

B′ (3.61)

Tako definiran Levi-Civita tenzor ima svojstva:

1. antisimetričnost pri zamjeni bilo koja dva susjedna indeksa:

εabcd = −εbacd = −εacbd = −εabdc (3.62)

što se direktno vidi za zamjene a ↔ b i c ↔ d, a za b ↔ c treba iskoristiti
Jacobijev identitet εA[BεCD] = 0 .

2. Realnost

3. Normiranje Levi-Civite:

εabcdε
abcd = −24 (3.63)

Što je moguće dokazati koristeći εABεAB = 2

4. u bazi {t, x, y, z} vrijedi:

ε0123 = 1 (3.64)

kao što se vidi u:

ε0123 = εabcdt
axbyczd

= −1

4
(εACεBDεA′D′εB′C′ − εADεBCεA′C′εB′D′)(oAoA

′
+ ιAιA

′
)

(oBιB
′
+ ιBoB

′
)(oCιC

′ − ιCoC′
)(oDoD

′ − ιDιD′
)

= 1 (3.65)

5. vrijede raspisi u bazama:

εabcd = −4!t[axbyczd] (3.66)

εabcd = −i4!l[anbmcm̄d] (3.67)
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3.6 Hodgeov dual

Definicija 3.4. Za općeniti kompleksni antisimetrični tenzor Gab definiramo Hod-
geov dual kao:

∗Gab =
1

2
ε cd
ab Gcd (3.68)

Po uzoru na jednadžbu (3.56) zbog antisimetričnosti tenzora Gab možemo pisati:

Gab = GABA′B′ = αABεA′B′ + β̄A′B′εAB (3.69)

gdje koristimo dva različita spinora α, β zbog kompleksnosti tenzora G. Uz (3.61)
slijedi da je Hodgeov dual od G u spinornom obliku dan kao:

∗Gab =
1

2
ε cd
ab Gcd

=
1

2
i(GABB′A′ −GBAA′B′)

= i(−αABεA′B′ + β̄A′B′εAB)

= iGABB′A′ = −iGBAA′B′ (3.70)

Iz jednadžbe (3.70) lako slijedi:

∗∗Gab = −Gab (3.71)

3.7 Kanonska dekompozicija simetričnih spinora

Neka je φAB = φBA općeniti simetrični spinor valencije (0, 0; 2, 0), poput elektromag-
netskog spinora, i neka je ξ = ξ0o+ ξ1ι ∈ S sada slijedi:

φABξ
AξB = φ00ξ

0ξ0 + φ10ξ
0ξ1 + φ01ξ

1ξ0 + φ11ξ
1ξ1

= φ00ξ
0ξ0 + 2φ10ξ

0ξ1 + φ11ξ
1ξ1

= (ξ1)2(φ00A
2 + 2φ10A+ φ11)

= (ξ1)2(α0A+ α1)(β0A+ β1)

= (α0ξ
0 + α1ξ

1)(β0ξ
0 + β1ξ

1)

= αAβBξ
AξB =

1

2
(αAβBξ

AξB + αBβAξ
BξA)

= α(AβB)ξ
AξB (3.72)

16



Tip raznovrsnost smjerova φAB =

I {1,1} α(AβB)

N {2} αAαB

0 {-} 0

Tablica 3.1: Klasifikacija spinora φAB po glavnim smjerovima

gdje je korǐstena pomoćna varijabla A = ξ0

ξ1
, te su komponente od αA i βB dane s:

α0 =
√
φ00 (3.73)

α1 =
√
φ00

(
φ01

φ00

−

√
(
φ01

φ00

)2 − φ11

φ00

)
(3.74)

β0 =
√
φ00 (3.75)

β1 =
√
φ00

(
φ01

φ00

+

√
(
φ01

φ00

)2 − φ11

φ00

)
(3.76)

(3.77)

Iz (3.72) slijedi:

φAB = α(AβB) (3.78)

što je poznato kao kanonska dekompozicija spinora φAB. Spinori α i β u tom se
kontekstu nazivaju glavni spinori. Glavni spinori α i β definiraju realne svjetlosne 4-
vektore aa = αAᾱA′ i ba = βAβ̄A′ koje nazivamo glavnim vektorima. U bazi {t, x, y, z}
oni su dani kao:

am = σAA′

m αAᾱA′ (3.79)

bm = σAA′

m βAβ̄A′ (3.80)

Svaki glavni vektor definira glavni smjer :

P = {xm ∈ L : xm = c · am; c ∈ R} (3.81)

Ako αAβA 6= 0, tj. ako α i β nisu medusobno proporcionalni onda kažemo da je
φAB tipa I ili da je algebarski općenit, te α i β definiraju dva različita glavna smjera,
dok u slučaju α ∝ β onda φAB nazivamo spinor tipa N ili algebarski specijalnim,
te α i β definiraju samo jedan glavni smjer. U tablici 3.1 vidljiv je pregled klasifika-
cije φAB po glavnim smjerovima. Drugi stupac tablice označava koliko je smjerova
različito, npr. {1, 1} znači dva različita smjera, dok {2} znači jedan ponovljeni smjer.
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3.8 Klasifikacija elektromagnetskog tenzora

Za elektromagnetski tenzor (ali vrijedi i za svaki antisimetrični tenzor ranga 2) Fab iz
(3.56), uz φAB = α(AβB), te aa = αAᾱA′, vidimo:

Faba
a = (α(AβB)εA′B′ + ᾱ(A′ β̄B′)εAB)αAᾱA

′

= αBᾱB′
1

2
(βAα

A + β̄A′ᾱA
′
)

= λab (3.82)

Dakle, glavni 4-vektor spinora φAB, kao i svaki 4-vektor iz glavnog smjera, je ujedno
svojstveni svjetlosni 4-vektor tenzora Fab. Svojstvenim vektorom nazivamo vektor
koji zadovoljava (3.82). Svaki svojstveni svjetlosni 4-vektor ujedno definira i svoj-
stveni svjetlosni smjer kao u (3.81).

Iz poglavlja 3.7 je moguće zaključiti da postoje maksimalno 2 svojstvena svje-
tlosna smjera realnog antisimetričnog tenzora ranga 2, te taj tenzor stavljamo u istu
klasifikaciju kao i njegov pripadajući spinor (pogledati tablicu 3.1) u odnosu na raz-
novrsnost svojstvenih smjerova.

Teorem 3.2. Za elektromagnetski tenzor Fab vrijedi

FabF
ab = 0

Fab ∗ F ab = 0 (3.83)

ako i samo ako je elektromagnetski spinor φAB tipa N . Takav Fab ćemo takoder
nazivati algebarski specijalnim.

Dokaz.

φABφ
AB = α(AβB)α

(AβB)

=
1

4
(αAβB + αBβA)(αAβB + αBβA)

=
1

2
(αAβ

A)2 = 0⇔ αA ∝ βA (3.84)

S druge strane, uz pomoć (3.56):

FabF
ab = 2(φABφ

AB + φA′B′φA
′B′

)

FabF
ab = 2i(−φABφAB + φA′B′φA

′B′
) (3.85)

Odavde slijedi tvrdnja teorema.

Definicija 3.5. Definiramo Ei, Bi u bazi {ta, xa, ya, za} kao:

Fab =


0 E1 E2 E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0


ab

(3.86)
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(U SI sustavu imamo Ei/c umjesto Ei)

Lema 3.2.1. Elektromagnetsko polje za koje vrijedi FabF ab = 0 i Fab ∗ F ab = 0 je
izgradeno od elektrǐcnog (E) i magnetskog polja (B) istih iznosa (u L-H prirodnom
sustavu jedinica), a okomitog smjera jedno na drugo.

Dokaz. Za elektromagnetski tenzor Fab i Ei i Bi iz definicije 3.5 slijedi:

FabF
ab = 2(−((E1)

2 + (E2)
2 + (E3)

2) + ((B1)
2 + (B2)

2 + (B3)
2))

Fab ∗ F ab = 4(E1B1 + E2B2 + E3B3) (3.87)

sada se direktno vidi

FabF
ab = 0⇔ | ~E| = | ~B|

Fab ∗ F ab = 0⇔ ~E · ~B = 0 (3.88)

gdje | ~E| =
√

(E1)2 + (E2)2 + (E3)2, te ~E · ~B = E1B1 + E2B2 + E3B3

Jedan najuobičajeniji primjer ovakvih polja su upravo ravni EM valovi (pogledati
poglavlje 9.2.2 u [11]).

3.9 Klasifikacija Weylovog tenzora

Weylov tenzor je tenzor Cabcd ranga 4 (pogledati za definiciju izraz (4.130) i ispod
njega) koji ima raspis:

Cabcd = CABCDA′B′C′D′ = ΨABCDεA′B′εC′D′ + Ψ̄A′B′C′D′εABεCD (3.89)

gdje je ΨABCD = Ψ(ABCD) potpuno simetričan spinor. Po uzoru na poglavlje 3.7
slijedi:

ΨABCDξ
AξAξAξA = Ψ0000ξ

0ξ0ξ0ξ0 + 4Ψ0001ξ
0ξ0ξ0ξ1

+ 6Ψ0011ξ
0ξ0ξ1ξ1 + Ψ0111ξ

0ξ1ξ1ξ1 + Ψ1111ξ
1ξ1ξ1ξ1

= ξ1ξ1ξ1ξ1(Ψ0000K
4 + 4Ψ0001K

3 + 6Ψ0011K
2

+ 44Ψ0111K
1 + Ψ1111)

= ξ1ξ1ξ1ξ1(α0K + α1)(β0K + β1)(η0K + η1)(ζ0K + ζ1)

= (α0ξ
0 + α1ξ

1)(β0ξ
0 + β1ξ

1)(η0ξ
0 + η1ξ

1)(ζ0ξ
0 + ζ1ξ

1)

= . . .

= α(AβBηCζD)(ξ
AξBξCξD) (3.90)

U tablici 3.2 vidi se klasifikacija spinora ΨABCD koju nazivamo Petrovljeva kla-
sifikacija. Nju je moguće opet povezati sa glavnim svjetlosnim smjerovima koju
klasificiraju tenzor Cabcd ( za usporedbu pogledati [4] poglavlje 2.9.2).
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Tip raznovrsnost smjerova ΨABCD =

I {1,1,1,1} α(AβBηCζD)

II {2,1,1} α(AαBηCζD)

D {2,2} α(AαBηCηD)

III {3,1} α(AαBαCηD)

N {4} αAαBαCαD

0 {-} 0

Tablica 3.2: Petrovljeva klasifikacija spinora ΨABCD po glavnim smjerovima

4 Spinori u općoj teoriji relativnosti

Sva razmatranja do sada su se odnosila na spinore i 4-vektore bez naglašene veze s
mnogostrukostima, na kojima je izgradena cijela opća teorija relativnosti. Formalna
definicija i svojstva mnogostrukosti se nalaze u dodatku E, ali potrebno je napome-
nuti da je mnogostrukost takav skup točaka da je na njoj moguće definirati skalare
kao beskonačno derivabilne funkcije sa mnogostrukosti M na skup R. Prostor ska-
lara označavamo s F . Nadalje, potrebno je vektore i spinore formulirati kao entitete
na mnogostrukosti. Vektorska polja se definiraju kao derivacije koje djeluju na ska-
lare iz F , kao što je vidljivo u dodatku F, te su elementi prostora vektorskih polja
L(pogledati poglavlje 5.4 u [5]). Prostor vektorskih polja u zapisu pomoću apstrak-
tnih indeksa označavamo s npr. La. Spinore ćemo onda postulirati kao entitete na
mnogostrukosti od kojih su izgradeni vektori.

4.1 Gradijent skalara i kovarijantna derivacija

Budući da je prostor vektorskih polja L potpuno refleksivni vektorski prostor (pogle-
dati teorem D.2) moguće je definirati dualni vektorski prostor (i polje) od prostora L
.

Definicija 4.1. Neka je f ∈ F i V ∈ L, definiramo gradijent df kao element dualnog
prostora od L, sa zahtjevom:

df(V) ≡ V(f) (4.1)

Napomena 4.1.1. vidimo da je df linearno preslikavanje df : L → F iz definicije F.2:

df(V + hW) = (V + hW)(f) = V(f) + (hW)(f) = V(f) + hW(f)

= df(V) + hdf(W) (4.2)

Iz teorema F.1 se vidi da je u sustavu (A, xa) jedna moguća baza dana kao:

∂

∂xa
: a ∈ 1, . . . , n (4.3)
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a dualna baza je

dxa : a ∈ 1, . . . , n (4.4)

jer

dxa
∂

∂xb
=
∂xa

∂xa
= δba (4.5)

Ako prijedemo iz koordinata xa u ya vrijedi relacija izmedu baza:

∂

∂xa
=
∂yb

∂xa
∂

∂yb
(4.6)

Kako bi pri promjeni iz xa u ya koordinate vrijedila relacija (4.5) definiramo zato
relaciju izmedu dualnih baza :

dya =
∂ya

∂xb
dxb (4.7)

Budući da dxa predstavlja bazu dualnog prostora od L mora vrijediti raspis:

df = fadx
a \ ∂

∂xb

fb =
∂f

∂xb

⇒ df =
∂f

∂xa
dxa (4.8)

Za upotrebu zapisa pomoću apstraktnih indeksa potrebno uvodi se oznaka

∇af ∈ La (4.9)

za kanonsku sliku od df iz duala od prostora L. Slijedi nadalje da je moguće kao u
sekciji 2.3 uvesti oznake:

Lad...eg... = La × Ld × . . .× Le × Lg × . . .
V ad...

eg... ∈ Lad...eg... : La × Ld × Le × Lg × . . .→ F (4.10)

Iz svojstava diferencijala funkcija slijedi:

∇a(f + g) = ∇af +∇ag (4.11)

∇a(fg) = g∇af + f∇ag (4.12)

Očito ∇a predstavlja linearno preslikavanje:

∇a : F → La (4.13)

Gradijent skalara ima jedinstveno invarijantno značenje koje ovisi samo o struk-
turi mnogostrukosti M . Kako bi se uspostavio sličan invarijantan koncept koji bi
odgovarao

”
gradijentu” vektora V a ∈ La potrebna je dodatna struktura na M koju

nazivamo koneksija afinog prostora (pogledati dodatak G). Definiciju gradijenta vek-
tora je onda lako proširiti na bilo koji tenzor.
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Definicija 4.2. Kovarijantna derivacija ∇a je preslikavanje :

∇c : La1...akb1...bl
→ La1...anb1...bnc

(4.14)

gdje su k i l bilo koji prirodni brojevi uključujući nulu uz značenje

La1...a0b1...bl
≡ Lb1...bl (4.15)

La1...akb1...b0
≡ La1...ak (4.16)

La1...a0b1...b0
≡ L ≡ F (4.17)

sa svojstvima:

1. linearnost:

∇c(T
a1...al
b1...br

+Bd1...dm
e1...em

) = ∇cT
a1...al
b1...br

+∇cB
d1...dm
e1...em

(4.18)

2. Leibnizovo pravilo derivacija:

∇a(T
a1...al
b1...br

Bd1...dm
e1...em

) = ∇a(T
a1...al
b1...br

)Bd1...dm
e1...em

+ T a1...alb1...br
∇aB

d1...dm
e1...em

(4.19)

3. komutira sa zamjenom i kontrakcijom indeksa koje ne uključuju indeks kovari-
jantne derivacije:

δdc∇a(T
a1...c...al) = ∇a(T

a1...d...al)

δdc∇a(T
a1...c...al
d ) = ∇a(T

a1...d...al
d )

(4.20)

Definicija 4.3. Za neku kovarijantnu derivaciju∇c i f ∈ F definiramo tenzor torzije:

2∇[a∇b]f = (∇a∇b −∇a∇b)f (4.21)

= T c
ab ∇cf (4.22)

Napomena 4.3.1. Za neki tenzor Xab ∈ Lab iz svojstava:

Xab2∇[a∇b](k) = 0 (4.23)

Xab2∇[a∇b](f + g) = 2Xab∇[a∇b](f) +Xab2∇[a∇b](g) (4.24)

Xab2∇[a∇b](fg) = Xab2∇[a∇b](f)g +Xab2f∇[a∇b](g) (4.25)

slijedi da je Xab2∇[a∇b] ∈ L. Iz teorema F.1 slijedi :

Xab2∇[a∇b](f) = V a∇af (4.26)

(4.27)

gdje V c = XabT c
ab pa budući da vrijedi za svaki Xab slijedi tvrdnja da je moguće

definirati tenzor torzije kao u definiciji 4.3.

Napomena 4.3.2. Kovarijantne derivacije za koje T c
ab = 0 nazivaju se bestorzijske

kovarijantne derivacije.
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Neka je dan operator

∆ab = 2∇[a∇b] − T c
ab ∇c (4.28)

Ovaj operator zadovoljava naredna svojstva :

∆abf = 0 (4.29)

∆ab(Vghi +Wdef ) = ∆ab(Vghi) + ∆ab(Wdef ) (4.30)

∆ab(fVghi) = f∆ab(Vghi) (4.31)

∆ab(VghiWdef ) = Wdef∆ab(Vghi) + Vghi∆ab(Wdef ) (4.32)

Po tim svojstvima je moguće zaključiti da je preslikavanje

∆ab : V c → ∆abV
c (4.33)

linearno iznad F te je po definiciji potpuno refleksivnih vektorskih prostora takvo
preslikavanje moguće prikazati kao:

∆abV
c = R c

abd V
d (4.34)

Definicija 4.4. Tenzor zakrivljenosti R d
abc je definiran kao:

(∇a∇b −∇b∇a − T e
ab ∇e)V

d = R d
abc V

c (4.35)

ili za bestorzijske kovarijantne derivacije:

(∇a∇b −∇b∇a)V
d = R d

abc V
c (4.36)

Iz svojstva ∆abf = ∆ab(VaW
a) = 0 i jednadžbe (4.32) slijedi:

∆abVc = −R d
abc Vd (4.37)

te u slučaju općenitog vektora:

∆abV
cd...
ef... = R c

abg V
gd...
ef... +R d

abg V
cg...
ef... + . . .−R g

abe V
gf...
cd... −R

g
abf V

eg...
cd... − . . . (4.38)

Napomena 4.4.1. Tenzor zakrivljenosti je moguće zapisati pomoću vektora baze kao:

gcc∆abg
d
c = gccR

d
abe g

e
c = R d

abc (4.39)

4.2 Metrika i Christoffelova kovarijantna derivacija

Definicija 4.5. Metrikom nazivamo simetrične nesingularne tenzore gab i gab sa svoj-
stvima:

gabV
b = Va (4.40)

gabVb = V a (4.41)

gabgac = δbc (4.42)
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Iz dodatka G se vidi da za bestorzijsku derivaciju ∇a sljedeći izrazi ne ovise o
afinoj koneksiji:

V a∇agbc + gac∇bV
a + gba∇cV

a (4.43)

∇cVb −∇bVc = ∇c(gabV
a)−∇b(gacV

a)

= ∇c(gab)V
a + gab∇c(V

a)−∇b(gac)V
a − gac∇b(V

a) (4.44)

Zbrajanjem ta dva izraza i množenjem sa 1
2
gbd slijedi izraz koji ne ovisi o afinoj ko-

neksiji prostora:

∇cV
d + V a

(
1

2
gbd(∇agbc +∇cgba −∇bgac)

)
(4.45)

Neka bestorzijska kovarijanta derivacija ∇a za koju vrijedi

∇agbc = 0 (4.46)

očito i sama ne ovisi o afinoj koneksiji prostora jer za nju vrijedi:

∇cV
d + V a

(
1

2
gbd(∇agbc +∇cgba −∇bgac)

)
= ∇cV

d (4.47)

Definicija 4.6. Bestorzijska kovarijanta derivacija ∇a koja zadovoljava uvjet

∇agbc = 0 (4.48)

se naziva Christoffelova kovarijantna derivacija.

Teorem 4.1. Christoffelova kovarijantna derivacija je jedinstvena i lokalno je u
sustavu koordinata (A, xa) definirana kao:

∇cV
d = ∂cV

d + V a

(
1

2
gbd(∂agbc + ∂cgba − ∂bgac)

)
(4.49)

gdje je

∂c = gcc
∂

∂xc
(4.50)

a gcc su vektori baze (pogledati dodatak G)

Dokaz. 1. Jedinstvenost slijedi direktno iz toga da izraz (4.47) nema razlike za
dvije kovarijantne derivacije (pogledati izraz (G.17) u dodatku G)

2. Valjanost lokalne definicije se vidi iz:

(a) Ako ∇agbc = 0 odmah slijedi 4.49 jer je izraz (4.45) jednak za sve bes-
torzijske kovarijantne derivacije u što zapravo upada i ∂a, što vidimo u
(4.47)
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(b) s druge strane iz lokalne definicije, simetričnosti gab i spoznaja iz teorema
G.1 slijedi:

∇a(gbc) = ∂a(gbc)− gbd
(

1

2
ged(∂agec + ∂cgea − ∂egac)

)
− gdc

(
1

2
ged(∂ageb + ∂bgea − ∂egab)

)
= ∂a(gbc)−

(
1

2
(∂agbc + ∂cgba − ∂bgac)

)
−
(

1

2
(∂agcb + ∂bgca − ∂cgab)

)
= 0 (4.51)

Napomena uz teorem 4.1.1. Važno je vidjeti da Christoffelova kovarijantna derivacija
prima isti izraz u svim koordinatnim sustavima za razliku od npr. ∂a

4.3 Riemannov tenzor

Definicija 4.7. Tenzor zakrivljenosti R d
abc za Christoffelovu derivaciju se zove

Riemannov tenzor.

Teorem 4.2. Riemannov tenzor ima sljedeća svojstva:

1.

R e
abc ged = R[ab][cd] (4.52)

2.

R[abc]d = Rabcd +Rcabd +Rbcad = 0 (4.53)

3.

Rabcd = Rcdab (4.54)

4. Bianchijev identitet

∇[aRbc]de = 0 (4.55)

Dokaz. 1. antisimetričnost u prva dva indeksa je očita iz definicije tenzora zakriv-
ljenosti:

∇[a∇b]V
d = R d

abc V
c (4.56)
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Antisimetričnost u druga dva indeksa slijedi iz ∇[a∇b]gcd = 0 i 2∇[a∇b](Vc) =

−R d
abc Vd:

−R d
abc Vd = 2∇[a∇b](V

egec) (4.57)

= R e
abd V

dgec = RabdcV
d (4.58)

sada budući je RabcdV
d = R d

abc Vd

−Rabcd = Rabdc (4.59)

2.

Rabc
d∇df = 2∇[a∇b]∇c(f)

⇒ R[abc]
d∇df = 2∇[[a∇b]∇c](f)

= 2∇[a∇b∇c](f)

=
1

3
(∇a∇b∇c −∇a∇c∇b −∇b∇a∇c +∇b∇c∇a +∇c∇a∇b +∇c∇b∇a)(f)

=
1

3
(∇a(T

d
bc f) +∇b(T

d
ca f) +∇c(T

d
ab f) = 0 (4.60)

gdje jednakost nuli slijedi jer je torzija T d
bc = 0 za Christoffelovu derivaciju.

Korǐstenjem antisimetričnosti Riemannovog tenzora u prva dva indeksa dobije
se:

0 = 3R[abc]d = Rabcd +Rcabd +Rbcad (4.61)

3. Slijedi iz svojstava (4.52) i (4.53):

2Rabcd = Rabcd +Rbadc = −Rcabd −Rbcad −Rdbac −Radbc

= −Racdb −Rdacb −Rcbda −Rbdca = Rcdab +Rdcba = 2Rcdab (4.62)

4.

2∇[a∇[b∇c]]V
d = ∇[a(R

d
bc]e V

e)

= ∇[a(R
d

bc]e )V e +∇[a(V
e)R d

bc]e (4.63)

2∇[[a∇b]∇c]V
d =

1

3
(∇[a∇b]∇c +∇[b∇c]∇a +∇[c∇a]∇b)V

d

= −R e
[abc] ∇eV

d +R d
[ab|e| ∇c]V

e (4.64)

oduzimanjem gornjih dvaju jednadžbi uz korǐstenje izraza (4.53) dobiva se:

0 = 2∇[[a∇b]∇c]V
d − 2∇[a∇[b∇c]]V

d = ∇[a(R
d

bc]e )V e (4.65)

⇒ ∇[a(R
d

bc]e ) = 0 (4.66)
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Definicija 4.8. Tenzor Rab ≡ R c
acb zovemo Riccijev tenzor

Definicija 4.9. Skalar R ≡ R a
a = R ab

ab se zove Riccijev skalar zakrivljenosti.

Iz Bianchijevog identiteta slijedi:

0 = gadgce3∇[aRbc]de = 2∇a(Rab −
1

2
gabR) (4.67)

Definicija 4.10. Tenzor Gab = Rab − 1
2
gabR nazivamo Einsteinovim tenzorom

Taj tenzor predstavlja osnovu Einsteinove jednadžbe polja kao najjednostavniju
poveznicu tenzora Tab i tenzora zakrivljenosti:

Gab = CTab (4.68)

No, vǐse o tome u kasnijim poglavljima.

4.4 4-vektori, spinori i mnogostrukost

Kako bi se diskusija iz poglavlja 3 povezala sa vektorskim poljima definiranim na
mnogostrukostima uzima se da je mnogostrukost 4-dimenzionalna.

Potrebno je proširiti definiciju derivacije U = Ua∇a na kompleksne skalare

C = F ⊕ iF : {x ∈ C : x = f + ig; f, g ∈ F} (4.69)

tako da:

Ua∇a : C → C (4.70)

Ua∇a(f + ig) = Ua∇af + iUa∇ag (4.71)

Postulira se sada za svaku točku mnogostrukosti vektorski prostor LAA′ izomorfan
prostoru LaC = La ⊕ iLa koji je djeluje u toj točki, i to tako da svaki V a(P ) ∈ LaC[P ],
gdje je P ∈ M , odgovara jednom 4-vektoru V AA′ ∈ SAA

′ ≡ La. Ovdje imamo
dakle lokalnu definicija 4-vektorskog prostora kao entiteta na mnogostrukosti, a po-
sljedično i lokalnu definiciju spinornog prostora. Za detalja o djelovanju vektorskog
polja u jednoj točki pogledati raspravu na stranici 187. u [5] ,a za vǐse o vezi vektor-
skih polja i 4-vektora pogledati str. 211. i 212. u istoj knjizi.

Definicija kovarijantne derivacije se
”
prirodno” proširuje na djelovanje na spino-

rima kao:

∇a ≡ ∇AA′ : LB...D
′...

G...J ′... → LB...D
′...

G...J ′...AA′ (4.72)

sa svojstvima linearnosti, Leibnizovog pravila deriviranja i komutacije sa zamjenom
indeksa koje ne uključuju indekse kovarijantne derivacije slično kao u definiciji 4.2,
uz dodatno svojstvo realnosti operatora kovarijantne derivacije:

∇AA′ξB = ∇AA′ξB (4.73)
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Moguće je proširiti i definiciju Christoffelove derivacije tako da može djelovati na
spinore. Za početak je potrebno definirati djelovanje Christoffelove derivacije na
kompleksna vektorska polja, to je ostvareno na sljedeći način:

∇a(Vb + iCd) = ∇a(Vb) + i∇a(Cd) (4.74)

Promotrimo sljedeći izraz:

εB′C′αB
′∇a(ξ

BβC
′
)− εB′C′βB

′∇a(ξ
BαC

′
)− ξB∇a(εB′C′αB

′
βC

′
) (4.75)

Taj je izraz dobro definiran za Christoffelova derivaciju ∇a jer djeluje samo na ele-
mente iz La i C: On definira bilinearno preslikavanje:

SB
′ × SC′ → SBa (4.76)

te je prema tome element iz SBaB′C′. Označimo taj element s ABaB′C′. Zbog antisime-
tričnosti u zamjeni B′ ↔ C ′ slijedi iz jednakosti (2.49) da je :

ABaB′C′ =
1

2
AB D′

aD′ εB′C′ (4.77)

te budući da je 1
2
AB D′

aD′ εB′C′ funkcija od ξB definiramo operaciju ∇̃a:

∇̃aξ
B =

1

4
AB D′

aD′ (4.78)

2∇̃aξ
BεB′C′αB

′
βC

′ ≡ εB′C′αB
′∇a(ξ

BβC
′
)

−εB′C′βB
′∇a(ξ

BαC
′
)− ξB∇a(εB′C′αB

′
βC

′
) (4.79)

Teorem 4.3. operacija ∇̃a : SB → SBa zadovoljava, uz k ∈ C:

1. linearnost:

∇̃a(kξ
B + ηB) = k∇̃a(ξ

B) + ∇̃a(η
B) (4.80)

2. Leibnizovo pravilo deriviranja uz f ∈ C

∇̃a(fξ
B) = f∇̃a(ξ

B) + ξB∇̃a(f) (4.81)

gdje je

∇̃a(f) ≡ ∇af (4.82)

Dokaz. Svojstva se dokažu korǐstenjem svojstava Christoffelove derivacije direktnim
uvrštavanjem kξB + ηB i fξB na mjesto ξB u izraz (4.79) .
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Potrebno je proširiti definiciju ∇̃a na djelovanje na vanjski umnožak spinora. Slično
kao ranije izraz:

εD′B′εG′C′αD
′
βG

′∇a(ξ
BηCγB

′
δC

′
)− εD′B′εG′C′γD

′
δG

′∇a(ξ
BηCαB

′
βC

′
)

+ξBηC∇a(εD′B′εG′C′αD
′
βG

′
γB

′
δC

′
)

(4.83)

je dobro definiran za Christoffelovu derivaciju, te definira multilinearno preslikavanje
SB

′C′D′G′ → SBCa . Prema tome ga je, uz primjedbu antilinearnosti D ↔ B,te G↔ C,
moguće napisati kao:

ABCaB′C′D′G′ =
1

4
ABC F ′H′

aF ′H′ εD′B′εG′C′ (4.84)

te kao ranije definiramo:

∇̃a : SBC → SBCa (4.85)

∇̃a(ξ
BηC)εD′B′εG′C′αD

′
βG

′
γB

′
δC

′
=εD′B′εG′C′αD

′
βG

′∇a(ξ
BηCγB

′
δC

′
)

− εD′B′εG′C′γD
′
δG

′∇a(ξ
BηCαB

′
βC

′
)

− ξBηC∇a(εD′B′εG′C′αD
′
βG

′
γB

′
δC

′
) (4.86)

korǐstenjem svojstava od ∇AA′ slijedi: ∇̃a(ξ
BηC) = ξB∇̃a(η

C) + ηC∇̃a(ξ
B)

Induktivno se definiraju i Christoffelove kovarijantne derivacije za spinor bilo ko-
jeg ranga, te se dokazuje Leibnizovo pravilo.

Teorem 4.4. Za operaciju ∇̃a : SBC...B
′C′...

EF ...G′H′... → SBC...B
′C′...

EF ...G′H′...AA′ , koju nazivamo Chris-
toffelovom derivacijom spinora, a definirana je induktivno kao gore, vrijede slijedeća
svojstva uz V BC...B′C′...

EF ...G′H′... ,W
BC...B′C′...
EF ...G′H′... ∈ SBC...B

′C′...
EF ...G′H′... te k ∈ C:

1. linearnost

∇̃a(V
BC...B′C′...
EF ...G′H′... + kWBC...B′C′...

EF ...G′H′... ) = ∇̃aV
BC...B′C′...
EF ...G′H′... + k∇̃aW

BC...B′C′...
EF ...G′H′... (4.87)

2. Leibnizovo pravilo deriviranja

∇̃a(V
B...WC...) = ∇̃a(V

B...)WC... + ∇̃a(W
C...)V B... (4.88)

3. nema torzije, za svaki f ∈ C:

∇̃[a∇̃b]f = 0 (4.89)

4. komutiranje sa zamjenom bilo kojeg indeksa osim indeksa derivacije

δXB ∇̃aV
BC...
... = ∇̃aV

XC...
... (4.90)
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5. Levi-Civita je ” kovarijantno konstantan”

∇̃AA′εCD = 0 (4.91)

6. jedinstvenost: neka druga kovarijantna derivacija koja ima ista svojstva kao
gore mora biti jednaka ovoj derivaciji

Dokaz. 1. Slijedi iz induktivne definicije operacije ∇̃a kao u (4.86) uvrštavanjem
izraza (V BC...B′C′...

EF ...G′H′... + kWBC...B′C′...
EF ...G′H′... ) na mjesto V BC...B′C′...

EF ...G′H′...

2. Ako se pretpostavi da operator ∇̃a definiran djelovanjem na spinor

V BC...
EF ... =

∑
i

A(i)BB(i)CC(i)ED(i)F · · · (4.92)

ranga (r, s; t, u) zadovoljava Leibnizovo pravilo deriviranja tako da je novi spi-
nor ∇̃aV

BC...
EF ... moguće napisati kao:

∇̃aV
BC...
EF ... =

∑
i

(
∇̃a(A(i)B)B(i)CC(i)ED(i)F · · ·

+A(i)B∇̃a(B(i)C)C(i)ED(i)F · · ·+ . . .
)

(4.93)

moguće je dokazati da induktivno definirani operatori ∇̃a zadovoljavaju to isto
pravilo i za spinore ranga (r + 1, s; t, u), (r, s + 1; t, u), (r, s; t + 1, u), (r, s; t, u +

1), . . . te prema tome mora vrijediti i izraz (4.88) gdje su W i V spinori bilo
kojeg ranga.

3. slijedi iz istog svojstva za vektore

4. slijedi iz istog svojstva za vektore

5. slijedi iz ∇agbc = ∇a(εBCεB′C′) = 0 za Christoffelovu derivaciju (pogledati za
dokaz [5] str. 218)

6. slijedi iz svojstva Christoffelove derivacije:

Usporedimo dva operatora ˜̃∇AA′ i ∇̃AA′ pomoću izraza (4.75) i činjenice da
∇̃a(ξ

BηB
′
) = ∇a(ξ

BηB
′
) te jedinstvenosti Christoffelove derivacije za vektore i

skalare

2∇̃a(ξ
B)αB′βB

′ − 2
˜̃∇a(ξ

B)αB′βB
′
=

=
(
εB′C′αB

′∇̃a(ξ
BβC

′
)− εB′C′βB

′∇̃a(ξ
BαC

′
) + ξB∇̃a(εB′C′αB

′
βC

′
)
)

−
(
εB′C′αB

′ ˜̃∇a(ξ
BβC

′
)− εB′C′βB

′ ˜̃∇a(ξ
BαC

′
) + ξB

˜̃∇a(εB′C′αB
′
βC

′
)

)
= 0 (4.94)
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U ostatku teksta ćemo koristiti oznaku

∇AA′ ≡ ∇̃AA′ (4.95)

jer ne postoji opasnost od zamjene zbog identičnosti djelovanja na vektore.

4.5 Derivacija spinora u bazi

Uzmimo bazu spinora {ε A
0 = oA, ε A

1 = ιA} i {ε 0
A = −ιA, ε 1

A = oA}, uz uvjet da
vrijedi oAiA = 1. Slijede komponente od ∇AA′ξB:

ε A
A ε A′

A′ ε B
B ∇AA′ξB = ε B

B ∇AA′(ξCε B
C )

= ε B
B ∇AA′(ξC)ε B

C + ε B
B ∇AA′(ε B

C )ξC

= ∇AA′(ξB) +∇AA′(ε B
C )ε B

B ξC

= ∇AA′(ξB) + γ B
AA′C ξC (4.96)

gdje je

γ B
AA′C = ∇AA′(ε B

C )ε B
B = −ε B

C ∇AA′(ε B
B ) (4.97)

Ako zahtijevamo oAiA = 1 u svakoj točki P , slijedi

εAB = εAAε
A

B =

(
0 1

−1 0

)
AB

(4.98)

odatle slijedi:

0 = ∇AA′εBC = ∇AA′(εBAε
A

C ) = γAA′BC − γAA′CB

⇒ γAA′BC = γAA′CB (4.99)

Ovo nam govori da γ C
AA′B ima 12 različitih veličina

Zahtjev normalizacije oAiA = 1 nije nužan, te je ponekad korisno uzeti oAiA = χ,
u kom slučaju vǐse ne vrijedi izraz (4.99). Za vǐse o toj temi pogledati poglavlje 4.5
u [5].

Iz svega rečenog slijedi za slijedi za spinore ξA, ξA, ηA
′
, ηA′:

∇AA′(ξB)ε B
B = ∇AA′(ξB) + γ B

AA′C ξC (4.100)

ε B
B ∇AA′(ξB) = ∇AA′(ξB)− γ C

AA′B ξC (4.101)

∇AA′(ηB
′
)εB

′

B′ = ∇AA′(ηB
′
) + γ̄ B′

AA′C′ ηC
′

(4.102)

ε B′

B′ ∇AA′(ηB′) = ∇AA′(ηB′)− γ̄ C′

AA′B′ ηC′ (4.103)

Uobičajeno je pojedine komponente γ C
AA′B označiti sa 12 grčkih slova kao što se

vidi u tablici 4.1a, gdje su oznake sa crticama češće korǐstene u [5] dok one bez crtica
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u [4], te su ovdje dane za lakše snalaženje po literaturi. Korisno je zapisati neki od
izraza danih u 4.3 pomoću 4-vektora {l,m, m̄, n}. Za ε imamo raspis:

ε = ιBD(oB) =
1

2
ιB (D(oB) +D(oB))

=
1

2
ιB
(
D(oBoB′ιB

′
) +D(oBoB′ιB

′
)
)

=
1

2
ιB
(
D(oBoB′)ιB

′
+ oBoB′D(ιB

′
) + oB′D(oBι

B′
) +D(oB′)oBι

B′
)

=
1

2
ιB
(
D(oBoB′)ιB

′
+ oBD(oB′ιB

′
)− oB′

D(oBιB′)
)

=
1

2
(naD(la)− m̄aD(ma)) (4.104)

Na sličan način se dobivaju i ostali izrazi iz tablice 4.4.
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C
B

AA′ 0
0

1
0

0
1

1
1

00′ ε −κ π = −τ ′ −ε = γ′

10′ α −ρ λ = −σ′ −α = β′

01′ β −σ µ = −ρ′ −β = α′

11′ γ −τ ν = −κ′ −γ = ε′

(a) komponente od γ C
AA′B

Oznaka derivacije spinorni zapis vektorski zapis

D oAoA
′∇AA′ la∇a

δ oAιA
′∇AA′ ma∇a

δ̄ ιAoA
′∇AA′ m̄a∇a

∆ ιAιA
′∇AA′ na∇a

(b) komponente kovarijantne derivacije

Tablica 4.1: Tablice oznaka

a va = (l,m, m̄, n) va = (t, x, y, z)

0 oAoA
′ 1√

2

(
oAoA

′
+ ιAιA

′)
1 oAιA

′ 1√
2

(
oAiA

′
+ ιAoA

′)
2 ιAoA

′ i√
2

(
oAiA

′
+ ιAoA

′)
3 ιAιA

′ 1√
2

(
oAoA

′ − ιAιA′)
Tablica 4.2: Vektori baze zapisani pomoću spinora

∇AA′ −∇AA′(oA)iA ∇AA′(oA)oA −∇AA′(iA)iA ∇AA′(iA)oA

∇00′ = D ε −κ −τ ′ = π −ε
∇01′ = δ β −σ −ρ′ = µ −β
∇10′ = δ̄ α −ρ −σ′ = λ −α
∇11′ = ∆ γ −τ −κ′ = ν −γ

Tablica 4.3: komponente od γ C
AA′B iskazane pomoću derivacija i spinora

∇AA′
1
2

(na∇AA′(la)− m̄a∇AA′(ma)) la∇AA′(ma) −m̄a∇AA′(na)

∇00′ = D ε −κ −τ ′ = π

∇01′ = δ β −σ −ρ′ = µ

∇10′ = δ̄ α −ρ −σ′ = λ

∇11′ = ∆ γ −τ −κ′ = ν

Tablica 4.4: veza izmedu spinornog i vektorskog zapisa od γ C
AA′B
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4.6 Spinori zakrivljenosti

Riemannov tenzor zakrivljenosti ima spinorni ekvivalent dan kao:

Rabcd = RAA′BB′CC′DD′ (4.105)

Iz antisimetričnosti u indeksima ab slijedi:

Rabcd = R(AB)[A′B′]CC′DD′ +R[AB](A′B′)CC′DD′ (4.106)

Sada iz antisimetričnosti u cd i izraza koji povezuje εAB i φ...[AB]... (izraz (2.49))slijedi:

Rabcd = R(AB)[A′B′](CD)[C′D′] +R[AB](A′B′)(CD)[C′D′] +R(AB)[A′B′][CD](C′D′)

+R[AB](A′B′)[CD](C′D′) (4.107)

= XABCDεA′B′εC′D′ + X̄A′B′C′D′εABεCD + ΦABC′D′εA′B′εCD

+ Φ̄A′B′CDεABεC′D′ (4.108)

Kako je i Riemannov tenzor moguće zapisati pomoću vektora baze (izraz (4.39)) tako
je moguće povezati i spinore XABCD i ΦABC′D′ sa derivacijama i spinorima baze:

R d
abc = gcc∆abg

d
c

= ε C
C ε C′

C′ ∆ABA′B′(ε D
C ε D′

C′ )

= ε C
C ε D′

C′ ∆ABA′B′(ε D
C ) + ε D

C ε C′

C′ ∆ABA′B′(ε D′

C′ )

= ε D′

C′ ε C
C �ABεA′B′(ε D

C ) + ε D′

C′ ε C
C �A′B′εAB(ε D

C )

+ ε D
C ε C′

C′ �ABεA′B′(ε D′

C′ ) + ε D
C ε C′

C′ �A′B′εAB(ε D′

C′ )

= εA′B′ε D′

C′ ε C
C �AB(ε D

C ) + εABε
D′

C′ ε C
C �A′B′(ε D

C )

+ ε D
C εA′B′ε C′

C′ �AB(ε D′

C′ ) + εABε
D

C ε C′

C′ �A′B′(ε D′

C′ ) (4.109)

gdje je

∆ab = 2∇[a∇b] (4.110)

te je

�ABεA′B′ = ∆(AB)[A′B′] (4.111)

�A′B′εAB = ∆[AB](A′B′) (4.112)

∆ab = ∆[AB](A′B′) + ∆(AB)[A′B′] (4.113)

a u izrazu (4.109) je iskorǐsteno da je

∇aεAB = ∇aεA′B′ = 0 (4.114)

Sada usporedbom (4.108) i (4.109) slijedi veza Riemannovih spinoraXABCD i ΦABC′D′

s derivacijama baza :

X D
ABC = ε C

C �AB(ε D
C ) (4.115)

Φ D′

ABC′ = ε C′

C′ �AB(ε D′

C′ ) (4.116)
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Iz (4.113), (4.115) i (4.116) slijedi :

∆abα
D = ∆ab(α

Dε D
D )

= αD∆ab(ε
D

D )

= αCε D
C ∆ab(ε

D
D )

= αC(εA′B′X D
ABC + εABΦ D

A′B′C ) (4.117)

Očito iz (4.108) za XABCD i ΦABC′D′ slijede svojstva :

XABCD = X(AB)(CD) (4.118)

ΦABC′D′ = Φ(AB)(C′D′) (4.119)

Iz simetrije na zamjenu ab↔ cd od Rabcd slijedi:

XABCD = XCDAB (4.120)

Φ̄ABC′D′ = ΦABC′D′ (4.121)

Iz (4.121) slijedi da je ΦAA′BB′ odgovara simetričnom realnom tenzoru Φab koji za
kojega vrijedi i:

Φ a
a = Φ(AB)(A′B′)ε

ABεA
′B′

= 0 (4.122)

zbog kontrakcije antisimetričnog Levi-Civita spinora i simetričnog ΦABC′D′.
Moguće je izvući još jedan zaključak o spinoru XABCD iz uvjeta R[abc]d = 0 i ko-

risteći izraze iz poglavlja o Hodgeovom dualu (3.6), uz izraz za kontrakciju dvaju
Levi-Civita tenzora koji se može provjeriti u nekoj bazi:

εabcdε
afgh = −3!δf[bδ

g
c δ
h
d] (4.123)

Slijedi sada:

0 = Ra[bcd] = δe[bδ
f
c δ

g
d]Raefg = − 1

3!
εhbcd(ε

hefgRaefg)

= − 1

3!
εhbcd(iR

HEE′H′

AA′EE′ )

= − 1

3!
εhbcdi

(
−X HE

AE εA′E′εH
′E′

+ X̄ H′E′

A′E′ εAEε
HE

+Φ H′E′

AE εA′E′εHE − Φ̄ HE
A′E′ εAEε

H′E′
)

(4.124)

Iz čega uz već poznatu realnost ΦABC′D′, te uz

εABε
CB = ε C

A ≡ δCA (4.125)

slijedi:

X HE
AE ε H′

A′ = X̄ H′E′

A′E′ ε H
A \ ε A′

H′ εBH

X E
AEB =

1

2
X̄ A′E′

A′E′ εAB (4.126)
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Definiramo realni skalar Λ uz konvencionalni faktor 1
6

tako da je:

Λ =
1

6
X AB
AB (4.127)

gdje realnost od Λ slijedi iz (4.126).
Koristeći (4.118), (4.120) i (4.126), te α[AB] = 1/2 αAAεAB slijedi važan raspis

spinora XABCD:

XABCD =
1

3
((XABCD +XACDB +XADBC) +XABCD −XADBC +XABCD −XACDB)

= X(ABCD) +
1

3
XA[B|C|D] +

1

3
XA[B|D|C]

= ΨABCD + Λ(εACεBD + εADεBC) (4.128)

gdje ΨABCD = X(ABCD).

Definicija 4.11. Spinor ΨABCD nazivamo gravitacijski spinor. Za njega će se poka-
zati da predstavlja dio Riemannovog tenzora Rabcd koji je različit od nule za prazan
prostor (pogledati sljedeće poglavlje o Einsteinovoj jednadžbi).

Napomena 4.11.1. Za spinor ΨABCD vrijedi Petrovljeva klasifikacija kao što je vidljivo
u tablici 3.2, te i sam Riemannov tenzor nazivamo ovisno o klasifikaciji ΨABCD. Na
primjer ako je ΨABCD tipa II (

”
algebarski specijalan”) za pripadajući Riemannov

tenzor kažemo da je tipa II, tj. algebarski specijalan.

Za zaključak korǐstenjem raspisa spinora XABCD i izraza εA[BεCD] = 0 raspis ten-
zora Rabcd je dan kao:

Rabcd ≡ RAA′BB′CC′DD′

= ΨABCDεA′B′εC′D′ + Ψ̄A′B′C′D′εABεCD

+ ΦABC′D′εA′B′εCD + ΦA′B′CDεABεC′D′

+ 2Λ(εACεBDεA′C′εB′D′ − εADεBCεA′D′εB′C′) (4.129)

te u tenzorskom obliku

Rabcd = Cabcd + Eabcd + 2Λgabcd (4.130)

gdje su pojedini tenzori dani kao:

Cabcd = ΨABCDεA′B′εC′D′ + Ψ̄A′B′C′D′εABεCD

Eabcd = ΦABC′D′εA′B′εCD + ΦA′B′CDεABεC′D′

gabcd = εACεBDεA′C′εB′D′ − εADεBCεA′D′εB′C′

= gacgbd − gadgbc (4.131)

(4.132)

Tenzor Cabcd nazivamo Weylov tenzor
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Korǐstenjem simetrija od εAB, ΨABCD i ΦABC′D′ slijede izrazi za Riccijev tenzor i
Riccijev skalar:

Rab = Racbdg
cd = 6Λgab − 2Φab (4.133)

R = Rabg
ab = 24Λ (4.134)

Na kraju još samo spomenimo zapis koja je uobičajena za komponente spinora
zakrivljenosti ΨABCD u spinornoj bazi:

Ψ0 ≡ ΨABCDo
AoBoCoD

Ψ1 ≡ ΨABCDo
AoBoCιD

Ψ2 ≡ ΨABCDo
AoBιCιD

Ψ3 ≡ ΨABCDo
AιBιCιD

Ψ4 ≡ ΨABCDι
AιBιCιD (4.135)

te slično tako za ΦABC′D′:

Φ00 ≡ ΦABC′D′oAoBoC
′
oD

′

Φ01 ≡ ΦABC′D′oAoBoC
′
ιD

′

Φ02 ≡ ΦABC′D′oAoBιC
′
ιD

′

Φ10 ≡ ΦABC′D′ιAoBoC
′
oD

′

Φ20 ≡ ΦABC′D′ιAιBoC
′
oD

′

Φ11 ≡ ΦABC′D′ιAoBιC
′
oD

′

Φ12 ≡ ΦABC′D′oAιBιC
′
ιD

′

Φ21 ≡ ΦABC′D′ιAιBoC
′
ιD

′

Φ22 ≡ ΦABC′D′ιAιBιC
′
ιD

′
(4.136)

4.7 Tenzor energije i impulsa

Za uspostavu veze izmedu materije (tvari) i prostora potrebno je definirati tenzor
energije i impulsa.

U ovom će se poglavlju pojavljivati izrazi koji nisu strogo definirani unutar ovog
rada kao npr. integral po volumenu, energija, impuls, itd. Za takve neke pojmove
može se pogledati izvore kao što je npr. [10] na koju se oslanja dijelom ovo po-
glavlje, te neku knjigu klasične elektrodinamike (kao npr. [12] ili [11]). U izrazima
koji slijede pojavljivat će se konstanta c i označavat će brzinu svjetlosti u vakuumu.
Uobičajeno je prigodnim izborom jedinica staviti c u 1, što je i primijenjeno u nekim
poglavljima.

Definicija 4.12. Ravan prostor je prostor-vrijeme u kom je Riemannov tenzor zakriv-
ljenosti jednak nuli u svim točkama.
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U ravnom prostoru u koordinatama x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z za 4-vektor
struje

ja = ρ
∂xa

∂t
(4.137)

gdje je ρ gustoća naboja, a xa su pojedine koordinate naboja iz jednadžbe neprekid-
nosti gustoće naboja i struje ∂a ja = 0 slijedi ukupno očuvanje naboja:

∂

∂t

(∫
dV ρ

)
=
∂Q

∂t
= 0 (4.138)

Za dokaz je moguće pogledati na 66. str. u [10].

Definicija 4.13. Definiramo 4-vektor impulsa kao:

pa = mua (4.139)

gdje je 4-brzina definirana kao

ua =
dxa

dτ
(4.140)

a diferencijal vlastitog vremena τ je dan kao

(cdτ)2 = gabdx
adxb (4.141)

Teorem 4.5. U izoliranom sustavu (npr. slobodnu čestica) u ravnom prostoru je
4-vektor energije-impulsa ukupnog sustava očuvan.

Dokaz. Lagranžijan slobodne čestice u ravnom prostoru glasi (pogledati stranicu 53.
iz [10]):

L = −mc2
√

1− v2(t)

c2
(4.142)

gdje je

v2 =

(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

(4.143)

ukupna brzina čestice u koordinatnom sustavu (ct, x, y, z). Lagrangeove jednadžbe
(str. 52 u [10]) glase onda:

0 =
∂L

∂xa
− d

dt

(
∂L

∂ẋa

)
(4.144)

= − d

dt

(
∂L

∂ẋa

)
(4.145)
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gdje je ẋa = dxa/dt i a ∈ {1, 2, 3}. Odatle slijedi da je brzina v konstantna u vremenu,
pa je i

pa =
∂L

∂ẋa
a ∈ {1, 2, 3} (4.146)

= mẋa
1√

1− v2

c2

(4.147)

konstanta u vremenu. S druge strane slijedi da je i energija konstantna:

E = H =
3∑

a=1

ẋa
∂L

∂ẋa
− L = mc2

1√
1− v2

c2

(4.148)

Moguće je pokazati da ako se stavi p0 = E/c i ako vrijedi (4.146) za ostale tri kom-
ponente pa gdje a ∈ {0, 1, 2, 3} onda vrijedi jednakost (4.139).

Moguće je povezati u analogiji sa 4-vektorom gustoće struje da zahtjev očuvanja
4-vektora energije i impulsa slijedi iz

”
jednadžbe kontinuteta” nekog tenzora Tab

∂T ab

∂xa
= 0 (4.149)

Taj tenzor nazivamo tenzor gustoće energije impulsa i komponente od pa i T ab su
povezane izrazom:

pa =

∫
V

T 0adV (4.150)

Jednadžba kontinuiteta ima
”
prirodno” poopćenje na bilo koji prostor i glasi:

∇aT
ab = 0 (4.151)

No takva jednadžba ne dovodi u prostoru koji nije ravan (tj. u zakrivljenom prostoru)
do očuvanja 4-vektora energije impulsa jer taj prostor onda nije izoliran, nego je pod
utjecajem gravitacijske sile koja takoder posjeduje svoju vlastitu energiju i impuls,
te je potrebno proširiti sustav da i on bude uključen u zakon sačuvanja (energiju i
impuls gravitacije nije moguće uključiti niti u jedan tenzor Tab).

Za tenzor gustoće energije impulsa moguće je pokazati da je simetričan tj.:

Tab = Tba (4.152)

Simetričan tenzor energije impulsa povlači očuvanje kutne količine gibanja u ravnom
prostoru za daljnji komentar pogledati str. 20 u [16]. Ponekad se kanonskim postup-
cima dobije nesimetričan Tab, njega je onda moguće simetrizirati. Za vǐse o toj temi
pogledati [17].
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4.8 Einsteinova jednadžba

U jednadžbi koja opisuje vezu prostora i materije kao izvor zakrivljenosti se po analo-
giji na gustoću struje u izrazu (4.153) koji vrijedi za elektromagnetsko polje (zapisan
u ravnom prostoru u SI sustavu) stavlja tenzor gustoće energije impulsa Tab.

∂F ab

∂xa
= µ0j

b (4.153)

Tenzor drugog reda koji ima veze sa zakrivljenosti prostora je Riccijev tenzor Rab

te Riccijev skalar R pomnožen metrikom gab. Moglo bi se pisati:

c1R
ab + c2Rg

ab = CT ab (4.154)

Kako bi vrijedilo ∇aT
ab = 0 iz (4.67) slijedi da moramo staviti c1 = 1 te c2 = 1/2.

Konstanta C se računa iz zahtjeva da u limesu malih masa dobijemo Newtonove
jednadžbe gravitacije. Dobije se C = −8πG/c2, gdje je G Newtonova konstanta
gravitacije (pogledati str. 201. u [10]), a minus je naš izbor (po uzoru na knjigu
Penrosea i Rindlera [5]), tako da će svi Tab imati u sebi još jedan dodatni faktor
−1 u odnosu na tenzore energije i impulsa u radovima koji koriste češće korǐstenu
konvenciju da je C = 8πG/c2. Dakle, Einsteinova jednadžba gravitacijskog polja s
materijom glasi:

Rab −
1

2
gabR = −8πG

c4
Tab (4.155)

Te pomoću izraza (4.133) i (4.134) slijedi:

6Λgab + 2Φab =
8πG

c4
Tab (4.156)

Moguće je dodati i tzv. kozmološku konstantu λ

6Λgab + 2Φab =
8πG

c4
Tab + gabλ (4.157)

Vidimo iz gornje jednadžbe da u vakuumu vrijedi:

Φab = 0 (4.158)

Λ =
1

6
λ (4.159)

što znači da je u prostoru bez izvora zakrivljenost prostora sasvim izražena pomoću
ΨABCD spinora.

Zanimljiva jednadžba se dobiva nalaženjem spinorne verzije Bianchijevog identi-
teta

∇[aRbc]de = 0 = i∇AA′
RAB′BA′cd (4.160)

40



Ona glasi (pogledati dokaz na str 245. u [5]) :

∇A
B′XABCD = ∇A′

B ΦA′B′CD (4.161)

odatle raspisom spinora XABCD slijedi:

∇A
B′ΨABCD = ∇A′

B ΦA′B′CD − 2εB(D∇C)B′Λ (4.162)

Koju je nadalje moguće razdvojiti na dio simetričan i antisimetričan u BC:

∇A
B′ΨABCD = ∇A′

(BΦCD)A′B′ (4.163)

∇A′

[BΦC]DA′B′ = 2εB(C∇D)B′Λ (4.164)

Zbog (4.158) i (4.159), zaključujemo da ta jednadžba u vakuumu postaje:

∇AA′
ΨABCD = 0 (4.165)

Ta jednadžba zajedno sa ΦABC′D′ = 0 i Λ = 1/6λ odreduje
”
širenje” (propagaciju)

zakrivljenosti u vakuumu. Ta jednadžba odgovara jednadžbi propagacije slobodne
bezmasene čestice spina 2 koja će biti pokazana u poglavlju 5.2, te je pokazatelj da
bi čestice koje propagiraju gravitacijsko djelovanje bile spina 2!

Često je korisno imati jednadžbu 4.165 zapisanu po komponentama:

∇AA′
ΨABCD = 4ΨE(BCDγ

AA′ E
A) (4.166)

korǐstenjem tablica 4.1 i konvencije iz jednadžbi (4.135) za pisanje komponenti od
ΨABCD slijede jednadžbe:

∆Ψ0 − δΨ1 = (4γ − µ)Ψ0 − (4τ + 2β)Ψ1 + 3σΨ2

−δΨ0 +DΨ1 = (−4α + π)Ψ0 + (4ρ+ 2ε)Ψ1 − 3κΨ2

∆Ψ1 − δΨ2 = νΨ0 + 2(γ − µ)Ψ1 − 3τΨ2 + 2σΨ3

−δΨ1 +DΨ2 = −λΨ0 + 2(π − α)Ψ1 + 3ρΨ2 − 2κΨ3

∆Ψ2 − δΨ3 = 2νΨ1 − 3µΨ2 + 2(β − τ)Ψ3 + σΨ4

−δΨ2 +DΨ3 = −2λΨ1 + 3πΨ2 + 2(ρ− ε)Ψ3 − κΨ4

∆Ψ3 − δΨ4 = 3νΨ2 − (4µ+ 2γ)Ψ3 + (4β − τ)Ψ4

−δΨ3 +DΨ4 = −3λΨ2 + (4π + 2α)Ψ3 + (−4ε+ ρ)Ψ0 (4.167)

gdje se pri raspisu radi jednostavnosti koristile formule (3.137) u [4], koje su dane
kao spinorna verzija Bianchijevog identiteta raspisana po komponentama u nepraz-
nom prostoru, tj. u prostoru u kojem ne mora nužno biti ΦABC′D′ = 0 i Λ = 1

6
λ, no

nama će i ove gore biti korisne!
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4.9 Newman-Penroseove jednadžbe polja

Newman-Penroseove jednadžbe polja oslikavaju vezu izmedu derivacija spinora u
bazi i spinora zakrivljenosti prostora. Kako bi se dobila tražena veza počinjemo od
jednadžbe (4.117) tj.:

∆abα
D = αC(εA′B′X D

ABC + εABΦ D
A′B′C ) (4.168)

Potrebno je sada množiti taj izraz sa spinorima baze g a
a g

b
b ε

D
D , gdje g a

a = ε A
A ε A′

A′ .
Desna strana jednakosti glasi:

g a
a g

b
b ε

D
D αC(εA′B′X D

ABC +εABΦ D
A′B′C ) =

= αC(εA′B′X D
ABC + εABΦ D

A′B′C ) (4.169)

dok je lijeva strana jednakosti :

g a
a g

b
b ε

D
D (∆abα

D) = αCg a
a g

b
b ε

D
D (∆abε

D
C )

= αCε D
D

(
g b
b (g a

a ∇a)∇b − g a
a (g b

b ∇b)∇a

)
(ε D

C )

= αCε D
D

(
(g a

a ∇a)(g
b

b ∇b)− g a
a (∇ag

b
b )∇b

− (g b
b ∇b)(g

a
a ∇a) + g b

b (∇bg
a

a )∇a

)
(ε D

C )

= αCε D
D

(
∇a∇b − (∇aε

B
B ε B′

B′ )ε E
B ε E′

B′ ∇e

− ∇b∇a + (∇bε
A

A ε A′

A′ )ε E
A ε E′

A′ ∇e

)
(ε D

C ) (4.170)

Prvi član u (4.170) je moguće napisati kao:

δEDε
D

E ∇a(∇bε
D

C ) = ε D
E ∇a(ε E

E ε E
D ∇bε

D
C )

= ε D
E ∇a(ε E

E γ E
BB′C )

= ε D
E ∇a(ε E

E )γ E
BB′C + ε D

E ε E
E ∇a(γ E

BB′C )

= γ D
AA′E γ E

BB′C +∇aγ
D

BB′C (4.171)

Treći član slijedi zamjenom AA′ ↔ BB′ iz prvog člana

ε D
D ∇b(∇aε

D
C ) = γ D

BB′E γ E
AA′C +∇bγ

D
AA′C (4.172)

Drugi član:

ε D
D (∇aε

B
B ε B′

B′ )ε E
B ε E′

B′ ∇eε
D

C = (∇aε
B

B ε B′

B′ )ε E
B ε E′

B′ γ D
EE′C

= γ E
AA′B γ D

EB′C + γ̄ E′

AA′B′ γ D
BE′C (4.173)

Četvrti član se onda dobiva zamjenom AA′ ↔ BB′ u drugom članu:

ε D
D (∇Bε

A
A ε A′

A′ )ε E
A ε E′

A′ ∇eε
D

C = γ E
BB′A γ D

EA′C + γ̄ E′

BB′A′ γ D
AE′C (4.174)
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Konačno potpuni zapis izraza (4.168) u spinornoj bazi se dobiva tako da obje
strane ,zbog proizvoljnosti od αD, budu podijeljene s αC, te prebacivanjem članova
tako da na lijevoj strani ostanu članovi derivacije spinornih koeficijenata γDABC:

∇AA′γ D
BB′C −∇BB′γ D

AA′C =γ E
AA′C γ D

BB′E − γ E
BB′C γ D

AA′E

+ γ E
AA′B γ D

EB′C + γ̄ E′

AA′B′ γ D
BE′C

− γ E
BB′A γ D

EA′C − γ̄ E′

BB′A′ γ D
AE′C

+ εA′B′X D
ABC + εABΦ D

A′B′C (4.175)

=γ E
AA′C γ D

BB′E − γ E
BB′C γ D

AA′E

+ γ E
AA′B γ D

EB′C + γ̄ E′

AA′B′ γ D
BE′C

− γ E
BB′A γ D

EA′C − γ̄ E′

BB′A′ γ D
AE′C

+ εA′B′εDFΨABCF + εABε
DFΦCFA′B′

+ εA′B′Λ(εACε
D

B + ε D
A εBC) (4.176)

Skup jednadžbi (4.176) se nazivaju Newman-Penroseove jednadžbe polja ili
skraćeno NP jednadžbe. One sadrže 18 nezavisnih jednadžbi (ako ne vrijedi nor-
malizacija oAi

A = 1 onda postoji 24 nezavisne jednadžbe). Te jednadžbe su često
korǐstene u raznim problemima, kao npr. u dokazu Robinsonovog i Golberg-Sachsovog
teorema iz poglavlja 6.3, i lako je vidjeti koje je jednadžbe potrebno gledati ako se
koristi tablica svih NP jednadžbi kao što je dana na stranicama str. 248. i 249. u [5].

5 Jednadžbe fizikalnih polja u prostor-vremenu

5.1 Elektromagnetsko polje

Za puno opširniju raspravu o ovoj temi pogledati poglavlje 5.1 u [5]. Poznato je da
postoji veličina koja se zove naboj čestice, na taj naboj se veže EM polje. Uvodimo,
sa željom opisivanja nabijenih čestica, nove kopije spinornih prostora za svaki naboj
q ∈ 0,±e,±2e, . . . :

q

F ,
q

SA,
q

SAB, . . . (5.1)

Postavljena su odredena pravila (postulati) koje nabijeni spinori zadovoljavaju:

1. dva nabijena spinora mogu se zbrajati ako su im naboji jednaki, naboj sume je
jednak naboju pribrojnika

2. vanjski produkt nabijenih spinora je uvijek moguć bez obzira na naboje; ukupni
naboj vanjskog produkta je dan sumom naboja faktora

3. Kontrakcije i zamjene indeksa su uvijek moguće bez obzira na naboje i ne mije-
njaju iznos naboja
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4. kompleksna konjugacija nabijenog spinora obrće predznak naboja tog spinora.
npr. ako je naboj od β jednak q, naboj od β̄ je −q

q

F [Q], Q ∈ M predstavlja kompleksno jednodimenzionalno vektorsko polje sa de-

finiranom nulom ali bez kanonski definirane jedinice. Vrijednost elementa A ∈
q

F
nije numerička u nekoj točki Q ∈ M sve dok se ne izabere neko

”
baždarenje” kao

npr. za α ∈ F , tako da je α svuda različit od nule, definiramo baždarenje da za
vanjski umnožak ᾱα vrijedi

αᾱ = 1 (5.2)

gdje je vidljivo da je αᾱ element iz običnog F jer mu je naboj jednak nuli.
Definira se nadalje djelovanje kovarijantne derivacije ∇a na nabijena polja kao

preslikavanje:

∇a :
q

SB →
q

SBa (5.3)

gdje oznaka B radi lakšeg čitanja i pisanja označava bilo koji skup indeksa uključujući
gornje, donje, crtane i necrtane. ∇a zadovoljava standardne zahtjeve Leibnizovog
pravila deriviranja itd. Levi-Civita spinore εAB i εAB, kao operatore

”
dizanja” i

”
spušta-

nja” indeksa ostavljamo nenabijenima (pogledati komentar na str. 315 [5]).
4-potencijal EM polja je moguće definirati pomoću nigdje ǐsčezavajućeg polja α ∈

e

F kao:

Aa = i
1

eα
∇̃aα (5.4)

gdje je ∇̃a takoder neka kovarijantna derivacija, a naziva se baždarno kovarijantna
derivacija.

Definicija 5.1. Baždarno kovarijantna derivacija ∇̃a je definirana Christoffelovom

kovarijantnom derivacijom kao, uz ψB ∈
ne

SB, n ∈ Z:

∇a(ψ
B) = αn∇̃a

(
(α−1)nψB

)
= ∇̃a

(
ψB
)
− nψB 1

α
∇̃aα

= ∇̃a

(
ψB
)

+ ineψBAa

⇒ ∇̃a

(
ψB
)

= (∇a − iqAa)ψB (5.5)

gdje je q = ne naboj od ψB.

Napomena 5.1.1. Ako ∇̃a djeluje na nenabijene spinore ili skalare, onda je njeno
djelovanje istovjetno djelovanju Christoffelove derivacije. Odatle je moguće zaključiti
i realnost ∇̃a.
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Napomena 5.1.2. Izraz (5.5) u ravnom prostoru je ekvivalentan baždarnoj kova-
rijantnoj derivaciji kao u izrazu 2.30 u [13], gdje se došlo do tog izraza zahti-
jevanjem invarijantnosti Langrangiana slobodne čestice na lokalnu transformaciju
φ(x)→ e−iθ(x)φ(x).

Ako primijenimo baždarni uvjet:

αᾱ = 1 (5.6)

slijedi

α∇̃aᾱ = −ᾱ∇̃aα (5.7)

Iz gornjeg izraza i realnosti ∇̃a slijedi realnost EM 4-potencijala:

Āa = Aa (5.8)

Iz toga vidimo konzistentnost izraza (5.5) na konjugaciju jer je naboj od ψB jednak
−q = −ne.

Lokalna baždarna transformacija

α→ e−iθα (5.9)

gdje je θ ∈ F , tj. nenabijeni skalar, dovodi do transformacije

A′a = i
eiθ

eα
∇̃a(e

−iθα)

= Aa +
1

e
∇aθ (5.10)

te takoder vrijedi u novom baždarenju:

∇aψ
B →α′n∇̃a

(
(α′−1)nψB

)
= ∇aψ

B + inψB∇aθ (5.11)

Što pokazuje da djelovanje Christoffelove derivacije na nabijene spinore ovisi o baždarenju
nabijenih spinora. S druge strane imamo na ∇̃a:

∇̃a(ψ
B)→ (∇a + in∇aθ − iqAa − in∇aθ)ψ

B

= ∇̃a(ψ
B) (5.12)

Odakle i dolazi ime baždarno invarijantna derivacija za ∇̃a.

5.1.1 EM tenzor i spinori

Odsada radi jednostavnosti će se koristiti oznaka ∇a za baždarno kovarijantnu deri-
vaciju, te oznaku

∆ab = 2∇[a∇b] (5.13)

.
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Definicija 5.2. Tenzor elektromagnetskog polja je definiran kao:

Fab = 2∇[aAb] = i
1

eα
∆abα (5.14)

gdje je korǐsteno ∇a(αα
−1) = 0.

Kada ∆ab djeluje na nenabijeni skalar γ iz istovjetnosti Christoffelove i baždarne
derivacije na nenabijene skalare i spinore vrijedi:

∆abγ = 0 (5.15)

Budući da svaki nabijeni skalar je moguće napisati kao

ψ = γαn (5.16)

gdje je q = ne naboj od ψ, a γ ∈ F , vrijedi raspis:

∆abψ = γnαn−1∆abα = nψα−1∆abα = −iqψFab (5.17)

Na sličan način djelovanjem na nabijeni spinor ψB naboja q = ne slijedi iz Leibnizovog
pravila:

αn∆ab(α
−nψB) = ∆ab(ψ

B)− nαnα−n−1ψB∆ab(α) (5.18)

preslagivanjem se dobiva:

∆ab(ψ
B) = αn∆ab(α

−nψB)− ieqFabψB (5.19)

gdje je djelovanje na α−nψB dano kao djelovanje na nenabijeni spinor, pa onda za
neki nabijeni spinor V d naboja q = ne vrijedi:

∆ab(V
d) = αn∆ab(α

−nV d)− ieqFabV d

= αnα−nR d
abc V

c − ieqFabV d

= R d
abc V

c − ieqFabV d (5.20)

Teorem 5.1. EM tenzor Fab je antisimetrǐcan i realan tenzor

Dokaz. Antisimetričnosti slijedi direktno iz izraza u izrazu definicije (5.14). Realnost
se vidi iz (5.17) djelovanjem na ψ̄ kojemu je naboj −q (negativno od naboja od ψ):

∆abψ̄ = iqψ̄Fab (5.21)

a s druge strane iz realnosti ∆ab i q konjugiranjem cijelog izraza (5.17) se mora dobiti
gornji izraz, što znači da

F̄ab = Fab (5.22)
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Poznato je da je ponašanje elektromagnetskih polja odredeno Maxwellovim jed-
nadžbama. U kovarijantnom zapisu one glase (u SI sustavu):

∇[aFbc] ∝ ∇aF
ab = µ0J

b (5.23)

∇a ∗ F ba = 0 = ∇[aFbc] (5.24)

Jednadžba (5.24) slijedi direktno iz definicije (5.14):

∇[aFbc] = 2∇[a∇bAc]

= 2∇[[a∇b]Ac] = 2R d
[abc] Ad = 0 (5.25)

S druge strane, jednadžbu (5.23) je potrebno postulirati.
Poznato je iz poglavlja 3.4 da je Fab moguće napisati kao:

Fab = εA′B′φAB + εABφ̄A′B′ (5.26)

Uz pomoć (5.17) i raspisa

∆ab = εA′B′�AB + εAB�A′B′ (5.27)

slijedi za nabijeni skalar ψ:

�ABψ = −iqψφAB (5.28)

�A′B′ψ = −iqψφ̄A′B′ (5.29)

Osim toga, lako se pokaže da vrijedi:

∇A′

(AAB)A′ = φAB (5.30)

što prelazi u:

∇A′

A ABA′ = φAB (5.31)

ako se zahtijeva tzv. Lorenzov baždarni uvjet tako da:

∇aA
a = 0 (5.32)

jer vrijedi raspis:

∇A′

A ABA′ = ∇A′

[AAB]A′ +∇A′

(AAB)A′

=
1

2
εAB∇A′CAA′C +∇A′

(AAB)A′ (5.33)
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Teorem 5.2. Uz činjenicu da je JAA′ realan 4-vektor, spinorni oblik dvaju Maxwel-
lovih jednadžbi prelazi u samo jednu jednadžbu:

∇A′BφAB =
1

2
µ0J

AA′
(5.34)

Dokaz. Maxwellova jednadžba (5.23) u spinornom obliku je dana kao:

∇A′BφAB +∇AB′
φ̄A

′

B′ = µ0J
AA (5.35)

Nadalje, iz Maxwellove jednadžbe (5.24) slijedi:

0 = ∇a ∗ Fab = i∇AA′
(FABB′A′)

= i∇AA′
(−φABεA′B′ + φ̄A′B′εAB) (5.36)

Dakle, zaključujemo da vrijedi:

∇A
B′φAB = ∇A′

B φ̄A′B′ (5.37)

To znači da vrijedi

∇A′BφAB =
1

2
µ0J

AA′
(5.38)

Moguće je, radi povezivanja sa γ D
ABC raspisati Maxwellovu spinornu jednadžbu

u bazi.

Lema 5.2.1. Maxwellove spinorna jednadžba u zapisu u nekoj spinornoj bazi je:

∇A′C(φAC) + φDCγ A
A′CD + φADγ C

A′CD = −1

2
µ0J

A
A′ (5.39)

Dokaz. Vrijedi za derivaciju spinora:

∇A′B(φAC)ε A′

A′ ε B
B ε A

A ε C
C =∇A′B(φAC)ε A

A ε C
C

=∇A′B(φDEε A
D ε C

E )ε A
A ε C

C

=∇A′B(φAC) + φDC∇A′B(ε A
D )ε A

A

+ φAE∇A′B(ε C
E )ε C

C

=∇A′B(φAC) + φDCγ A
A′BD + φADγ C

A′BD (5.40)

Ako sada tu jednadžbu množimo sa ε C
B , te zbrojimo po ponovljenim indeksima do-

bije se:

∇A′C(φAC) + φDCγ A
A′CD + φADγ C

A′CD (5.41)
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Teorem 5.3. Divergencija struje naboja je jednaka nuli:

∇aJ
a = 0 (5.42)

Dokaz. Iz (5.34) slijedi:

−µ0∇aJ
a = ∇AA′∇A′

Bφ
AB

= εA
′C′∇AA′∇BC′φAB

= εA
′C′∇A′(A∇B)C′φAB

= �ABφ
AB

= X A
ABC φCB +X B

ABC φAC (5.43)

= Λ(εBCφ
CB + εACφ

AC)

= 0 (5.44)

gdje su korǐstene svojstva XABCD spinora (4.118) i (4.126), te simetričnost spinora
φAB.

Lako je vidjeti iz (5.34) da u prostoru bez struja naboja, tj. kada

JAA
′
= 0 (5.45)

vrijedi:

∇AA′
φAB = 0 (5.46)

Što u principu odgovara jednadžbi za slobodno bezmaseno polje spina 1, kao što će
biti pokazano kasnije.

5.1.2 Elektromagnetski tenzor energije i impulsa

U prostoru bez izvora, tj. u kojem vrijedi

Ja = 0 (5.47)

zahtjev simetričnosti tenzora energije impulsa Tab i zahtjev da vrijedi

∇aT
ab = 0 (5.48)

vrlo je lako dokazati da tenzor

Tab = aφABφ̄A′B′ (5.49)

zadovoljava tražene uvjete, gdje je a neka konstanta.
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Usporedimo taj izraz sa tenzorom energije impulsa kojeg se dobije standardnom
metodom (npr. [12], str. 384.):

Tab =
1

µ0

(
FacF

c
b −

1

4
gabFcdF

cd

)
=

2

µ0

(φABφ̄A′B′) (5.50)

gdje je pri raspisu gornjeg izraza korǐsteno:

φC(Aφ
C

B) = φCAφ
C

B + φCBφ
C

A = φCAφ
C

B − φCBφAC = 0 (5.51)

Definicija 5.3. Elektromagnetski tenzor energije impulsa u prostoru bez druge ma-
terije je dan kao (u SI sustavu):

Tab =
1

µ0

(
FacF

c
b −

1

4
gabFcdF

cd

)
=

2

µ0

(φABφ̄A′B′) (5.52)

Napomena 5.3.1. U cgs sustavu trebamo zamijeniti µ0 za 4π u gornjem izrazu

Iz spinorne definicije iz simetrije φAB = φBA odmah je vidljivo da je tenzor Tab
bez traga:

Tabg
ab ∝ εA

′B′
φABε

A′B′
φA′B′ = 0 (5.53)

Usporedbom sa Einsteinovom jednadžbom (4.157) dobivamo:

Φab =
8πG

c4µ0

φABφ̄A′B′Λ =
1

6
λ (5.54)

U Gaussovim prirodnim koordinatama (8πG/c4µ0) prelazi u 2G.
Za gravitacijski spinor ΨABCD iz (4.163) i (5.46) slijedi:

∇A
B′ΨABCD =

8πG

c4µ0

φA′B′∇A′

B φCD (5.55)

Teorem 5.4. Za EM tenzor energije i impulsa vrijedi relacija:

TacT
c
b =

1

4
(TcdT

cd)gab (5.56)

Dokaz.

TacT
c
b = κφAC φ̄A′C′φ C

B φ̄ C′

B′ (5.57)

gdje je κ = (8πG/c4µ0)
2. Proglasimo desnu stranu jednakosti spinorom ζAA′BB′. Ako

zamijenimo u spinoru ζAA′BB′ oznake A i B dobivamo:

κφBC φ̄A′C′φ C
A φ̄ C′

B′ = −κφ C
B φ̄A′C′φAC φ̄

C′

B′ = −ζAA′BB′ (5.58)

gdje je korǐsteno α C
C = −αCC . Analogno se dobiva antisimetričnost u zamjeni

A′ ↔ B′. Sada koristeći izraz (2.49) slijedi tvrdnja teorema.

Upravo smo u ovom primjeru pokazali moć korǐstenja spinorne formulacije jer se
na vrlo jednostavan i izravan način dokazao teorem 5.4.
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5.2 Jednadžbe polja čestica proizvoljnog spina

Počet ćemo poglavlje od poznatih relativističkih kvantnih jednadžbi u ravnom pros-
toru. Njih ćemo poopćiti na zakrivljeni prostor prelaskom sa parcijalnih derivacija
na kovarijantne derivacije. Za poneke detalje oko čestica u ravnom prostoru koristit
ćemo knjigu

”
Relativistic Quantum Mechanics” Waltera Greinera [14], a veza Dira-

covih spinora i našeg načina zapisivanja je uspostavljena kao u knjizi [19].
Uvodimo kvantni operator impulsa u ravnom prostoru:

p̂a = i~
∂

∂xa
(5.59)

u koordinatnom sustavu xa = {ct, x, y, z}. Tako se dobiva poznata Klein-Gordonova
jednadžba slobodne masivne skalarne čestice:

gabp̂bp̂aΦ = mc2Φ

gab∂a∂bΦ = −mc
2

~2
Φ (5.60)

To bi u zakrivljenom prostoru moglo odgovarati izrazu:

gab∇a∇bΦ = −mc
2

~2
Φ (5.61)

gdje je m masa čestice. Za bezmasene čestice spina 0 , dakle, vrijedi:

gab∇a∇bΦ = 0 (5.62)

Za raspravu o česticama spina različitog od nule potrebno je definirati Diracove
spinore, a slijedit ćemo konvenciju danu u [19] u dodatku A (na sličan način je danu
i u [5], no ne tako eksplicitno).

Definicija 5.4. Diracovi spinori Ψα su elementi prostora Dα = SA ⊕ S̄A′, tj. Ψα je
dan kao:

Ψα =

(
ψA

χ̄A′

)
(5.63)

gdje su ψ i χ spinori iz S

Postoje dvije mogućnosti kako možemo definirati Ψα, tj. dualni vektor od Ψα .

Definicija 5.5. Diracov pridruženi spinor je od spinora Ψα je dan kao:

Ψ̄α = (χA, ψ̄
A′

) (5.64)

Druga mogućnost je tzv. Majoranin konjugat spinora.

Definicija 5.6. Majoranin konjugat od Ψα je dan kao:

(ΨM)α = (ψA, χ̄
A′

) (5.65)
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Napomena 5.6.1. Majoranin spinor je spinor za kojeg vrijedi (ΨM)α = Ψ̄α

Neki objekt Tαβ ∈ Dα
β je dan kao:

Tαβ =

(
F A
B GAB′

HBA′ K B′

A′

)
(5.66)

Što smo dobili iz zahtjeva da je Tαβ Ψβ ∈ Dα. Eksplicitno to razumijemo kao matrično
množenje matrice 2× 2 i vektora stupca:

Tαβ Ψβ =

(
F A
B GAB′

HBA′ K B′

A′

)(
ψB

χ̄B′

)
=

(
F A
B ψB +GAB′

χ̄B′

HBA′ψB +K B′

A′ χ̄B′

)
(5.67)

U ravnom prostoru u koordinatnom sustavu xa = {ct, x, y, z} za čestice spina 1/2

vrijedi Diracova jednadžba:

i~γaαβ
∂

∂xa
Ψβ = mcΨα (5.68)

Objekt γaαβ označava 4 matrice, jednu za pojedinu vrijednost broja a, koje imaju
svojstvo:

γaαβγ
bβ
δ + γbαβγ

aβ
δ = 2ηabδαδ

= 2ηab

(
ε A
D 0

0 ε D′

A′

)
(5.69)

Ako izaberemo spinornu bazu {o, ι}moguće je koristiti sljedeću reprezentaciju tih
γa β

α matrica:

γaαβ =
√

2

(
0 σaAB′

σa
BA′ 0

)
(5.70)

gdje su σa
AA′ Infeld-van der Waerdenovi simboli definirani u poglavlju 3.2. Da γaαβ

matrice zadovoljavaju jednadžbu (5.69) se dokaže koristeći izraz:

2σAA′

(a σBB′

b) εA′B′ = ζABA′B′
εA′B′

= (ζ(AB)(A′B′) + ζ [AB][A′B′])εA′B′

= ζ [AB]A′B′
εA′B′ =

1

2
ζCDA′B′

εCDε
ABεA′B′ =

1

2
(gab + gba)εAB

= (gab)εAB (5.71)

gdje je ζABA′B′ pomoćna oznaka definirana (samo za ovu potrebu) kao:

ζABA′B′ ≡ σAA′

a σBB′

b + σAA′

b σBB′

a

Napomena. Naša reprezentacija u biti odgovara Weylovoj reprezentaciji, no zbog ko-
nvecija u zapisivanju koje mi koristimo, to nije jednostavno vidljivo, za usporedbu
pogledati dodatak A u [19].
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Diracova jednadžba zapisana u matričnom obliku sa izabranom spinornom ba-
zom {o, i} koja ne ovisi o položaju, u koordinatnom sustavu {ct, x, y, z}, u ravnom
prostoru glasi: (

0 σaAB′

σa
BA′ 0

)(
∂aψ

B

∂aχ̄B′

)
= −iµ0

(
ψA

χ̄A′

)
(5.72)

tj. zapisano kao dvije jednadžbe to je:

∂BA′ψB = −iµ0χA′

∂AB′
χB′ = −iµ0ψ

A (5.73)

gdje je µ0 = mc/
√

2~. Jednostavno ćemo sada postulirati da u zakrivljenom prostoru
vrijedi:

∇BA′ψB = −iµ0χA′

∇AB′
χB′ = −iµ0ψ

A (5.74)

Napomena. U Penroseovoj knjizi se koristi drukčija reprezentacija γ matrica koja
sadrži uz sebe faktor −i

Gornji izraz u ravnom prostoru, izborom spinorne baze koja ne ovisi o položaju,
prelazi u jednadžbe (5.72). U slučaju m = 0 dobivamo dvije odvojene jednadžbe:

∇BA′ψB = 0

∇AB′
χB′ = 0 (5.75)

Definicija 5.7. Matricu γ5αβ definiramo kao:

γ5αβ = iγ0αξγ
1ξ
δγ

2δ
ηγ

3η
β (5.76)

Što je u našem izboru reprezentacije:

γ5αβ =

(
−ε A

B 0

0 ε A′

B′

)
(5.77)

Definicija 5.8. Pomoću γ5αβ se definiraju lijeva i desna projekcija spinora kao:

(ΨL)α =
1

2
(δαβ − γ5αβ )Ψβ =

(
ψA

0

)

(ΨR)α =
1

2
(δαβ + γ5αβ )Ψβ =

(
0

χA′

)
(5.78)

Odatle vidimo da jednadžbe (5.75) odgovaraju jednadžbama desne i lijeve bez-
masene čestice.

Kako bismo završili priču o česticama proizvoljnog spina pogledajmo spinske stup-
njeve slobode potpuno simetričnog spinora ψABCD.... Potpuno simetrični tenzor s n
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indeksa ima n + 1 nezavisnih komponenata, odatle slijedi da spinor s n indeksa od-
govara čestici spina n/2.

Po uzoru na jednadžbe (5.75) postuliramo jednadžbu gibanja bezmasene desne
čestice spina n/2 u zakrivljenom prostoru bez dodatnih interakcija (bez nekih dodat-
nih potencijala osim gravitacije):

∇BA′ψBCDE... = 0 (5.79)

Odatle vidimo da je EM val φAB (foton) spina 1, te gravitacijski spinor ψABCD
spina 2, te da se iz Bianchijevih identiteta za oba spinora dobije upravo jednadžba
(5.79).

6 Svjetlosne kongruencije i Goldberg-Sachsov teorem

U ovom poglavlju ćemo se baviti kongruencijama svjetlosnih geodezika, no potrebno
je prvo definirati svaki novi pojam u toj rečenici. Kako bi se najlakše definiralo što je
geodezik, definirajmo prvo što je tangentni vektor krivulje.

Neka je dan koordinatni sustav (xa, A) gdje je A ⊂ M , te neka je dana neka
krivulja čije su koordinate dane kao:

xa = xa(u) (6.1)

gdje je u neki parametar krivulje. Sada se definira tangentni vektor te krivulje jed-
nostavno kao vektor proporcionalan derivaciji koordinata po parametru krivulje:

va = k
dxa

du
(6.2)

gdje je k neki skalar. Moguće je, nadalje, dokazati da vrijedi:

va
∂u

∂xa
= k (6.3)

što nam daje mogućnost definicije tangentnog vektora bez poziva na bazu.

Definicija 6.1. tangentni vektor neke krivulje sa parametrom u je definiran kao
vektorsko polje va za koje vrijedi:

va∇au = k (6.4)

Definicija 6.2. Normalizirani tangentni vektor, tj. sa konstantom proporcional-
nosti k = 1 iz gornje definicije, neke krivulje sa parametrom u je definiran kao vek-
torsko polje va za koje vrijedi:

va∇au = 1 (6.5)
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Definicija 6.3. Svjetlosna krivulja je ona krivulja za čiji tangentni vektor vrijedi:

vava = 0 (6.6)

Tangentni vektor svjetlosne krivulje ćemo označavati sa la, kao vektor kompleksne
baze {l, n,m, m̄}.

Definicija 6.4. Geodezik je krivulja čiji su tangentni vektori takvi da vrijedi:

va∇av
b ∝ vb (6.7)

S druge strane parametar u se naziva afini parametar ako vrijedi:

va∇av
b = 0 (6.8)

Definicija 6.5. Svjetlosni geodezik je svjetlosna krivulja koja je ujedno i geodezik.
Pokazat ćemo kasnije u Robinsonovom teoremu, tj. teoremu 6.6, da krivulja svjetlos-
nog geodezika odgovara krivulji koju bi pratila svjetlosna zraka ravnog EM val.

Bit će nam potrebno sjetiti se da vrijedi la = oAoA
′, te da po tablici 4.1b na stranici

33 imamo la∇aη
uivD.

Definicija 6.6. Kongruencije su familije krivulja sa svojstvom da samo jedna krivulja
prolazi kroz bilo koju točku promatranog podprostora od M . Posebno su korisne kad
su promatrane krivulje geodezici.

Napomena 6.6.1. Ponekad postoje točke koje je potrebno isključiti neke točke iz pro-
matranog prostora, jer posjeduju svojstva izvora ili uvira krivulja (

”
singulariteti”).

U koordinatnom sustavu koordinate geodezika kongruencije mogu biti dane kao:

xa = xa(u, y1, y2, y3) (6.9)

gdje je u parametar krivulje, yi su tri parametra koji odreduju o kojoj je krivulji
kongruencije riječ.

Za opis kongruencije je potrebno definirati i tzv. vektor povezanosti. Vektor
povezanosti qa je vektorsko polje definirano duž neke krivulje (koja je element kon-
gruencije) tako da označava pomak od točke P na promatranoj krivulji do točke P ′

na nekoj susjednoj krivulji, gdje točke P i P ′ imaju jednaku vrijednost parametra u
na tim dvama krivuljama. U koordinatnom sustavu {xa} za kongruencije dane kao u
jednadžbi (6.9) vektor povezanosti qa se definira kao:

qa =
∂xa

∂yi
δyi (6.10)

gdje su δyi konstante. Budući da za parcijalnu derivaciju vrijedi:

∂

∂u

(
∂xa

∂yi

)
=

∂

∂yi

(
∂xa

∂u

)
(6.11)
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množenjem sa δyi i zbrajanjem po i se dobiva:

∂qa

∂u
=
∂va

∂yi
δyi (6.12)

gdje je va tangentni vektor krivulje dan kao u jednadžbi (6.2) sa k = 1. Za lijevu
stranu gornje jednadžbe imamo:

∂qa

∂u
=
∂xb

∂u

∂qa

∂xb
= vb

∂qa

∂xb

dok za desnu stranu vrijedi:

∂va

∂yi
δyi =

∂va

∂xb
∂xb

∂yi
δyi = qb

∂va

∂xb

odakle slijedi:

vb
∂qa

∂xb
− qb ∂v

a

∂xb
= 0 (6.13)

Budući da taj izraz ne ovisi o koneksiji, kao što je vidljivo u izrazu (G.15), možemo
ga zapisati bez poziva na odredenu bazu pomoću Christoffelovih derivacija kao:

qb∇bv
a = vb∇bq

a

što je kovarijantna definicija vektora povezanosti qa

Definicija 6.7. Vektor povezanosti qa za danu neku krivulju je definiran kao vektor
za koji vrijedi:

qb∇bv
a = vb∇bq

a (6.14)

gdje je va tangentni vektor te krivulje

6.1 Značenje parametara ε i κ

Svjetlosne kongruencije nam daju mogućnost interpretacije pojedinih skalara iz ta-
blice 4.1a, kao što ćemo vidjeti u nastavku.

Neka je dana svjetlosna krivulja sa tangentnim vektorom la, sada slijedi pomoću
jednadžbe (3.31) i tablica 4.3 i 4.4:

ld∇dl
a = Dla = (nbDl

b)la + (lbDl
b)na − (mbDl

b)m̄a − (m̄bDl
b)ma

= (ε+ ε̄)la − κm̄a − κ̄ma (6.15)

Ta jednadžba
”
mjeri” promjenu vektorskog polja la pri pomicanju duž krivulje kojoj

je tangentni vektor la. Ako sada uvedemo transformaciju spinora baze:

oA → o′A = χoA iA → i′A = χ−1iA (6.16)
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dobivamo ostale veličine koje ovise o spinornoj bazi kao:

D′ = rD

l′a = rla n′a = r−1na

ε′ = rε+ rχ−1Dχ ε̄′ = rε̄+ rχ̄−1Dχ̄

κ′ = χ2rκ κ̄′ = χ̄2rκ̄ (6.17)

gdje je r = χχ̄, u je parametar krivulje kao u (6.5), te je normalizacija od la bila
uzeta tako da bude la∇au = 1. Parametar χ je odreden proizvoljno, te je vidljivo da
je moguće uzeti takav χ da ponǐsti ε, tj. da vrijedi:

ε′ = r(ε+ χ−1Dχ) = 0 (6.18)

Za takav izbor parametra l′a i dalje ostaje tangentan krivulji u smislu (6.4) jer vrijedi
l′a∇au = r.

Bez obzira na izbor parametra χ 6= 0, ili nekom transformacijom ι → αι + βo,
nije moguće napraviti da κ ide u nulu (ne smijemo mijenjati o→ αo+ βι jer onda la

vǐse ne bi bio tangenti vektor krivulje), što znači da κ
”
mjeri” odstupanje krivulje od

svjetlosne geodetske krivulje!

Teorem 6.1.
√

2|κ| je mjera iznosa odstupanja svjetlosne krivulje sa tangentnim
vektorom la od svjetlosnog geodezika.

φ = +π − arg(κ) je mjera smjera odstupanja promatrane krivulje u ravnini
odredenoj vektorima xa i ya, i to tako da je φ kut smjera odstupanja mjeren od
vektora xa u pozitivnom smjeru prema ya.

Dokaz. Neka je
√

2κ = −(a− ib), gdje su a, b ∈ C, te neka je ε = 0, sada imamo:

Dla = −(κm̄a + κ̄ma)

= <
(
(a− ib)(xa + iya)

)
= axa + bya (6.19)

Ako posljednji član gornje jednadžbe izrazimo u kompleksnoj xy ravnini (pogledati
neku knjigu kompleksne analize, npr. [18]) dobivamo a+ ib = ρ exp(iφ), slijedi da je:

κ = |κ|ei arg κ =
1√
2
ρe−i(φ−π) (6.20)

odakle slijedi tvrdnja teorema.

S druge strane, moguće je <(ε) tumačiti kao mjeru produljenja vektora la para-
lelnim pomakom, no to i onako ovisi o parametrizaciji krivulje, pa ne nosi direktno
geometrijsko značenje, i informaciju o toj krivulji.

Promotrimo sada jednostavan primjer svjetlosne krivulje koja nije geodezik.
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Primjer 6.1. Pronadimo u ravnom prostoru parametar κ za krivulju zadanu para-
metrom u:

t = u

x = cos(u)

y = 0

z = sin(u)

Tangentni vektor te krivulje dan je kao

la =
dxa

du
=


1

− sin(u)

0

cos(u)


a

u gornjem izrazu je vektor la zapisan u bazi g a
a = ∇ax

a koji je sama neovisna o
položaju (vektori te baze se ne ”vrte”). Iz svojstva lalbgab = lalbηab = 0 odmah je
vidljivo da je promatrana krivulja svjetlosna krivulja.

Moguće je nadalje računati Dla:

(Dla)g a
a = D(la) + lbD(g a

b )g a
a

= D(la) =


0

− cos(u)

0

− sin(u)


a

gdje je iskorǐsteno da g a
b ne ovisi o položaju. Odavde je moguće odrediti parametar

κ koji ovisi o izboru lokalne baze {la, na,ma, m̄a}. Ako se uzme da vrijedi:

ta =


1

0

0

0


a

xa =


0

cos(u)

0

sin(u)


a

ya =


0

0

1

0


a

za =


0

sin(u)

0

− cos(u)


a

odavde slijedi uz pomoć izraza (6.19):

Dla = −xa ⇒ κ =
1√
2

Krivulje iz ovog primjera sa naglašenom lokalnom i globalnom bazom je moguće
naći na slici 6.1. Mogli bismo reći da je κ kolǐcina negativnog zakretanja krivulje od
geodetske krivulje, tj. pravca u ovom primjeru.
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Slika 6.1: Krivulja iz primjera 6.1

6.2 Značenje parametara ρ, σ i τ

Želimo doći do interpretacije parametara ρ, σ i τ , no da bismo to mogli potrebno je
gledati kongruencije svjetlosnih krivulja, jer oni odreduju ponašanje susjednih svje-
tlosnih geodezika. Neka je dana neka kongruencija svjetlosnih krivulja, te za jedan
par krivulja promatrajmo vektor povezanosti qa. Vektor qa je moguće zapisati pomoću
baze {l, n,m, m̄} kao:

qa = gla + ζ̄ma + ζm̄a + hna (6.21)

gdje je g = naq
a, ζ = −maq

a ,te h = laq
a. Ako stavimo

ζ̄ =
1√
2

(ζx + iζy) = |ζ|eiθ (6.22)

dobivamo:

qa = gla + hna + ζxx
a + ζyy

a (6.23)

Nadalje, uz pomoć izraz (6.14) slijedi:

D(qag a
a ) = qb∇b(l

a)

D(qa)g a
a = qa(D(g a

a )−∇a(la))

D(qc) = qa(gcaDg
a

a − gca∇al
a) (6.24)

Eksplicitno imamo dakle razvoj komponenti od qa pomakom duž la:

Dg = (α + β̄)ζ + (β + ᾱ)ζ̄ + (γ + γ̄)h

Dζ = −ρζ − σζ̄ − τh
Dh = κζ̄ + κ̄ζ (6.25)
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Gdje smo prikladnom transformacijom

o→ λo

ι→ λ−1ι+ co (6.26)

stavili ε = π = 0 (pogledati u [4] str. 65. do 69.). Štovǐse, istom transformaci-
jom je moguće staviti i parametre α, β i γ da budu jednake nuli, bez da mijenjamo
geometriju krivulje.

Uzmimo sada geodetske svjetlosne krivulje, tj. takve da je κ = ε = τ = 0. Sada
slijedi da je:

Dh = D(qal
a) = 0 (6.27)

što znači da se paralelnim pomakom h ne mijenja, pa za zrake za koje vrijedi qala = 0

u jednoj točki krivulje to ostaje vrijediti duž cijele krivulje, te ne ovisi o transformaciji
(6.26), koje odgovaraju Lorentzovom potisku duž z osi uz tzv. svjetlosnu rotaciju
(pogledati [4] str. 65.).

Definicija 6.8. Dvije zrake za koje vrijedi qala = 0 nazivamo usporedne zrake.

Usporedne zrake možemo predočiti ako kongruenciju zamislimo kao oblak fo-
tona, onda će zrake svjetlosti koje su usporedne prolaziti okomito na 2D ravninu u
lokalnom 3D prostoru. Smjer bi im bio duž lokalne z osi, a prolaze okomito na xy
ravninu. |2ζ| predstavlja za takve zrake udaljenost dvije točke prolaska u xy ravnini.
I to vrijedi za svakog opažača! Štovǐse, moguće je pokazati da ako je h = 0, onda je
|ζ| invarijantno na transformacije 6.26.

Budući da se pod transformacijom ιA → ιA + ωoA skalar τ , za razliku od ρ i σ koji
su invarijantni ako κ = 0, se transformira kao:

τnovi = oB
(
(ιA + ωoA)(ιA

′
+ ω̄oA

′
)
)
∇AA′oB

= τ + ωσ + ω̄ρ (6.28)

nezgodno je dati tumačenje skalara τ za σ i ρ različiti od nula, jer ovisi o orijentaciji
baznog spinora ι, no za σ = ρ = 0 ipak dajemo interpretaciju, kao što slijedi u
teoremu.

Teorem 6.2. Za zrake za koje je h 6= 0, te σ = ρ = 0, konstanta τ odreduje
smanjenje udaljenosti i medusobnu rotaciju medu zrakama u nekom sustavu:

Dζ = −τh (6.29)

Dokaz tog teorema slijedi direktno iz jednadžbi (6.25).
Kako bismo dali interpretaciju za ρ i σ, promatrajmo dva usporedna svjetlosna

geodezika kongruencije, za njih imamo:

Dζ = −ρζ − σζ̄ (6.30)
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Teorem 6.3. Neka su ρ i σ dani kao:

ρ = k + it

σ = se2iθ (6.31)

parametar k = <(ρ) je parametar kontrakcije skupine usporednih svjetlosnih ge-
odezika, t je mjera rotacije ,a σ je mjera smicanja kongruencije tako da s = |σ|
označava iznos smicanja, a −θ + nπ, gdje je n prirodan broj, je kut, mjereno od
vektora baze xa, pri kojem je stezanje kongruencije najveće, a kut −θ+ π(2n+ 1)/2

pri kojem je rastezanje najveće.

Dokaz. Najprije pogledajmo za t = s = 0 vrijedi:

Dζ = −kζ (6.32)

Ako su krivulje dane parametrom u, udaljenost izmedu dvije krivulje je dana kao:

ζ(u) = ζ0e
−ku (6.33)

Što znači da je k mjera skupljanja krivulja (ako je k < 0 onda je ono mjera širenja).
Nadalje, ako imamo s = k = 0 slijedi:

Dζ̄ = itζ̄ (6.34)

iz čega dobivamo s parametrizacijom u:

ζ̄(u) = ζ̄0e
itu (6.35)

Što usporedbom s jednadžbama (6.22) i (6.23) možemo protumačiti kao povećanje
kuta kojeg zatvaraju vektori xa i qa u xy ravnini za iznos tu.

Naposljetku, za ρ = 0, σ 6= 0, s > 0, te ζ̄ = exp(iφ)|ζ| imamo:

Dζ = −sei2θζ̄ = −sei2(φ+θ)ζ (6.36)

gdje smo iskoristili ζ̄ = exp(i2φ)ζ. Sada za φ = −θ + nπ, gdje je n prirodan broj,
imamo slučaj maksimalnog stezanja kao u (6.32), a φ = −θ + (2n− 1)π/2 je kut pri
kojem je najveće širenje.

Na slici 6.2 imamo prikaz učinaka ρ i σ na kongruenciju svjetlosnih usporednih
geodezika prikazano u xy ravnini koju definira lokalna baza {l, n, x, y}

Primjer 6.2. Pogledajmo kako se ponaša povřsina omedena trima usporednim svje-
tlosnim geodezicima pri paralelnom pomaku duž la. One za neku vrijednost pa-
rametra u u kompleksnoj xy ravnini prolaze kroz točke 0,

√
2|ζ1|eiφ1,

√
2|ζ2|eiφ2.
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(a) k = <(ρ) > 0 (b) t = =(ρ) > 0 (c) σ = se2iθ

Slika 6.2: Interpretacija ρ i σ kao djelovanje na kongruenciju afino parametriziranih
svjetlosnih geodezika za koje je i h = qala = 0. Puna crta predstavlja kongruenciju za
u = u1, a iscrtkana crta je za u = u2 > u1.

Povřsina trokuta koji omeduju te zrake je dana izrazom:

A = |ζ1||ζ2|sin(φ2 − φ1) = |ζ1||ζ2|
e−iφ1eiφ2 − eiφ1e−iφ2

2i
=
ζ1ζ̄2 − ζ2ζ̄1

2i

= =(ζ1ζ̄2) (6.37)

odavde imamo djelovanjem operatora realnog D na povřsinu A:

D(A) = D=(ζ1ζ̄2) = =(ζ̄2(Dζ1) + ζ1(Dζ̄2))

= =
(
−ζ1ζ̄2(ρ+ ρ̄)− (σζ̄1ζ̄2 + σ̄ζ1ζ2)

)
= =

(
−2kζ1ζ̄2 − 2<(σζ̄1ζ̄2)

)
= −2kA (6.38)

Što znači da jedino realni dio parametra ρ odreduje mijenjanje iznosa povřsine, dok
je =(ρ) samo vrti pojedine točke, a σ mijenja oblik povřsine!

6.3 Goldberg-Sachsov teorem

Prije nego što dotaknemo sam Goldberg-Sachsov teorem prvo ćemo pokazati dva
teorema koje možemo nazvati

”
elektromagnetskim varijantama” Goldberg-Sachsova

teorema.

Teorem 6.4 (Mariot-Robinsonov teorem). Neka je Fab algebarski specijalan elek-
tromagnetski tenzor kao iz teorema 3.2. U području bez izvora, ponovljeni svjetlosni
smjer tog tenzora generira kongruenciju svjetlosnih geodezika bez smika, tj. kon-
gruenciju sa κ = σ = 0

Dokaz. Iz dokaza teorema 3.2 zaključujemo da za elektromagnetski spinor φAB vri-
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jedi φAB = αAαB, te ako orijentiramo spinor baze oA duž αA imamo:

φAB = φoAoB (6.39)

što u zapisu u bazi je :

φ00 = (−ιA)(−ιB)φAB = φ

φ11 = φ01 = φ10 = 0 (6.40)

budući su Maxwellove spinorne jednadžbi u bazi dane kao

∇A′C(φAC) + φDCγ A
A′CD + φADγ C

A′CD = −1

2
µ0J

A
A′

za A = 1 i A′ = 1 imamo:

φDCγ 1
1′CD = φ00γ 1

1′00 = −φσ = −1

2
µ0J

1
1′ = 0 (6.41)

gdje su ostali članovi lijeve strane te Maxwellove jednadžbe jednaki nuli. Sada, iz
JAA

′
= 0 i φ 6= 0, slijedi da je σ = 0. Analogno, za A = 1 i A′ = 0 se dobije:

φ00γ 1
0′00 = −φκ = −1

2
µ0J

1
0′ (6.42)

pa slijedi da je κ = 0. Time smo dokazali tvrdnju teorema.

S druge strane moguće je povezati postojanje kongruencije geodezika bez smika u
nekom prostoru sa postojanjem rješenja Maxwellovih jednadžbi koja bi bili paralelni
s tom kongruencijom, i taj se teorem naziva Robinsonovim teoremom, no potreban
je i još jedan pomoćni teorem o rješivosti skupa jednadžbi.

Teorem 6.5. Dovoljan i potreban uvjet da neki skup jednadžbi

Aa∇aφ = f Ba∇aφ = g

ima rjěsenje, gdje je φ neko skalarno polje, a Aa i Ba su takva vektorska polja da

”zatvaraju povřsinu”, tj. da za njih vrijedi:

Aa∇aB
b∇b −Ba∇aA

b∇b = αAa∇a + βBa∇a (6.43)

je da vrijedi:

Aa∇ag −Ba∇af = αf + βg (6.44)

Za dokaz provjeriti teorem (2.8.1) u [19].
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Teorem 6.6 (Robinson). Ako postoji u prostor-vremenu kongruencija svjetlosnih
geodezika bez smika, onda postoji algebarski specijalno rjěsenje Maxwellovih jed-
nadžbi sa ponovljenim glavnim smjerom duž krivulja kongruencije, tj. kao tan-
gentno polje tih krivulja kongrunecije.

Dokaz. Kako bismo provjerili postoji li rješenje problema kao što se tvrdi u Robinso-
novom teoremu uzmimo spinornu bazu tako da je duž krivulje:

DoA = DιA = 0

To možemo tako uzeti jer je ε i π moguće pogodnim transformacijama postaviti u
nulu, dok je κ = 0 iz uvjeta teorema. S druge strane,da je kongruencija bez smika
znači da je σ = 0.

Za polje φAB = φoAoB imamo kao u prošlom teoremu samo φ00 = φ 6= 0. Maxwel-
love jednadžbe za AA′ = 11 i AA′ = 10 su zbog κ = 0 i σ = 0 iz pretpostavki teorema
suvǐsne, no zato za AA′ = 01 i AA′ = 00 dobivamo jednadžbe:

δφ = φ(τ − 2β)

Dφ = ρφ (6.45)

Ako stavimo supstituciju θ = ln(φ) dobivamo jednadžbe:

δθ = (τ − 2β)

Dθ = ρ (6.46)

Iz djelovanja operatora Dδ − δD na neko skalarno polje:

(Dδ − δD)η = (la∇a(m
b∇b)−ma∇a(l

b∇b))η

=
(
(Dmb)∇b + lamb∇[a∇b] − δ(lb)∇b

)
η

= −δ(lb)∇bη =
(
(β + ᾱ)D − ρ̄δ

)
η (6.47)

zaključujemo da la i ma zatvaraju površinu kao i polja Aa i Ba u jednadžbi (6.43).
S druge strane, ako primijenimo operator Dδ − δD na polje θ dobivamo:

(Dδ − δD)θ = D(τ − 2β)− δ(ρ)

= ρτ + ψ1 + Φ01 − 2(βρ̄+ ψ1)− ((ᾱ + β)ρ+ τ(ρ− ρ̄)− ψ1 + Φ01)

= (ᾱ + β)ρ+ ρ̄(τ − 2β) =
(
(ᾱ + β)D + ρ̄δ

)
θ (6.48)

gdje smo u izračunu gornjeg izraza koristili NP jednadžbe (c), (d) i (i) na str. 248.
i 249. u [5]. Odakle zaključujemo, po teoremu 6.5, postoji skalarno polje θ koje
zadovoljava jednadžbe (6.46), te je time dokazan teorem.
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Teorem 6.7 (Goldberg-Sachsov teorem). Riemannov tenzor u praznom nigdje
ravnom prostoru A ⊂ M (Rab = 0) ima ponovljeni smjer, tj. tipa je II ili specijal-
niji, ako i samo ako taj ponovljeni smjer definira kongruenciju svjetlosnih geodezika
bez smika. Matematǐcki izraženo:

κ = σ = 0⇔ Ψ0 = Ψ1 = 0 (6.49)

Dokaz. Kao što smo vidjeli u poglavlju 4.8 Bianchijev identitet u vakuumu daje jed-
nadžbe (4.167), iz kojih direktno slijedi da za Ψ0 = Ψ1 = 0 i ΨABCD 6= 0 nužno slijedi
κ = σ = 0.

S druge strane, ako pretpostavimo κ = σ = 0, te reparametrizacijom krivulja
učinimo da je ε = 0 iz NP jednadžbe (b) ( [5] na 248. str.) odmah slijedi:

Ψ0 = 0 (6.50)

NP jednadžba (d) iz ( [5] 249. str.) za σ = κ = 0 glasi:

δρ = τ(ρ− ρ̄) + ρ(ᾱ + β)−Ψ1 (6.51)

Kada bi bilo da je ρ = 0, odmah bismo iz te jednadžbe imali Ψ1 = 0.
Pretpostavimo,dakle, da je ipak ρ 6= 0, moguće je sada učiniti prikladnu transfor-

maciju ι → ι + ωo tako da τ → 0 uz κ = σ = 0. Jednadžba (c)(248. str [5]), uz
napomenu da je π = −τ ′, sada postaje:

Ψ1 = −ρπ̄ (6.52)

dok prve dvije Bianchijeve jednadžbe u (4.167) sada glase:

δΨ1 = 2βΨ1

DΨ1 = 4ρΨ1

tj.

δ(lnΨ1) = 2β

D(lnΨ1) = 4ρ (6.53)

iz čega slijedi:

(δD −Dδ)(lnΨ1) = 4δρ− 2Dβ

= 4(ρ(ᾱ + β)−Ψ1)− 2(βρ̄+ Ψ1)

= 4ρ(ᾱ + β)− 2βρ̄− 6Ψ1 (6.54)

gdje su korǐstene NP jednadžbe (i) i (d). S druge strane, analogno kao u jednadžbi
(6.47), uz razliku da nismo unaprijed stavili π u nulu (stavili smo τ → 0 pa smo
dobili jednadžbu (6.52)), imamo za neki skalar η:

(δD −Dδ)η =
(
− (π̄ + β + ᾱ)D + ρ̄δ

)
η (6.55)
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pa za η = ln(Ψ1) slijedi:

(δD −Dδ)ln(Ψ1) =
(
− (π̄ + β + ᾱ)D + ρ̄δ

)
ln(Ψ1)

= −(β + ᾱ)4ρ+ 2ρ̄β − 4π̄ρ (6.56)

usporedbom sa (6.54) mora vrijediti:

4π̄ρ = 6Ψ1

Ψ1 =
2

3
π̄ρ (6.57)

usporedbom te jednadžbe sa izrazom (6.52) daje:

−π̄ =
2

3
π̄

⇒ π̄ = 0⇒ Ψ1 = 0 (6.58)

Čime smo dokazali tvrdnju teorema.

6.4 Nasljedivanje simetrija elektromagnetskog polja

U proučavanju statičnih ili stacionarnih Einstein-Maxellovih rješenja Einsteinove jed-
nadžbe (rješenja Einsteinove jednadžbe u prostoru u kojem je tenzor energije i im-
pulsa Tab različit od nule zbog EM zračenja), često se pretpostavlja da je i sam Fab

statičan ili stacionaran, no eksplicitni protuprimjeri se vide u članku [20] .
Ipak postoje ograničenja na nenasljedivanje simetrija, u Todovom članku [21] se

korǐstenjem spinornog zapisa EM tenzor energije impulsa, izmedu ostalog, pokaže,
kao što ćemo i mi pokazati, da je Liejeva derivacija Fab duž Killingovog vektora, ako
je različita od nule, onda je nužno proporcionalna Hodgeovom dualu od Fab. Iz toga
slijedi i da je SO(3) simetrija Tab očuvana za Fab bez ponovljenog smjera.

Definicija 6.9. Stacionarno je ono prostor-vrijeme u kojem postoji realni vremenski
Killingov vektor, tj. vektorsko polje Ka za koje vrijedi:

LKgab = ∇aKb +∇bKa = 0

KaK
a = a > 0 (6.59)

gdje je LK oznaka za Liejevu derivaciju (definicija G.2).

Napomena 6.9.1. u nekom koordinatnom sustavu to je ostvareno ako metrika gab u
tom sustavu ne ovisi o vremenskoj koordinati

Definicija 6.10. Statičko prostor-vrijeme je stacionarno prostor-vrijeme u kojem Ka

nema vremensku ovisnost

Napomena 6.10.1. u statičkom prostor vremenu u koordinatnom sistemu interval ds2

je invarijantan na inverziju vremenske koordinate (t→ −t)
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Može se pokazati da je liejeva derivacija Riemannovog tenzora duž bilo kojeg
Killingovog vektora jednak nuli, iz toga slijedi:

LKGab = LK(Rab −
1

2
gabR) = 0 (6.60)

Odatle mora slijediti da je i Liejeva derivacija samog tenzora energije i impulsa jed-
naka nuli:

LKTab = 0 (6.61)

pretpostavlja se često odavde da slijedi da je i LKFab = 0, no iz spinornog zapisa
slijedi:

LK
2

µ0

(φABφ̄AB) =
2

µ0

LK(φABφ̄AB) (6.62)

=
2

µ0

(φ̄ABLKφAB + φABLK φ̄AB) = 0 (6.63)

iz realnosti vektora Ka i operatora ∇a slijedi da je gornji izraz zadovoljen ako:

LKφAB = iaφAB (6.64)

gdje je a neka skalarna veličina. Iz toga slijedi da je dozvoljena
”
dualna rotacija”

tenzora Fab u vremenu tako da:

LKFab = −a∗F ab

LK∗F ab = aFab (6.65)

Time je na vrlo brz način pokazano da Fab nema nužno istu simetriju kao i Tab.
Još je moguće pokazati (pogledati [21]) da u slučaju kada je Fab takav da nema
ponovljeni smjer nužno slijedi da skalar proporcionalnosti a zapravo konstanta. No
ako je Fab algebarski specijalan, tj. ako ima ponovljeni svjetlosni smjer, onda je ili a
konstanta ili ponovljeni smjer definira geodezik bez smika i bez rotacije.

Očuvanje SO(3) simetrije kod Fab bez ponovljenog smjera se vidi na sljedeći način:
neka prostor-vrijeme ima SO(3) simetriju generiranu s Killingovim vektorima X1, X2

i X3, koji tvore algebru prema

[Xi, Xj] = εijkXk i, j, k ∈ {1, 2, 3} (6.66)

gdje je εijk trodimenzionalni Levi-Civita tenzor, uz ε123 = 1. Nadalje, iz jednadžbi
(6.65) znamo da je:

LXi
Fab = −ai ∗ Fab, i = 1, 2, 3 (6.67)

Koristeći osnovna svojstva Liejeve derivacije imamo:

LX1LX2Fab − LX2LX1Fab = L[X1,X2]Fab (6.68)

Ako je Fab algebarski općenit, tj. bez ponovljenog smjera , po Todovom članku znamo
da su ai konstante, te je onda Liejeva strana gornje jednakosti nula, a desna daje
LX3Fab = −a3 ∗ Fab, odakle slijedi a3 = 0 (pod pretpostavkom da sam tenzor ∗Fab ne
ǐsčezava). Analogno, cikličkom zamjenom indeksa, dobije se i a1 = a2 = 0.
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7 Zaključak

Nakon početnih algebarskih razmatranja i povezivanja spinora i tenzora i pripa-
dajućih vektorskih prostora, uspostavili smo (lokalno) vezu spinora i vektora kao
objekata definiranih na mnogostrukosti, tako definirani spinori poslužili su za defi-
niciju i izgradnju svih veličina i formula

”
Einsteinove” tenzorske opće teorije relativ-

nosti.
Bogatija algebarska struktura kompleksnih spinora i spinorne formulacije je vǐsestruko

korisna, te nosi svoja predvidanja za koje uobičajeni tenzorski račun nije dovoljan ili
je prevǐse kompliciran.

Za početak, u spinornom se zapisu često brže uočavaju simetrije nekih tenzora
kao što je slučaj sa tenzorom energije i impulsa elektromagnetskog polja zapisanog
pomoću spinora, kao što smo vidjeli u poglavlju 5.1, te poglavljima o Goldberg-
Sachsovom teoremu i primjeru iz Todovog članka [21] o ne-nasljedivanju simetrija
EM polja.

Nadalje, spinorni formalizam se pokazao i korisnim u opisu kongruencija krivulja
zakrivljenog prostora.

Naposljetku, zbog važnosti spinora u opisu gibanja čestica u kvantnoj mehanici
i relativističkoj kvantnoj mehanici, spinorni formalizam klasične opće teorije rela-
tivnosti nam je dao prirodan način proširenja relativističke kvantne mehanike na
zakrivljene prostore, kao što smo vidjeli u poglavlju 5.2. Dobivene formule bi se mo-
glo podvrgnuti eksperimentalnoj analizi, te bi to značilo pomak u važnom pitanju
kvantne mehanike na zakrivljenim prostorima.

Za budućnost još ostaje vidjeti koliko spinorni formalizam nosi prednosti u opisu
prirode u odnosu na uobičajeni tenzorski formalizam, kao npr. kakve su mogućnosti
proširenja spinornog formalizma na proizvoljan broj dimenzija.
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Dodaci

Dodatak A Vektorski prostori

Pogledati [7] za vǐse detalja.

Definicija A.1. Polje je uredena trojka (F,+, ·) gdje je F skup za čije elemente a,b,c
su definirane binarne operacije +:F× F→ F i ·:F× F→ F za koje vrijedi:

(a+ b) + c = a+ (b+ c) (A.1)

∃0 ∈ F : ∀a ∈ F, a+ 0 = a (A.2)

∀a ∈ F ∃ − a : a+ (−a) = 0 (A.3)

a+ b = b+ a (A.4)

(a · b) · c = a · (b · c) (A.5)

∃1 : ∀a ∈ F, 1 · a = a (A.6)

a · b = b · a (A.7)

a · (b+ c) = a · b+ a · c (A.8)

Definicija A.2. Vektorski prostor nad poljem F je uredena trojka (V,+, ·) gdje je V
neprazan skup za čije elemente su definirane operacije zbrajanja +:V × V → V i
množenja skalarom iz polja F · : F × V → V tako da vrijedi za svaki ζ, η, φ iz V te
a, b, 1 iz F:

1. asocijativnost zbrajanja

(ζ + η) + φ = ζ + (η + φ) (A.9)

2. postoji nula za zbrajanje

∃0 ∈ V : ∀ζ ∈ V, ζ + 0 = ζ (A.10)

3. postoji inverz za zbrajanje

∀ζ ∈ V ∃ − ζ ∈ V : ζ + (−ζ) = 0 (A.11)

4. komutativnost zbrajanja

ζ + η = η + ζ (A.12)

5. asocijativnost množenja skalarom

a · (b · φ) = (a · b) · φ (A.13)
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6. postojanje jedinice za množenje skalarom

∃1 ∈ F : 1 · ζ = ζ (A.14)

7. distributivnost množenja s obzirom na zbrajanje vektora

a · (η + φ) = a · η + a · φ (A.15)

8. distributivnost množenja s obzirom na zbrajanje skalara

(a+ b) · η = a · η + b · η (A.16)

Definicija A.3. Za dani skup {ζ1, ζ2, ζ3, . . . , ζn} ⊂ V kažemo da je linearno nezavisan
ako (ai ∈ F):

n∑
1

aiζi = 0⇔ ai = 0, ∀i ∈ {1, . . . , n} (A.17)

Napomena A.3.1. Skup {ζ1, ζ2, ζ3, . . . , ζn} ⊂ V bismo nazvali linearno zavisnim ako
postoji {a1, . . . , an} ⊂ F,gdje je bar jedan aj 6= 0, takav da

∑n
1 aiζi = 0

Definicija A.4. Za dani skup {ζ1, ζ2, ζ3, . . . , ζn} ⊆ V kažemo da razapinje V ako za
svaki x iz V postoji bar jedan skup skalara (brojeva) {a1, . . . , an} iz F takav da:

x =
n∑
1

aiζi (A.18)

Definicija A.5. Bazu vektorskog prostora definiramo kao linearno nezavisni skup iz
V koji ujedno razapinje V

Definicija A.6. Dimenzijom vektorskog prostora nazivamo broj elemenata baze tog
vektorskog skupa

Definicija A.7. Dualni vektor je preslikavanje iz vektorskog prostora u polje iznad
kojega je definiran vektorski prostor. Dualni vektor je element dualnog vektorskog
prostora.

Dodatak B 4-Vektori

Definicija B.1. 4-vektori (npr. U, V ) su elementi 4-dimenzionalnog vektorskog pros-
tora(označimo ga s L(4)) nad poljem realnih brojeva gdje je definirana binarna rela-
cija (unutarnji produkt) · sa svojstvima:

1. komutativnost(simetričnost)

U · V = V · U (B.1)
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2. bilinearnost

(aU) · V = U · (aV ) = aU · V (B.2)

(W + U) · V = W · V + U · V (B.3)

3. nedegeneriranost (postoji samo jedna nula)

4. posjeduje signaturu (+,−,−,−)

Napomena B.1.1. signatura (+,−,−,−) znači da postoji ortonormirana baza ai pros-
tora L za koju vrijedi :

ai · aj = ηij i, j ∈ {0, 1, 2, 3} (B.4)

gdje je ηij =


0 i 6= j

1 i = j = 0

−1 i = j, i, j ∈ {1, 2, 3}
(B.5)

Napomena B.1.2. vektor U ∈ L(4) je moguće zapisati u bazi kao

U = U iai (B.6)

Definicija B.2. Unutarnji produkt 4-vektora sa samim sobom nazivamo Lorentzova
norma:

‖U‖ = (U iai) · (U jaj) (B.7)

= U iU jηij (B.8)

= (U0)2 − (U1)2 − (U2)2 − (U3)2 (B.9)

Definicija B.3. 4-Vektore za koje vrijedi ‖U‖ > 0 nazivamo vremenskim, ‖U‖ < 0

prostornim, a za koje vrijedi ‖U‖ = 0 svjetlosnim. Jednim imenom vektore za koje
vrijedi ‖U‖ ≥ 0 nazivamo kauzalnim.

Definicija B.4. Moguće je prijeći iz jedne ortonormirane baze 4-vektora u drugu
transformacijom:

âî = Λ j

î
aj (B.10)

Ako su {âĵ} 4-vektori nove baze takoder ortonormirani kao i prošli tu transformaciju
nazivamo Lorentzovom:

âi · âj = ηij ⇔ Λi
kΛj

lηkl = ηij (B.11)

Svaku je Lorentzovu transformaciju Λi
ĵ moguće napisati uz pomoć generatora

Lorentzove grupeXij , parametara θij i skupa od 4 matrice A(n)i
k (pogledati poglavlje

16.3 u [14]):

Λi
ĵ = A(n)i

k(eθ
ijXij)k

ĵ (B.12)
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Četiri matrice

A(0)i
k ≡ δi

k

A(1)i
k ≡


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1



A(2)i
k ≡


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


A(3)i

k ≡ −δik

definiraju 4 disjunktne klase Lorentzovih transformacija medu kojima nema prijelaza
neprekidnim mijenjanjem parametara θij. Spomenute klase su:

1. Ograničene transformacije Λ0
0 > 0 det(Λi

ĵ) = 1

2. inverzija vremena Λ0
0 < 0 det(Λi

ĵ) = 1

3. refleksija prostora Λ0
0 > 0 det(Λi

ĵ) = −1

4. refleksija prostora i inverzija vremena Λ0
0 < 0 det(Λi

ĵ) = −1

Od tih klasa samo klasa ograničenih Lorentzovih transformacija čini pravu podgrupu
Lorentzovih transformacija, jer jedina sadrži jediničnu transformaciju.

Dodatak C Neke matematičke definicije

Definicija C.1. za dva skupa W,V preslikavanje f : W → V je pravilo po kojem
svakom x iz W pridružujemo y iz V

Definicija C.2. za dva skupa W,V preslikavanje f : W → V je surjekcija ako

∀y ∈ V ∃x : f(x) = y (C.1)

Definicija C.3. za dva skupa W,V preslikavanje f : W → V je injekcija ako vrijedi:

x1, x2 ∈ W : f(x1) = f(x2)⇔ x1 = x2 (C.2)

Definicija C.4. za dva skupa W,V preslikavanje f : W → V je bijekcija ako je injek-
cija i surjekcija.

Definicija C.5. Za dva vektorska prostora W,V nad F je neko preslikavanje f : W →
V homomorfizam ako za svaki x i y iz W te za neki a iz F ne mijenja strukturu
operacija, tj. vrijedi:
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1. linearnost

f(x+ y) = f(x) + f(y) (C.3)

f(ax) = af(x) (C.4)

2. ako je definirana neka druga binarna operacija u V i W, npr. ·, onda vrijedi:

f(x · y) = f(x) · f(y) (C.5)

Definicija C.6. Ako postoji homomorfizam izmedu W i V kažemo da su ta dva pros-
tora homomorfni

Definicija C.7. Ako je homomorfizam f : W → V bijektivan, f nazivamo izomorfiz-
mom, a prostore W i V nazivamo izomorfnim

Napomena C.7.1. može se vidjeti da izomorfni prostori imaju istu dimenziju

Definicija C.8. anti-izomorfizam bi bio izomorfizam sa razlikom da umjesto svojstva
(C.4) vrijedi:

f(ax) = āf(x) (C.6)

Dodatak D Totalno refleksivni vektorski prostori

U ovom dodatku koristimo konvenciju apstraktnih indeksa koja je uvedena u poglav-
lju 2.3, te koristimo tamo definirane pojmove vanjskog produkta, ali s proširenjem
na općenite vektorske prostore.

Definicija D.1. Refleksivnim vektorskim prostorom nazivamo prostor V a ako je
izomorfan svom dualnom prostoru Va

Definicija D.2. Vektorski prostor V nad F je potpuno refleksivan ako je svako mul-
tilinearno preslikavanje A : V a1 · · · × V an × Vb1 × · · ·Vbm → F moguće napisati kao
linearnu kombinaciju vanjskih produkata vektora (v(i), w(i), . . .) iz V i dualnih vek-
tora (x(i), y(i), . . .) iz dualnog vektorskog prostora V ∗, tj. ako je svaki A ,uz α ∈ F, sa
svojstvima:

A b1...bm
a1...an

: V a1 · · · × V an × Vb1 × · · ·Vbm → F (D.1)

A b1...bm
a1...an

v(1)a1(v(i)ai + αw(i)ai) · · · v(n)anx(1)b1 · · ·x(n)bn =

A b1...bm
a1...an

v(1)a1v(i)ai · · · v(n)anx(1)b1 · · ·x(n)bn+

αA b1...bm
a1...an

v(1)a1w(i)ai · · · v(n)anx(1)b1 · · ·x(n)bn
(D.2)

moguće zapisati kao

A b1...bm
a1...an

=
∑
i

vb1(i) · · ·wbn(i)xa1(i) · · · yan(i) (D.3)
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Napomena D.2.1. Iz definicije slijedi:

A b1...bm
a1...an

∈ Va1 · · · × Van × V b1 × · · ·V bm (D.4)

Teorem D.1. Dovoljan, no ne i nužan, uvjet da refleksivni vektorski prostor bude
potpuno refleksivan je to da posjeduje konačnu bazu.

Dokaz. provjeriti poglavlje 2.3 u [5]

Teorem D.2. Vektorsko polje definirano na Hausdorff parakompaktnoj mnogostru-
kosti (kao u F), čiji skalari S ∈ F , S : M → F nisu prestrogo definirane funkcije
(C0, C1, . . . , C∞ ali ne i Cω, tj. jedanput dvaput,. . . ,beskonačno puta derivabilne
funkcije su dobre definicije, ali zahtjev analitǐcnosti je prestrog), te ako barem lo-
kalno postoji baza tog polja, je potpuno refleksivno

Dokaz. Pogledati poglavlje 2.4 u [5]

Dodatak E Mnogostrukost

Za vǐse pojedinosti oko ovog poglavlja pogledati 4. poglavlje knjige Penrosea i Rind-
lera [5].

Definicija E.1. Mnogostrukost M je skup točaka čija su svojstva odredena nepraznim
skupom F , gdje je f ∈ F (f nazivamo skalarom) preslikavanje:

f : M → R (E.1)

Neki skup je mnogostrukost ako zadovoljava sljedeće aksiome:

Aksiom 1. Ako f1, f2, . . . , fr ∈ F i ako je F : Rr → R beskonačno puta derivabilna
funkcija r realnih varijabli, onda je F (f1(P ), f2(P ), . . . , fr(P )) ∈ F , gdje je P ∈M

Napomena E.1.1. Funkcija f : R→ C je beskonačno derivabilna (uobičajena oznaka
je f ∈ C∞), gdje je C ∈ R neka konstanta vrijednost, pa je f(P ) ∈ F . Skup svih
konstantnih preslikavanja, označimo ga s R, je očito izomorfan sa R.

Za f, g ∈ C∞ slijedi f + g ∈ C∞ i fg ∈ C∞ iz toga slijedi da je F komutativni
prsten (za definiciju pogledati [8]), a takoder je F i vektorski prostor nad R

Definicija E.2. Neka je f ∈ F i neka f(P ) 6= 0 za neku točku P ∈M .
F -okolina točke P je skup:

A = {x ∈M : f(x) 6= 0} (E.2)
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Očito je presjek dvaju F -okolina takoder F -okolina, jer ako je A skup za koji
f(x) 6= 0 i B skup za koji g(x) 6= 0, onda je C = A ∩ B skup točaka x za koje
h(x) = f(x)g(x) 6= 0.

Definicija E.3. Podskup od M nazivamo otvorenim akko je unija F -okolina

Teorem E.1. Svaki element iz F je neprekidna funkcija, tj. za svaki f ∈ F i V
otvoreni podskup od R vrijedi:

f−1(V ) = {x ∈M : f(x) ∈ V } (E.3)

je otvoreni skup

Dokaz. Budući su i unija i presjek otvorenih skupova otvoren skup dovoljno je doka-
zati neprekidnost svih f ∈ F za jedan otvoreni podskup od R:

V =< a, b >= {y ∈ R : a < y < b} (E.4)

Neka je Ba,b ∈ C∞ dan kao:

Ba,b(x) =

{
0 x ≤ a ∧ x ≥ b

1 a < x < b
(E.5)

Sada za svaki f ∈ F skup

A = {x ∈M : Ba,b(f(x)) 6= 0} (E.6)

predstavlja skup svih x ∈M takvih da je f(x)u intervalu < a, b >,tj.

A = {x ∈M : f(x) ∈ V } (E.7)

Po definiciji F -okoline iz (E.6) slijedi da je A F -okolina neke točke, pa je prema tome
A otvoren skup

Aksiom 2. ako g : M → R i ako za svaku točku P iz M postoji F -okolina A od točke
P i f ∈ F unutar koje f = g, onda g ∈ F

Aksiom 3. Za svaki P ∈M postoji F -okolina A od P i n elemenata x1, x2 . . . , xn ∈ F
takvih da:

1. za dvije različite točke P1, P2 ∈M bar je jedan od n elemenata različit u te dvije
točke,tj.:

∃i ∈ {1, 2, . . . , n} : xi(P1) 6= xi(P2) (E.8)

2. svaki f ∈ F može se izraziti kao C∞ funkcija od x1, x2 . . . , xn
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Aksiom 3 otkriva M kao lokalno sličan Rn. Skalare x1, x2 . . . , xn nazivamo lo-
kalnim koordinatama oko P , okolinu A lokalnom koordinatnom okolinom, a par
(A, {x1, x2 . . . , xn}) lokalnim koordinatnim sistemom. Za dva koordinatna sistema
(A, {x1, x2 . . . , xn}) i (B, {y1, y2 . . . , yn}) iz druge točke aksioma 3 slijedi da u točkama
presjeka od A i B jedne koordinate moraju se moći napisati kao C∞ funkcije drugih.

Teorem E.2. M je Hausdorffov topološki prostor, tj. u njemu vrijedi da za svake
dvije razlǐcite točke P,R ∈ M postoje dvije disjunktne F -okoline od kojih svaka
sadrži jednu od te dvije točke.

Dokaz. Slijedi iz aksioma 2 i 3, za točan dokaz pogledati 183. stranicu iz [5].

Postoje još dva aksioma koja pobliže opisuju M :

Aksiom 4. Pomoću prebrojivo mnogo F -okolina {A1, . . . , An} moguće je svaku F -
okolinu izraziti kao uniju nekih od tih okolina.

Ovaj aksiom na mnogostrukosti osigurava parakompaktnost. Za definiciju para-
kompaktnosti i vǐse detalja pogledati str.53. u [9]. Svojstvo parakompaktnosti, uz
dodatno svojstvo da je mnogostrukost Hausdorffovog tipa, osigurava potpunu reflek-
sivnost vektorskog polja definiranog na mnogostrukosti. Za vǐse detalja pogledati
poglavlje 2.4 u [5].

Aksiom 5. M je povezan, tj. on nije unija dva ili vǐse disjunktnih skupova

Taj posljednji aksiom je uobičajen za prostorno-vremensku mnogostrukost.

Dodatak F Vektorska polja

Definicija F.1. Neka je k ∈ R tj. konstantno preslikavanje, te f, g ∈ F . Kon-
travarijantno vektorsko polje V na mnogostrukosti M se definira kao preslikavanje
V : F → F sa svojstvima:

1. preslikavanje konstante u nulu

V (k) = 0 (F.1)

2. linearnost

V (f + g) = V (f) + V (g) (F.2)

3. Leibnizovo pravilo deriviranja

V (fg) = V (f)g + fV (g) (F.3)

Skup svih vektorskih polja označavamo sa L
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Neka imamo preslikavanje W : F → F u nekom koordinatnom sustavu (A, xi)

dano kao:

W(f) = W i ∂f

∂xi
(F.4)

gdje je

W i ∈ F , ∀ i ∈ {1, 2, . . . , n} (F.5)

te se parcijalna derivacija uzima kao

∂f

∂xi
=
∂f(P )

∂xi
(F.6)

= lim
δxi→0

f(P2)− f(P )

δxi
(F.7)

gdje su koordinate od P (x1, x2, . . . , xi, . . . , xn) a od P2 (x1, x2, . . . , xi + δxi, . . . , xn)

. U okolini A na kojoj su definirane lokalne koordinate će se često uzimati da je
točka P ∈ M zapravo funkcija koordinata. Odatle je moguće vidjeti da operator W
zadovoljava uvjete iz definicije F.1. Štovǐse, dokazat ćemo da je zapravo svaki W ∈ L
moguće napisati u obliku kao u izrazu (F.4).

Teorem F.1. Ako je dan W ∈ L, definiran kao u F.1, tada u bilo kojem lokalnom
sustavu koordinata (A, xi) vrijedi :

W = W a ∂

∂xa
(F.8)

gdje je W a ∈ F

Dokaz. 1. da je W a ∈ F slijedit će ako je W doista moguće napisati u obliku (F.8)
jer vrijedi:

W(xa) = Wb ∂x
a

∂xb
= Wbδab = W a (F.9)

2. da je doista svaki W ∈ L moguće napisati u obliku (F.8) slijedi iz: neka je
f ∈ F , (A, xi) koordinatni sustav, a P,X točke iz A ⊂M . Koordinate od X u A
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su (X1, . . . , Xn) a od P su (x1, . . . , xn), slijedi:

f(x1, . . . , xn) = f(X1, . . . , Xn)

+

∫ 1

0

d

dt
f(X1 − tX1 + tx1, . . . , Xn − tXn + txn)dt

= f(X1, . . . , Xn)

+

∫ 1

0

∂

∂(Xa − tXa + txa)

(
f(X1 − tX1 + tx1, . . . , Xn − tXn + txn)

)
·
(
∂(Xa − tXa + txa)

∂t

)
dt

= f(X1, . . . , Xn)

+(xa −Xa)

∫ 1

0

∂

∂(Xa − tXa + txa)

(
f(X1 − tX1 + tx1, . . . , Xn − tXn + txn)

)
dt

(F.10)

Ako sada na f(x1, . . . , xn) djelujemo sa W držeći položaj X fiksnim, a varirajući
položaj od P , uz oznaku

ga(P ) =

∫ 1

0

∂

∂(Xa − tXa + txa)

(
f(X1 − tX1 + tx1, . . . , Xn − tXn + txn)

)
dt

(F.11)

slijedi:

W(f(P )) = W(xa)ga(P ) + (xa −Xa)W(ga(P )) (F.12)

Izvrijednjeno u točki P = X, i definirajući W(xa) = W a :

W(f(P = X)) = W(xa)ga(P = X)

= W(xa)
∂f(P )

∂xa

= W a∂f(P )

∂xa
(F.13)

Definicija F.2. definiramo zbrajanje vektorskih polja i množenje skalarom:

1. zbrajanje

(W + V)(f) = W(f) + V(f) ∀f ∈ F (F.14)

2. množenje skalarom, h ∈ F

(hW)(f) = h(W(f)) ∀f ∈ F (F.15)
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Teorem F.2. L je vektorski prostor nad F

Dokaz. lako se provjeri iz definicije F.2 jer su hW i W + V elementi iz L.

Budući je L potpuno refleksivni vektorski prostor (pogledati teorem D.2) moguće
je definirati dualni vektorski prostor (i polje) od prostora L, te kao u sekciji 2.3 uvesti
oznake apstraktnih indeksa, npr.:

Ladeg = La × Ld × Le × Lg (F.16)

V ad
eg ∈ Ladeg : La × Ld × Le × Lg → F (F.17)

Dodatak G Koordinatna derivacija i afina koneksija

U lokalnom sustavu koordinata (A, xa) na mnogostrukosti M koordinatna baza je
dana kao :

g1 =
∂

∂x1
,g2 =

∂

∂x2
. . . ,gn =

∂

∂xn
(G.1)

dok dualna baza glasi:

g1 = dx1,g2 = dx2 . . . ,gn = dxn (G.2)

Po uzoru na poglavlje 4.1 imamo za dualnu bazu u zapisu pomoću apstraktnih
indeksa:

gaa = ∇ax
a (G.3)

te je dualna baza gaa definirana u izrazu:

gaag
a
b = δab (G.4)

Svaki je tenzor moguće zapisati pomoću tih dvaju baza, a koeficijenti tenzora su
dani kao:

Gab...
cd... = Gab...

cd...g
a
ag

b
b . . . g

c
cg
d
d . . . (G.5)

Definicija G.1. Za neku općenitu bazu gaa, g
a
a , ne nužno povezanu sa koordinatnom

derivacijom (tj. koordinatnom bazom) kao u izrazima (G.1)-(G.4), definiramo sim-
bole koneksije afinog prostora kao:

Γ c
ab = (∇ag

b
b)gaag

c
b (G.6)
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Moguće je reći da afina koneksija označava promjenu same baze od točke do
točke. Pomoću simbola afine koneksije moguće je izraziti komponente kovarijantne
derivacije kontravarijantnog vektora:

(∇aV
b)gaag

c
b = (∇a(g

b
bV

b))gaag
c
b (G.7)

=
(
∇a(g

b
b)V b + gbb∇a(V

b)
)
gaag

c
b (G.8)

= Γ c
ab V

b +∇a(V
c)gaa (G.9)

= Γ c
ab V

b +∇aV
c (G.10)

Sada iz izraza:

0 = ∇a(δcd) = ∇a(gcbg
b
d) = ∇a(gcb )g

b
d + gcb∇a(gbd) (G.11)

slijede komponente kovarijantne derivacije kovarijantnog vektora:

(∇aVb)g
a
ag

b
b = ∇aVb − Γ c

ab Vc (G.12)

Teorem G.1. Za kovarijantnu derivaciju tenzora općenitog ranga vrijedi:

(∇aT
df...
bc... )g

a
ag

b
bg

c
cg

d
d g

f
f . . . = (∇aT

df ...
bc... )− Γ g

ab Tdf ...
gc... − . . .+ Γ d

ag T gf ...
bc... + . . . (G.13)

Teorem G.2. Moguće je iz toga vidjeti da mnogi izrazi ne ovise o afinoj koneksiji,
tj. o derivaciji baza u kojima su zapisane. Takvi izrazi poprimaju iste oblike za bilo
koju kovarijantnu derivaciju u bilo kojem sustavu koordinata. Neki primjeri izraza
koji su invarijantni za bestorzijske kovarijantne derivacije:

∇[aAb1...bn] (G.14)

Ua∇aV
b − V a∇aU

b (G.15)

Ua∇aAbc + Aac∇bU
a + Aba∇cU

a (G.16)

Dokaz. 1. dvije kovarijantne derivacije razlikuju se do na derivacije baza:

(∇a − ∇̃a)(V
b) = (∇a − ∇̃a)(V

bgbb)

V b(∇a − ∇̃a)(g
b
b) (G.17)

gdje smo iskoristili to da su sve kovarijantne derivacije skalara iste jer su samo
slike od df (pogledati poglavlje 4.1).
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2. izraz (G.16) ne sadrži derivacije baze:

Ua∇aAbc + Aac∇bU
a+Aba∇cU

a =

= Ua∇a(g
b
b g

c
cAbc) + Aac∇b(g

a
aU

a) + Aba∇c(g
a
aU

a)

(G.18)

= Ua
(
∇a(g

b
b )Abc +∇a(g

c
c )Abc +∇a(Abc)g

b
b g

c
c

)
+ Aac (∇b(g

a
a)Ua + gaa∇b(U

a))

+ Aba (∇c(g
a
a)Ua + gaa∇c(U

a))

(G.19)

= UaAbc

(
∇a(g

b
b )−∇b(g

b
a )
)

+ UaAbc (∇a(g
c
c )−∇c(g

c
a))

+ Ua∇a(Abc)g
b
b g

c
c + Aac (∇bU

a) + Aba (∇cU
a)

(G.20)

= Ua∇a(Abc)g
b
b g

c
c + Aac (∇bU

a) + Aba (∇cU
a) (G.21)

gdje je u (G.20) korǐsteno (G.11), a u (G.21) činjenica da je svaki element iz La
moguće napisati kao ∇af ; f ∈ F pa slijedi da

∇a(g
c
c )−∇c(g

c
a) ∝ T d

ac Xd = 0 (G.22)

3. Na sličan način se dokazuju i ostala dva izraza.

Izrazi (G.15) i (G.16) su posebni oblici operacije koja je neovisna o afinoj konek-
siji. Ta operacija se zove liejeva derivacija.

Definicija G.2. Za vektorsko polje Xa liejeva derivacija duž polja Xa, označeno s
LX , je derivacija čije je djelovanje na tenzore definirano kao:

LX(T ab...fg...) =Xe∇eT
ab...
fg... −∇e(X

a)T eb...fg... −∇e(X
b)T ae...fg... − . . .

+∇f (X
e)T ab...eg... +∇g(X

e)T ab...fe... + . . . (G.23)

Definicija G.3. Konformni Killingov vektor Ka je vektorsko polje za koje vrijedi:

LKgab ∝ gab (G.24)

Definicija G.4. Killingov vektor je vektorsko polje Ka za kojeg vrijedi:

LKgab = 0 (G.25)

Napomena G.4.1. svaki Killingov vektor je ujedno i konformni Killingov vektor

Definicija G.5. Djelovanje Liejeve derivacije duž polja Xa na spinore se može defini-
rati samo ako je Xa konformni Killingov vektor (pogledati poglavlja 6.5 i 6.6 u [6]).
Uobičajeno je onda djelovanje LX na spinore definirati kao:

LX(ψA...B
′...

C...D′...) = Xa∇a(ψ
A...B′...
C...D′...)− h A

E (ψE...B
′...

C...D′...)− . . .
−h̄ B′

E′ (ψA...E
′...

C...D′...)− . . .+ h E
C (ψA...B

′...
E...D′...) + . . .+ h̄ E′

D′ (ψA...B
′...

C...E′...) + . . . (G.26)
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gdje je h B
A dan kao:

h B
A =

1

2

(
∇AC′XBC′ − 1

4
ε B
A ∇cX

c
)

(G.27)

Definicija G.6. Baze 4-dimenzionalnog prostora ηaa = (ta, xa, ya, za) i

W a
AA′ =

(
la ma

m̄a na

)
AA′

(G.28)

su vektori baze koju nazivamo
”
vielbeinska” baza ili baza okvira, a povezane su sa

koordinatnim bazama izrazima:

ηâagâb̂(P )ηb̂b = ηab =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


ab

(G.29)

W â
AA′ gâb̂(P )W b̂

BB′ = εABεA′B′ (G.30)

gdje su indeksi sa kapicom oznake da su izrazi zapisani u nekoj koordinatnoj bazi,
a gâb̂(P ) je metrika odredena na monogostrukosti M u koordinatnom zapisu kao
funkcija položaja P .
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[10] Brana, J. Opća teorija relativnosti- Einsteinova teorija gravitacije -prvi dio .
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