Hilbertova kocka

Buljevié, Kristina

Master's thesis / Diplomski rad

2017

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://Jum.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:932341

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-25

W £,
% £,
& S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% f’-‘; Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
% &
< N
O‘Pﬂ.” r‘{\t*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:932341
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:2460
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:2460
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:2460

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Kristina Buljevic

HILBERTOVA KOCKA

Diplomski rad

Voditelj rada:
prof.dr.sc.Zvonko lljazovic

Zagreb, rujan, 2017



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




"Uzdaj se u Gospoda svim srcem svojim, a na svoj razum ne oslanjaj se. Na svim
putevima svojim imaj ga na umu, i on ¢e upravljati staze tvoje.”
Ovaj diplomski rad posvecujem svojoj ljubavi Antoniu, mom najveéem osloncu i snazi,
covjeku koji me naucio da voljeti znaci Zivjeti.

Zahvaljujem prijateljicama koje imaju posebno mjesto u mome srcu: Snjezi, Dei, Marini,
Beli, Matei, Adriani, Antoniji i Gubi te su bile i ostale nepresusan izvor radosti, podrske i
razumijevanja.

Hvala i mojim curama Mii i Mateji za koje sam sigurna da su mi u Zivot poslane od
Gore koje su me Cinile boljom osobom i zbog kojih je studiranje u Zagrebu dobilo potpuni
smisao.

Veliko hvala dugujem svom mentoru Zvonku na neiscrpnom trudu, volji, hrabrenju,
zalaganju i pomo¢i oko izgradnje samog Diplomskog rada.



Sadrzaj

Uvod

(1 Topoloski prostoril

(1. Osnovipoymovi . . . . . . . .. .. ... .
(1.2 Svojstva topoloskih prostoral . . . . ... ... ... ... ........
3G D 17
(1.4 Ultrafilter 1 njegova svoystval . . . . . .. ... ... ... ... .....

2 Zornova lema 1 posljedice|

2.1 Parcijalnouredenskup| . . .. ... ... ... ... . ...
22 Zormovalemal . .. ... ... ... ... ...
[2.3  Postojanje ultrafiltera kao nadskupa] . . . . . .. ... ... ... .

3 Kartezijev produkt topoloskih prostoral

[3.1 Kartezijev produkt skupova. Baza. Otvoren skup. Predbaza] . . . . . . . .
(3.2 Produktna topologyal . . . .. ... ... oo
[3.3 Projekcyjeipredbazal . . . ... o oo
(3.4 Tihonovljevteorem| . . . . . . . .. ... ... ... ...
[3.5  Prviidrugi aksiom prebrojivostif . . . ... oo oo
[3.6 Topoloski ekvivalentne metrikef . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
(3.7 Hilbertova kocka 1 svojstva. Separabilnost.| . . . . . . ... ... ... ..
Bibliog

v

iv

N oo B~ NN



Uvod

U ovom diplomskom radu promatran je topoloski pojam Hilbertove kocke. Naime, da
bi dokazali njena osnovna svojstva (metrizabilnost, kompaktnost i separabilnost) bila je
potrebna cijela matematicka teorija o prostorima koji grade tu kocku.

Prvo poglavlje govori o osnovnim pojmovima: topologija, metrika, norma, skalarni
produkt, pokriva¢ topoloSkog prostora, svojstvo konacnog presjeka, otvoreni (zatvoreni)
skupovi, neprekidnost, zatvarac, filter i njegova svojstva te Hausdorffov prostor.

Drugo poglavlje opisuje svojstva binarne relacije na nekom skupu. Sve se odvija na
parcijalno uredenom skupu, promatramo familije dobro uredenih skupova, dokazuju se
leme 1 pomoéne propozicije u svrhu dokaza jednog od velikih teorema - Zornove leme.

Treée poglavlje poCima sa definicijom kartezijevog produkta familije skupova, opisuju
se svojstva otvorenih skupova, metrizabilnih prostora, uvodi se pojam baze topologije i 0s-
novnih uvijeta koje neka familija mora zadovoljavati da bude baza. Uvodi se pojam pred-
baze, povezujemo pojam neprekidnosti funkcije sa predbazom. Nakon toga se konstruira
familija podskupova kartezijevog produkta skupova koju ¢emo uzeti kao bazu produktne
topologije na Kartezijevom produktu skupova. Na taj nacin se uvodi produkt indeksirane
familije topoloskih prostora. Nadalje, u vezi sa istim produktom uvode se projekcije na
beta koordinate indeksirane familije skupova te se dokazuju neka svojstva te projekcije.
Nakon toga, dolazi do poveznice konvergencije filtera na produktu i konvergencije projek-
cije filtera na korespodentnim prostorima. Dolazimo do velikog Tihonovljevog teorema
koji govori da je produkt kompaktnih topoloskih prostora kompaktan topoloski prostor.
Bit Ce rijeci 1 o aksiomima prebrojivosti, prostorima koji ih zadovoljavaju te njihovim od-
nosima. U ovisnosti o indeksnom skupu izvest ¢emo zakljuc¢ak kada produktni topoloski
prostor ima neka svojstva,a kada ne. U slucaju kada je taj skup prebrojiv imat ¢emo vazZan
zakljucak da je produkt metrizabilnih topoloSkih prostora opet metrizabilan topoloSki pros-
tor. Za indeksni skup A uzima se skup prirodnih brojeva i definira Hilbertova kocka.

Na kraju, uvodimo pojam topoloske ekvivalentnosti metrika, gustog skupa u topoloskom
prostoru, separabilnosti topoloskog prostora te povlac¢imo konacne zakljucke o tome Sto
Hilbertova kocka zadovoljava.



Poglavlje 1

Topoloski prostori

1.1 Osnovni pojmovi

Definicija 1.1.1. Neka je X skup, X # O te neka je T familija podskupova od X takva da
vrijede sljedeca svojstva:

1. 0, XeT
2. Ako je (Uy)qea indeksirana familija elemanata iz T, onda je | ) yen Uy €T

3. AkosuU,V €T ondajeUNV eT.

Tada za T kaZemo da je TOPOLOGIJA na skupu X, a za uredeni par (X,7) kaZemo da je
topoloski prostor.

Napomena 1.1.1. Ako je (X,7") topoloski prostor onda se indukcijom lako dobiva da za
sveneNiU,U,,..,.U, e T vrijediUyNnU,N...NU, €T.

Primjer 1.1.1. Neka je X skup. Tada je P(X) topologija na X. Za P(X) kaZemo da je
DISKRETNA TOPOLOGIJA na X. Nadalje, {0, X} je takoder topologija na X. Za {0, X}
kaZemo da je INDISKRETNA TOPOLOGIJA na X.

Definicija 1.1.2. Neka je X neprazan skup te neka je d : X X X — R funkcija sa sljedec¢im
svojstvima:

1. dx,y)>0,Vx,ye X
2.dx,y) =0 x=y,¥x,ye X
3. dx,y) =d(y,x), ¥x,ye X



POGLAVLIJE 1. TOPOLOSKI PROSTORI 3

4. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y), Yx,y,z € X [nejednakost trokuta]

Tada ureden par (X, d) zovemo METRICKI PROSTOR. Za d kaZemo da je metrika na
skupu X.

Definicija 1.1.3. Neka je (V, +, -) vektorski prostor nad R. Za funkciju || -||: V - R,
x = ||x|| kazemo da je norma na (V, +, -) ako vrijedi sljedece:

1. ||x||=0,V¥xeV
2. x| =0 x=0,¥xeV
3. |Ax]| = |Al|x]|, VA e R, Vx eV
4. lx +yll < llxll + Iyl Yx,y € V
U tom slucaju kazemo da je (V,+,-,|| - ||) NORMIRAN PROSTOR.

Pretpostavimo da je (V, +, -, || - ||) normiran prostor.
Definirajmo funkcijud : VXV — Rsa:

dx,y) =llx=yl,Yx,y e V (1.1)

Tvrdimo da je d metrika na V. Prva tri svojstva iz definicije metrike lako slijede iz svojstava
norme. DokaZimo da vrijedi nejednakost trokuta:
Neka su x,y, z € V. Koristeci svojstvo 4. iz definicije norme dobivamo:
dix,y) =llx =yl =llx—z+z-yll <llx =2l + [l = yll = d(x,2) + d(z, y).
Dakle, d(x,y) < d(x,z) + d(z,y). Prema tome, d je metrika na V. Za d kazemo da je
METRIKA INDUCIRANA NORMOM || - ||.
Opcenito, ako je (-, -) skalarni produkt na realnom vektorskom prostoru (V, +, -) onda se za
funkciju || -||: V = R,

[x]| = V{x,x),Vx €V (1.2)
mozZe pokazati da je norma na (V, +, -) (Vidjeti u [3]]).
Kazemo da je || - || NORMA INDUCIRANA SKALARNIM PRODUKTOM ¢, -).

Primjer 1.1.2. Neka je n € N.
Neka je (-,-) : R" X R" = R, (x,y) — (x|y) funkcija definirana sa:

(1, X2, X3, oey XDV1, Y2, 000 Y0)) = X1Y1 + X220 + X3Y3 + oo + X V0 (1.3)

Tada je (-,-) skalarni produkt na R", pri cemu na R" gledamo standardnu strukturu
vektorskog prostora.
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Neka je || - || norma na R” inducirana ovim skalarnim produktom. Tada za || - || kaZemo
da je EUKLIDSKA NORMA na R".
Akoje x e R" , x = (x1, X2, X3, ..., X;,), onda je

Ioll = 2+ o2+t 2. (1.4)

Nadalje, neka je d metrika na R” inducirana normom ||x||.
Tada za x,y € R", x = (X1, X2, X3, o0y X)s Y = (V15 Y25 V35 ..., V) Vrijedi:

d(x,y) = llx =yl = Vx1 —y1)? + (62 = y2)* + . + (%0 = ) (1.5)

Za d kazemo da je EUKLIDSKA METRIKA na R".
Uocimo sljedece: Ako je (X,d) metricki prostori Y C X, Y # 0 onda je funkcija

dyxy : Y XY - R (1.6)

metrikana Y.
Nekajen € NtenekajeS CR", S # 0.
Neka je d euklidska metrika na R".Tada za d|s«s kaZemo da je euklidska metrika na S'.

Definicija 1.1.4. Neka je (X,7") topoloski prostor te U C X. KaZemo da je U OTVOREN
SKUP u (X, 7 ) ako je U € T.

Definicija 1.1.5. Neka je (X, T ) topoloski prostor te U podskup od T .Kazemo da je U
OTVOREN POKRIVAC topoloskog prostora (X,T) ako je VU = X.

Definicija 1.1.6. Za topoloski prostor kazemo da je KOMPAKTAN ako za svaki otvoren
pokrivac¢ U od (X, T ) postojen e Ni Uy, U,,...,U, € Utakvidaje X = U UU,U..UU,.

Definicija 1.1.7. Za nepraznu familiju skupova F kazemo da ima svojstvo KONACNOG
PRESJEKA ako za svakin € Nisve Fi,F»,..,F, € F vrijedi FiNF,N..NF, #0.

Definicija 1.1.8. Neka je (X,T") topoloski prostor te F C X. KaZemo da je F ZATVOREN
SKUP u (X, T ) ako je X \ F otvoren skup u (X, T ).

1.2 Svojstva topoloskih prostora

Kompaktnost i neprekidnost

Propozicija 1.2.1. Neka je (X,7) topolski prostor. Tada je (X,T ) kompaktan topoloski
prostor ako i samo ako za svaku familiju F zatvorenih skupova u (X,7) sa svojstvom
konacnog presjeka vrijedi (\per F # 0.
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Dokaz. =
Pretpostavimo da je (X, 7 ) kompaktan. Neka je ¥ familija zatvorenih skupova u (X,7") sa
svojstvom konacnog presjeka. Pretpostavimo da je (\per F' = 0. Tada je ((rer F)° = 0°,4.
Urer F€ = X. Stoga je

U={F|FeTF} (1.7)

otvoreni pokrivac od (X, 7).
Buduci da je (X, 7)) kompaktan, postoje F'y, F», ..., F, € F takvidaje X = F{UFSU...UF}.
Tada je X = (F{ U F5U ... U F)", 1.

O=FiNnF,N.NF, (1.8)

Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da F ima svojstvo konacnog presjeka.

=

Obratno, pretpostavimo da za svaku familiju # zatvorenih skupova u (X,7") sa svojstvom
konacnog presjeka vrijedi (per F # 0. DokaZimo da je (X, 7)) kompaktan. Neka je U
otvoren pokrivac od (X, 7). Pretpostavimo da ne postoje n € Ni Uy, U,, ..., U, € U takvi
daX=U,UU,U...UU,. Tada za svakin € Nisve Uy, U,, ..., U, € U vrijedi

X+U vuU,U..UU,.
Stoga je X # (U; U U, U ... U U,) .
0+UNU;N..NUE.

Iz ovoga zaklju€ujemo da je ¥ = {U° | U € U} familija zatvorenih skupova u (X, 7°) sa
svojstvom konacnog presjeka.
Prema pretpostavci, tada je: (yeqy U¢ # 0, ).

Ju=x

Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je U otvoren pokriva¢ od (X, 7). Dakle, postoji
neNiU,U,,..,U,takvida je

v,vt,u..ulU, =X
Prema tome, (X, 7") je kompaktan. O

Definicija 1.2.1. Neka je (X, T ) topoloski prostor, xo € X te U € T takav da je xo € U.
Tada za U kaZemo da je OTVORENA OKOLINA TOCKE xou (X, 7).

Definicija 1.2.2. Neka je (X,7 ) topoloski prostor, xo € X te N C X. KaZemo da je N
OKOLINA TOCKE xo u (X,T") ako postoji U € T takav da je xo € U C N.
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Uoc¢imo da je U otvorena okolina od xy u (X, 7°) ako i samo ako je U otvoren skup i
okolina od xy u (X, 7).

Definicija 1.2.3. Neka su (X, T) i (Y, S) topoloski prostori, f : X — Y funkcija te xy € X.
KaZemo da je funkcija f NEPREKIDNA u xq s obzirom na topologije 7 i S ako za svaku

otvorenu okolinu V od f(xg) u (Y,S) postoji otvorena okolina U od xy u (X, T ) takva da je
f)cVv.

Napomena 1.2.1. Neka su (X, 7 )i (Y, S) topoloski prostori, xo € X te f : X — Y funkcija.
Tada je f neprekidna u x ako i samo ako za svaku okolinu M od f(x,) postoji okolina N
od xy takva da je f(N) C M.

Naime, ako je f neprekidna u xo i M okolina od f(x() onda postoji otvorena okolina V od
f(xo) takva da je V C M pa postoji otvorena okolina U od x, takva da je f(U) C V. Dakle,
f(U) C M iU je okolina od xy.

Obratno, ako za svaku okolinu M od f(xy) postoji okolina N od x, takva da je f(N) C M,
onda za svaku otvorenu okolinu V od f(xy) postoji okolina N od x, takva da je f(N) C V
pa ako je U otvorena okolina od x, takva da je U C N onda imamo f(U) C V.

Definicija 1.2.4. Neka su (X, T) i (Y, S) topoloski prostorite f : X — Y funkcija. KaZemo
da je funkcija f neprekidna s obzirom na topologije T i S ako za svaki V € S vrijedi
W eT.

Propozicija 1.2.2. Neka su (X, T) i (Y, S) topoloski prostori te f : X — Y funkcija. Tada
je f neprekidna ako i samo ako je f neprekidna u x, za svaki x € X.

Dokaz. =

Pretpostavimo da je f neprekidna.

Neka je x; € X te neka je V otvorena okolina od f(xp). Definirajmo U := f~'(V). I1zV € S
slijedi U € 7°. Nadalje, iz f(xy) € V slijedi xo € f~'(V), tj. xo € U. Dakle, U je otvorena
okolina od xy. Iz definicije skupa U ocito je da je f(U) C V. Prema tome, f je neprekidna
u Xop.

=

Pretpostavimo da je f neprekidna u x za svaki x € X.

Neka je V € S. Uzmimo x € f~'(V). Tada je f(x) € V pa je V otvorena okolina od f(x).
Buduc¢i da je f neprekidna u x, postoji otvorena okolina U, od x takva da je f(U,) €V, a
to povlaci da je U, C f~1(V). Slijedi,

=) u

xef~1(V)

pa zakljucujemo da je f~'(V) € 7. Dakle, f je neprekidna. O
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Zatvoreni skupovi i zatvarac
Propozicija 1.2.3. Neka je (X, T") topoloski prostor.
(1.) 0,X su zatvoreni skupovi u (X, 7")

(2.) Ako je (Fy)aea indeksirana familija zatvorenih skupova u (X,7) onda je (\yea Fa
zatvoren skup u (X, 7).

(3.) Ako su Fy, F», ..., F, zatvoreni skupovi u (X,7") onda je F1 U F, U ... U F, zatvoren
skup u (X, 7).

Dokaz. Tvrdnja (1.) je ocita.

Ako je (Fg)aea indeksirana familija podskupova od X onda je ((yea Fo)© = Ugen F-

Iz ovoga lako slijedi tvrdnja (2.).

Nadalje, ako su F'y, F5,... C X tadaje (F{ UF,U..UF,) = F{NF;N..NF,. Izovoga
slijedi tvrdnja (3.). O

Definicija 1.2.5. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je A C X. Definiramo

CQa= () F
Fzatvorenu (X,7)
ACF
Za Cl A kazemo da je ZATVARAC skupa A u (X, T").

Napomena 1.2.2. Uocimo da je Cl1 A zatvoren skup te da je A C Cl1 A.
Nadalje, ako je F zatvoren skup takav da je A C F, onda je C1A C F.
Takoder, vrijedi da je A zatvoren ako i samo ako je A = Cl A.

Propozicija 1.2.4. Neka je (X,T") topoloski prostor, A C X te x € X. Tada je x € Cl A ako
i samo ako svaka otvorena okolina od x sijece A.

Dokaz. Uzmimo x € Cl A. Neka je O otvorena okolina od x.
Pretpostavimo daje O N A = 0.
Tada je A € O° pa je C1A C O° (jer je O° zatvoren skup).
Slijedi,
CIANO =0,
no, ovo je nemoguce jer je x € ClA1x € O. Prema tome, ONA # 0.
Obratno, uzmimo da svaka otvorena okolina od x sijece A. Pretpostavimo da x ¢ Cl A.
Iz ovoga i definicije od A slijedi da postoji zatvoren skup F takavdaje A C Fix ¢ F.
Tadajexe FCiF°NA=0.
Dakle, F¢ je otvorena okolina tocke x koja ne sijeCe A. Kontradikcija. Prema tome, x €
ClA. m|
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1.3 Filteri

Definicija, baza i slika filtera

Definicija 1.3.1. Neka je X skup te neka je ¥ neprazna familija nepraznih podskupova od
X takva da vrijedi sljedece.

(1.) Ako su F,G € F, onda je FNG € F.
(2.) Akoje F e F iG C X takavdaje F C G, ondaje G € F.
Tada za F kaZemo da je FILTER na skupu X.

Primjer 1.3.1. Neka je X skup te neka je xo € X. Neka je ¥ = {F C X | xo € F}. Tada je
F ocito filter na X.

Primjer 1.3.2. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je xy € X. Neka je F familija svih
okolina od xo u (X, 7). Tada je F filter na X.

Definicija 1.3.2. Neka je F filter na skupu X te neka je B C F. Pretpostavimo da za svaki
F € F postoji B € B takav da je B C F.Tada za B kaZemo da je BAZA filtera F .

Primjer 1.3.3. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je xy € X. Neka je F familija svih
okolina od xo u (X, T") te neka je B familija svih otvorenih okolina od xo u (X, 7). Tada je
B baza filtera F.

Propozicija 1.3.1. Neka je X skup te neka je B neprazna familija nepraznih podskupova
od X. Pretpostavimo da za sve B, B, € B postoji B; € B takav da je B; C By N B,. Tada
postoji jedinstveni filter ¥ na X takav da je B baza filtera F .

Dokaz. Nekaje ¥ = {F C X | postoji B € B takav da je B C F}.
Ocito je
BCF,
dakle ¥ # 0. Tvrdimo da je ¥ filter na X kojem je B baza. Neka su F,G € ¥. Tada
postoje By, B, € Btakvidaje By C F, B, C G paje B, N B, C F NG. Prema pretpostavci
postoji B; € Btakav daje B; C B; N B,. Slijedi B; C FNG. Dakle, FNG € F.
Akoje F € FiG C X takav da je F C G onda je ocito G € F.
Prema tome, ¥ je filter na X.
1z definicije od ¥ je jasno da je B baza filtera .
Pretpostavimo da su 7, 7 filteri na X kojima je B baza. Neka je F; € F,
Tada postoji B € B takav da je B C F;. Znamo da je B C ¥, pa je B € F, te iz Cinjenice da
je > filter slijedi F € .
Time smo dokazali F; C %>, a analogno dobivamo ¥, C ¥, prema tome: ¥ = F,. O
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Primjer 1.3.4. Neka su X i Y skupovi, f : X — Y funkcija te F filter na X. Tada familija
G ={f(F)| F € F} ne mora biti filter na Y.

Naime, ako f nije surjekcija, onda ocito Y ¢ G pa G nije filter na Y (u suprotnom bi iz
svojstva (2.) iz definicije filtera slijedilo Y € G).

No, za familiju G uvijek vrijedi uvjet (1.) iz definicije filtera (neovisno o tome je li f
surjekcija). DokaZimo to.

Neka su G,,G, € G. Tada je G| = f(F)), G, = f(F,) gdje su F\,F, € F.

Neka je F3 = {x € F | f(x) € f(F2)}.

Vrijedi: Fy N F, C F3 pa zbog F\ N Fy € ¥ imamo F3 € . Tvrdimo da je

f(F3) = f(F) 0 f(F). (1.9)

Ocito je f(F3) € f(F1) N f(F).

S druge strane , neka je y € f(F1) N f(F>).

Tadajey € f(Fy) pajey = f(x)za neki x € Fy, no zbog y € f(F,) imamo f(x) € f(F>) pa
je x € F5 pa vrijedi (1.9).

Zakljucujemo da je Gy N G, € G.

Pretpostavimo sada da je f surjekcija.

Tvrdimo da tada za G vrijedi uvijet (2.) iz definicije filtera.

Pretpostavimo da je F € F te da je G C Y takav da je f(F) C G. Definirajmo

F = YG).

Ako je x € F onda je f(x) € f(F) paje f(x) € G sto povlaci x € f~(G), tj. x € F". Prema
tome, F C F.

Iz ovoga slijedi da je F' € F.

Iz &injenice da je f surjekcija slijedi da je f(f~(G)) = G, tj. f(F') = G. Prema tome,
Geg

Na temelju svega navedenog, imamo sljedeci zakljucak:

G je filter ako i samo ako je f surjekcija.

Definicija 1.3.3. Neka su X i Y skupovi,  : X — Y funkcija te F filter na X.
Ocito je {f(F) | F € F} neprazna familija nepraznih podskupova od Y, a za sve F1, F, €
vrijedi

JIFI1NFy) Cf(F)N f(F2), FiNF, €F.

Stoga, prema Propoziciji postoji jedinstveni filter na Y kojem je {f(F) | F € ¥} baza.
Taj filter oznacavamo sa f(F).
Uocimo da je prema Primjeru fF) ={f(F)| F € F}kada je f surjekcija.
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Konvergencija filtera i neprekidnost funkcije

Definicija 1.3.4. Neka je (X,T") topoloski prostor, xo € X te ¥ filter na X. KaZemo da
filter ¥ KONVERGIRA prema xy u (X, 7T") i piSemo ¥ — x ako za svaku okolinu N od x
u (X, 7) vrijedi N € ¥. KaZemo da je xo LIMES filtera F.

Propozicija 1.3.2. Neka su (X, 7)) i (Y, S) topoloski prostori, xo € X i f : X — Y funkcija.
Tada je f neprekidna u xy ako i samo ako za svaki filter ¥ na X takav da

T%XQ

vrijedi
FF) = fx).

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna u xy.

Neka je F filter na X takav da ¥ — xy. Dokazimo da f(¥) — f(x).

Neka je V okolina od f(x(). Budu¢i da je f neprekidna u xj postoji okolina U od x, tako
daje f(U)CV.1zF — xpslijedi U € F.

Imamo da je

f(F) | FeF}

baza od f(F)i f(U) e {f(F)| F € ¥}. Stogaje f(U) € f(¥). Buduéidaje f(U) C Vte
daje f(F) filter, vrijedi da je V € f(F).
Dakle,

S(F) = f(xo).

Obratno, pretpostavimo da za svaki filter ¥ na X takav daje ¥ — x vrijedi f(F) — f(xo).
Dokazimo da je f neprekidna u xy. Neka je V okolina od f(x).

Definirajmo F = {U | U okolina od x}.

Tada je F filter na X takav da vrijedi ¥ — xo.

Prema pretpostavci, tada vrijedi f() — f(xo). Iz ovoga slijedi daje V € f(F).
Buduéidaje {f(F)| F € ¥} bazaod f(F) postoji U € ¥ takav daje f(U) C V.

Dakle, U je okolina tocke xo i f(U) C V.

Time smo dokazali da je f neprekidna u xy.

Kompaktonst i gomiliste filtera

Definicija 1.3.5. Neka je (X,7) topoloski prostor, ¥ filter na X te xo € X. KaZemo da je
xo gomiliste filtera F u topoloskom prostoru (X,T") ako za svaki F € F vrijedi xy € CL F.
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Napomena 1.3.1. Neka je (X,7T ) topoloski prostor, F filter na X te xy € X. Pretpostavimo
F — xo. Tada je xy gomiliste filtera . Naime, neka je F € F. Neka je U otvorena
okolina od xy. Tada je U € F pa slijedi U N F € F. Stoga je UN F # (. Iz Propozicije

[1.2.4]slijedi xy € CIF.

Teorem 1.3.2. Neka je (X,T) topoloski prostor. Tada je (X,T ) kompaktan ako i samo ako
svaki filter na X ima gomiliste u (X, 7).

Dokaz. Pretpostavimo da je (X,7 ) kompaktan. Neka je ¥ filter na X.
Nekajen e Nte Fi, F,,....F, € F.
Iz definicije filtera slijedi da je

FFNF,Nn..NF,eF
paje FiNFyN...NF, # 0 stoga je
CIFINCIF,n..NCLF, #0.

Ovim smo pokazali da je
{CIF | FeT}

familija zatvorenih skupova sa svojstvom kona¢nog presjeka. 1z Propozicije [I.2.1] slijedi

da je
(cLF #o.
FF

Dakle, postoji xy € X takav da je xo € Cl F za svaki F € F.
Prema tome, ¥ ima gomliliste u (X, 7).
Obratno, pretpostavimo da svaki filter na X ima gomiliSte u (X,7).
Dokazimo da je (X,7") kompaktan.
Neka je ¥ familija zatvorenih skupova sa svojstvom konacnog presjeka.
Neka je

B={FFNF,N.NF,|F\,F,,...F, €%}

Uoc¢imo da je F C B.

Ocito je B neprazna familija nepraznih podskupova od X.

Nadalje za sve By, B, € B vrijedi B; N B, € B. Stoga, prema Propoziciji [I.3.1| postoji filter
G na X kojem je B baza.

[ZzBCGiF CBslijedidajeF CG.

Prema pretpostavci, postoji xy € X takav da je xo gomiliSte od G. Stoga, za svaki G € G
vrijedi da je xo € CI G.

Posebno, za svaki ' € ¥ vrijedi da je xo € Cl F. Bududi da je ¥ familija zatvorenih
skupova, za svaki F' € ¥ vrijedidaje F = CI F.
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Dakle, xo € F, za svaki F € F.
Prema tome, (\p. F' # 0. 1z Propozicije slijedi da je topoloski prostor (X,7”) kom-
paktan. O

Propozicija 1.3.3. Neka je (X,7) topoloski prostor, xy € X te neka su F i G filteri na X
takvida je G C F te da F — xo. Tada je xo gomiliste od G.

Dokaz. 1z napomene slijedi da je xo gomiliSte filtera ¥ paiz G C ¥ odmah slijedi da
je xo gomiliste od G. O

1.4 Ultrafilter i njegova svojstva

Definicija 1.4.1. Neka je S skup te neka je F filter na X.
KaZemo da je ¥ ULTRAFILTER na X ako ne postoji filter G na X takav da je ¥ C G i
F +G

Primjer 1.4.1. Neka je X skup te neka su a,b € X takvi da je a # b.

Definiramo
F={FCX|a,beF}

G={FCX|ackF}

Ocito su F i G filteri na X takvi da je ¥ C G. Vrijedi F # G jer je {a} € G, a {a} ¢ T.
Stoga F nije ultrafilter. S druge strane, tvrdimo da je G ultrafilter na X.

Pretpostavimo da je H filter na X takav da je G C ‘H.

Uzmimo H € H. Imamo {a} € G pa je {a} € H,a to povlaci da je {a} N H € H.

Dakle, {a} N H # 0 pa je {a} C H. Stoga je H € G.

Prema tome, H C G pa je G = H. Dakle, G je ultrafilter na X.

Propozicija 1.4.1. Neka je X skup te neka je F filter na X. Tada je F ultrafilter na X ako
i samo ako za svaki A C X takav da je F N A # (0 za svaki F € F, vrijedi A € F.

Dokaz. Pretpostavimo da je ¥ ultrafilter na X.
Nekaje A C X takavdaje F NA # 0 za svaki F € ¥. Neka je

B={FNA|Fe¥F}

Ocito je B neprazna familija nepraznih podskupova od X.

Nadalje, za sve By, B, € 8B vrijedi B; N B, € 8. Prema Propoziciji|l.3.1|slijedi da postoji
filter G na X kojem je B baza.

Tvrdimo daje # € G. Uzmimo F € . Tadaje FN A € 8 pazbog B C G, imamo
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FNAegG.

No, FNA C F pa iz Cinjenice da je G filter, slijedi F € G. Dakle, ¥ C G. Nadalje,
odaberimo FF € ¥. Imamo FNAe€e GiFNACApajeAcgG.

Iz ¥ C G i Cinjenice da je ¥ ultrafilter slijedi ¥ = G. Stogaje A € .

Obratno, pretpostavimo da za svaki A C X takav daje F N A # 0, za svaki F' € F, vrijedi
A € F. Zelimo dokazati da je ¥ ultrafilter. Neka je G filter na X takav da je ¥ C G. Neka
jeAeG. Nekaje F € ¥. Tadaje F € Gpaslijedi FNA € G. Dakle, F N A # 0, za svaki
F € . Prema pretpostavci vrijedi A € F. Time smo dokazalidaje G C F,t. F = G.
Prema tome, ¥ je ultrafilter. O

Primjer 1.4.2. Ako je (X,T") topoloski prostor te F filter na X, onda svaki limes od F u
(X, T") mora biti i gomiliste od ¥ u (X, T") (Napomend].3.1).
Obratno, medutim, ne mora vrijediti.
Naime, neka je X skup koji ima barem 2 elementa. Odaberimo a,b € X,a # b.
Neka je
F ={FCX|a,beF}

Tada je F filter na X. Za svaki F € F ocito vrijedi a € F. Stoga je a gomiliste filtera ¥ u
topoloskom prostoru (X, T") za svaku topologiju T na X.

Uzmimo sada T = P(X). Tada je {a} okolina od a u (X,7), noa ¢ F.

Prema tome, a nije limes od F u topoloskom prostoru (X, 7).

Propozicija 1.4.2. Neka je (X,7T") topoloski prostor, neka je F filter na X te neka je xy
gomiliste od F u (X, 7). Pretpostavimo da je F ultrafilter. Tada F — xo u (X, 7).

Dokaz. Neka je N okolina od xo u (X, 7). Zelimo pokazati da je N € . U tu svrhu je
prema Propoziciji dovoljno dokazati da N sijee svaki ¢lan od F.

Neka je F € . Imamo x, € Cl F pa iz[l.2.4]slijedi da je NN F # 0. Dakle, N € ¥. Prema
tome, F — xp. ]

Definicija 1.4.2. Za topoloski prostor (X, T) kaZemo da je Hausdorffov ako za sve x,y €
X, x # y postoje U,V € T takvidajexec U, yeViUNV =0.

Primjer 1.4.3. Limes filtera u topoloskom prostoru ne mora biti jedinstven.

Naime, ako je X neprazan skup onda svaki filter na X konvergira svakoj tocki iz X u to-
poloskom prostoru (X, {X, 0}).

S druge strane, neka je (X, T") Hausdorffov topoloski prostor, neka je F filter na X te neka
sua,b € Xtakvida ¥ — aiF — b. Tada je a = b. Naime, u suprotnom bi postojali
otvoreni disjunktni skupovi U i V takvida jea € U, b e V.

IzF — aslijedi U € F,aizF — bslijedi V € F, stogaje UNV € F, sto je nemoguce.
Prema tome, limes filtera u Hausdorffovom prostoru, ako postoji, je jedinstven.
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Propozicija 1.4.3. Neka su X, Y skupovi, neka je F ultrafilter na X te nekaje f : X - Y
funkcija. Tada je f(F) ultrafilter na Y.

Dokaz. Pretpostavimo da je B C Y takav daje BN G # 0, za svaki G € f(F).

Posebno je tada BN f(F) # 0, za svaki F € F.

Neka je F € ¥. Iz BN f(F) # 0 slijedi da postoji x € F takav da je f(x) € B. Slijedi,
x € fY(B),tj. x € fY(B)NF. Prematome, f~(B)NF # 0, zasvaki F € F. Iz Propozicije
slijedi f~Y(B) € ¥.

Stoga je f(f'(B)) € f(F). Ocito je f(f~'(B)) C B pa iz definicije filtera slijedi da je
B € f(F). 1z Propozicije[1.4.1]slijedi da je f(F) ultrafilter. i



Poglavlje 2

Parcijalno ureden skup.Zornova lema.

2.1 Parcijalno ureden skup

Minimum i dobro ureden skup

Definicija 2.1.1. Neka je S skup te r C S XS. Tada za r kazemo da je BINARNA RELACIJA
na S. U tom slucaju, za x,y € S umjesto (x,y) € r piSemo i xry.

Definicija 2.1.2. Za binarnu relaciju r na skupu S kazemo da je REFLEKSIVNA ako za
svaki x € S vrijedi xrx.

Za binarnu relaciju r na skupu S kazemo da je ANTISIMETRICNA ako za sve x,y € S
takve da je xry i yrx vrijedi x = y.

Za binarnu relaciju r na skupu S kazemo da je TRANZITIVNA ako za sve x,y,z € S takve
da je xry i yrz vrijedi xrz.

Definicija 2.1.3. Za binarnu relaciju < na S kaZemo da je PARCIJALNI UREDAJ na S ako
je < refleksivna, antisimetricna i tranzitivna. U tom slucaju, za uredni par (S, <) kaZemo
da je PARCIJALNO UREDEN SKUP.

Za parcijalni uredaj < na skupu S takav da za sve x,y € S vrijedi x < y ili y < x kaZemo
da je TOTALNI UREDPAJ. U tom slucaju za ureden par (S, <) kaZemo da je TOTALNO
UREDEN SKUP.

Definicija 2.1.4. Neka je (S, <) parcijalno ureden skup, neka je A C S te neka je ay € A.
Kazemo da je ag MINIMUM skupa A u (S, <) ako za svaki a € A vijedi ay < a.

Definicija 2.1.5. Neka je (S, <) parcijalno ureden skup te neka je X C S.
Za X kazZemo da je DOBRO UREDEN SKUP u (S, <) ako svaki neprazan podskup od X
ima minimum u (S, <).

15
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Uocimo sljedece:
Ako je X dobro ureden skup u (§,<) te akosu x,y € X,ondaje x < yiliy < x.
Naime, {x, y} je neprazan podskup od X te stoga ima minimum pa je x < yiliy < x.

Definicija 2.1.6. Neka je (S, <) parcijalno uredem skup te neka su X,Y C S.
Pisemo Y < X ako je Y C X te ako za svakiy € Y te za svaki x € X takav da je

x <yvrijedix €Y. (2.1)

Napomena 2.1.1. Ako je < parcijalni uredaj na skupu S, onda za x,y € § sa x <y
oznacavamo cinjenicu da je x <y i x + .

Lema 2.1.1. Neka je (S, <) parcijalno ureden skup te ¥ familija dobro uredenih skupova
u (S, <) takva da za sve X,Y € ¥ vrijedi X < Y ili Y < X. Neka je F = Uxer X. Tada je F
dobro ureden skup u (S, <) te za svaki X € ¥ vrijedi X < F.

Dokaz. Nekaje X € ¥. OcCitoje X C F. Nekasux € Xi f € F takvida je f < x. Bududi
daje f € FpostojiY € ¥ takavdaje f€ Y. Vrijedi X < Yili Y < X.

AkojeY < X,ondajeY C Xpaje f € X.

Akoje X < Yondaimamox € X, f € Yi f < xpaiz (2.1) slijedi f € X.

U oba slucaja je f € X pa zakljuCujemo X < F.(iz (2.1))

Neka je A neprazan podskup od F. Odaberimo a; € A. Imamo a; € F pa postoji X € F
takav da je a; € X.

Nekaje A" = {x € XNA | x < a;}. O&ito je A" neprazan podskup od X (a; € A") pa
iz Cinjenice da je X dobro ureden u (S, <) slijedi da skup A" ima minimum a, u (S, <).
Tvrdimo da je ay minimum skupa A.

Neka je a € A. Tada postoji Y € ¥ takavdajea €Y.

Imamoa; € X,ae Yte X <YiliY < X. Akoje X < Y onda je X C Y pa imamo
aj,a € YaakojeY < Xondajeay,a € X. Dakle, a; i a su elementi dobro uredenog skupa
paslijedia; <ailia <a.

Prvi slucaj: a; < a. Znamo da je ap < a; paje ap < a.

Drugi slucaj:a < a. Znamodaje X < F,a € Fia, € X paslijedia € X.

Prematome,a € XNAia<a; pajeac A’ Stoga je ocito ay < a. Zakljudujemo da je aq
minimum skupa A.

Prema tome, F je dobro ureden skup. |

Lema 2.1.2. Neka je (S, <) parcijalno ureden skup. Neka je X dobro ureden skup u (S, <)
tenekajeY C S takavdajeY <XiY # X.
Tada postoji x € X takavdajeY ={ye X |y < x}.
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Dokaz. 1zY CX1Y # Xslijedidaje X\ Y # 0.
Buduci da je X dobro ureden postoji minimum x od X \ Y.
Tvrdimo da je
Y={yeX]|y<ux}L (2.2)

Neka je y € Y. Ocito je y € X. Budu¢i da je X dobro ureden, vrijedi x < yili y < x. Ako je
x <yondaiz Y < X slijedi da je x € Y, Sto je nemoguce jer je x € X \ Y. Stogajey < x.
No,y#x(erjeye Y, xe X\Y)pajey <x. Prematome, Y C{ye X |y <x}.

Obratno, neka je y € X takav day < x. Pretpostavimoday ¢ Y. Tadajey € X \ Y pa slijedi
x < y. Ovo je u kontradikciji say < x (y < x povlaci y < x pa antisimetri¢nost relacije <
daje x = y, $to je nemoguce zbog x < y).

Dakle, y € Y pa smo dokazali {y € X | y < x} C Y. Prema tome, vrijedi (2.2). |

Gornja meda,odozgo omeden skup, maksimalan element

Definicija 2.1.7. Neka je (S, <) parcijalno ureden skup, neka je A C S te xy € S.
KaZemo da je xo GORNJA MEPA od A u (S, <) ako je x < xy za svaki x € A.

Definicija 2.1.8. Neka je (S, <) parcijalno ureden skup te neka je A C S. KaZemo da je A
ODOZGO OMEDEN skup u (S, <) ako postoji xy € S takav da je xy gornja meda od A u
(8, <.

Definicija 2.1.9. Neka je (S, <) parcijalno ureden skup te m € S.
Kazemo da je m MAKSIMALAN ELEMENT u (S, <) ako ne postoji x € S takav da je
m < Xx.

2.2 Zornova lema

Teorem 2.2.1. (ZORNOVA LEMA) Neka je (S, <) parcijalno ureden skup. Pretposta-
vimo da je svaki dobro ureden skup u (S, <) odozgo omeden. Tada (S, <) ima maksimalan
element.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da ne postoji maksimalan element u (S, <).

Neka je C dobro ureden skup u (S, <). Tada, prema pretpostavci teorema, postoji xo € S
takav da je x, gornja meda od C.

Buduc¢i da (S, <) nema maksimalnog elementa, postoji x; € S takav da je xy < xj.
Opcenito, ako sua,b,c € § takvidajea < b < conda je a < ¢. Naime, sigurnojea < ¢, a
kada bi vrijedilo a = ¢ onda bismo imali ¢ < b < ¢ §to je nemoguce zbog b < c.

Sada, ako je x € C onda imamo x < xp < xj paje x < x;. Stoga je x; gornja meda od C,a
ovo ujedno znaci da x; ¢ C.

Dakle, svaki dobro ureden skup C u (S, <) ima gornju medu koja nije u C.
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Neka je D familija svih dobro uredenih skupova u (S, <). Za svaki C € D odaberimo
g(C) € § takav da je g(C) gornja meda od C 1 g(C) ¢ S. Na taj nacin dobivamo funkciju
g: D — S.Uotimo: akojeC € Dtecye Condaje{xe C|x<cy}eD.

Naime, ocito je svaki podskup dobro uredenog skupa, dobro ureden skup.

Za C € D Cemo reci da je g-skup ako za svaki ¢y € C vrijedi

g{x e C|x<co}) = cop.

Neka su C 1 D g-skupovi.
Tvrdimo da je
C<DiliD<C. (2.3)

Neka je W unija svih B € X takvihdaje B< CiB < D.

Tvrdimo W < C. Ocito je W C C. Pretpostavimo dasuw € Wic € C takvidaje c < w.
Slijedi da postoji B € X takavdaje B< C,B<Diwe€ B. Iz B < Cslijedi ¢c € B paje
c € W. Time smo dokazali W < C, a analogno dobivamo W < D.

Ako je W = Ciili W = D onda vrijedi (2.3).

Pretpostavimo daje W # Ci W # D.

IzW < C,W # CiLeme[2.1.2]slijedi da postoji ¢, € C takav da je

W={xeC|x<cy}l (2.4)
Isto tako, iz W < D, W # D i Leme [2.1.2]slijedi da postoji dy € D takav da je
W={xeD|x<dy}. (2.5)

Iz Cinjenice da su C 1 D g-skupovi slijedi da je g(W) = ¢y 1 g(W) = d,.
Prema tome, ¢y = d.
Definirajmo:

W =W U {co}h

Iz (2.4) slijedi daje W = {x € C | x < cp}.

Iz ovoga je jasno daje W < C.

Analogno zakljuéujemo da je W < D.

Iz definicije skupa W slijedi daje W C W.

Posebno, ¢y € W (jer je co € W' ), no to je u kontradikciji sa .

Time smo dokazali da vrijedi (2.3)).

Neka je F unija svih g-skupova.

Prema dokazanom i Lemi[2.1.1]F je dobro ureden skup te za svaki g-skup C vrijedi C < F.
Tvrdimo da je F U {g(F)} g-skup. Neka je ¢y € F U {g(F)}. Ako je ¢y = g(F), onda je
g(x € FU{g(P)} | x < co)) = g(F).

Akojecpe Fondaje{xe FU{g(F)}|x<co}={xeF|x<co}
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1z ¢y € F slijedi da postoji g-skup C takav da je ¢y € C. 1z C < F lako zakljuCujemo da je:
(xe F|lx<cy}={xeC|x<cp}. Stogaje

glx e FU{g(F)} | x <co}) = g{x € C| x < co}) = co.

Prema tome, F' U {g(F)} je g-skup.

Iz definicije od F slijedi da je FF'U g(F) € F pa je g(F) € F, Sto je u kontradikciji s
¢injenicom da g(C) ¢ C, za svaki C € D.

Zakljucak: Postoji maksimalan element u (S, <). (Dokaz po uzoru na: [2]) O

2.3 Postojanje ultrafiltera kao nadskupa

Propozicija 2.3.1. Neka je X skup te neka je F filter na X. Tada postoji ultrafilter G na X
takav da je F C G.

Dokaz. Neka je G familija svih filtera G na X takvihdaje ¥ C G.

Na G definiramo binarnu relaciju < na sljedeéi nacin: G| < G, ako je G| C G».

Tada je < parcijalni uredaj na G, dakle, (G, <) je parcijalno ureden skup. Dokazimo da
(G, <) ima maksimalni element.

Neka je D dobro ureden skup u (G, <).

Ako je D = () onda je svaki elemeant od G (npr. ¥) gornja meda od D.

Pretpostavimo da je D # 0.

Definirajmo D = (Jgep G. Tvrdimo da je O filter na X. Buduci da je D # 0 postoji G € D.
Slijedi G € G paje G filter na X takavdaje ¥ C G.

Iz G C Dslijedi F € D.

Stoga je D naprazna familija skupova. Ocito je D familija podskupova od X.

Kada bi vrijedilo 0 € D onda bi postojao G € D takav da je 0 € G, $to je nemoguce jer je
G filter.

Neka su Fy, F, € D. Tada postoje G1,G, € Dtakvidaje Fy € G1i F, € G,.

Bududi da je D dobro ureden skup u (G,<) vrijedi G; < G, 1li G» < G1. tj. G1 € Gy 1li
G2 C G

Ako je G € G, onda imamo F,F, € G, paje F1 N F, € G, (jer je G, filter na X) Sto
povlaci Fi N F, € D.

Do istog zakljucka dolazimo ako je G, C G;.

Pretpostavimo da je F' € D te da je H C X takav da je F C H. Slijedi da je F € G za neki
G € D.Budu¢i da je G filter, slijedi H € G. Stoga je H € D.

Zakljucak: D je filterna X i ¥ € D. Prema tome, D € G.

1z definicije od D slijedi daje G C D za svaki G € D.

Dakle, G < D zasvaki G € D pa je D gornja meda od D u (G, <).

Prema tome, svaki dobro ureden skup u (G, <) je odozgo omeden. Iz Teorema [2.2.1] slijedi
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da postoji maksimalan element G u (G, <).

Ocito je G filter na X takav da je ¥ € G. Tvrdimo da je G ultrafilter na X. Pretpostavimo
suprotno.

Tada postoji filter G na X takavdaje GC G iG# G. SlijediG €eGiG <G . Tojeu
kontradikciji sa ¢injenicom da je G maksimalan element u (G, <).

Prema tome, G je ultrafilter na X. O



Poglavlje 3

Kartezijev produkt topoloskih prostora

3.1 Kartezijev produkt skupova. Baza. Otvoren skup.
Predbaza

Definicija 3.1.1. Neka je (X,)oea indeksirana familija skupova.
Definiramo
[ [X=1f: 4> UsaaXa | f(@) € X, Va € A},

a€A
Za [ ] 4ea Xo kaZemo da je KARTEZIJEV PRODUKT indeksirane familije skupova (X, )aea-
Dakle, ako je x € [],e4 Xo 0nda je x : A — UyeaX, funkcija takva da je x(a) € X,,Va € A.
Za a € A umjesto x(a) pisemo Xx,.
Funkciju x oznacavamo (x,) ili (x4)aea-

Primjer 3.1.1. Neka su S i T skupovi. Neka je (X,) indeksirana familija skupova defini-
rana sa X, = S i X, = T.Tada je:

]—[ X,={f:{1,2} > SUT| f()eS, fQ2) T}

ae(1,2)
Promotrimo funkciju
b:SxT— [] X
€12}
definirane tako da je za (x,y) € S X T b(x,y) funkcija f : {1,2} - S UT,f(l) = xi

f@2) =y
Lako se provjeri da je b bijekcija.

Definicija 3.1.2. Neka je T topologija na skupu X te neka je B C T .
KaZemo da je B BAZA TOPOLOGIJE T ako za svaki U € T i svaki x € U postoji B € 8
takav da je x € B C U.

21
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Definicija 3.1.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su xo € X i r > 0.
Definiramo
Ki(xp,r) ={x € X | d(x,x) <r}.

Za K (xg, r) kazemo da je OTVORENA KUGLA u (X, d) oko xy radijusa r.

Umjesto K (xy, r) krace pisemo K(xy, r).

Definicija 3.1.4. Neka je (X, d) metricki prostor te U C X.
Kazemo da je U OTVOREN SKUP u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € U postoji
r > 0 takav da je K(xo,r) C U.

Sljedeca propozicija se lako dokazuje:

Propozicija 3.1.1. Neka je (X, d) metricki prostor.
(1.) 0, X su otvoreni skupovi u (X, d)

(2.) Neka je (U,)uen indeksirana familija otvorenih skupova u (X,d). Tada je | ), eq Ua
otvoren skup u (X, d).

(3.) Neka su U,V otvoreni skupovi u (X, d). Tada je U NV otvoren skup u (X, d).

Propozicija 3.1.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su xo € X i r > 0. Tada je
K(xy, r) otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Neka je x € K(x, r).
Tvrdimo da je
K(x,r —d(x, x9)) € K(xg,r). (3.1)

Neka je y € K(x,r — d(x, xp)).
Vrijedi:
d(y’ X()) < d(y’ .X) + d(x? X()) < (l" - d(-x’ XO)) + d(-x7 XO) =r.

Dakle, y € K(xo, r).
Prema tome, (3.1)) vrijedi. Time je tvrdnja dokazana. |

Ako je d metrika na skupu X, onda sa 7, oznaCavamo familiju svih skupova koji su
otvoreni u metrickom prostoru (X, d).

Iz Definicije i Propozicije slijedi da je 7, topologija na X.
Za T, kazemo da je topologija inducirana metrikom d.
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Definicija 3.1.5. Za topoloski prostor (X, T") kaZemo da je metrizabilan ako postoji metrika
d na X takva da je T, =T .

Primjer 3.1.2. Neka je X skup koji ima barem dva elementa. Tada topoloski prostor
(X, {0, X}) nije metrizabilan.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji metrika d na X takva da je

0,X}) =T4.

Odaberimo a,b € X,a # b.
Tada je d(a,b) > 0 i imamo K(a,d(a, b)) € T,.
Dakle,
K(a,d(a, b)) € {0, X}

pa je K(a,d(a,b)) = 0 ili K(a,d(a,b)) = X. No, to je nemoguce jer je a € K(a,d(a,b)), a
b ¢ K(a,d(a,D))

Primjer 3.1.3. Neka je d metrika na skupu X te neka je 8 = {K(x,r) | x € X,r > 0}. Tada
Jje B baza topologije T,.

Dokaz. Slijedi iz Propozicije i Definicije [3.1.4] i

Propozicija 3.1.3. Neka je X skup, neka je B familija podskupova od X te neka su 711 7>
topologije na X takve da je B baza topologije T i baza topologije T>.
Tada je T1 = T>.

Dokaz. Nekaje U € 7. Za svaki x € U postoji B, € B takav da je x € B, C U.Tada je

U:UBX.

xeU

Buducdi da je 8 C 75, za svaki x € U vrijedi B, € 7>.
Stoga je

| JBee7,
tj. Ue7,.

Time smo dokazali da je 77 C 7. Analogno vidimo da je 7, C 7. Dakle, 77 = 7>. O

Teorem 3.1.1. Neka je X neprazan skup te B familija podskupova od X takva da vrijedi
sljedece

(]) UBGBB =X

(2.) Za sve By, B, € B,i svaki x € B; N B, postoji By € B takav da je x € B3 C B; N B,.
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Tada postoji jedinstvena topologija T na X kojoj je B baza.

Dokaz. Definirajmo 7 kao familiju svih U C X takvih da vrijedi sljedece:
za svaki x € U postoji B € Btakavdajexe BC U.

Tvrdimo da je 7 topologija na X kojoj je B baza.

Ocitoje D € 7.1z (1.) slijedidaje X € 7.

Neka je (U, )qea Indeksirana familija elemenata od 7.

Tvrdimo da je
U U,eT.

Uzmimo da je x € (Jyeq U, Tada je x € Uy, za neki ag € A. Bududi da je U,, € 7 postoji
B € Btakavdaje x € BC U,,.

Slijedi, x € B C |Jyes Uy Dakle, | Jyeq Uy € T

Nekasu U,V € 7. Tvidimodaje UNV € 7. Nekajex e UN V. Budu¢idaje U € T
slijedi da postoji B; € B takav da je x € B; C U. Takoder, buduéi da je V € 7, postoji
B, e Btakavdajexe B, C V.

Sada, iz (2.) slijedi da za x € By N B, postoji B; € B takav da je x € B; C B; N B,. Dakle,
xeB;CcUNVpajeUNVeT.

Zakljucak: 7~ je topologija na X.

Jedinstvenost slijedi iz prethodne propozicije. O

Propozicija 3.1.4. Neka su (X,7) i (Y, S) topoloski prostori.

Neka je B baza topologije S te neka je f : X — Y.

Tada je f neprekidna obzirom na topologije T i S ako i samo ako za svaki B € B vrijedi
f (B eT.

Dokaz. Ako je f neprekidna, onda je o&ito f~!(B) € 7, za svaki B € B.
Obratno, pretpostavimo da je f~'(B) € 7 za svaki B € 8.
Neka je V € S. Neka je x € V. Budu¢i da je 8 baza potoji B, € Btakavdajex e B, C V.
Slijedi da je V = U,y B,.
Nadalje,
F'V) = TN (UsevBy) = User S (BY).

Po pretpostavci znamo da je f~'(B,) € 7 za svaki x € V, a U,y f1(B,) € T iz svojstva
(2.) definicije topologije.
Prema tome, f~'(V) € 7.
Dakle, f je neprekidna. O

Definicija 3.1.6. Neka je T topologija na skupu X te neka je P familija podskupova od X
takva da je
{PlﬂPzﬂ...ﬂPn|P1,P2,...Pn€¢)}
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baza topologije T .
Tada za P kaZemo da je PREDBAZA topologije T .

Propozicija 3.1.5. Neka je X neprazan skup te P familija podskupova od X takva da je
UpepP = X. Tada postoji jedinstvena topologija na X kojoj je P predbaza.

Dokaz. Neka je
B= {P] ﬂPQﬂ...ﬂPnlpl,Pz,...Pn EP}
Pretpostavimo da su 77 1 7, topologije na X kojima je  predbaza. Tada je 8 baza topolo-
gija 77 i 7, pa iz Propozicije [3.1.3]slijedi da je 77 = 7.
Ocito je P C B stoga je UpepP C UpegB, n0 X = UpepP paje X C UpgegB.
Prema tome,
X = UBEQ;B.

Neka su B;, B, € Btenekaje x € By N B.
Definiramo
B3 = B] N B2.

1z definicije od B je ocito da je B; € B. Nadalje, ocito je da je

x€B3§BlﬂBg.

Iz Teorema|3.1.1|sijedi da postoji topologija 7 na X kojoj je B baza.
Dakle, # je predbaza od 7. O

Propozicija 3.1.6. Neka su (X, T") i (Y, S) topoloski prostori, neka je P predbaza topologije
S te neka je f : X — Y funkcija.
Tada je f neprekidna s obzirom na topologije T i S ako i samo ako za svaki P € P vrijedi

P eT.

Dokaz. Neka je
B:{PlﬂPQﬂ...ﬂPn|P1,P2,...,Pn€P}.

Tada je B baza topologije S. Stoga je B C Spaiz P C Bslijedi P C S. Stoga je, ako je f
neprekidna f~'(P) € 7 za svaki P € P.
Obratno, pretpostavimo da je

B:PlﬂPzﬂ...ﬂPn
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zaneke Py, P,,...,P, € P. Vrijedi f'(B) = f' (PN P,...NP,) = f1(P) N f PN
. f7Y(P,). Vrijedi: f71(P)),...fY(P,) €T paje

PN P)N L P)ET.

Prema tome, f~'(B) € 7, za svaki B € B. Iz Propozicije slijedi da je f neprekidna.
O

3.2 Produktna topologija

Definicija 3.2.1. Neka je (X,)qca indeksirana familija topoloskih prostora. Za svaki a € A
imamo X, = (X, T,), gdje je X; skup, a T, topologija na X,.

Na skupu [],e4 X;, definiramo topologiju na sljedeci nacin.

Neka je

B= {n Uy | Uy €Ty, Y € A, U, = X, za sve osim za konacno mnogo a € A}.
a€A
Ocito je B familija podskupova od [],cx X
Tvrdimo da postoji jedinstvena topologija na [|,ea X, kojoj je B baza.
U tu svrhu dovoljno je provjeriti da vrijede pretpostavke Teorema[3.1.1].

ocito je [1, X, € B pa je
UB=]]x.
BeB a€A

Neka su B, B, € 8.
Tada je

B =[] U.,

acA

Uy, €To,VaeA U, =X, zasvaki o € A\ K,, gdje je K, konacan podskup od A te

By=| | Ve

acA

Vo € To.Ya € A, V, = X} za svaki « € A\ K, gdje je K, konacan podskup od A.
Lako se provjeri da je

B,NB, = ]—[(Ua nv,).

€A

Za svaki a € A vrijediU, NV, € T, (jer suU,,V, € T,), aza svakia € (A\ K;)N(A\K>)
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vrijedi U, NV, = X.
No,
(A\K)NA\Ky) =A\ (K UK>),

a Ky U K, je konacan skup.

Zakljucujemo da je By N B, € B.

Dakle, za sve By, B, € B vrijedi B N B, € B. Iz ovoga lako slijedi da je zadovoljen uvjet
(2) iz Teorema[3.1.1].

Prema tome, postoji jedinstvena topologija R na [],c4 X, kojoj je B baza.

Za R kazemo da je PRODUKTNA TOPOLOGIJA na [],es XS, a za topoloSki prostor
(ITeea X, R) kazemo da je PRODUKT INDEKSIRANE FAMILIJE topoloskih prostora

(Xa)aeA-
Taj topoloski prostor oznacavamo || ,cq Xo-

3.3 Projekcije i predbaza

Definicija 3.3.1. Neka je (X,)aea indeksirana familija skupova. Za B € A definiramo
Sfunkciju
pg - l_[Xa - Xﬂ
a€cA
sa

pp(x) = x(B),
1j. pg((xo)) = Xg. Za pp kaZemo da je PROJEKCIJA NA 8- KOORDINATU (X,)qea-

Napomena 3.3.1. Neka je (X,)qea indeksirana familija topoloskih prostora, X, = (X3, T,),

Ya € A. Za 8 € A sa pg oznacimo projekciju na B koordinatu indeksirane familije (X;))qea.
Dakle, pg : [laea X5 — X5

Propozicija 3.3.1. Neka je (X,)aen indeksirana familija topoloskih prostora te 5 € A. Tada
Je pp neprekidna funkcija izmedu topoloskih prostora [],ea Xo i Xp.

Dokaz. Zasvaki @ € A imamo X, = (X, 7,).
Neka je g € A. Nekaje W € 7.
Vrijedi:

Ps' W) = {(xa) € [ | Xo 1 po(Cra)) € WY = {(xa) € [ [ X2 1 35 € W)

€A acA

paje p3' (W) = [yen Uns gdie je

_ ) X a#B,
Ua_{ W, a =
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Stoga je pgl(W) element baze produktne topologije iz definicije. Prema tome, pg je nepre-
kidna funkcija izmedu topoloskih prostora [],c4 X, 1 X5. |

Propozicija 3.3.2. Neka je (X,)aea indeksirana familija topoloskih prostora, X, = (X}, T 4)
za svaki @ € A. Neka je P = {pgl(W) | W e 73,8 € A}. Tada je P predbaza topologije na
H(IEA Xa-

Dokaz. Neka je

B = {rl Uy | Uy €Ty, YV € A, U, = X, za sve osim za konacno mnogo a € A}.

acA

Znamo da je B baza topologije na [[,c4 X,. Tvrdimo da je
{(PrnP,n..NP,| Py,....P,eP} =8B (3.2)

U dokazu Propozicije smo vidjeli da za svaki P € P vrijedi P € B.
S druge strane, ranije smo vidjeli da je B; N B, € B za sve By, B, € B, stoga je familija B
zatvorena na konacne presjeke.
Prema tome,
{PrN..NP,|Py,...P,eP}CB.

S druge strane, neka je B € B.

Tadaje B = [[,eqa Uns Uy € To.Va € A, U, = X,V € A\ K, gdje je K konaCan podskup
od A.

Ako je K = 0 onda je B = [[,ea X2 pa za bilo koji B € A vrijedi B = p[;‘(X‘B’). Dakle,
BePc{PiNnP,Nn..NP,|P,Py,.. P, eP}L

Pretpostavimo sada da je K # 0.

Tada je K = {61, 55, ..., Bz}. Tvrdimo da je:

]_[ Uy = P35 (Us) 0 P51 (Ug,) N . 0 p5 (U, (3.3)
€A
Neka je (x4) € [1oes Ue-
Tada je xz € Ug za svaki 8 € A, tj. pp((x,)) € Up, za svaki 8 € A, stoga je (x,) € p;l(Uﬁ),
za svaki 8 € A pa je otito (x,) € pg!(Ug,) N ... N pp!(Up,).
Pretpostavimo sada da je (x,) € pgll(Uﬁl) N...N p;nl(UBn). Tada je (x,) € pﬁgll(Uﬁl), (x,) €
Pﬁzl(Uﬁz)’ ey (Xa) S p,gnl(Uﬁ") pa Slljedl Xg, (S Uﬁl""’ Xg, (S Uﬁn‘
Dakle, x, € U, za svaki a € K.
Uzmimo @ € A\ K. Tada je U, = X} pa je x, € U, (jer je olito x, € X]). Prema tome,
Xy € U,, za svaki a € A.
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Prema tome, (x,) € [[,ea Ua-
Time smo dokazali da (3.3) vrijedi. Dakle, B € {PyNP,N..NP, | Py, P,,... P, € P}
Time smo dokazali da vrijedi (3.2)) pa tvrdnja propozicije vrijedi. m|

Propozicija 3.3.3. Neka su (X,7),(Y,S) i (Z,V) topoloski prostori. Neka je x, € X te
neka je f : X — Y funkcija neprekidna u xy s obzirom na topologije T i S te neka je
g 1 Y — Z funkcija neprekidna u f(xo) s obziromna Si V. Tada je funkcijago f : X — Z
neprekidna u xo s obziromna 7 i V.

Dokaz. Nekaje W okolina od (go f)(xp), tj. od g(f(x0)) u (Z, V). Bududi da je g neprekidna
u f(xp) postoji okolina V od f(xp) u (¥, S) tako da je g(V) C W.

Budu¢i da je f neprekidna u x, postoji okolina U od x, tako da je f(U) € V. Slijedi
g(f(U)) c g(V)pajeg(f(U)) cW.

Ocito je g(f(U)) = (g o f/H(U).

Prema tome, (g o f)(U) C W.

Zakljucak: g o f je neprekidna u x. O

Korolar 3.3.1. Neka su (X,7),(Y,S) i (Z,V) topoloski prostori. Neka je f : X — Y
funkcija neprekidna s obziromna T i Ste g : Y — Z funkcija neprekidna s obziromna S i
V.Tada je funkcija gof : X — Z neprekidna s obziromna 7 i V.

Dokaz. Ovo slijedi iz Propozicije[1.2.2]i Propozicije [3.3.3] ]

Propozicija 3.3.4. Neka je (X,)aea indeksirana familija topoloskih prostora, X, = (X3, T 4)
za svaki a € A te neka je (Y, S) topoloski prostor. Neka je f: Y — [[yen X3

Tada je f neprekidna obzirom na S i produktnu topologiju na [],e4 X. ako i samo ako za
svaki B € A vrijedi da je funkcija pgo f : Y — X3 neprekidna obzirom na topologije S i
T s

Dokaz. Ako je f neprekidna, onda iz Propozicije [3.3.1]i Korolara[3.3.1|slijedi da je pg o f
neprekidna funkcija za svaki 5 € A.
Pretpostavimo sada da je pg o f neprekidna funkcija za svaki 8 € A. Neka je

P ={p;' (W) |BeA,WeTg.

Prema Propoziciji i Propoziciji dovoljno je dokazati da je f~'(P) € S za svaki
Pe®.
Neka je P € P. Tadaje P = p;' (W), € A, W € T
Vrijedi:
FHP) = 7' (W) = (pg o ) (W).
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Vrijedi:

(Peof)'(W)eS
jer je pg o f nepekidna s obzirom na S i 7. Prema tome, f~'(P) € S. Time smo dokazali
da je f neprekidna. O

Konvergencija filtera i prijekcija na beta koordinatu

Propozicija 3.3.5. Neka je (X, )aea indeksirana familija topoloskih prostora, X, = (X, T )
za svaki @ € A. Neka je F filter na [],e4 X;, te neka je (x,) € [lpea X, Tada F — (x4) u
[Toea Xo ako i samo ako za svaki € A vrijedi ps(F) — x5 u Xp.

Dokaz. Ako F — (x,), onda iz Propozicije 3.3.1]i Propozicije 1.3.2]slijedi da pg(F) — x5
u Xz za svaki f§ € A.

Obratno, pretpostavimo da pg(F) — xz za svaki g € A.

Neka je N okolina od (x4) u [Tues Xe. Zelimo dokazati da je N € F (ako to dokaZemo onda
smo gotovi).

Prema definiciji okoline postoji otvoren skup W u [],c4 X, takav da je

(x,) € W C N. (3.4)
Iz Propozicije slijedi da postoje B1,0, ....,8. € Ate Uy € Ty, ..., U, € Ty, takvi da je
(Xa) € pg (U N ...0 ppl(Uy) € W. 3.5)

Nekajeie{1,2,...,n}. 1z slijedi da je (x,) € p;'(Uy) paje xp, € U

Dakle, U; je okolina od xz u Xp, paiz pg,(F) — xg, slijedi da je U; € pg,(F).

Iz definicije slike filtera slijedi da postoji ' € ¥ takav da je pg (F) C U;. Ovo povlaci da
je F C py(U)) pa iz definicije filtera dobivamo da je p,;'(U;) € 7.

Dakle, p,gll(Ul) €F, ...,pgnl(Un) €¥F paje

pg(UDN .. psl(U) e F

Iz (3.5) i (3.4)) slijedi daje N € F.
Zakljucak: F — (x,). O

3.4 Tihonovljev teorem

Teorem 3.4.1. (Tihonovljev teorem)

Neka je (X,)aen indeksirana familija topoloskih prostora. Pretpostavimo da je X, kompak-
tan topoloski prostor za svaki a € A.

Tada je [],es Xo kompaktan topoloski prostor.
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Dokaz. Imamo X, = (X!,7T,) za svaki a € A.

Prema Propoziciji dovoljno je dokazati da svaki filter na [],c4 X} ima gomiliste u
HaeA Xd'

Neka je 7 filter na [[,e4 X

Prema Propoziciji postoji ultrafilter G na [],c4 X takav da je ¥ C G.

Neka je g € A.

Imamo filter ps(G) na X; pa iz Cinjenice da je Xz kompaktan prostor i Propozicije [1.3.2
slijedi da postoji x5 € Xj takav da je xz gomiliSte od ps(G) u Xg. Prema Propoziciji|1.4.3
pp(G) je ultrafilter na X3,

Sada iz Propozicije slijedi da pg(G) — x5.
Dakle, imamo (xg) € [gea X5 1 ps(G) — x5 za svaki B € A. Prema Propozicijivrijedi
G — (xp).

Iz Propozicije slijedi da je (xg) gomiliSte od F.

Dakle, svaki filter na [[,c4 X ima gomiliSte u [[,cq Xo-

Zakljucak: [],es Xo je kompaktan topoloski prostor.

([ O

3.5 Prviidrugi aksiom prebrojivosti

Definicija 3.5.1. Za topoloski prostor (X,7T") kaZemo da zadovoljava DRUGI AKSIOM
PREBROJIVOSTI ako postoji prebrojiva familija B takva da je 8 baza topologije T .

Primjer 3.5.1. Neka je X neprebrojiv skup.

Tada topoloski prostor (X, P(X)) ne zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti.

Naime, ako je B baza topologije P(X), onda za svaki x € X vrijedi {x} € B pa imamo
injekciju X — B, x — {x} sto pokazuje da je B neprebrojiv skup.

Primjetimo da je topoloski prostor (X, P(X)) metrizabilan. Naime, ako je X bilo koji ne-
prazan skup, lako se vidi da je funkcijad : X X X — R,

L x#y,

d(x,y)z{ 0, x =y.

metrika na X.

Za metriku d kaZemo da je DISKRETNA METRIKA na X.

Uocimo da za svaki x € X vrijedi K(x, 1) = {x}. Neka je U C X. Tada za svaki x € U ocito
vrijedi K(x,1) € U. Prema tome, svaki podskup od X je otvoren u metrickom prostoru
(X, d).

Dakle, T, = P(X), sto znaci da je topoloski prostor (X, P(X)) metrizabilan.
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Definicija 3.5.2. Neka je (X, T") topoloski prostor, x € X te neka je B familija nekih okolina
od xu (X,7). Kazemo da je B BAZA OKOLINA od x u (X,7T") ako za svaku okolinu N od
xu (X,7T) postoji B € B takav da je B C N.

Definicija 3.5.3. Za topoloski prostor (X, T") kazemo da zadovoljava PRVI AKSIOM PRE-
BROJIVOSTI ako za svaki x € X postoji prebrojiva familija B takva da je B baza okolina
odxu (X, 7).

Propozicija 3.5.1. Neka je (X, T") topoloski prostor koji zadovoljava drugi aksiom prebro-
Jjivosti.
Tada (X, T") zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti.

Dokaz. Znamo da postoji prebrojiva baza 8 topologije 7 .

Neka je x € X. Definirajmo B ={BeB|xeB).

Ocito je svaki element od 8 okolina tocke x.

Neka je N okolina toc¢ke x. Tada postoji U € 7 takavdajex € U C N.

Bududi da je B baza topologije 7~ postoji B € B takav da je x € B C U. Slijedi, B € B i
BCN.

Prema tome, B’ je baza okolina tocke x. Iz 8° C B slijedi da je B prebrojiva familija.
Zakljucak: Topoloski prostor (X, 7") zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti. O

Propozicija 3.5.2. Svaki metrizabilan prostor zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti.

Dokaz. Neka je (X, 7) metrizabilan prostor. Tada postoji metrika d na X takva da je
T = Td.

Neka je x € X.
Definirajmo
B={K(x,1/n)|neNj}.

Za svaki n € N ocito vrijedi K(x, 1/n) € 7.
Prema tome, elementi od B su okoline od x u (X, 7).
Neka je N okolina od x u (X,7). Tada postoji U € 7 takav daje x € U € N. Imamo
UeTy,
Dakle U je otvoren skup u metriCkom prostoru (X, d) pa postoji r > 0 takav da je K(x,r) C
U.
Odaberimo n € N takavdaje 1/n <r.
Imamo:
K(x,1/n) C K(x,r) C U C N.
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Dakle, K(x,1/n) € N, a ocito je K(x, 1/n) € B.
Prema tome, B je baza okolina od x u (X,7). OCito je B prebrojiva familija. Time je
tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 3.5.3. Svaki metrizabilan prostor je Hausdorffov.

Dokaz. Neka je (X, 7") metrizabilan prostor.

Tada postoji metrika d na X takvadaje 7 = 7.

Neka su x,y € X, x # y. Definirajmo r = d(x,y)/2. OCito je r > 0.

Definirajmo U = K(x,r) 1V = K(y,r). OCito su U,V € 7. Nadalje, x € Uiy € V.
Dokazimodaje UNV =0.

Pretpostavimo suprotno.

Tada postoji z € X takav da je d(x,z) < rid(z,y) < riz Cega slijedi:

dx,y) <d(x,2) +d(z,y) <r+r=2r=d(x,y).

Kontradikcija.
Prema tome, U NV = 0.
Time smo dokazali da je (X, 7" ) Hausdorffov prostor. O

Propozicija 3.5.4. Neka je (X,)aea indeksirana familija topoloskih prostora. Pretposta-
vimo da je X, Hausdorffov prostor za svaki a € A.
Tada je || ,ea Xo Hausdorffov prostor.

Dokaz. Imamo X, = (X, 7,) za svaki a € A.

Neka su (xo), (Vo) € [laea Xas (Xa) # (Vo)

Tada postoji @y € A takav da je xo, # yoo- Imamo da je x,,, ¥, € X; pa budui da je
topoloski prostor (X,,, 7,,) Hausdorffov, postoje U,V € T,, takvi da je x,, € U,y,, € V 1
unv=20.

Skupovi p;(}(U )1 p;;(V) su otvoreni U [[,e4 X, (prema Propoziciji te oCito vrijedi
(xXo) € pal(U), (o) € prl(V) i

Pac() N (V) =0

(zbog U NV =0).
Zakljucak: [],ca X, je Hausdorffov prostor. O

Lema 3.5.1. Neka je (X, 7T ) Hausdorffov prostor, x € X te neka je B baza okolina tocke x.

Tada je:
ﬂ B = {x}.

BeB
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Dokaz. OCcito je {x} C (\geg B.

Pretpostavimo da je y € X takav da je y # x.

Tada postoje U,V € 7 takvidajeye U, xe ViUNV =0.

Ocito je V okolina od x pa postoji By € B takav da je By C V. Slijedi:

BoﬂU:(D

pay ¢ By.
Stogay & Mpes B.
Time smo dokazali da je

ﬂ B C{x}
BeB

pa je tvrdnja teorema dokazana.
]

Definicija 3.5.4. Za topoloski prostor (X,7") kazemo da je netrivijalan ako ima barem 2
elementa.

Teorem 3.5.1. Neka je (X, )aea indeksirana familija topoloskih prostora. Pretpostavimo da
je A neprebrojiv skup te da je X, netrivijalan Hausdorffov prostor za svaki a € A. Tada
niti jedna tocka topoloskog prostora [ | ,ea Xo nema prebrojivu bazu okolina.

Posebno, topoloski prostor [ ,ca X ne zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti.

Dokaz. Imamo: X, = (X, 7T,) za svaki a € A.

Neka je (xa) € HaeA X(;

Pretpostavimo da (x,) ima prebrojivu bazu okolina B u [[,cs Xo-
Dakle,

B={N;|ieN} (3.6)

gdje je (NV;) niz okolina tocke (x,).

Nekajei e N.

Tada postoji otvoren skup W u [],c4 X, takav da je (x,) € W C N,. Iz Propozicije [3.3.2]
slijedi da postoje m; € N, B,...5, € Ate Uy € Tg,...U, € Ty, takvi da je (x,) €

pf;}(U’i) Nn..N p;il(Ufli) C W stoga je
1 n;

(%a) € P (UD N .. 0 pp(U,) S N (37
Skup

Bl B

ieN
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je prebrojiv (kao prebrojiva unija prebrojivih skupova) pa buduci da je A neprebrojiv postoji
y € Atakavday ¢ UelB), .- B, }-

Skup 'Xg.lma bar 2 elementa pa postoji z € X takav da je z # x,.

Definirajmo (y,) € [[qes X, sa:

_ ) X, #Fv,
)’a—{ Z’Q/:’y_

Ocito je y, # x, pa je:

(xa) # (Yo) (3.8)
Neka je i € N te neka je j € {1,2,....,n;}. Iz (3.7) slijedi da je (x,) € pﬁ;(U;). Stoga je
x[g; S U}.
Iz definicije od (y,) je jasno da je g, = Xgi (Jer je B # y). Stoga je:

. i
Vg, € Uj

paje (y,) € p';,._l(Uj.). Dakle, ovo vrijedi za svaki j € {1, ...,n;}. Stoga je (y,) € p'gl.ll(U’i) N

NP U Iz q; slijedi da je (v,) € Ni.

Ovo dakle vrijedi za svaki i € N pa je (yo) € N Vi No, iz Leme i[3.6]slijedi da je
NienV; = {(Xa)} Paje (ya) € {(xa)}

No, ovo je u kontradikciji sa (3.8§).

Zakljucak: tocka (x,) nema prebrojivu bazu okolina u [ 4 Xo- O

Primjer 3.5.2. (Produkt metrizabilnih prostora ne mora biti metrizabilan)
Neka je & euklidska topologija na [0, 1].
Topoloski prostor ([0, 1],E) je ocito metrizabilan pa je i Hausdorffov. Odaberimo neki
neprebrojiv skup A.
Za a € A definirajmo:
X, = ([0, 1], &).

Na taj nacin dobivamo indeksiranu familiju topoloskih prostora (X,)aea. Prema Teoremu
topoloski prostor [ ] ,ea X ne zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti pa iz Propozicije

slijedi da [ ,ea nije metrizabilan.
Uocimo da je X, metrizabilan prostor za svaki a € A.

3.6 Topoloski ekvivalentne metrike

Definicija 3.6.1. Neka su d i d metrike na skupu X. KaZemo da sud i d topoloski ekviva-
lentne metrike ako je T4 =T .
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Propozicija 3.6.1. Neka je d metrika na skupu X.
Definirajmod : X x X — R sa

d (x,y) = min{1,d(x,y)}.
Tada je d metrika na X topoloski ekvivalentna metrici d.

Dokaz. Prva tri svojstva iz definicije metrike za d su o¢ita. Neka su x, v,z € X.
Zelimo dokazati da je:
d(x,y)<d(x,2) +d(z,y) (3.9)

Pretpostavimo da je d (x,y) = 1. Ako je d'(x,z) = 1 ili d (z,y) = 1 onda[3.9 o¢ito vrijedi.
Inace imamo d (x,z) = d(x,z)id (z,y) = d(z,y) pa je

d (x,y) <d(x,y) <d(x,2) +d(z,y) = d (x,2) + d (z,Y).

Prema tome, (3.9) vrijedi.

Pretpostavimo sada da je d'(x,y) = d(x,y). Ako je d (x,z) = 1ilid (z,y) = 1 onda
vrijedi jer je d (x,y) < 1.

Inace imamo d (x,2) = d(x,2)id (z,y) = d(z,y) paje

d (x,y) = d(x,y) <d(x,2) +d(z,y) = d (x,2) + d (z,y),

dakle, (3.9) vrijedi.
Prema tome, d je metrika na X.
Lako se vidi da za svaki x € X 10 < r < 1 vrijedi

Ki(x,r) = Ky (x,r). (3.10)

Pokazimo sadadaje 7, =7 .

Neka je U € 7,. Neka je x € U. Tada postoji r > 0 takav da je K (x,r) € U. MoZemo
pretpostaviti da je r < 1. 1z[3.10]slijedi da je K, (x,r) C U. Zakljuujemo daje U € 7.
Dakle, 7, C 7.

Analogno dokazujemo da je 7, € 7,. Prema tome, 7, = 7. Dakle, metrike d i d su
topoloski ekvivalentne. O

Napomena 3.6.1. Neka je (X, T ) metrizabilan topoloski prostor. Tada postoji metrika d
na X takva da je T = T4 te da je d(x,y) < 1 za sve x,y € X.

To slijedi iz Propozicije

Teorem 3.6.2. Neka je (X,)aea indeksirana familija topoloskih prostora. Pretpostavimo
da je X, metrizabilan za svaki a € A te da je skup A prebrojiv. Tada je topoloski prostor
[1oes Xo metrizabilan.
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Dokaz. Imamo X, = (X, 7,), za svaki a € A.
Postoji surjekcija
a:N—> A,

Za i € N oznac¢imo a(i) sa ;.

Imamo dakle: A = {a;, a», ...}.

Neka je i € N. Topoloski prostor X, je metrizabilan pa postoji metrika d; na X; takva da
jeTo, =Ta 1di(x,y) < 1zasve x,y € X; .

Definirajmo D : [[,e4 X X [[oea X — R sa

1
D((x(z)’ (ya)) = Sup{idi(-xa;a y(t,-) | i€ N}

Dokazimo da je D metrika na [[,4 X;. Prva tri svojstva iz definicije metrike se lako
provjere. Neka su (x,), (Vo) 1 (20) € [4ea X.-Neka je i € N.
Buduci da je d; metrika na X,,, vrijedi

1 1 1
Edi(xa," yal) < Edi(-xa;’ Za;) + Edi(za," yai) < D((-xa)’ (Za)) + D((ZQ)’ (ya'))

Dakle, %di(xai,yai) < D((x,), (za)) + D((z0), (Vo)) za svaki i € N Sto znaci da je broj
D((-xa)a (Z(x)) + D((Za)’ (ya)) gomja meda Skupa {%di(xa;,ym) | i € N} pa je veCi ili jed'

nak od supremuma tog skupa. Prema tome:

D((xo), (Va)) < D((Xa), (za)) + D((za), (Ya))-

Time smo dokazali da je D metrika na [[,eq X3.

Imamo []oeq Xo = (JTaea X5 R).

Dokazimo da je R = 7p. Dokazimo prvo da je R € 7p. U tu svrhu, prema Propoziciji
dovoljno je dokazati da je p,'(U) € T za svaki g € Aisvaki U € Tp.

Naime, ako je P predbaza topologije R takva da je P C 7 onda je ocito B C Tp, gdje je

B={PiN..NP, | P,P,,..,.P, P}

pa je i svaki skup koji je unija nekih elemenata od 8 element od 7 p,a to znaCidaje R € 7p
(jer je B baza topologije R).
Nekasug € Ai U € T Dokazimo da je p,;'(U) € Tp.4j. da je p;'(U) otvoren skup u
metrickom prostoru ([ [,es X2, D).
Neka je (x,) € pgl(U). Tada je x3 € U. Imamo § = a; zanekii € Npaje U € Ty, .
U e le..
Dakle, U je otvoren skup u metrickom prostoru (X , d;). Slijedi da postoji r > 0 takav da
je

Kq(xg,1r) C U. (3.11)
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Tvrdimo da je:
1
Kp((xa), 5;7) € P (U) (3.12)

Neka je (v,) € Kp((xs), %r). Tada je

1
D(xa): Oa)) < ;- (3.13)

Iz definicije funkcije D je jasno da je

1
514i0Vai> Xa)) < D((¥a): (Xa)- (3.14)

Iz zadnje dvije nejednakosti (3.13)) i (3.14) slijedi

1 1
Edi(y(li’ x(l,‘) < Era

tj. di(yg, xg) < r.
Prema tome yg € Ky,(x5,7) paiz slijedi da je y; € U.
To znadi da je (y,) € pgl(U ). Time smo dokazali
Prema tome,

ps (U) € Tp.

Zakljucak: R C Tp.

Dokazimo sada da je 7p C R.

U tu svrhu dovoljno je dokazati da je svaka otvorena kugla u metrickom prostoru ([ [ ,es Xo» D)
element od R.

Neka su (x,) € [[pea Xoa 17> 0.
Odaberimo iy € N takav da je 55 <
Imamo:

r
5

1
Ko(().r) = (00) € | | X2 1 D00 () < 7 = {00) € | [ X2 1 supl 3y o) 1 € M) < ).

€A €A

Tvrdimo da je:

1 . oo 1 : .
(o) € | [ X2 1 supl;diGun ) 1 € NY < 1) = (00) € [ | X2 | 55100 207 Vi € (1, ).

acA a€A
(3.15)
Ocito da je lijevi skup sadrzan u desnom.
Obratno, pretpostavimo da je (y,) € [[,e4 X, takav da je

1
Edi(ya’,'ﬂ xa,-) <r
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zasvakii € {1, ..., ip}.
Neka je

1
m= max{idi(ym,xai) i€ {l,..., i}

Ocitojem < r.

Neka je M = max{m, 5}.

Ako je i < iponda je %di(yai, Xo) Sm
Ako je i > ip onda je 3:di(Ya;» Xo;) <
Dakle,

M.

<
<4<

5 <M.

NI~

1
2

o=

1
Edi(ya,»a x(l,‘) S M’

za svaki i € N. Prema tome, M je gornja meda skupa skupa

1 .
{Edi(yai’xai) | [AS] N}

. pa je supremum tog skupa manji od r (o€ito je M < r). Time smo dokazali da vrijedi 3.1

Slijedi,
. . .
Ko(().r) = (00) € [ | X2 1 55di0a 30) < r.¥i € {1, o))
acA
={0u) € | [ X3 1 i xa) < 21, Vi € {1, .0 i)}
a€A
={0u) € | [ X5 1 y0, € Ki(xap 270, Wi € (1, g}
a€eA
- n U,
a€A
gdje je

U = Kdi(xai,Zir) ,ako jea = a; zanekii € {1, ..., iy},
T XS, inace.

Ocito je [[,ea Us € R paimamo
Kp((xa),r) € R.

Time smo dokazali da je
Tp € R

pa zaklju¢ujemo da je 7p = R.
Dakle, topoloski prostor [],c4 X, je metrizabilan.
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3.7 Hilbertova kocka i svojstva. Separabilnost.

Kompaktnost i separabilnost Hilbertove kocke

Definicija 3.7.1. Neka je & euklidska topologija na [0, 1].

Za i € N neka je X; = ([0,1],8) te X7 = [0, 1].

Na taj nacin smo definirali indeksiranu familiju topoloskih prostora (X;);en.
Za topoloski prostor [ ],an Xi kazemo da je HILBERTOVA KOCKA.
Oznacavamo ga sa I*.

Nadalje [1;en X; 0znacavamo sa I

Uocimo sljedece:
I je skup svih funkcija x : N — U X? takvih da je x(i) € X? za svakii € N.
Dakle, I7” je skup svih funkcija N — [0, 1], §j. I° =[O, 1.
Prema Teoremu Hilbertova kocka je metrizabilan prostor.
Neka je @ : N — N identiteta.
Za svaki i € N neka je d; euklidska metrika na [0, 1].
Iz dokaza Teorema [3.6.2]slijedi da je funkcija D : I X I — R,

1 .
D((x), (vi)) = sup{z;|xi = yil [ i € N}
metrika na /{° koja inducira topologiju od 1.
Dakle,
" = (I;X’, To).

Teorem 3.7.1. Hilbertova kocka je kompaktan prostor.

Dokaz. Poznato je da je topoloski prostor ([0, 1], &) kompaktan (dokaz te ¢injenice moZe
se naci u [4]]).
Iz Tihonovljevog teorema slijedi da je Hilbertova kocka kompaktan topoloski prostor. O

Definicija 3.7.2. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je A C X.
Za A kaZemo da je GUST SKUP u (X,T) ako za svaki U € T takav da je U # 0 vrijedi
UNA=#Q0.

Propozicija 3.7.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A C X. Tada je A gust skup u
(X, T4) ako i samo ako za svaki x € X i € > 0 postoji a € A takav da je d(x,a) < €.

Dokaz. Pretpostavimo da je A gust skup u (X, 7).
Nekasuxe Xie > 0.
Imamo K(x,€) € T, paje

K(x,e)NA 0.
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Dakle, postoji a € A takav da je a € K(x, €),tj. d(x,a) < €.
Obratno, pretpostavimo da za svaki x € A i svaki € > 0 postoji a € A takav da je d(x, a) < €.
Neka je U € 7, takavdaje U # 0.
Odaberimo x € U. Tada postoji r > 0 takav da je K(x,r) C U.
Prema pretpostavci, postoji a € A takav da je d(x,a) <r, tj. a € K(x,r).
Slijedi, a € U pa je
UNA=#0.

Prema tome, A je gust skup u (X, 7). i

Definicija 3.7.3. Za topoloski prostor (X, T) kazemo da je SEPARABILAN ako postoji pre-
brojiv skup koji je gust u (X, 7).

Primjer 3.7.1. Neka je & euklidska topologija na R.
Iz Propozicije slijedi da je Q gust skup u (R, E). Prema tome, topoloski prostor (R, E)
Jje separabilan.

Teorem 3.7.2. Hilbertova kocka je separabilan prostor.

Dokaz. Zanekin € N neka je
A, ={(x) el |x,€eQ,Viell,..,n},x; =0,Yi> n}.

Ocito je da postoji bijekcija izmedu A, i (Q N [0, 1])" pa zakljucujemo da je A, prebrojiv
skup.

Definirajmo A = U,cnA,.

Tada je A prebrojiv skup (kao prebrojiva unija prebrojivih skupova).

Tvrdimo da je A gust skup u I*.

U tu svrhu ¢emo iskorisititi Propoziciju[3.7.1]i ¢injenicu da je I* = (I{°, Tp).

Nekasu (x;) € I 1€ > 0.

Odaberimo n € N takav da je % <5.

Zasvakii € {1, ...,n} odaberimo a; € Q N [0, 1] takav da je

€
i —ail < 5

2

(takav a; sigurno postoji).
Zai € N takav da je i > n definirajmo

CliZO.
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Na ovaj nacin smo dobili niz (a;) u [0, 1].
Ocito je (a;) € A, paje (a;) € A.
Tvrdimo da je

D((x)), (a;)) < €. (3.16)
Ako je i < nondaje
Elxi —a| < |xi—al < g
Ako je i > n onda je
1| |_1||<1<1<e
L T e TR TR &

Dakle, 5|x; — a;| < %, za svaki i € N pa je

1
SUP{EW —aj||i € N} <
iz ¢ega ocito slijedi[3.16]
Iz Propozicije [3.7.1] slijedi da je A gust skup u I*.
Prema tome, topoloski prostor /* je separabilan. O
Primjer 3.7.2. Neka je P : I° X I — R funkcija definirana sa
P((x;), (i) = sup{lx; — yil | i € N}.

Lako se provjeri da je P metrika na I .
DokaZimo da topoloski prostor (I3, T p) nije separabilan. Neka je

D ={(x) el |x; €{0,1},VieN}.

Za (x;), (y;) € D takve da je (x;) # (y;) ocito vrijedi P((x;), (y;)) = 1 sto povlaci da je

1 1
Kp((x;), 5) N Kp((y), 5) =0. (3.17)

Uocimo da je skup D neprebrojiv.

Pretpostavimo da postoji gust i prebrojiv skup A u (I, T p).

Tada za svaki x € D prema Propoziciji postoji a, € A takav da je P(x,a,) < %
Funkcija D — A, x — a, je injekcija (sto slijedi iz i Cinjenice da je a, € K,(x, %) za
svaki x € D).

Ovo je nemoguce jer je D neprebrojiv skup, a A prebrojiv.

Zakljucak: Topoloski prostor (I°, T p) nije separabilan.

Iz ovoga i Teorema 3.7.2slijedi da (I, Tp) nije Hilbertova kocka, tj.

Tr * Tp.
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Sazetak

Ovaj diplomski rad je osmiS$ljen na nacin da nakon S§to uvedemo sve pojmove i “pripre-
mimo” teren za proucavanje vecih svojstava zapravo dobijemo vazne rezultate.

Prvo poglavlje se bavi opcenito pomovima iz topologije poput otvorenih skupova, za-
tvaraCu, kompaktnosti, neprekidnosti, filterima...

U drugom poglavlju na parcijalno uredenom skupu, uz pomo¢ svojstava koje ima, proucava
se kada neki skup ima maksimalan element te se dolazi do Zornove leme i njenih poslje-
dica.

Trece poglavlje opisuje stvaranje topologije na produktu, uvode se projekcije, ispituju
svojstva produktne topologije(kompaktnost, separabilnost, metrizabilnost) 1 dolazi do za-
kljucka da je vaZan i indeksni skup za konstrukciju i svojstva samog produkta. Iako smo
krenuli od pojedinog topoloskog prostora, na kraju ipak zaklju¢ujemo da je Hilbertova
kocka osim produkta zapravo i skup svih funkcija sa skupa prirodnih brojeva na interval
od 0 do 1.



Summary

This graduate thesis is designed in such a way that after we introduce all the terms and
“prepare” the ground for studying the larger properties we actually get important results.
The first chapter deals generally with topology exits such as open sets, shutter, compact-
ness, continuity, filters ...

In the second chapter on a partially arranged set, with the help of its properties, it is studied
when some set has the maximum element and comes to Zorn’s lemma and its consequen-
ces.

Chapter 3 describes the creation of topology on the product, introduces projections, exa-
mines the properties of the product topology (compactness, separability, metrizability) and
concludes that an index and a set of properties for the construction and properties of the
product are also important. Although we have gone from a particular topological space,
we conclude, in the end, that Hilbert’s cube, apart from the product, is actually a set of
functions from a set of natural numbers at an interval of O to 1.
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