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UvoD

Latinska poslovica kaze Non progredi est regredi odnosno Ne napredovati znaci
nazadovati. Informacijsko-komunikacijska tehnologija proZima svakodnevicu velikog
broja svjetskog stanovniStva. Tehnologija se razvija brzo, a kako bismo ostali
konkurentni na trziStu rada, uporabu tehnologije uvodimo i u Skolstvo. GeoGebra je
program dinami¢ne matematike koji ujedinjuje geometriju, algebru i analizu.! Program
je razvio Markus Hohenwarter na sveuciliStu u Salzburgu, a prva verzija programa

nastaje 2001. godine kao dio Hohenwarterovog diplomskog rada.

U GeoGebri pronalazimo podruéja geometrije, algebre, tabli¢nih proracuna,
statistike, analize i crtanja grafova pa je iz toga razloga Cesta uporaba ovog programa u
Skoli na satima matematike. No, uporaba GeoGebre nije ograniCena samo na nastavu

matematike pa je sve ¢eSce u svoje sate uvode nastavnici svih predmeta STEM podrudja.

Brojni ucitelji diljem svijeta prepoznali su potencijal programa koji njihovim
uenicima, ali i studentima, priblizava matematicke koncepte i olakSava njihovo
razumijevanje. GeoGebra je besplatan program preveden na preko pedeset jezika
svijeta, a jedan od njih je i hrvatski jezik. GeoGebru je mogude koristiti na viSe vrsta
uredaja — na racunalima koji imaju operacijski sustav Windows, Linux ili MacOS,
tabletima i pametnim telefonima. Svaki ucenik i svaki ucitelj jednostavno moze preuzeti
i instalirati program kao samostalnu aplikaciju na odredenom uredaju. GeoGebru je
mogucée koristiti i kao mreZnu aplikaciju. Sve viSe ucitelja se odlu€uje na izradu
GeoGebra apleta, ali i izradu GeoGebra e-udibenika koje je moguce pronaéi na
GeoGebraTube-u — platformi za dijeljenje i pretrazivanje razli¢itih sadrzaja. Kako je
potrebno registrirati se pri izradi apleta i e-udZbenika, uz svaki uradak zapisano je i ime
autora. Pristup materijalima objavljenima na GeoGebraTube-u moguc je i unutar

samostalne aplikacije. Potrebno je pokrenuti program te u traci izbornika odabrati

1 Priruénik, dostupno na https://wiki.geogebra.org/hr/Priru%C4%8Dnik (srpanj 2017.)
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padajuci izbornik Datoteka i unutar njega Otvori iz GeoGebra... Upisivanjem kljucnih

rijeCi korisnik moZe pronadi izradene materijale.

Brojni uitelji oku$ali su se i u otvaranju virtualnih razreda u sustavu GeoGebra?.
lako je stvaranje virtualnog razreda odnosno GeoGebra grupe intuitivno, upute za

stvaranje iste mogucde je pronadi i na hrvatskom jeziku.

Na neprekidnom razvoju programa GeoGebra i danas radi medunarodni tim
programera, a programski jezici u kojima je pisan su Java i HTML5. Doprinos programa
GeoGebra obrazovanju prepoznale su brojne obrazovne organizacije te se GeoGebra tim

moze pohvaliti brojnim nagradama poput:

e Archimedes 2016: MNU Award in category Mathematics (Hamburg, Germany)

e Microsoft Partner of the Year Award 2015: Finalist, Public Sector: Education
(Redmond, WA, USA)

e MERLOT Classics Award 2013: Multimedia Educational Resource for Learning
and Online Teaching (Las Vegas, Nevada, USA)

e NTLC Award 2010: National Technology Leadership Award (Washington D.C.,
USA).

Neke od zemalja svijeta GeoGebru su vec integrirale u svoju nastavu i udzbenike, a
viSe od desetlje¢a grupa hrvatskih nastavnika matematike volonterski radi na integraciji

programa GeoGebra u hrvatsko obrazovanje.

U prvom poglavlju ovog rada opisan je izgled prozora programa GeoGebra te
pojedini alati. U drugom poglavlju prikazani su primjeri uvodenja pojma integrala u
srednjoSkolsku nastavu koristenjem GeoGebre dok tre¢e poglavlje sadrZi informacije

vezane uz GeoGebru korisne nastavnicima za svakodnevni rad u ucionici.

2 Sime Sulji¢, Virtualnirazred u sustavu GeoGebra, dostupno na https://www.geogebra.org/m/Gvp E62Ha

(srpanj2017.)
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1. PROGRAM GeoGebra

1.1. PREUZIMANJE | INSTALIRANJE PROGRAMA GeoGebra
Najnovija verzija programa dostupna korisnicima je verzija 5 i moguée ju je
preuzeti na sluzbenim stranicama GeoGebre?3. Korisnici mogu birati izmedu preuzimanja

Math Calculators i GeoGebra Classic.

Nakon preuzimanja Math Calculators potrebno je samo pokrenuti instalaciju i
otvara se prozor sa slike 1.1.1. Pri instaliranju GeoGebra Classic potrebno je procitati
GeoGebrinu licencu i prihvatiti uvjete koriStenja. Klikom na Prihvacam korisnicima je
dopusteno kopirati, distribuirati i prenositi GeoGebru besplatno ukoliko se radi o

nekomercijalnoj uporabi. Nakon instaliranja otvara se prozor prikazan slikom 1.1.2.

Poput ostalih programa, GeoGebru je moguce pokrenuti dvostrukim klikom na

ikonu programa iliizizbornika Svi programi.

£ GeoGebra Math Calculators - u} X
. - _ —
R]od 2200 &N 2@ Q =
? @
5 GeoGebra Math - kalkulatori
4 P Graficki prikaz

@ Geometrija- kalkulator
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x=_Simboli¢ko ratunanje (CAS)

=1 Tablica

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 ¥ 8 g 10 A Vjerojatnost - kalkulator

-1 b~ Ispit - kalkulator

ceTon 2 Downioad on the
» GooglePlay |l @ AppStore

X y z n 7 8 9 X =
a? a? Na e 4 5 6 + _
< > < = 1 2 3 = &
( ) lal . 0 . < > <

Slika 1.1.1 Izgled prozora Math Calculators

3 Preuzimanje GeoGebre, dostupno na https://www.geogebra.org/download (srpanj2017.)
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Slika 1.1.2 Izgled prozora GeoGebra Classic

Valja napomenuti kako je GeoGebru moguce pokrenuti i kao mreznu aplikaciju®.
lako se GeoGebri moZze pristupiti i bez prijave, otvaranjem vlastitog korisni¢kog racuna,
a prijava je moguca i putem Google, Office 365, Microsoft, Facebook i Twitter racuna,
korisniku su dostupni ve¢ izradeni materijali ostalih korisnika, ali i izrada vlastitih koji
ostaju trajno spremljeni. Svaki od izradenih radnih listova i e-udzbenika nosi datum

izrade kao i potpis autora.

Svaki radni list moZe sadrzavati razliCite elemente kao Sto su tekst, video,
GeoGebra aplet, slika, poveznica na stranicu, PDF datoteka ili pitanje (vidjeti sliku 1.1.3).
Kombinacijom viSe radnih listova u smislenu cjelinu nastaje e-udzbenik. Kreirani
udzbenik mozZe sadrzavati poglavlja i stranice. Vidljivost radnih listova i e-udzbenika

podijeljena je u tri razine:

4 GeoGebra, dostupno na https://www.geogebra.org/graphing (srpanj2017.)
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javno — svi korisnici mogu pretrazivati i vidjeti izradeni radni listili e-udzbenik

dijeljeno poveznicom — samo korisnici koji imaju poveznicu mogu vidjeti izradeni
radni listili e-udZzbenik

privatno — samo vlasnik moze vidjeti izradeni radni listili e-udzbenik.

&« &2 Spremi :
Naslov
Umetni

[»] video
C} GeaoGebra aplet |;| Slika
€3 Web

PDF datoteka

? Pitanje

[ Spremi i zatvori ] Odustani

Vid Iji\’OSt Javno

@

Oznake

Slika 1.1.3 Izgled novog radnog lista



1.2. IZGLED PROZORA | ALATI
Pocetni izgled prozora programa GeoGebra mozemo vidjeti promotrimo li sliku

1.1.2, no promotrimo sliku 1.2.1 i uo¢imo glavne elemente:

Graficki prikaz
Algebarski prikaz

Tabli¢ni prikaz

Traka za unos

1.

2

3

4. Simboli¢ko rac¢unanje (CAS)
5

6. Alatna traka

7

Traka izbornika

(¥
Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomod 7 Prijava...
A v s e
[:]~ 0 B Qo) 4 N =2 ] 6
¥ Simbolitko rafunanje (CA | b Grafiéki prikaz X| | * Tablica X
. Alr v|EEES
T
5 1 "
2
4 T 1 2
4
3 =
6
T 3
—_— 2 — q
b Algebra X g
]
! 10
11
- 2 12
2 3 2 1 0 1 2 3 4
13
-1 |14 |
15
16
2 |
17 v
< >
Unos: 5

Slika 1.2.1 Elementi prozora programa GeoGebra

Veliki dio zauzima graficki i algebarski prikaz®, no mogué je i tabli¢ni prikaz koji se

ne pokreée prilikom pokretanja programa. Do tabli¢nog prikaza lako se dolazi klikom na

5 GeoGebra, Algebarski prikaz, dostupno na https://wiki.geogebra.org/hr/Algebarski_prikaz (srpanj2017.)



https://wiki.geogebra.org/hr/Algebarski_prikaz

padajuci izbornik Pogled iz trake izbornika i odabirom Tablica ili kombinacijom tipki CTRL
+ SHIFT + S na tipkovnici. Sva tri prikaza medusobno su povezana Sto znaci da ce se,

promijenimo li algebarski prikaz, promijeniti i graficki i tabli¢ni prikaz.

U algebarskom prikazu korisnici mogu vidjeti algebarske vrijednosti objekata.
Objekti u GeoGebri su sve $to korisnik konstruira — tocke, pravci, mnogokuti, tekst i sl.
Objekte dijelimo na nezavisne i zavisne. Nezavisni objekti su objekti ¢ija konstrukcija ne
ovisi o nekom vec¢ konstruiranom objektu. Svaki objekt moguce je konstruirati
koriStenjem trake za unos ili koriStenjem alata. Zavisni objekti su objekti cija
konstrukcija ovisi o postojecem objektu i njih se konstruira koriStenjem alata ili
upisivanjem naredbi u traku za unos. Neki od objekata mogu biti definirani i kao
pomoéni. Pomoéni objekti su objekti napravljeni pomocu posebnih alata, ali isto tako i

objekti koje je korisnik tako oznacio.

Alatiza Alati za Alatiza Alatiza Transformacifski

pomicanje crie mnogokut konike alati Opdi alati

] o™ ’:f > '@ @ ‘f.‘ X 232 <)

Alatiza Alatiza  akcijski alati
kruFnicu iluk  mjerenje

Algtizg ~ Posebnialati
todku Za pravac

Slika 1.2.2 Popis alata

Upisom algebarskog izraza u traku za unos koja se nalazi pri dnu prozora te
potvrdom unosa, izraz se pojavljuje u algebarskom prikazu, a graficki prikaz objekta se
pojavljuje u grafickom prikazu. Tocke, krivulje, mnogokuti i svi ostali objekti pojavit ce se
u grafickom prikazu dok ¢e u algebarskom biti prikazane njihove koordinate, jednadzbe,
povrsine i sl. Dvostrukim klikom na algebarski izraz ili desnim klikom i odabirom Svojstva

objekta ... otvara se dijaloSki okvir Postavke u kojemu je moguce mijenjati objekt.
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U grafickom prikazu objekte unosimo koristeéi alate za konstrukciju iz alatne
trake prikazane slikom 1.2.2. Popis svih alata, kao i njihov opis, preveden je na hrvatski

jezik te ga je moguce pronadi na stranicama® GeoGebre.

Alati tablicnog prikaza prikazani su slikom 1.2.4. Ove alate moguce je koristiti
samo kada je aktivan tabli¢ni prikaz, a opis alata se nalazi na stranicama GeoGebre’.

Alate tabli¢nog prikaza dijelimo u Cetiri osnovne skupine:

e Alati za pomicanje
e Alati za analizu podataka
e Alati za liste i tablice

e Alati za izraCunavanje.

Alati za
poemicanje

3] [l 3
2z
5
ol

Alati za analizu podataka Alati za liste i tablice Alati za izraéunavanje

——.

#E[i]] Jednovarijabilna analiza {1,2} 1zradilistu Zbroji vrijednosti

1:‘0%‘ Dvovarijabilna regresijska analiza {eee} ListatoZaka Srednja vrijednost

~ | Multivarijabiina analiza lzradi matricu Pobroji vrijednosti

L0 —
R

/. Kalkulator vjerojatnosti ; ﬁ Tablica 12[3] Najvecavrijednost
ﬁ '_,. - . - - .
'r\. lzradi izlomljenu crtu 1123 najmanja wrijednost
-

Slika 1.2.4 Alati tabli¢nog prikaza

U novijim verzijama osim algebarskog, grafickog i tablicnog prikaza pojavljuje se i
CAS prikaz. CAS je skraéenica za Computer Algebra System i omogucava korisnicima

simbolicko racunanje unutar GeoGebre. Slicno kao za tabli¢ni prikaz, iz padajuceg

6 Alati, dostupno na https://wiki.geogebra.org/hr/Alati (srpanj 2017.)
7 Alati tabli¢nog prikaza, dostupno na https://wiki.geogebra.org/hr/Alati_tabli%C4%8Dnog_prikaza
(srpanj2017.)
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izbornika Pogled odabirom Simbolicko racunanje (CAS) ili kombinacijom tipki CTRL +
SHIFT + K na tipkovnici dolazimo do CAS prikaza. Unutar ovog prikaza moguce je
raCunati razlomke, odrediti njihovu tocnu i pribliznu vrijednost, odrediti rjeSenje
jednadzZbe, za odredene krivulje pronadi sjeciSta racunski, odrediti derivaciju ili integral

izraza i sl. Alate CAS prikaza moguce je koristiti samo kada je aktivan CAS prikaz.

Izgled alata CAS prikaza prikazan je na slici 1.2.5, a alate moZzemo podijeliti u

Cetiri osnovne skupine:

e Alati za procjenu
e Alati za izraCunavanje
e Alati za analizu

e QOpdialati.

Popis CAS alata i njihove opise moguce je pronaci na stranicama GeoGebre®.

Aproksimacija Faktorizacija 5 upslf.‘f:c.‘,"a R';f.?f: .‘. . .'ntelg ;‘a I kalkulator
1zracun alat P alat o _a. numericki Gf.ﬁ\f ) @At yierojatnosti alat 1zbridi
olat os ol Profirivanje Rjesenje Der .Imc.,'a Ispitivac alat
| ' olat alat alat funkcije alat ‘
— — 1 7 — = J L I —3
=l = Vv s-s (CONSx=(lx=ll £ J )| keSS (]
Alati za procjenu Alati za izraéunavanje Alati za analizu ~ Opéi alati

Slika 1.2.5 lIzgled CAS alata

Valja istaknuti i 3D graficki prikaz prikazan slikom 1.2.6 te alate 3D grafickog

prikaza prikazane slikom 1.2.7. Skupine 3D alata su:

e Alati za pomicanje e Alati za ravninu

8 CAS alati,dostupno na https://wiki.geogebra.org/hr/Comments:CAS alati (srpanj2017.)
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e Alati za tocku e Alati za tijela i mrezu

e Alatiza crte e Alatiza sferu

e Posebni alati za pravac e Alati za mjerenje

e Alati za mnogokut e Transformacijski alati

e Alati za kruznicu, luk i konike e Alat za tekst

e Alat za sjeciSte dviju ploha e Alati za pomicanje objekata.

Do 3D prikaza dolazimo odabirom 3D graficki prikaz iz padajuceg izbornika
Pogled ili kombinacijom tipki CTRL + SHIFT + 3. 3D graficki prikaz koristit éemo kako
bismo docarali rotacijska tijela koja nastaju rotacijom krivulje oko osi ¢iji obujam

racunamo koristenjem integrala.

« 3D grafiéki prikaz e

b4 b4 b4 - b d

Slika 1.2.6 3D graficki prikaz
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Kruzni luk
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KruZni isjecak

Elipsa

Hiperbola
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@ Sfera odredena sredidtem i tockom ({o‘ Kut

@ Sfera odredena sredidtemn i polumjerom cm
/ Udaljenost ili duljina
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Slika 1.2.7 Alati 3D grafic¢kog prikaza

StoZac

Waljak

Tetraedar

Kocka

Mreza

R K

o W & 2

Rotacija 3D grafitkog prozora

Pomicanje grafickog prikaza

Povecanje

Smanjenje

PokaZi | sakrij objekt

PokaZi / sakrij oznaku

Prenositelj oblikovanja

1zorisi

Pogled sprijeda
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Traka izbornika sadrzava sedam padajucih izbornika prikazanih slikom 1.2.8:

e Datoteka o Alati
e Uredivanje e Prozor
e Pogled e Pomoc.

e Postavke

Datoteka Uredivanje Pogled
[} Novi prozor Ctrl+N Poniati Cirl+Z . Algebra Cirl+Shift+A
Nova Ponovi Cirl+Y " Tablica Ctrl+Shift+S
E, Otvori .. Ctrl+0 x=  Simboliéko racunanje (CAS) Ctri+Shift+K
Kopiraj Ctrl+C o )
E, Otvori iz GeoGebra ... @ Grafigki prikaz Clirl+3hift+1
Zalijepi Citrl+V ]
Nedawne ) 2 @i Grafitki prikaz 2 Ctrl+Shift+2
Graficki prikaz u meduspremnik Cirl+Shift+C . .
.{'b- 3D graficki prikaz. Ctrl+Shift+3
[ Spremi Ctrl+S S _ . .
Umetni sliku iz ¥ | w  Opis konstrukeije Ctri+Shift+L
Spremi kao. .. . . )
<& Kalkulator vjerojatnosti Cirl+EShift+P
Svojstva objekta .. Ciri+E
2 Dijeli... E Tipkovnica
lzvoz b Odaberi sve Cirl+4 "  Trakaza unos
{@ Pretpregledispisa  Ctrl+P 58 Raspored ...
[ zawori Alt+F4 2 Oosvied Ctri+F
Preratunaj sve objekte Ctrl+R
Postavke Alati Prozor Pomad
ZaokruZivanje > Prilagodba alatne trake .. E, Mowvi prozor  Ctrl+N Upute
L N ¢ Prirucnik F1
As Oznadavanje > ‘@fi lzrada novog alata .
GeoGebra Forum
E @ Upravijanje alatima ...
[Al veligina slova ¥ o
— Prijavi gregku
e Jezik >
i O programu/Licenca
¢ Dodatno ...

@ Spremi postavke
Vrati zadane postavke

Slika 1.2.8 Traka izbornika

Traka za unos nalazi se pri dnu ekrana, a popis svih naredbi koje je moguée
upisati otvara se klikom na upitnik s desne strane trake za unos. Grupe naredbi, kao i
naredbe unutar svake grupe, navedene su abecednim redom. Neke od grupa naredbi su
3D, Algebra, Funkcije i Analiza, Skriptiranje i druge. Svaka od naredbi prevedena je i na

hrvatski jezik.
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Koristenjem naredbi korisnik stvara novi ili mijenja ve¢ postojeci objekt. Svakom
objektu dodijeljena je oznaka, a oznaku moZe dodijeliti i sam korisnik. Dovoljno je u
traku za unos upisati Zeljenu oznaku, potom znak jednakosti i upisati odgovarajucu
naredbu. GeoGebra omogucéava i korisStenje indeksa kod pisanja oznaka, po uzoru na

LaTeX. Potrebno je navesti oznaku, a potom donju crticu _ i Zeljeni indeks.

Pomoc za unos

Matematicke funkcije
Sve naredbe

iD

Algebra

Dijagram

Diskretna matematika
Financije

Funkcije i Analiza
GeoGebra
Geometrija

Konika

Lista

Logicke naredbe
Naredbe optimiranja
Proracunska tablica
Skriptiranje
Statistika

Tekst
Transformacija
Vektor i matrica
Vjerojatnost o

o [ = L [ = e L e = e e e L e o e

Slika 1.2.9 Pomo¢ za unos

GeoGebra ne zahtijeva od korisnika upisivanje cijele naredbe pa je dovoljno
zapoceti pisati naredbu i program nudi moguée naredbe. Ukoliko korisnik Zeli prihvatiti

neku od ponudenih naredbi, dovoljno je pritisnuti tipku Enter.

Parametri naredbi nalaze se unutar okruglih zagrada i odvojeni su zarezima. Ako
je naredba tocno upisana, GeoGebra nudi unutar <> zagrada objasnjenje na kojem

mjestu je predvidena vrijednost kojeg parametra.
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Nakon to€nog upisa naredbe ili konstrukcije, dobiveni objekt moZze biti skriven ili

prikazan. Nekoliko je nacina za prikazati/sakriti objekt:

e Unutar algebarskog prikaza svakom od objekata dodijeljen je krug ispred
naziva. Puni krug oznacava da je objekt vidljiv, a prazan da je objekt
skriven. Klikom na krug moguce je mijenjati stanje objekta

e Desnim klikom na objekt, neovisno o prikazu, otvara se skocni izbornik.
Klikom na Pokazi objekt mijenjamo stanje objekta

e Odabirom alata PokaZi/sakrij objekt iz skupine Opci alati mijenjamo
stanje objekta

e Unutar algebarskog prikaza, objekti su grupirani i nazivi grupa navedeni
su abecednim redom, kao i sami objekti odredene grupe. Imamo i
primjerice grupe Broj, Duzina, Mnogokut i Tocka te Zelimo sakriti sve
tocke, dovoljno je kliknuti na naziv grupe i u skonom izborniku odabrati

PokaZi objekt i tako sakriti/prikazati sve tocke.

Svaki objekt korisnici mogu dodatno urediti. Potrebno je desnim klikom na
objekt otvoriti skocni izbornik ili padajuci izbornik Uredivanje i odabrati Svojstva
objekta ... Za objekt je moguée izmijeniti naziv, vrijednost, boju, stil, ali je moguce i

postaviti uvjet za prikaz objekta kao i dodatna svojstva koristenjem skriptiranja.

Korisnici mogu prilagoditi prozor GeoGebre odabirom opcije Raspored ... iz
padajuceg izbornika Pogled ili odabirom opcije Graficki prikaz ... iz sko¢nog izbornika koji
se otvara desnim klikom na graficki prikaz. Graficki, algebarski, tabli¢cni i CAS prikaz

takoder je moguce prilagoditi koriStenjem tehnike povuci-i-ispusti.

GeoGebra omogucava prilagodavanje osi i koordinatne mreze. Osi je mogude
prikazati i sakriti, kao i brojeve na osima. Korisnici mogu odabrati i oznake, aliijedini¢nu
duZinu. Osim kvadratne mreZe, mogucée je odabrati i polarnu te izometricnu mrezu i

razmak, kao i boju i vrstu crte.
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ﬂ Postavke
TH alEHES

Traka za unos

Izbarnik naredhi

Alatna traka
Mroan | M || O | [ D |[ M |

[] PokaZi pomod u alatnaj traci

Pogled

PokaZi traku za naslov

PrikaZi traku stilova

Bocna traka

PokaZi boénu traku

Slika 1.2.10 Raspored

16



2. GeoGebra | INTEGRALI

Pojam integrala obraduje se u Cetvrtom razredu srednje Skole kao dio programa za
prirodoslovno-matematicke gimnazije nakon pojma derivacije®. Kao sredisnji dio ovog
diplomskog rada vidjet ¢emo kako program GeoGebra mozie pomodéi u priblizavanju

pojma integrala uéenicima, alii na koji nacin uéiteljima olakSava poucavanje.

Pri nastanku e-udibenika Integrali’®, ideje za pojedine primjere pronadene su u

udzbeniku!! iz matematike za srednju $kolu, kao i na GeoGebraTube?-u.

2.1. NEODREDENI INTEGRAL

Pojam neodredenog integrala uvodimo kao skup svih primitivnih funkcija
odnosno antiderivacija neke funkcije. Primjerice, za funkciju f(x) = 2x, primitivna
funkcija F moZe biti F(x) = x?, F(x)=x%+5, F(x) = x% + e itd. Primijetimo da su
slobodni ¢lanovi 0, 2, e realni brojevi, odnosno konstante pa ih moZzemo oznaciti slovom

c pri ¢emu je c € R.

Do tablice neodredenih integrala ucenici dolaze intuitivno pozivaju¢i se na
prethodno znanje derivacija. KoriStenjem GeoGebre nastavnicima je omoguceno stvoriti

novi radni listi kviz!3 ¢ijim rjeSavanjem uéenici mogu provjeriti svoje znanje.

Svaki kviz moZe se sastojati od pitanja koja korisnik stvara klikom na Pitanje iz
izbornika Dodaj element. lzgled okvira Pitanje prikazan je slikom 2.1.1. Osim Sto je
svakom pitanju mogucée dodati naslov, korisnik odlucuje hoce li pitanje biti otvorenog

tipa ili pitanje viSestrukog izbora. Ako je pitanje otvorenog tipa, korisno je ukazati na

9 Sime Sulji¢, Pojam derivacije, dostupno na https://www.geogebra.org/b/VGAf3kdM (srpanj2017.)
10 Integrali, dostupno na https://www.geogebra.org/m/bAeKtFkZ (srpanj2017.)

11 Antoli$ S., Copi¢ A., Matematika 4 —udzibenik sa zbirkom zadataka za prirodoslovno-matematicku
gimnaziju, dio Il,Skolska knjiga, Zagreb, 2007.

12 GeoGebraTube, dostupno na https://www.geogebra.org/materials/ (srpanj2017.)

13 Neodredeni integral, dostupno na https://www.geogebra.org/m/Hmagmvijh9 (kolovoz2017.)
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to¢ne odgovore, a za pitanja viSestrukog izbora moguée je dodati proizvoljan broj

odgovora. Tocan odgovor ili odgovore potrebno je naznaciti.

? Pitanje

Naslov {opcionalno)
A Pitanje

Jx

Pitanja otvorenog tipa  ViSestruki izbor

A Ukazite na toéne odgovore (moguénost)

Jx

Slika 2.1.1 Stvaranje pitanja

Za unos pitanja, kao i za unos rjeSenja, GeoGebra omogucava uredivanje

matematic¢kog unosa prikazanog slikom 2.1.2.

Uredi matematicki unos

+ Osnovno | w Gréki | & Operatori || < Veza | <« Strelice | { Graniénici || oo Misc

Z QRCH

w F L ()G oy + - F - =x =+ v YOS

f§d1=-"3 +ecE

5]
o

Save Cancel

Slika 2.1.2 Uredivanje matemati¢kog unosa
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2.2.  ODREDENI INTEGRAL — povrsina

2.2.1. POVRSINA ZUPANIJA
Pojam odredenog integrala uvodimo kao pojam povrsine ispod grafa funkcije na
odredenom intervalu. Kao uvod u odredivanje povrsine i Cinjenicu kako ono nije uvijek
jednostavno, ucenici mogu pokusati Sto tocnije odrediti povrSinu odredene zemlje ili

regije.

Uzmemo |i primjerice odredivanje povrSine Zupanije Grad Zagreb u odredenom
mjerilu, za ocekivati je da ¢e ucenici povrSinu odredivati koriStenjem proizvoljne
koordinatne mreze ili aproksimiranjem povrSine pravokutnicima. Nakon odredivanja
,pjesice”, koriStenjem programa GeoGebra, ucenici mogu odrediti povrSine ostalih
Zupanija ili drzava koristenjem GeoGebrinih alata. Kako bi nastavnik osigurao da svaki
uenik ima pristup svom zadatku, kako za vrijeme nastave, tako i kod kuée, radni

materijal moguce je spremiti kao radni list na GeoGebraTube.

Ubaci GeoGebra aplet

PotraZi aplet
= & calert the Moth A far th aw Annlat
odigni aplet ease select the Math App for the new Apple
zradi aplet
Algebra CAS Geometrija
A B
1
2 —
30 Geometrija Tablica Vijerojatnost
Odustani ,

Slika 2.2.1 Umetanje GeoGebra apleta
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Unutar radnog lista upute u obliku teksta stvaramo odabirom Tekst iz izbornika
Dodaj element, a na isti nacin dodajemo i GeoGebra aplet. Aplet je moguce potraZiti

medu postoje¢ima, podignuti s uredaja ili izraditi novi.

Svaki dodani GeoGebra aplet moZe sadrzavati naslov, a moguce je odrediti i
napredne postavke poput Sirine i visine apleta, ¢uvanja proporcija, prikaza ikone za

resetiranje konstrukcije, trake izbornika, trake za unos, trake stilova i alatne trake.

Spajanjem teksta, u kojemu su upute, i apleta koje uéenici mogu uredivati,
nastaje radni list poput radnog lista Povrsina Zupanija®?. Slike Zupanijal®> umeéemo u

GeoGebru koristenjem alata Slika iz skupine alata Akcijski alati.

Nakon $to je slika umetnuta, njezin donji lijevi kut oznacen je tockom A, a donji
desni kut tockom B. Polozaj slike moguée je mijenjati povlacenjem slike, ali i
pomicanjem toCaka A i B. Mijenjanje polozaja slike korisniku je omoguceno i u
postavkama u kartici PoloZaj prikazanoj slikom 2.2.2. Polozaj svake slike odreden je
trima uglovima slike koje korisnici mogu sami odredivati. Ugao 1 polozaj je lijevog
donjeg ugla slike, Ugao 2 desnog donjeg ugla slike, a Ugao 4 polozZaj lijevog gornjeg ugla
slike. Nakon odredivanja tocke prvog ugla, odredivanjem drugog ugla korisnik kontrolira
Sirinu slike, a odredivanjem cetvrtog ugla visinu slike. Na ovaj nacin svaku sliku moguce

je smanijiti, povecati ili ukositi.

Osnovno Boja St Polofa) Dodatno  Skriptiranje

11 Ugaot: |A w
4 UgaoZ: B w~
17 ugao4: w

[] Apsolutni poloZaj na zaslonu

Slika 2.2.2 Polozaj slike

14 povr$ina Zupanija, dostupno na https://www.geogebra.org/m/VsV9ta7N (srpanj2017.)
15 Hrvatske Zupanije, dostupno na http://bit.ly/2ho9XZY (srpanj2017.)
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Svaka umetnuta slika moze imati i apsolutni poloZaj na zaslonu - u tom slucaju
slika ostaje u stalnom poloZaju u odnosu na prozor GeoGebre. U kartici Osnovno

prikazanom slikom 2.2.3, sliku moZemo postaviti i kao nepomican objekt — slika ostaje u

zadanom poloZaju u koordinatnom sustavu.

Dsnowno  Boja Stil PoloZaj Dodatno  Skriptiranje

Maziv. | slikal

Matpis:

PokaZi objekt

[] Mepomican objekt
Pomoéni objekt

[] Pozadinska slika

Slika 2.2.3 Osnovna svojstva slike

Kartica Boja prikazana slikom 2.2.4, nudi korisnicima odabir neprozirnosti slike

Prozirnost je odredena brojem izmedu 0 i 100 pri ¢emu 0 oznacava potpuno prozirnu, a

100 potpuno neprozirnu sliku.

Osnovno Boja Stil Polofaj Dodatno  Skriptiranje

Meprozirnost

o 25 50 [fi] 100

Slika 2.2.4 Boja
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Zadatak za ucenike je pokrenuti GeoGebraTube i, uz napomene o kljuénim
pojmovima, pronaci zadani radni list kako bi uvjezbali pretraZivanje materijala
korisStenjem trazilice. Nakon pronalaZenja i otvaranja radnog lista, uporabom GeoGebra
alata, konkretno alata Mnogokut, uCenici ¢im preciznije aproksimiraju granice pojedine
Zupanije stranicama mnogokuta. Mnogokut stvaramo klikom na jedan vrh mnogokuta te
na njegov susjedni vrh, zatim susjedni vrh tog vrha i postupak nastavljamo do kraja kada
je potrebno ponovno kliknuti na prvi vrh kako bismo zatvoriti mnogokut. Po zavrSetku
zatvaranja mnogokuta, u algebarskom prikazu pojavit ¢e se grupa Mnogokuti unutar
Cega i objekt mnogokut. Kao dodatnu informaciju o mnogokutu, uéenici iS¢itavaju

povrsinu.

Ovisno o povrsini aproksimiranoj mnogokutom, potrebno je odrediti kolika je
priblizna povrSina Zupanije u stvarnosti. Posljednji zadatak je pronaci stvarnu povrSinu

dane Zupanije i napraviti usporedbu.

Grad Zagreb

A | b I - —
['E [ | &) e/ | A Q —
Mnogaokut -p'u' f‘}‘
O mnogokutl = 4.57
3
Duina
@ c-oss
O d=105
@ e-oar
@ f=um
- b
o 2 H §
0 e-o03
-

Slika 2.2.5 Grad Zagreb
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2.2.2. DARBOUXOVE SUME
Nakon aproksimiranja povrSine Zupanija, ucenici kao zadatak dobivaju
izracunavanje povrsine ispod grafa funkcije. Kako bi odredili povrSinu ispod grafa neke
funkcije, povrSinu, slicno kao u prethodnom primjeru, aproksimiramo upisanim i
opisanim pravokutnicima. Na ovaj nacin ucenici otkrivaju koncept donje i gornje

Darbouxove sume, odnosno donjeg i gornjeg integralnog zbroja.

Izrada apleta za Darbouxove sumel® nije komplicirana, a poput ostalih apleta
moguce ju je pronaci na GeoGebraTube-u Sto olakSava otkrivanje koncepta za vrijeme
poucCavanja, ali i samostalnog ponavljanja ucenika. Pojasnjenja koriStenja ponekih

GeoGebrinih alata pronalazimo i na YouTube-u'’.

Pravilno odabrane funkcije upisujemo u traku za unos te nakon potvrde unosa
funkciju vidimo u grafickom i algebarskom prikazu. Odredimo interval na kojemu Zelimo
odrediti povrSinu ispod grafa nase funkcije. Krajnje tocke intervala nazovimo A i B koje
¢emo naznaditi kao tocke na osi apscisa, odnosno tocke Cija je koordinata y jednaka O.

Za koordinate x tih dviju toCaka koristit ¢emo alat Klizac iz skupine Akcijski alati.

Maziv

(®) Broj
i) Kut
() Cijeli broj [] slucajan

BrojPravokutnika

Interval Klizag Animacija

min: |1 max: 200 Korak povecanja: |1

U redu Odustani

Slika 2.2.6 Klizac

16 Darbouxove sume, dostupno na https://www.geogebra.org/m/E8aZC4nR (srpanj2017.)
17 Geogebra - Approximating the Integral, dostupno na
https://www.youtube.com/watch?v=3GcHkG _vewl (srpanj2017.)
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DijalosSki okvir klizaca prikazan je slikom 2.2.6. Kliza¢ moze biti decimalni broj, kut
ili cijeli broj. Naziv klizaca odreduje korisnik, kao i interval klizaca odreden minimalnom i
maksimalnom vrijednos¢u. Za svaki kliza¢ mogucée je odrediti i korak povecanja, ali i
polozZaj — horizontalan ili vertikalan. Polozaj kliza¢a moZe biti apsolutan na zaslonu, ali i
relativan u koordinatnom sustavu. Kliza¢ ¢iji je polozaj apsolutan na zaslonu ostaje u
postavljenom poloZaju, odnosno na njega ne utje¢e zumiranje, dok kliza¢ Ciji je poloZaj
relativan u koordinatnom sustavu mijenja Sirinu ovisno o povec¢anju i smanjenju prikaza,
ali uvijek je jednake Sirine u odnosu na koordinatni sustav. Korisnici mogu promijeniti i
Sirinu odredenog klizaca koja se mjeri u pikselima. Kako je svaki kliza¢ moguce i
animirati, brzinu i ponavljanje animacije takoder moZe odrediti korisnik. Ponavljanje

animacije moze biti naizmjence, rastuce, padajuce ili jednom rastuce.

Neka je DonjaGranica kliza¢ pridruzen tocki A, a GornjaGranica kliza¢ pridruzen
tocki B. KlizaCe izradujemo kako bismo mogli mijenjati granice naseg intervala. Tocke
unosimo preko trake za unos pri ¢emu za tocku A upisujemo ,, A = (DonjaGranica, 0)“, a

za tocku B upisujemo ,,B = (GornjaGranica, 0)”.

Sljedeci korak je odrediti broj pravokutnika kojima ¢emo aproksimirati povrsinu
ispod grafa naSe funkcije. Broj pravokutnika Zelimo povedéavati od 1 na vise pa ¢emo
izraditi kliza€ BrojPravokutnika Cija vrijednost se poveéava za cijeli broj u intervalu od 1

do 200.

Kako bismo odredili donji integralni zbroj, odnosno donju Darbouxovu sumu,
iskoristit ¢emo naredbu DonjaSuma( <funkcija>, <pocletna vrijednost x>, <zavrsna
vrijednost x>, <broj pravokutnika> ). Naredbu smo zapisali na samom pocetku, a izradili
smo i kliza¢ BrojPravokutnika. Pocetnu i zavrSnu vrijednost x upisat ¢emo kao
koordinate x tocaka A i B, odnosno kao x(A) i x(B). Dakle, upisom ,DonjaSuma =
DonjaSuma(f(x), x(A), x(B), BrojPravokutnika)“ dobivamo donju Darbouxovu sumu.
Vrijednost sume ispisuje se u algebarskom prikazu, a graficki prikaz sume u grafickom

prikazu.
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Kako bismo dobili gornju sumu, koristimo naredbu GornjaSuma( <funkcija>,
<pocetna vrijednost x>, <zavrsna vrijednost x>, <broj pravokutnika> ). Vrijednost gornje
Darbouxove sume takoder se ispisuje u algebarskom prikazu, a graficki prikaz sume u
grafickom prikazu. Sumama je moguce promijeniti boju kako bismo ih lakSe mogli

razlikovati.

Zelimo pokazati da se povedanjem broja pravokutnika donja i gornja suma
priblizavaju. Kako bismo imali pregled, unutar grafickog prikaza ispisat ¢emo donju i
gornju sumu koristenjem alata Tekst iz skupine Akcijski alati. Klikom unutar grafi¢kog
prikaza odredili smo poziciju teksta nakon ¢ega se otvara dijaloski okvir prikazan slikom

2.2.7.

(¥

Lredivanje

[J LaTexformula | Simboli~ | Objekti

« 11

Pretpregled

¢ Pomoc U redu Odustani

Slika 2.2.7 Dijaloski okvir alata Tekst

KoriStenjem ovog alata korisnik moze ispisati tekst ili umetnuti LaTeX formulu te
dodati razne simbole. Takoder, moguée je tekst povezati s odredenim objektom. Sli¢no

kao pri umetanju klizaca, tekst moze imati apsolutni poloZaj na zaslonu ili polozZaj
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relativan u koordinatnom sustavu. Odaberemo li apsolutni poloZaj na zaslonu, tekst
ostaje u stalnom poloZaju u odnosu na prozor GeoGebre. Postavimo li tekst kao

nepomican objekt tekst ostaje u zadanom poloZaju u koordinatnom sustavu.

Tekst koji korisnik unosi mozZe biti statican ili dinamican. Stati¢an tekst unosi se
direktno u polje Uredivanje, dok pod dinamic¢an tekst podrazumijevamo vrijednost
nekog objekta. NajéeSée se koristi mjeSoviti tekst kao kombinacija stati¢énog i
dinami¢nog. Primjerice, Zelimo ispisati vrijednost DonjeSume. Potrebno je upisati
stati¢ni tekst ,Donja Darbouxova suma“ unutar okvira Uredivanje te klikom na listu
Objekti odabrati objekt DonjaSuma. Odredeni objekt moguce je odabrati i klikom na
objekt unutar algebarskog prikaza. Unutar polja Uredivanje pojavit ¢e se naziv objekta
unutar pravokutnika, a u polju Pretpregled korisnik moZe vidjeti trenutnu vrijednost
odabranog objekta. No, ako korisnik ne Zeli vrijednost, nego definiciju tog objekta,
dovoljno je u polju Uredivanje desnim klikom na objekt odabrati Definicija umjesto

Vrijednost.

Na slican nacinispisujemo stati¢an tekst ,,Gornja Darbouxova suma“i odabiremo
objekt GornjaSuma. Ako sada promijenimo donju ili gornju granicu, kao i broj
pravokutnika, primijetit ¢emo kako se mijenjaju Donja i Gornja Darbouxova suma unutar

ispisanog teksta.

Preostaje napraviti joS samo jednu stvar — ispisati odredeni integral funkcije na
danom intervalu. U traku za unos unijet ¢emo naredbu Integral = Integral( <funkcija>,
<pocetna vrijednost x>, <zavrsna vrijednost x> ) pri ¢emu je funkcija pocCetna funkcija, a
pocetna i zavrSna vrijednost su granice integrala, odnosno x(A) i x(B). Koristenjem alata
Tekst te odabirom LaTeX formula, u polje Uredivanje unijet ¢emo
»\int_{DonjaGranica}*{GornjaGranica} f dx = Integral” pri ¢emu su DonjaGranica,

GornjaGranica, f i Integral objekti.

Nakon Sto smo izradili radni list, mozemo ga spremiti na GeoGebraTube.

Pomicanjem klizaca ucenici ¢e otkriti pojmove donje i gornje Darbouxove sume,
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odnosno donje i gornje integralne sume. Lako je uociti da se donja i gornja suma
priblizavaju istom broju — odredenom integralu na danom intervalu — kako pove¢avamo

broj pravokutnika kojima aproksimiramo povrsinu.

2.2.3. NEWTON-LEIBNIZOVA FORMULA
Slijedi otkrivanje Newton-Leibnizove formule na primjeru odredivanja puta kojega je
pre$ao avion!® do odredenog trenutka. Stvaramo novi radni list s nazivom Newton-

Leibnizova formula®®. Osim dodavanja teksta, dodat ¢emo ivec izradeni aplet.
Kod izrade apleta Zelimo sljedece:

e odrediti graficki prikaze zadane funkcije

e odrediti povrsinu ispod grafa na odredenom intervalu

e mijenjati granice intervala

e ispisati odredeni integral zadane funkcije i povrSinu ispod grafa na intervalu

e ubaciti sliku aviona i animirati let aviona koriStenjem kliza¢a i gumba.

Primijetimo da funkciju leta aviona moZemo zapisati na sljedeéi nacin:

10x + 50,x€[0,60]

fG) = {650,x¢ < 60,00 >

pri ¢emu je brzina aviona od polijetanja do prve minute dana formulom v(x)=10x+50, a
nakon toga je konstantna i iznosi 650 m/s. Graficki prikaz ove funkcije u GeoGebri éemo
pisati kao dvije funkcije: funkciju v koja opisuje brzinu aviona do prve minute i funkciju
u koja opisuje konstantnu brzinu aviona nakon prve minute. Unos funkcija u i v vrSimo
preko trake za unos nakon ¢ega grafove mozemo vidjeti u grafickom prikazu, no za
svaku od funkcija potrebno je navesti i granice. Naredba Funkcija( <funkcija>, <pocetna

X vrijednost>, <zavrsna x vrijednost> ) ima tri parametra, a potrebno je navesti pravilo

18 Antoli$ S., Copi¢ A., Matematika 4 —udzbenik sa zbirkom zadataka za prirodoslovno-matematicku
gimnaziju, dio Il, Skolska knjiga, Zagreb, 2007.
19 Newton-Leibnizova formula, dostupno na https://www.geogebra.org/m/WPyz9B7¢ (kolovoz2017.)
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funkcije te pocetnu i zavrSnu x vrijednost pri ¢emu x vrijednost oznacava koordinatu x,
odnosno pocetak i kraj naSeg intervala. Dakle, u traku za unos piSemo: ,v =
Funkcija(10x+50, 0, 60)“i ,,u = Funkcija(650, 60, =), a do znaka oo dolazimo klikom na a

u desnom kutu trake za unos.

Nakon $to smo prikazali graf funkcije f u GeoGebri, zelimo odrediti povrSinu
ispod grafa na odredenom intervalu. Nas interval je [0, 60]. Povrsinu lako odredujemo
kao povrSinu mnogokuta s vrhovima A(0, 0), B(60, 0), C(60, 650) i D(0,50) koriStenjem
alata Mnogokut. No, tada ne bismo mogli mijenjati granice pa ¢emo nase tocke odrediti
koristenjem alata Kliza¢. Koordinate x toCaka A i B bit ¢e pocetak i kraj intervala na
kojem gledamo povrsinu ispod grafa pa ¢emo izraditi klizace Pocetna i Zavrsna. Oba
klizac¢a bit ¢e u intervalu [0, 60] jer je to interval na kojem gledamo povrSinu. Vrijednost
klizaca za zadavanje brzine za pocetak postavljamo na 1 Sto kasnije moZzemo izmijeniti u
svojstvima kliza¢a. Sada moZemo odrediti tocke A i B upisom u traku za unos

,A =(Pocetna, 0)“i,B = (Zavrsna, 0)“.

Tocke C i D odredit ¢éemo na sljedeéi nacin: Kako toc¢ka C ima istu koordinatu x
kao i tocka B, a tocka D ima istu koordinatu x kao i toc¢ka A, alatom Okomica iz skupine
alata Posebni alati za pravac stvorit ¢emo okomice na os apscisa kroz tocke A i B.
Sjecista tih dvaju pravaca s grafom funkcije f bit ée nase tocke Ci D. Tocke Ci D oznacit
¢emo koriStenjem alata Tocka iz skupine alata Alati za tocku. Nakon $to miSem
prekrijemo graf nase funkcije, ali i okomicu, vidjet ¢emo da su oba grafa podebljana $to

oznacava da se upravo na tom mjestu nalazi sjeciste.

Na ovaj nacin povezali smo tocke Ci D s tockama A i B, a tocke A i B odredene su
klizacima Pocetna i Zavrsna. Pomicanjem klizac¢a, pomicat ¢emo tocke A i B, aliitocke Ci
D. Sada kada imamo odredene sve Cetiri tocke, alatom Mnogokut iz skupine alata Alati
za mnogokut, stvorit ¢emo mnogokut ABCD. Ovisno o tome Zelimo li tocke vidljive, kao i
okomice u tockama A i B, moZzemo odabrati pojedini objekt te ga uciniti vidljivim ili ga
sakriti kao i promijeniti boju ili debljinu te ostala svojstva. Primjerice, mnogokutu ABCD

Zelimo sakriti naziv, ali prikazati vrijednost Sto moZemo napraviti desnim klikom na
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objekt bilo u algebarskom ili grafickom prikazu te odabirom Svojstva objekta ... iz

skocnog izbornika.

IspiSimo sada koriStenjem alata Tekst iz skupine alata Akcijski alati odredeni
integral na intervalu [koordinata x tocke A, koordinata x to¢ke B], ali i povrSinu na istom
intervalu. Za pocetak, slicno kao u prethodnom poglavlju, odredit ¢emo odredeni
integral na danom intervalu korisStenjem funkcije Integral. Uo¢imo da nakon izrac¢una
tog odredenog integrala, njegovu vrijednost u algebarskom prikazu pronalazimo pod

skupinom Broj, $to smo i ocekivali.

Nakon odabira alata Tekst, potrebno je odabrati i zapis LaTeX formula, a u polje
Uredivanje unosimo , \int_{Pocetna}*{Zavrsna} (10x+50) dx = Integral”, pri ¢emu su
Pocetna, Zavrsna i Integral objekti. Novim koriStenjem alata Tekst, i ovoga puta kao
mjeSoviti tekst, u polje Uredivanje unosimo ,PovrsSina ispod grafa: MnogokutABCD“ pri
¢emu je MnogokutABCD objekt. Na ovaj nacin, pomicanjem klizaca Pocetna i Zavrsna

uoavamo izmjenu naseg teksta, kao i povrSine mnogokuta iintegrala.

tocka koja predstavlja avion. Ipak, atraktivnije od tocke bilo bi vidjeti pomicanje aviona

koji do odredenog trenutka ubrzava, a potom nastavlja letjeti konstantnom brzinom.

Sliku aviona?® umetnut ¢emo u kori$tenjem alata Slika iz skupine alata Akcijski
alati. Svaka slika je odredena svojim trima rubnim to¢kama pri ¢emu te tri tocke
odreduju visinu i Sirinu slike. Nakon umetanja slike te odredivanja dimenzija po Zelji,
koordinate rubnih triju to¢aka nase slike, povezat ¢emo s tockom C. Tocka C predstavljat
¢e nas avion, a povezivanjem slike simulirat éemo let aviona. Uo¢imo da se brzina aviona
mijenja, odnosno povecava se do odredene vrijednosti nakon ¢ega je konstantna. Iz

toga razloga koristit ¢emo naredbu Ako.

20 Avion, dostupno na https://www.clipartsgram.com/image/144389644-airplane-images-clip-art-
clipart.png(srpanj2017.)
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Dva su oblika naredbe Ako: Ako( <uvjet>, <onda> ) koja se izvrSava ako je
ispunjen uvjet, odnosno ako je logicka vrijednost uvjeta true (istina) i Ako( <uvjet>,
<onda>, <inace> ) gdje se onda izvrSava ako je ispunjen uvjet, odnosno ako je logicka
vrijednost uvjeta true (istina), a inace se izvrSava ako uvjet nije ispunjen, odnosno ako je
logicka vrijednost uvjeta false (laZ). Korisnici umjesto naredbe Ako mogu koristiti i

naredbu /f kako bi postigli potpuno isti efekt.

Neka su tocke E, Fi G tocke koje odreduju dimenzije slike aviona. Neka je toc¢ka
G tocka koja ima jednake koordinate kao i tocka C, no treba imati na umu kako to vrijedi
samo na intervalu [0, 60]. Kako bi se avion nastavio kretati i nakon tog intervala,
odnosno na intervalu [60,00 >, koordinata x tocke G mijenjat ¢e se, a koordinata y bit
¢e jednaka 650. Kako bismo osigurali izmjenu koordinate x, stvorit ¢emo novi kliza¢ xKor
¢iji je minimum, odnosno pocetak intervala 60. Kako bismo osigurali da avion klizi
glatko, kliza¢ xKor potrebno je prilagoditi tako da korak poveéanja bude maniji. Isto tako,
Zelimo krenuti tek nakon $to avion dode u interval [60,00 > pa postavljamo uvjet na
brzinu: Ako(Zavrsna < 60, 0, 5). Sada moZemo zapisati konacne koordinate tocke G kao

(Ako(x(C) < 60, x(C), xKor), Ako(y(C) < 651, y(C), 650)).

Sliénim postupkom dolazimo do koordinata tocaka E i F te imamo: (Ako(x(C) < 60,
x(C) - 10, xKor - 10), Ako(y(C) < 651, y(C), 650)) za tocku F i (Ako(x(F) < 60, x(F), xKor-10),
Ako(y(F) < 650, y(F) + 50, 700)) za tocku E. MoZemo primijetiti kako su koordinate tocke
E vezane uz vrijednosti koordinata tocke F. Razlog tome leZi u ideji da slika aviona uvijek
bude jednakih dimenzija, a udaljenost tocaka E i F predstavlja visinu slike, dok je

udaljenost toCaka Fi G Sirina slike.

Kako bismo omogudili animaciju, izradit ¢emo i gumbe za pokretanje,
zaustavljanje te ponovno pokretanje koriStenjem alata Gumb iz skupine alata Akcijski
alati. Klikom na alat Gumb otvara se prozor prikazan slikom 2.2.8. Polje Natpis moze
ostati nepopunjeno, ali u polju GeoGebra skriptiranje potrebno je napisati koji je

zadatak gumba.
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Skriptiranje podrazumijeva niz naredbi koje se izvrSavaju jedna nakon druge.
Osim GeoGebra skriptiranja, korisnici mogu koristiti i JavaScript. lzvrSavanje naredbi
pokrece se klikom na odredeni objekt ili pri azuriranju odredenog objekta, odnosno pri
promjeni vrijednosti ili svojstava objekta. Skriptiranje bilo kojeg objekta moguée je

unutar dijaloSkog okvira Postavke unutar kartice Skriptiranje.

Prilikom upisivanja naredbi unutar polja, bitno je naglasiti kako ¢e sve napisano
biti ozna¢eno crvenom bojom do trenutka kada GeoGebra prepozna upisanu naredbu.
Na ovaj nacin korisnik moze biti siguran da je unio toan naziv naredbe, ali i pojedinog

objekta. Parametre odredene naredbe potrebno je unijeti unutar uglatih zagrada.

1%
MNatpis:

GeoGebra skriptiranje:

1

L redu Odustani

Slika 2.2.8 Alat Gumb

Pogledamo li naredbu Animiraj medu GeoGebrinim naredbama, moZzemo vidjeti

sljedece vezane naredbe:

e Animiraj( ) — pokre¢e pauzirane animacije
e Animiraj( <logicka vrijednost> ) — za logicku vrijednost true sve animacije

se pokrecu, dok se za logicku vrijednost false sve animacije pauziraju
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e Animiraj( <klizac¢ ili tocka>, <kliza¢ ili tocka>, ... ) — pokre¢u se animacije
zadanih klizac¢a ili toCaka

e Animiraj( <kliza¢ ili tocka>, <kliza¢ ili tocka>, ..., <logicka vrijednost> ) -
pokrec¢e animaciju svih zadanih klizaca ili tocki ako je logic¢ka vrijednost

true ili zaustavlja animacije ako je logicka vrijednost false.

Gumb OK bit ¢e gumb za pokretanje animacije. Kako se jednom pokrenuti avion
neée vracati nazad, sve klizace ¢emo postaviti tako da je njihovo ponavljanje rastuée
(jednom). Unutar polja GeoGebra skriptiranje potrebno je napisati ,Animiraj[Zavrsna,
xKor]“. Naredbom Animiraj na klik se pokre¢u kliza¢i Zavrsna i xKor. Ovom gumbu
mozemo promijeniti izgled u dijaloSkom okviru Postavke te postaviti jednu od
predloZenih slika ili umetnuti neku vlastitu. Hoée |i gumb postaviti kao nepomican

objekt odlucuje korisnik.

Za jednom pokrenutu animaciju korisno je izraditi gumb STOP kojim je mozemo
zaustaviti. Unutar polja GeoGebra skriptiranje potrebno je napisati ,Animiraj[false]”
¢ime ¢e se animacija zaustaviti. | ovom gumbu moguce je promijeniti izgled, velicinu,

boju te poziciju.

Zeljeli bismo i gumb RESET kojim bi se animacija pokrenula ispoletka jer su
klizaCi postavljeni na rastuce jednom. Unutar polja GeoGebra skriptiranje potrebno je
napisati naredbe kojima ¢emo zaustaviti animaciju, vrijednost klizaca xKor postaviti na
0, a vrijednost klizaca Zavrsna postaviti malo vecom od pocetne. Potrebno je upisati
naredbe »Animiraj[false]”, »PostaviVrijednost[Zavrsna, Pocetna+0.01]“ i

»PostaviVrijednost[xKor, 0]“.

Naredba PostaviVrijednost ima dva parametra. Nakon izvrSavanja naredbe prvi
parametar poprimit ¢e vrijednost drugog parametra. Pogledamo |i naredbu
PostaviVrijednost medu GeoGebrinim naredbama, moZemo vidjeti sljede¢e vezane

naredbe:
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e PostaviVrijednost( <logicka vrijednost>, <0[1> ) — ako objekt poprima
samo vrijednosti 0 i 1, odnosno lazZ i istina, tada je logicka vrijednost
njegov naziv, 0 ili 1 vrijednost koju mu dodjeljujemo

e PostaviVrijednost( <objekt>, <objekt> ) — vrijednost prvog objekta
poprima vrijednost drugog objekta

e PostaviVrijednost( <lista>, <broj>, <objekt> ) — broj ozna¢ava mjesto u listi
na koje naredba postavlja objekt — moguce dodavanje elementa na kraj

liste pri cemu je broj jednak duljini liste uve¢anoj za jedan.

Uocimo kako bi avion trebao ubrzavati sve dok ne postigne odredenu brzinu.
Umetnimo kliza¢ Brzina kojim ¢emo povecavati brzinu aviona na intervalu [0, 60].
KlizaCu Zavrsna promijenit ¢emo Brzinu s 1 na Brzina, odnosno na vrijednost klizaca
Brzina. Na ovaj nacin, svakim povecanjem kliza¢a Brzina, povecava se brzina tocke C, a
time i aviona. Kako bi gumbi izvrSavali zadani zadatak, potrebno je unutar gumba OK
animirati i kliza¢ Brzina pa sad u karticu Na klik dodajemo naredbu ,,Animiraj[Brzina]”, a
unutar gumba RESET naredbu , PostaviVrijednost[Brzina, 0]“. Pri dodavanju naredbi

potrebno je potvrditi izmjene klikom na gumb U redu.

KoriStenjem animacije zadatka, ali i ispisom povrSine ispod grafa i odredenog
integrala, nastavnici mogu zornije prikazati kako problem, tako i njegovo rjesenje. Ideja
Newton-Leibnizove formule prikazana na jednostavnom primjeru olakSava prihvaéanje

koristenja formule i u kompliciranijim primjerima.

2.2.4. RELATIVNA | STVARNA POVRSINA
Racunanjem odredenog integrala Zelimo odrediti povrSinu. Ponekad, kada
funkcija mijenja predznak na intervalu na kojem Zelimo odrediti odredeni integral,
stvarna povrSina razlikovat ¢e se od povrSine dobivene racunanjem odredenog

integrala.
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Kako bi ucenici uodili i osvijestili razliku izmedu stvarne i relativne povrsine,
najjednostavnije je povrSinu prikazati graficki te izracunati odredeni integral. Program

GeoGebra omogucava laksi prikaz povrsina i izracun odredenog integrala.

Izradimo GeoGebra aplet za novi radni list u kojem ¢emo prikazati Cetiri funkcije
te njihove stvarne i relativne povr$ine?! na nekom intervalu. Izradu apleta podijelit éemo

u sljedece korake:

e izraditi listu funkcija

e prilagoditi funkcije

e izraditi klizace Cije vrijednosti predstavljaju po€etak i kraj intervala
e odrediti stvarne i relativne povrsine

e ispisati stvarne i relativne povrsine.

Neka se lista funkcija sastoji od funkcija f;(x) =x =5, f,(x) = —ixz -1,

f3(x) =sinx i f,(x) = cos2x. U traku za unos upisom ,Lista = [x-5, -1/4x"2-1, sin(x),
cos(2x)]“ stvaramo listu funkcija Ciji je naziv Lista. Ako je objekt Lista prikazan, bit ¢e
prikazani grafovi svih funkcija. Kako bismo mogli izabrati koji graf funkcije Zelimo
prikazan, u kartici Osnovno dijaloskog okvira Postavke, odabiremo opciju PrikazZi kao
padajuci izbornik. Nakon odabira ove opcije, nece biti prikazan graf niti jedne funkcije. U

traku za unos upisom ,trenutna(x) = OdabraniElement(Lista)”, u grafickom prikazu

pojavljuje se graf odabrane funkcije.

Naredba OdabraniElement( <lista> ) ugradena je naredba s jednim parametrom,
a taj parametar je lista. Upisom naredbe dobivamo trenutno odabrani element liste, a
naredbu je moguce koristiti samo u slucaju kada je za listu odabrana opcija PrikaZi kao

padajuci izbornik.

21 Relativna i stvarna povrina, dostupno na https://www.geogebra.org/m/aQY4Ga5) (kolovoz2017.)
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Koristenjem alata Kliza¢ iz skupine alata Akcijski alati, konstruirat ¢emo dva
klizac¢a a i b koji ¢e oznacavati granice intervala [a, b]. Interval oba kliza¢a postavit ¢emo

tako da minimalna vrijednost bude —, a maksimalna 5.

Zelimo odrediti stvarnu povr$inu, no GeoGebra ne nudi naredbu kojom bismo je
odredili. Svaku od funkcija mozemo podijeliti na dvije funkcije tako da imamo funkciju
koja prikazuje pozitivni dio funkcije i funkciju koja ée negativni dio preslikavati iznad osi
x. Ako zbrojimo povrsSine ispod jedne te ispod druge pomocéne funkcije, dobivamo

stvarnu povrsinu na zadanom intervalu.

U traku za unos upisujemo , fpozitivna(x) = Ako(trenutna(x) > O, trenutna, 0)“. Na
ovaj nacin prikazujemo pozitivni dio odabrane funkcije koriStenjem naredbe Ako. Sli¢no,
u traku za unos upisujemo ,fnegativna(x) = Ako(trenutna(x) < O, -trenutna(x), 0)“ i

dobivamo negativni dio odabrane funkcije.

Naredba Integral daje povrSinu na intervalu pa upisivanjem naredbi , pozitivha =
Integral(fpozitivna, a, b)" i ,negativna = Integral(fnegativna, a, b)“ u traku za unos
dobivamo povrSinu iznad i ispod osi x. Ukupnu stvarnu povrSinu dobivamo zbrojem
pozitivna i negativna naredbom ,stvarna = pozitivna + negativna“. Uocimo da je objekt
Povrsina broj koji se mijenja, kao i objekti pozitivna i negativna ako mijenjamo
vrijednosti klizaca a i b. Relativnu povrSinu odredit ¢emo upisom ,relativna =

Integral(trenutna, a, b)“ u traku za unos.

Nakon Sto smo odredili sve povrSine, koriStenjem alata Tekst iz skupine alata
Akcijski alati, stvaramo mijeSovite tekstove ,Relativha povrsina =“, , \int {a}*{b}
{(trenutna)dx} = relativna “ i , Stvarna \ povrsina... pozitivna — negativna = pozitivna — (-
negativna) = stvarna” pri ¢emu su a, b, trenutna, relativna, pozitivna, negativna i

stvarna objekti.

Izrada radnog lista ukljucuje i tekst s opisom koncepta, ali moze ukljucivati i

zadatke za ucenike. Vise primjera na kojima ucenici mogu provjeriti dani koncept
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omoguéava njegovo bolje razumijevanje. Osim danih primjera, u¢enici mogu osmisliti i

vlastite primjere te ih prikazati koriStenjem programa GeoGebra.

2.2.5. POVRSINA LIKA OMEDENOG KRIVULJAMA
Programom GeoGebra olak$an je prikaz krivulja, ali i izracunavanje povrsine lika
omedenog krivuljama?? koristenjem ugradenih naredbi. Kako bismo demistificirali svrhu
koristenja integrala, na primjeru prozora dvorca Versailles te djeteline s Cetiri lista
prikazat ¢emo ra¢unanje povrsine lika omedenog krivuljama. Dvorac, kao i list djeteline,
primjeri su iz stvarnog Zivota koji priblizavaju koncept ra¢unanja odredenog integrala

svakodnevnim situacijama.

Prozor dvorca Versailles moZemo prikazati koristenjem dviju funkcija. Sliku?3
prozora stavit ¢emo kao pozadinu nasSeg GeoGebra apleta. Odabirom alata Slika iz
skupine alata Akcijski alati, umetnut ¢emo Zeljenu sliku. Dimenzije slike prilagodavamo
po Zelji, ovisno o odredivanju koordinata uglova slike. Sliku éemo pozicionirati tako da

se lukovi prozora nalaze iznad osi x, a ostatak prozora ispod osi x.

U kartici Osnovno dijaloSkog okvira Postavke odredit ¢éemo sliku kao nepomican
objekt i kao pozadinsku sliku. Na ovaj nacin slika ostaje nepomi¢na u odnosu na

koordinatni sustav, a kako je slika u pozadini, vidjet ¢éemo koordinatni sustav.

Koritenjem alata Sestar iz skupine alata Alati za kruZnicu i luk, konstruirat ¢emo
kruZnicu sa srediStem u srediStu koordinatnog sustava, Sto je ujedno srediste
polukruznice &iji je rub luk prozora. Alat Sestar koristimo na sljedeéi nacin: odaberemo
duzinu ili dvije tocke za polumjer, a zatim odaberemo srediSte kruznice. Dobivamo

kruznicu jednadzbe x? +y? = 0.81. Zelimo samo ,gornji“ dio kruznice kojim je opisan

luk prozora pa je nasa trazena funkcija f(x) = v0.81 — x2.

22 povrsina lika omedenog krivuljama, dostupno na https://www.geogebra.org/m/SXuTaKEU (kolovoz
2017.)

23 pvorac Versailles, dostupno na https://traveltoeat.com/wp-content/uploads/2012/09/wpid-Photo-Sep-
10-2012-227-PM.jpg (kolovoz2017.)
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Odredimo funkciju g(x) takvu da vrijedi f(x) > g(x) za svaki x. Takva funkcija bit ée
donji rub prozora, odnosno pravac koji ga opisuje. Nasa funkcija g ima jednadzbu

g(x)=-3.3.

Slika smanjuje vidljivost pa bismo Zeljeli moci skriti je, ali i prikazati po potrebi.
Odredimo objekt Slika koji ¢e poprimati logicke vrijednosti true i false. Dovoljno je u
traku za unos upisati ,Slika = true”. Unutar kartice Dodatno u dijaloSkom okviru

“ X

Postavke, u polje Uvjet za prikaz objekta upisat ¢emo uvjet ,,Slika = true” $to ée osigurati

da se slika prikazuje samo kad je vrijednost objekta Slika istinita.

Objekt Slika, ako je vidljiv, prikazan je kao polje u grafickom prikazu koje moze
biti oznaceno kvacicom ili moze biti prazno. Polje oznaceno kvacicom oznacava da je
vrijednost objekta Slika istina, odnosno true, dok prazno polje oznacava da je vrijednost
false. Kada je polje prazno, a vrijednost objekta Slika jednaka false, slika nece biti
prikazana, dok je u suprotnom slika prikazana, unutar polja se nalazi kvacica, a

vrijednost objekta Slika jednaka je true.

Sljedece Sto Zelimo je izra¢unati vrijednost odredenog integrala razlike funkcija f
i g koristenjem ugradene naredbe Integrallzmedu. GeoGebra nudi dvije verzije naredbe

Integrallzmedu:

e Integrallzmedu( <funkcija>, <funkcija>, <pocetna vrijednost x>, <krajnja
vrijednost x> ) - daje odredeni integral razlike prve i druge funkcije na
intervalu [pocetna vrijednost x, krajnja vrijednost x]

e Integrallzmedu( <funkcija>, <funkcija>, <pocetna vrijednost x>, <krajnja
vrijednost x>, <izvrsi - logicka vrijednost> ) - takoder daje odredeni
integral razlike prve i druge funkcije na intervalu [pocetna vrijednost x,
krajnja vrijednost x], no ako je parametar izvrsi - logicka vrijednost true,
naredba daje odredeni integral i crta povrSinu, a ako je false, naredba

samo crta povrsinu bez racunanja odredenog integrala.
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Prije nego Sto u traku za unos upiSemo naredbu Integrallzmedu s pripadajuéim
parametrima, uofimo kako moramo odrediti interval na kojem éemo odrediti povrSinu,
odnosno izraunati odredeni integral. Alatom Tocka iz skupine alata Alati za tocku,
konstruirat ¢emo dvije tocke — po jednu na krajevima luka. Koordinate x toCaka bit ce

pocetna i krajnja vrijednost x.

U traku za unos upisujemo naredbu Integrallzmedu sa sljede¢im parametrima:
Jintegrallzmedu(f, g, x(G), x(H))“. PovrSinu koju dobivamo ovom naredbom takoder
Zelimo prikazati ili skriti po potrebi pa ¢emo izraditi novi objekt Integral koji ce
poprimati vrijednosti true ili false. U traku za unos upisujemo ,,Integral = true”. Sli¢éno
kao kod prikazivanja slike ovisno o vrijednosti objekta Slika, prikaz povrsSine integrala u
grafickom prikazu povezat éemo s vrijednoS¢u objekta Integral. PovrSina e biti
prikazana ako je vrijednost objekta Integral jednaka true, dok u suprotnom nece biti

prikazana.

Neka su tocke G i H krajnje tocke krivulje f koje su ujedno donja i gornja granica
integrala pomocu kojega izracunavamo povrsinu. Upisom ,,a = x(G)“ i ,,b = x(H)“ u traku
za unos, definiramo vrijednosti a i b, odnosno granica.

KoriStenjem alata Tekst iz skupine alata Akcijski alati, stvaramo sljedece
mjeSovite tekstove ,PovrSina prozora = pov“, ,f(x) = f .8(x) = g“, i ,,f‘f (f(x) —
g(x)) dx = pov” pri ¢emu su pov, a, b, f i g objekti.

Na ovaj nacin povrsinu prozora dvorca Versailles opisali smo dvjema krivuljama

te odredili povrSinu izmedu tih krivulja na odredenom intervalu. Kako bismo izracunali

povrsinu, koristili smo znanje racunanja odredenog integrala.

Kako bismo konstruirali djetelinu s Cetiri lista i odredili povrSinu sva Cetiri lista

djeteline, konstrukciju ¢éemo podijeliti u nekoliko koraka:

e odrediti na koji nacin konstruirati jedanlist djeteline
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e konstruirati jedan list djeteline

e odrediti na koji nacin konstruirati preostale listove djeteline

e konstruirati cijelu djetelinu s Cetiri lista

e izdvojiti jedan listi prikazati povrSinu lista koriStenjem integrala.

Primijetimo kako je list djeteline srcolikog oblika. Srcoliki oblik lista mogli bismo

dobiti na razli¢ite nacine?4, no kako Zelimo povrs$inu lista ra¢unati koristenjem integrala,
2 1
koristit ¢emo krivulje donji..y = 0.52x3—0.8(0.3 —x2)2+ 0.44 i gornji..y =

2 1
0.52x3 + 0.8(0.3 — x?)z + 0.44.

Nakon izrade jednog lista, preostale listove konstruiramo koriStenjem alata
Rotacija oko tocke iz skupine alata Transformacijski alati. Rotaciju vrSimo odabirom
objekta kojega Zelimo rotirati, zatim odabirom tocke oko koje vrSimo rotaciju te
konaéno upisujemo kut u dijaloski okvir prikazan slikom 2.2.9. Rotirati moZzemo u smjeru
kazaljke na satu, ali i u smjeru obrnutom od kazaljke na satu. Kao tocku oko koje
rotiramo odaberimo ishodiSte koordinatnog sustava koja je ujedno i toc¢ka vrha lista. U
traku za unos upisujemo S = (0,0) ili tocku konstruiramo alatom Tocka iz skupine alata

Alati za tocku.

)
Kut
45°

(® suprotno smjeru kazaljke na satu

() u smjeru kazaljke na satu

U redu Odustani

Slika 2.2.9 Rotacija oko tocke

24 Srcolikekrivulje, dostupno na http://www.mathematische-basteleien.de/heart.htm (kolovoz2017.)
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Nakon sto krivulje donji i gornji rotiramo za 90°, 180° i 270°, dobivamo izgled

djeteline s Cetiri lista. Program GeoGebra dopusta i unoSenje negativnih vrijednosti

kutova pa smo rotaciju krivulja mogli izvrsiti i za kutove —90°, —180°i —270°.

Na ovaj nacin dobili smo parametarske jednadzbe krivulja nastalih rotacijom

krivulja donji i gornji. Iste krivulje moZzemo dobiti sljedeéim zapisom:

2 1
e gornji list: f;(x,y) = 0.52x3 — 0.8(0.3 — x?)z + 0.44
2 1
g1(x,¥) = 0.52x3 + 0.8(0.3 — x2)z + 0.44
2 1
e donji list: f, (x,y) = —0.52x3 + 0.8(0.3 — x?)z — 0.44

2 1
g,(x,y) = —0.52x3 —0.8(0.3 —x%)2 — 0.44

2 1
e desnilist: f; (x,¥) = 0.52y3 — 0.8(0.3 — y*)z + 0.44

2 1
gs(x,y) = 0.52y3 + 0.8(0.3 —y?)z + 0.44

2 1
e lijevilist: f,(x,y) = —0.52y3 + 0.8(0.3 — y?)z — 0.44

2 1
g.(x,y) = —0.52y3 — 0.8(0.3 — y*)2 — 0.44

gornji

donji
0.5

Slika 2.2.10 Djetelina s Cetiri lista
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Nakon zapisa krivulja koje cine obrub, odredivanjem nejednadzbi mozemo

osjencati listove. Listove ¢emo osjencati unosom sljedecih naredbi u traku za unos:

e gomjilist:(y > f_.1(x,y)) A (¥ < g_1(x,¥))
o donjilist:(y > g 2(xy)) A (¥ < f_2(x,¥))
o desnilist:(x > f 3(x,y)) A (x < g_3(xy))
o lijevilist: (x > g 4(x,y)) N (x < f_4(x,y)).

Boju listova moZzemo promijeniti desnim klikom na nejednadzbu u algebarskom
prikazu ili desnim klikom na pojedini list u grafickom prikazu te odabirom Svojstva
objekta ... iz sko€nog izbornika. Osim boje, svakom objektu, pa tako i nasim listovima,
moguce je promijeniti i prozirnost. Prozirnost objekta oznacena je brojem izmedu O i

100 pri ¢emu je 0 potpuno proziran, 100 potpuno neproziran objekt.

Kako ne bismo svakom pojedinom listu mijenjali svojstva pojedinacno,
upotrijebit ¢emo alat Prenositelj oblikovanja iz skupine alata Opci alati. Kako bismo
jednom objektu dodijelili svojstva drugog poput boje, neprozirnosti i sl., dovoljno je
kliknuti na objekt ¢ija svojstva Zelimo prenijeti na preostale objekte kojima dodjeljujemo

ta svojstva.

Nakon §to smo konstruirali cijelu djetelinu s Cetiri lista, Zelimo izdvojiti jedan list
kako bismo njegovu povrSinu odredili koriStenjem integrala. Program GeoGebra nudi
opciju dva graficka prikaza. Drugi graficki prikaz pokre¢emo iz padajuéeg izbornika

Pogled i klikom na Graficki prikaz 2 ili kombinacijom tipki na tipkovnici CTRL + SHIFT + 2.

Kako bismo izdvojili krivulje koje tvore jedan list, primjerice gornji, dovoljno je u
dijaloSkom prozoru svojstava pojedine krivulje te u kartici Dodatno pod PoloZaj odabrati
gdje se prikazuje krivulja. Objekt moze biti prikazan u Grafickom prikazu, u Grafickom
prikazu 2 te u 3D grafickom prikazu, ovisno o potrebama korisnika.

2 1 2

Krivulie donji ...y = 0.52x3 — 0.8(0.3 —x2)z+ 0.44 i gornji..y = 0.52x3 +

1
0.8(0.3 — x2)z + 0.44 prikazat ¢emo u grafi¢kom prikazu, ali i u grafickom prikazu 2. Na
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ovaj nacin mozemo odrediti integral izmedu funkcija donji i gornji, odnosno povrsinu

lika omedenu krivuljama. Odredivanjem povrSine odredit ¢emo povrsinu jednog lista.

U traku za unos upisujemo naredbu Integrallzmedu sa sljedeéim parametrima:
yIntegrallzmedu(gornji, donji, -1, 1)“. Uoimo kako se vrijednost integrala izmedu
krivulja gornji i donji pojavila u algebarskom prikazu, dok je povrSina prikazana samo u
prvom grafickom prikazu. Dakle, i za ovaj objekt potrebno je ukljuéiti prikaz u Graficki

prikaz 2.

Koristenjem alata Tekst iz skupine alata Akcijski alati, stvaramo sljedeée
mjeSovite tekstove ,PovrSina lista = integral“, ,PovrSina djeteline = 4-integral”,
»gornji...gornji“, , donji...donji“ i ,,f_ll(gornji—donji) dx = integral“ pri ¢emu su

integral, donji i gornji objekti.

Na ovaj nacin prikazali smo list djeteline dvjema funkcijama i preko funkcija
odredili povrSinu jednog lista. Oba primjera iz stvarnog Zivota prikazana su funkcijama te

je njihova povrsina potkrijepljena uporabom integrala.

Ako je ucenicima omogucen pristup racunalu i programu GeoGebra, jedan od
mogucih zadataka za vjezbu pokuSaj je dokazivanja formule za povrSinu kruga ili
odredivanje povrSine omedene elipsom i sl. Na ovaj nacin, osim ponavljanja od ranije

poznatih pojmova, uenici razvijaju nove nacine ra¢unanja.
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2.3.  ODREDENI INTEGRAL — obujam

Obujam rotacijskog tijela moZemo prikazati koriStenjem programa GeoGebra.
Nakon primjera odredivanja obujma kugle i valjka direktnim uvrStavanjem u formule i
racunanjem odredenog integrala, prikazat éemo primjere obujma rotacijskih tijela koja
nastaju rotacijom nesSto sloZenijih krivulja. Rotacijska tijela prikazat ¢éemo u 3D
grafickom prikazu GeoGebre. Do 3D prikaza dolazimo odabirom 3D graficki prikaz iz

padajuceg izbornika Pogled.
2.3.1. OBUJAM KUGLE

PokaZimo da je obujam kugle2> moguce odrediti po formuli V = §r3n pri ¢emu
je r polumjer, ali i izra¢unavanjem odredenog integrala V = nf: y2dx =
nf: [f(x)]%dx pri €emu funkciju y = f(x),x€ [a, b] rotiramo oko osi x.

Za izradu ovog radnog lista, iskoristit ¢emo dva GeoGebra apleta. U prvom apletu
konstruirat ¢emo sferu koristeéi alat Sfera odredena sredistem i polumjerom iz skupine
alata Alati za sferu. Srediste sfere neka je ishodiSte, odnosno toc¢ka A = (0, 0, 0), a nakon

Sto smo odredili tocku, polumjer upisujemo u dijaloski okvir prikazan slikom 2.3.1.

Upisom vrijednosti 2 kao polumjera, dobivamo prikaz sa slike 2.3.2.

(¥

Polumjer

L redu Cdustani

Slika 2.3.1 Dijaloski okvir Sfera odredena sredistem i polumjerom

25 Obujamkugle, dostupno na https://www.geogebra.org/m/NaHZpPpz (kolovoz 2017.)
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Obujam kugle omedene sferom x2 + y? +y? =4 radunamo koridtenjem
ugradene naredbe Obujam( <tijelo> ) u traku za unos pri ¢emu je tijelo u ovom slucaju
sfera. Nakon potvrde unosa, unutar algebarskog prikaza pojavljuje se vrijednost obujma
prikazana brojem — u ovom sluéaju 33.51. Uéenici mogu provjeriti rjeSenje uvrstavajuéi

vrijednosti u formulu za obujam kugle.

Koristenjem alata Tekst ispiSimo unutar 3D grafickog prikaza mjesovite tekstove
Jkugla ..x*+y?>+z>=4"i ,0bujam..V = §r3n = 33.51“ upisom LaTeX tekstova

Jkugla ..\sfera” i ,Obujam...V =\frac43 r*3n = obujam” u dijaloski okvir Tekst

pri ¢emu su sfera i obujam obijekti.

Slika 2.3.2 Sfera x? + y? + y* = 4

U drugom GeoGebra apletu sferu ¢emo konstruirati rotacijom oko osi x
krivulje y = V—x2 + 4. Krivulja y = V—x?2 + 4 se pojavljuje u algebarskom, grafickom i

3D grafickom prikazu nakon upisa ,y = sqrt(—x"2+ 4)“ u traku za unos.

Za rotaciju ove krivulje oko osi x, upisat éemo xOs u potrebnu naredbu. Rotaciju
ne Zelimo izvrSiti jednom nego je Zelimo izvrSavati u intervalu [0°, 360°] kako bismo

prikazali sferu. U tu svrhu iskoristit ¢cemo alat Klizac iz skupine Akcijski alati. Uo¢imo
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kako alat Klizac nije jedan od alata 3D grafickog prikaza te ga moZzemo konstruirati samo
u grafickom prikazu. Kliza¢ k koji izradujemo bit ¢e Kut minimalne vrijednosti 0°,

maksimalne vrijednosti 360° s korakom povecéanja od 1°.

GeoGebra omogucava rotaciju objekata koriStenjem ugradene naredbe Rotacija.

Naredba dolazi u nekoliko oblika:

e Rotacija( <objekt>, <kut> ) — rotacija objekta oko ishodista koordinatnog
sustava za zadani kut

e Rotacija( <objekt>, <kut>, <toCka> ) — rotacija objekta oko tocke za zadani
kut

e Rotacija( <objekt>, <kut>, <os rotacije> ) — rotacija objekta oko zadane osi
rotacije za zadani kut

e Rotacija( <objekt>, <kut>, <tocka na osi>, <smjer pravca ili ravnina> ) —
rotacija objekta oko to¢ke na osi za zadani kut. Smjer pravca ili ravnina

odreduje smjer rotacije.

Upisom ,Rotacija(f, k, xOs)“ u traku za unos, pri ¢emu je f:y =V —x2+4, a kkliza¢, u
3D grafickom prikazu vidimo novonastalu rotiranu krivulju, a u algebarskom prikazu

parametarski zapis te krivulje.

Desnim klikom na krivulju otvara se skocni izbornik iz kojeg odabiremo opciju
Ukljuci trag, a potom desnim klikom na kliza¢ k otvaramo skocni izbornik i iz njega
odabiremo opciju Animiraj. Sada u 3D grafickom prikazu vidimo sferu nastalu rotacijom
krivulje y = V=x2 + 4 oko osi x. Izgled sfere moZzemo izmijeniti mijenjajuéi boju i stil

krivulje koju rotiramo unutar dijaloSkog okvira Svojstva.

Obujam kugle omedene nastalom sferom izra¢unavamo koristenjem odredenog
integrala. U traku za unos upisujemo , obujam = nt*Integral(fA2, -2, 2)“ i nakon potvrde
unosa u algebarskom prikazu vidimo da je vrijednost obujma izracunatog na ovaj nacin

takoder 33.51.
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Preostaje nam ispisati mjeSovite tekstove ,rotacijay = Vv—x2+ 4 oko osi x“ i

,Obujam..V =m f_zz(\/ —x% + 4)2dx = 33.51“ upisom LaTeX tekstova ,rotacija\ f\
oko\ osi\ x“ i ,0bujam ...V = \int_{—2}"{2}{sqrt{—x"2 + 4}"2dx} = obujam”

pri ¢emu su f i obujam objekti.

Ukoliko bismo Zeljeli omoguciti korisniku pomicanje kliza¢a, prikaz kliza¢a morat
¢emo omoguciti unutar grafickog prikaza ili unutar grafickog prikaza 2 jer nije omogucéen
unutar 3D grafickog prikaza. Na onaj nacin, pomicanjem kliza¢a dok je ukljucen trag

krivulje nastale rotacijom za kut vrijednosti klizaca k, nastaje kugla.

2.3.2. OBUJAM VALJKA
Formulu za obujam valjka2® takoder ¢emo dokazati koristenjem programa
GeoGebra, a izradeni aplet bit ¢e dio novog radnog lista u e-udzbeniku. Prvi valjak

konstruirat éemo koriStenjem GeoGebra alata, a drugi rotacijom krivulje oko osi.

Alatom Valjak iz skupine Alati za tijela i mreZu, konstruiramo valjak tako da prvo
odaberemo dvije tocke, a potom unesemo polumjer. Neka su tocke A=(0, 0,0)iB = (2,
0, 0) tocke cija udaljenost oznacava visinu valjka, a polumjer neka je jednak 1. Polumjer

unosimo nakon odabira tocke u dijaloski okvir prikazan slikom 2.3.3.

]
oy

Polumjer

L redu Cdustani

Slika 2.3.3 Dijaloski okvir Valjak

26 Obujamvaljka, dostupno na https://www.geogebra.org/m/dK4fFaz4 (kolovoz 2017.)
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Obujam ovog valjka lako je izraCunati korisStenjem formule za obujam valjka V =
r2m - v pri Eéemu je polumjer jednak 1, a visina je jednaka udaljenosti to¢aka A i B i iznosi
2. Dakle, obujam valjka jednak je 2m, odnosno zaokruZeno na dvije decimale 6.28.
Koristenjem ugradene naredbe Obujam( <tijelo> ) te upisom , Obujam (v1)“ u traku za

unos, pri ¢emu je v1 naziv prvog valjka, dobivamo vrijednost obujma koja iznosi 6.28.

Drugi valjak konstruirat éemo primjerice rotacijom krivulje g(x) = 1, x € [4, 6] oko
osi x. Upisom ,f(x) = 1“ u traku za unos te , Funkcija(f, 4, 6)“, u algebarskom, grafickom i
3D grafickom prikazu pojavljuju se krivulje. Slicno kao kod konstrukcije sfere, rotacijom
krivulje oko osi x, nakon konstrukcije klizaca k koji je i ovdje Kut minimalne vrijednosti
0°, maksimalne vrijednosti 360° s korakom povecanja od 5°, koriStenjem naredbe Rotiraj
i upisom ,Rotiraj(g, k, xOs)“ u traku za unos, u 3D grafickom prozoru vidimo krivulju
rotiranu za kut k. | ova krivulja ima parametarski zapis koji mozemo vidjeti u
algebarskom prikazu. Desnim klikom na krivulju otvaramo skocni izbornik i odabiremo

opciju Ukljuci trag, a na isti nacin za kliza¢ k odabiremo opciju Animiraj.

Slika 2.3.4 Valjak konstruiran alatom Valjak i valjak konstruiran rotacijom

Obujam odredujemo koriStenjem odredenog integrala. U traku za unos upisat
¢emo ,v2 = t*Integral(g”2, 4, 6)“ i pomocu naredbe Integral dobivamo broj 6.28 kao i za

prethodni valjak. Koristenjem alata Tekst iz skupine Akcijski alati, ispisujemo tekstove
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,Obujam prvog valjka = r*m-v = 6.28“ i ,,Obujam drugog valjka=mn f: 1dx =
6.28“ unosom LaTeX tekstova ,Obujam)\ prvog \valjka = r"2n-v =v1"“ i
»O0bujam\ drugog \ valjka = m \int_{4}"{6}{g"2dx} = v2“ u dijaloski okvir tekst

pri ¢emu su vl iv2 objekti.

Jo$ jednom uocavamo da je obujam jednak racunamo li ga po formuli ili
koristenjem odredenog integrala. Dakle, kako bismo odredili obujam nekog rotacijskog

tijela, dovoljno je poznavati kojom krivuljom je to tijelo omedeno te na kojem intervalu.

Kao zadatak za samostalno rjeSavanje, ucenicima moZemo zadati radunanje
obujma krnjeg stoSca. Uoc¢imo da je kod valjka rotirana krivulja dana funkcijom oblika
f(x) = b, dok bi za racunanje obujma krnjeg stoSca iskoristili krivulju danu funkcijom
oblika f(x) = ax + b. Zadatak je koriStenjem rotacije otkriti formulu te njezinu to¢nost

provjeriti stvarnom formulom V = ”3—” (R?> + 12 + Rr).

2.3.3. OBUJAM BOCICE
Neka su dva tijela koja konstruiramo ambalaZa nekog proizvoda. Zelimo odrediti
koli¢inu proizvoda koju je moguce pohraniti u tu ambalazu. Primjerice, Zelimo
konstruirati bocice parfema?’ u koje je mozemo uliti priblizno 200 ml parfema. Dakle,
pozeljno je da je bocica nesto veca, ali ne smije biti manja. Imajmo na umu da je 1 cm3

jednak 1 ml.
Rub prve boce moZemo opisati krivuljom g(x) = —%Ix — 5| +4,x €[2,10].

Upisom ,,g(x) = Funkcija(—% * abs(x —5) + 4,2,10)“ u grafi¢kom prikazu pojavljuje

se nasa krivulja. Kako bismo dobili rotacijsko tijelo, krivulju moramo rotirati, a za to
¢emo koristiti naredbu Rotacija. Objekt koji rotiramo funkcija je g, os rotacije os x, a kut

rotacije k zelimo mijenjati u intervalu [0°, 360°] kao i u prethodnim primjerima.

27 Bo¢ica parfema, dostupno na https://www.geogebra.org/m/nHXmsFGC (kolovoz 2017.)
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Kliza¢ k konstruiramo korisStenjem alata Kliza¢ iz skupine alata Akcijski alati.
Kliza¢ k bit ¢e kut s minimalnom vrijednos¢u 0°, a maksimalnom vrijednos¢u 360° te

korakom povecanja od 5°.

Upisom ,Rotacija(g, k, xOs)“, u algebarskom prikazu vidimo parametarsku
jednadzbu krivulje, a u 3D prikazu krivulju nastalu rotacijom krivulje za kut jednak
vrijednosti kliza¢a k. U kartici Osnovno dijaloSkog okvira svojstva, krivulji nastaloj
rotacijom odabrat éemo svojstvo PokaZi trag nuino kako bismo mogli prikazati
rotacijsko tijelo nastalo mijenjanjem vrijednosti klizaca k. Po Zelji, u kartici Boja moZzemo
izmijeniti boju, a u kartici Stil debljinu i vrstu crte. Potrebno je joS animirati kliza¢ k
odabirom Animiraj iz sko€nog izbornika dobivenog desnim klikom na kliza¢ u
algebarskom ili grafickom prikazu. Dobivamo 3D prikaz prvog rotacijskog tijela prikazan

slikom 2.3.5.

Slika 2.3.5 Rotacija krivulje g(x) = —%Ix — 5| +4,x €[2,10] oko osix

Obujam prvog tijela dobivamo izraCunavanjem odredenog integrala

2
leo [—%Ix—5|+4] dx S$to u traku za wunos upisujemo kao ,obujam =
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m*Integral(g(x)"2, 2, 10)“. Dobivamo da je obujam lika nastalog rotacijom krivulje g

jednak 228,17.

KoriStenjem alata Tekst iz skupine Akcijski alati, ispisujemo mjeSovite tekstove
29(x) = —%Ix — 5|+ 4,x € [2,10]“ i ,Obujam = 228.17" unosom LaTeX tekstova , g(x)

=g“i,Obujam = obujam* u dijaloski okvir tekst pri ¢emu su g i obujam obijekti.

Drugu bocicu parfema konstruiramo na sli¢an nacin, ali rotacijom druge krivulje
oko osi x. Krivulju ¢emo odrediti koriStenjem naredbe PrilagodbaPolinomna( <lista
tocaka>, <stupanj polinoma> ). Naredba PrilagodbaPolinomna vra¢a polinomnu krivulju
stupnja n. Alatom Tocka iz skupine Alati za tocku, stvaramo tocke koje opisuju Zeljenu
krivulju i koje ¢e Ciniti elemente liste. Neka je 10 broj konstruiranih tocaka s nazivima A,
B, C DL EE FF G H | i J. U traku za unos upisujemo tekst ,lista =
{A,B,C,D,E,F,G,H,I,]J} koju potom vidimo u algebarskom prikazu. Sljedece u traku
za unos upisujemo primjerice ,f = PrilagodbaPolinomna(lista, 6)“ nakon ¢ega naSu
krivulju vidimo u grafickom i 3D grafickom prikazu. Dobivenu krivulju moZzemo mijenjati

pomicanjem tocaka iz liste /ista kako bismo je prilagodili nasim potrebama.

BoCica parfema opisana je krivuljom na odredenom intervalu pa ¢emo
koristenjem naredbe Funkcija, upisom ,,g = Funkcija(f, 0, 11)“ u traku za unos dobiti dio
krivulje koji nam je potreban. Ako se pokaZe potrebnim, granice funkcije g moZzemo

mijenjati u dijaloSkom okviru Postavke funkcije.

Kao i u prethodnim primjerima, izradujemo kliza¢ k koji je kut s minimalnom
vrijedno$¢u 0°, a maksimalnom vrijednoséu 360° te korakom povecanja od 5°. Upisom
»~Rotacija(g, k,x0s)“, u algebarskom prikazu vidimo parametarsku jednadzbu krivulje,
a u 3D prikazu krivulju nastalu rotacijom krivulje za kut jednak vrijednosti kliza¢a k.
Takoder, potrebno je ukljuciti trag krivulji nastaloj rotacijom te animirati kliza¢ k i

dobivamo rotacijsko tijelo prikazano slikom 2.3.6.
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Slika 2.3.6 Rotacija polinomne krivulje oko osi x

Obujam dobivamo izracunavanjem odredenog integrala pa u traku za unos

upisujemo , obujam =n*Integral(g(x)*2, 0, 11)“. Dobiveni obujam jednak je 228.48.

Koristenjem alata Tekst iz skupine Akcijski alati, ispisujemo mjeSovite tekstove
unosom LaTeX tekstova ,g(x) = g“ i ,,Obujam = obujam“ u dijaloski okvir tekst pri ¢emu
su g i obujam objekti. Uo¢imo kako ¢e ispis jednadzZbe krivulje biti u ovisnosti i polozaju

tocaka koje tvore listu lista.

Na ovaj nacin ucenici mogu uvidjeti kako je odredivanje obujma rotacijskog tijela
jednostavno cak i kada je rije¢ o nesSto slozenijim krivuljama, pod uvjetom tocnog

izracunavanja vrijednosti odredenog integrala.

2.3.4. OBUJAM ROTACIJSKOG THELA
U prethodnim primjerima rotacijska tijela nastala su rotacijom jedne krivulje oko

osi. Kako moZzemo odrediti obujam tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog dvjema
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krivuljama? Rotacijom lika2® omedenog krivuljama y = f(x) i y = g(x), ali i pravcima x = a i

x = b oko osi x, gdje je za svaki x € [a,b], f(x) 2 g(x), nastaje rotacijsko tijelo Ciji je obujam

V=n[[f2(x) - g%(x)]dx.

Rotirat ¢emo lik omeden pravcem f(x) = 1n—0x + 2 i parabolom g(x) =
1n—0 (x —n)?2. Alatom Kliza¢ iz skupine Akcijski alati, izradujemo kliza¢ n &ije ée vrijednosti

biti cijeli brojevi u intervalu [1,9] s korakom povecanja 1.

Krivulje pravac i parabolu konstruiramo upisom ,f(x)=n/10x* x4+ 2“ i
,9(x) =n/10* (x —n)"2“ u traku za unos. Kako bismo odredili obujam koristenjem
odredenog integrala, potrebno je pronadi sjecista ovih krivulja, odnosno u ovom slucaju
presjek pravca i parabole. Odabirom alata Tocka iz skupine Alati za tocku te klikom misa

na sjecisSta u grafickom prikazu, konstruiramo tocke A i B kao tocke sjecista.

Zelimo rotirati samo dijelove krivulja na intervalu [a, b] pri ¢€emu je a koordinata
x tocke A, a b koordinata x tocke B. PoCetak intervala a i kraj intervala b, definiramo
unosom ,a = x(A)“ i ,b = x(B)“ u traku za unos. Prikaz trazenih dijelova krivulja
postiZzemo upisom ,f' = Funkcija(f, a, b)“ i ,g' = Funkcija(g, a, b)“ u traku za unos
koriStenjem naredbe Funkcija. Krivulje f' i g' rotirat ¢emo oko osi x, a za kut izradujemo
kliza¢ k koristenjem alata Kliza¢ s minimalnom vrijedno$¢u 0°, a maksimalnom
vrijedno$¢u 360° te korakom povecanja od 5° te rastuéim ponavljanjem kao u

prethodnim primjerima.

Rotaciju krivulja vr§imo upisom ,,f 1 = Rotacija(f', k, xOs)“ i ,,g_1 = Rotacija(g’, k,
x0s)“ u traku za unos, a za potrebe prikaza rotacijskog tijela potrebno je ukljuciti trag
krivuljama dobivenima rotacijom te animirati kliza¢ k. Dodatna svojstva krivulja, ali i

kliza¢a, moZzemo mijenjati u dijaloSkom okviru Postavke.

Obujam tijela nastalog rotacijom rac¢unamo upisom , obujam = n*Integral((f*2-

g"2), a, b)“ u traku za unos. KoriStenjem alata Tekst ispisat ¢emo funkcije krivulja i

28 Obujamrotacijskogtijela, dostupno na https://www.geogebra.org/m/dywdBzc8 (kolovoz 2017.)
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"

obujam rotacijskog tijela upisom LaTeX tekstova ,f(x) = f“, ,g9(x) = g“ i ,Obujam =

\int_{a}*b}((f)*2-(g)"2)dx} = obujam*“ pri Cemu su f, g, a, b i obujam objekti.

Kako je klizacem n omoguéena izmjena krivulja fi g, rotacijsko tijelo u 3D prikazu
nece biti ispravno prikazano ako se rotacija krivulja nastavi i nakon promjene vrijednosti
klizaca. Iz toga razloga, konstruirat éemo gumb Pokreni korisStenjem alata Gumb iz
skupine Akcijski alati. Unutar kartice Na klik kartice Skriptiranje dijaloSkog okvira
Postavke, upisujemo naredbe Animiraj i PostaviTrag. Upisom Animiraj[k],
PostaviTrag[f 1,true] i PostaviTrag[g 1,true], klikom na gumb Pokreni u grafickom
prikazu, u 3D grafickom prikazu vidimo rotacijsko tijelo koje nastaje rotacijom krivulja f i

g oko osi x.

Kako nakon promjene vrijednosti klizaca k trag nastao rotacijom prethodne
krivulje ostaje, iskoristit ¢emo niz sljedeé¢ih naredbi: Animiraj, AktivirajPrikaz i
PovecajPrikaz. Naredbe upisujemo u polje unutar kartice Pri aZuriranju Kkartice
Skriptiranje unutar dijaloSkog okvira Postavke. Upisom naredbe Animiraj[false] zaustavit
¢emo do tada pokrenute animacije. Naredba AktivirajProzor[-1] omoguéava aktivaciju
3D grafickog prikaza, a isti u€inak bi imao upis naredbe AktivirajProzor[T]. Broj 1
oznacavao bi aktivaciju grafickog prikaza, a 2 aktivaciju grafickog prikaza 2. Ako Zelimo
aktivirati grafi¢ki prikaz, umjesto broja 1, moZzemo upisati i slovo G, a za aktivaciju
grafi¢kog prikaza 2 slovo D. Upisom slova A aktiviramo algebarski prikaz, slova S tabliéni

prikaz, a slova C CAS prikaz.

MozZemo primijetiti kako trag koji nastaje rotacijom nestaje ako povecamo ili
umanjimo prikaz. U tu svrhu iskoristit ¢éemo naredbu PovecajPrikaz[1] koja nece
izmijeniti prikaz, ali ¢e izbrisati trag. Upisom broja veéeg od 1 prikaz se povedéava, a

upisom broja izmedu 0i 1 se smanjuje.

Prikaz rotacijskog tijela olakSava smjer pogleda. Smjer pogleda postavljamo

naredbom PostaviSmjerPogleda koja dolazi u tri oblika:
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e PostaviSmjerPogleda( ) — postavlja pocetni smjer pogleda 3D grafickog
prikaza

e PostaviSmjerPogleda( <smjer> ) — postavlja zadani smjer pogleda 3D
grafickog prikaza

e PostaviSmjerPogleda( <smjer>, <logicka vrijednost animacije> ) -

postavlja smjer pogleda 3D grafickog prikaza s moguénos$éu animacije.

Kako bismo prikazali rotaciju 3D grafickog pogleda, izradit ¢éemo novi kliza¢ a koji
¢e poprimati vrijednosti kuta u intervalu [0°, 360°]. U karticu Pri aZuriranju kartice
Skriptiranje unutar dijaloSkog okvira Postavke objekta kliza¢ a upisujemo
PostaviSmjerPogleda[Vektor[(1, «, -20°)], false], a u karticu Na klik kartice Skriptiranje
unutar dijaloSkog okvira Postavke objekta gumb Postavi Animiraj[a]. Na ovaj nacin,

klikom na gumb Postavi, rotacijsko tijelo moZzemo vidjeti iz viSe smjerova.

Uocimo kako smo na ovaj nacin prikazali devet rotacijskih tijela ¢ije obujme

ucenici mogu racunati i u biljeznice, a rjeSenja provjeriti koriStenjem apleta.
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3. GeoGebra KUTAK ZA NASTAVNIKE

3.1. 1ZVOZ SLIKA

Program GeoGebra omogudéava izvoz grafickog prikaza ukoliko ga korisnik Zeli
koristiti izvan programa. Na ovaj nacin brojnim nastavnicima omogucen je ispis
koordinatnih osi i mreze, ali i raznih objekta konstruiranih u GeoGebri. Svoj uradak u
programu mozemo prikazati i na GeoGebraTube-u. Takoder, za potrebe prezentiranja

kada nemamo pristup programu, graficki prikaz animacije postaje GIF animacija.

F Web-stranica s apletom (html) ... Cirl+3hift+W
Graficki prikaz kao slika (png, eps) ... Ctrl+Shift+U
Graficki prikaz kao GIF animacija ...

Graficki prikaz u meduspremnik Ctri+Shift+C

Grafiéki prikaz kao PSTricks ... Cirl+3Shift+T
Graficki prikaz kao PGRITIEZ ...
Graficki prikaz kao Asymptote ..

Slika 3.1.1 Izbornik /zvoz

Odabirom opcije Izvoz iz padajuéeg izbornika Datoteka, otvara se izbornik
prikazan slikom 3.1.1. Sedam je mogucih nacina izvoza. Odabirom Web-stranica s
apletom (html) otvara se dijaloSki okvir Postavljanje na GeoGebra prikazan slikom 3.1.2.
Na ovaj nacin korisnik sprema uradak na GeoGebraTube. Osim naslova, iznad i ispod

apleta moguce je ispisati tekst.

Treéi izvoz je lzvoz animirane GIF datoteke prikazane slikom 3.1.4. Za svaki
animirani izvoz korisnik bira vremenski razmak izmedu slika te odlucuje hoce li se

animacija prikazati kao petlja. Unutar programa GeoGebra koristimo kliza¢ kako bismo
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prikazali animaciju. Ako je u pitanju viSe animacija ili rotacija i sl., korisnik bira koji kliza¢

ili rotaciju Zeli animirati.

7 Postavljanje na GeoGebra x

Maslov:

Tekstiznad apleta:

Tekstispod apleta:

¢ Pomot Prijenos sadrZaja Odustani

Slika 3.1.2 Dijaloski okvir Postavljanje na GeoGebra

Sljedeca opcija je Graficki prikaz kao slika (png, eps). Velic¢ina slike prikazana je u
dijaloskom okviru Izvoz kao slika prikazanom slikom 3.1.3. u kojem korisnik odreduje i

svojstva slike. Izbor formata slike svodi se na pet formata:

e Portable Network Graphics (png)
e Portable Document Format (pdf)
e Encapsulated Postscript (eps)
e Scalable Vector Graphics (svg)

e Enhanced Metafile (emf).

Ovisno o formatu, svojstva slike koje je moguce izmijeniti se razlikuju, no mjerilo u
centimetrima i nepromjenjivi format su dostupni u svim formatima, a veli¢ina u

pikselima samo za png i svg format. Za pojedine formate moguée je odabrati i prozirnost
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te rezoluciju. Svaku sliku nakon odabira svojstava moZemo pohraniti ili kopirati u

meduspremnik.

Format.  Portable Metwork Graphics (png)
Mjerilo u cm: w 1| jedinica = 1] cm

Rezolucija u dpi: | 600 -~ Prozirnost

Velidina: 11.36 cm = 8.76 cm, 2683 = 2069 pixels®

Spremi Meduspremnik Cdustani

Slika 3.1.3 DijaloSki okvir Izvoz kao slika

Klizag: | =~
Postavke

Yremenski razmak izmedu slika: (500 ms Kao petlja?

vOT Cdustani

Slika 3.1.4 Dijaloski okvir Izvoz animirane GIF datoteke

Cetvrti izbor je Grafi¢ki prikaz u meduspremnik &ijim odabirom korisnik sprema
trenutni izgled grafickog prikaza u meduspremnik. Korisnici programskog jezika LaTeX,
biraju opcije Graficki prikaz kao PSTricks ili Graficki prikaz kao PGF/TikZ. Ove dvije opcije
omogucdavaju izvoz grafickog prikaza kao slikovnu datoteku LaTeX slikovnog formata.
Posljednja opcija je Graficki prikaz kao Asymptote. Asymptote je vektorski graficki jezik.

Ovaj jezik omogucéava matematicko definiranje objekata.
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3.2. GeoGebra | PAMETNI TELEFONI

lako je tehnologija uzela maha i moZemo je pronaci u gotovo svim situacijama i
na svim mjestima, nerijetko se dogada da ucionice — prostor u kojima ucenici provode
velik dio vremena i u kojemu bi trebali biti pripremljeni za budu¢nost — nisu u
potpunosti opremljene. Ipak, veliki broj u¢enika uz sebe ima uredaje koji mogu gotovo u
potpunosti zamijeniti stolna ra¢unala — pametne telefone. Tvorci programa GeoGebra to

su prepoznali pa je GeoGebra dostupna i kao aplikacija.

Slika 3.2.1 Izgled aplikacije GeoGebra Slika 3.2.2 Izgled aplikacije GeoGebra 3D

Graphing Calculator Graphing Calculator
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Pretrazimo |i Google Play Store pronaéi ¢emo, izmedu ostalih, aplikacije
GeoGebra Graphing Calculator?®, GeoGebra Geometry i GeoGebra 3D Graphing

Calculator priblizne veli¢ine 24 MB.

Nakon preuzimanja aplikacije, jezik aplikacije bit ¢e jezik uredaja. Ako korisnik
Zeli promijeniti jezik aplikacije, potrebno je izmijeniti jezik u postavkama uredaja. lzgled
aplikacija prikazan je slikama 3.2.1i 3.2.2 i moZzemo uociti kako se aplikacije ne razlikuju

uvelike od programa GeoGebra.

¢« R[AAD>OO LN = @
AR XN

Tocka
Kliknite na grafiéki prikaz ili na pravac, funkciju ili krivulju

Slika 3.2.3 Alati aplikacije GeoGebra

Slikom 3.2.3 prikazani su alati koje je moguée koristiti u aplikaciji. Klikom na
skupinu alata, omoguéen je odabir pojedinog alata iz skupine. Za korisnike koji nisu
sigurni koja ikona predstavlja koji alat, info-oblaci¢ima ponuden je opis alata i uputa za
koristenje. Promjena grafickog prikaza, oznaka osi, kao i razmaka i zaokruzZivanja

omoguéena je u postavkama.

Koristenje aplikacije GeoGebra ucenicima olakSava i provjeru rieSenja zadataka

pa aplikaciju, osim na satu matematike, mogu koristiti i kod kuce.

29 Google Play Store, dostupno na http://bit.ly/2vwWKQh (kolovoz 2017.)
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3.3.  KORISNI LINKOVI

Odnos mnogih uéenika i nastavnika prema programu GeoGebra, mogao bi se
opisati kao ljubav na prvu konstrukciju. GeoGebra3° omogucéava jednostavan prikaz
sloZenih koncepata, a time i bolje razumijevanje. Mala skola GeoGebre3! autora Damira

Belavic¢a uvest ¢e pocetnike u svijet GeoGebre.

Nastavnici nerijetko izraduju i e-udzbenike. Objasnjenje Sto je GeoGebra e-
udzbenik i kako ga stvoriti3? u obliku €lanka, ponudio je Sime Sulji¢ koji je takoder autor
e-udzbenika GeoGebra - Ubrzani vodi¢ za Simboli¢ko ra¢unanje (CAS)?3 u kojem je

opisana uporaba GeoGebrinog sustava racunalne algebre.

Koji GeoGebra LaTeX unos3* daje koji rezultat, opisano je na stranicama
GeoGebre. Napredniji korisnici koriste skriptiranje. Uvod u skriptiranje3° takoder je

moguce pronadi na stranicama GeoGebre, kao i popis odredenih naredbi3®.

Ako se korisnik nade pred problemom koji ne zna rijeSiti sam, pitanje o problemu
moZe uputiti ostalim korisnicima putem GeoGebra Foruma?®’. Korisnici koji ¢e$ce koriste
drustvenu mrezu Facebook, odgovor na svoja pitanja mogu potraZiti i u grupi GeoGebra

u $koli*®. Grupa je takoder mjesto za pronalazak brojnih ideja i ve¢ izradenih apleta.

Osim web-mjesta na kojima korisnici mogu nauciti koristiti GeoGebru, Cesta su

pojava organizirane radionice — poneke za ucenike, a poneke za nastavnike.

30 HIG, dostupno na https://www.geogebra.org/gghr (srpanj2017.)

31 Damir Belavi¢, Mala $kola GeoGebre, dostupno na https://www.geogebra.org/m/eehF54nU (kolovoz
2017.)

32 §ime Sulji¢, Kako izraditi e-udzbenik na platformi GeoGebra, dostupno na
https://www.geogebra.org/m/A4eVwsRJ) (kolovoz 2017.)

33 Sime Sulji¢, GeoGebra - Ubrzani vodi€ za Simboli¢ko ra¢unanje (CAS), dostupno na
https://www.geogebra.org/b/jUQ8FIrY (kolovoz2017.)

34 LaTeX, dostupno na https://wiki.geogebra.org/hr/LaTeX (kolovoz 2017.)

35 Skriptiranje, dostupno na https://wiki.geogebra.org/hr/Skriptiranje (kolovoz 2017.)

36 Skriptiranjenaredbe, dostupno na http://wiki.geogebra.org/hr/Skriptiranje_naredbe (kolovoz2017.)
37 GeoGebra forum, dostupno na https://help.geogebra.org/topics (kolovoz2017.)

38 GeoGebra u $koli, dostupno na https://www.facebook.com/groups/geogebrauskoli/ (kolovoz 2017.)
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SAZETAK

U ovom diplomskom radu proucavan je program GeoGebra i uporaba programa

u obrazovanju, kako unutar tako iizvan ucionice.

Prvo poglavlje sadrzi kratki opis programa i specifikacija, ali i opis podrSke

programu o obliku GeoGebraTube-a.

Drugo poglavlje glavni je dio ovog rada i sadrzi konkretne primjere rada s
programom GeoGebra pri cemu je opisan koncept integrala. GeoGebra apleti koriSteni u
radnim listovima e-udzbenika Integrali priblizavaju pojedine pojmove redoslijedom
kojim se obraduju u srednjoj Skoli: pojam neodredenog integrala, pojam odredenog
integrala, racunanje povrsine i obujma koristenjem odredenog integrala. Uz primjere za
pojedini pojam navedene u udzbenicima za srednju Skolu, navedeni su i dodatni
primjeri.

Sadrzaj rada namijenjen je ucenicima, ali i nastavnicima pa trece poglavlje sadrzi

korisne informacije za svakodnevnu uporabu poput izvoza grafickog prikaza i aplikacije

GeoGebra.

Opisani primjeri i naredbe mogu biti korisSteni za izradu primjera koji ¢ée
omoguciti korisniku pocetniku bolje razumijevanje programa GeoGebra i motivaciju za

samostalnu izradu radova.



SUMMARY

In this thesis we studied a GeoGebra software and its use in education, both

inside and outside the classroom.

The first chapter contains a brief description of the program and the

specifications, as well as a description of the GeoGebraTube platform.

The second chapter, the main part of this paper, contains specific examples of
how to use integrals in GeoGebra software. In GeoGebra E-Book Integral we present:
the concept of an indefinite integral, the concept of a definite integral, how to calculate
area and volume using a definite integral. Along with examples from high school

textbooks, additional examples are described.

The content of this thesis is intended for students and teachers so the third
chapter contains useful information for everyday use, such as export of Graphics view

or GeoGebra app.

Described commands can be used to create examples that will provide the
beginner a better understanding of the GeoGebra software and the motivation for self-

development.
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