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Uvod

Matematika je raSirena u gotovo svim podrucjima zivota. Ve¢ od malena u¢imo brojati, a
male, svakodnevne stvari, nesvjesno nas traze da koristimo matematiku. Ljudi je Cesto
smatraju apstraktnom i teskom iz iskustva Skole, stoga je vazno jo§ u obrazovanju
prosiriti njezinu vaznost u svakodnevnom Zivotu. Jedan od ciljeva suvremenog
obrazovanja je smanjivanje granice izmedu Skolskih predmeta te snalazenje i rjeSavanje
problema situacija iz svakodnevnog Zivota.

Mnogi podatci prikazani su grafickim prikazom, a ucenici i studenti Cesto su
pozvani interpretirati pojmove nagiba (koeficijenta smjera) pravca i povrsine ispod grafa
(odredenog integrala funkcije). Cilj ovog diplomskog rada je prouciti razumijevanje tih
pojmova u matematici kao 1 na kontekstu van matematike te uociti kako je njihova
povezanost prisutna medu ucenicima i studentima.

Diplomski rad podijeljen je na Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju navedeni su
osnovni pojmovi linearne funkcije iz osnovnoskolskog i srednjoskolskog obrazovanja. U
drugom poglavlju opisani su rezultati istrazivanja provedenih u Hrvatskoj o
razumijevanju grafickog prikaza linearne funkcije. Uz istrazivanje ucenika i Studenata,
opisano je i istrazivanje nastavnika fizike o povezanosti matematike i fizike te tezini
pojedinih zadataka za ucenike. Trece poglavlje donosi preporuke za poucavanje u nastavi
matematike u kojem su dani primjeri zadataka za uéenike temeljeni na uocenim
potesko¢ama u razumijevanju grafickog prikaza linearne funkcije. Posljednje poglavlje
sadrzi aktivnosti koje se mogu provesti u prvom razredu srednje Skole, povezujuci
koncept nagiba pravca kao brzine promjene te koncept povrSine ispod grafa kao ukupnu
promjenu.

Napomena 0.0.1. Linijski graf u ovom radu podrazumijevamo kao graf po dijelovima
linearne funkcije (,,razlomljeni pravac“).



Poglavlje 1

Linearna funkcija

Pojam funkcije, posebno linearne funkcije prvi puta se spominju na kraju sedmog razreda
osnovne $kole, u nastavnoj cjelini ,,Linearna funkcija i jednadzba pravca®, a zatim i u
prvom razredu srednje skole u nastavnoj cjelini ,,Linearna funkcija“. Time je obuhvaceno
gotovo svo potrebno znanje ucenika o linearnoj funkciji. No, pokazuje li to znanje i
dobro razumijevanje, pogotovo u nematemati¢kom kontekstu, pitanje je na koje trazimo
odgovor.

1.1 Linearna funkcija u osnovnoj Skoli

Prema Nacionalnom okvirnom kurikulumu ili, kra¢e, NOK-u, na kraju tre¢eg obrazovnog
ciklusa (odnosno na kraju osmog razreda osnovne skole) od ucenika se ocekuje da Ce:

e prikazati jednostavnu ovisnost dviju veli¢ina (linearna, Cista kvadratna, drugi
korijen) rijeCima, tablicom pridruzenih vrijednosti, formulom i grafic¢ki, opisati
takve prikaze te ih prevesti s jednoga na drugi

e nacrtati u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini toCku zadanu
koordinatama i pravac zadan jednadzbom te ocitati koordinate tocke

e usporediti, procijeniti i izmjeriti duljinu, obujam, masu, vrijeme, temperaturu i
kut te izraCunati povrSinu i1 prosjecnu brzinu

e tumaciti i analizirati podatke prikazane na razli¢ite nacine

Osim matematickih koncepata, u NOK-u je, unutar matematickih procesa naglasak
stavljen na povezivanje te prikazivanje i komunikaciju. Od ucenika se ocekuje da ce
organizirano prikazati matematicke objekte, ideje, postupke i rjeSenja rijeCima, slikama,
crteZima, grafovima, simbolima i misaono te uspostaviti i razumjeti veze 1 odnose medu
matematickim objektima, idejama, pojmovima, prikazima i1 postupcima te oblikovati
cjeline njihovim nadovezivanjem.

Prema [1], prije definiranja samog pojma linearne funkcije, uenici otkrivaju
pravilo pridruzivanja te pojam funkcije:
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Napomena 1.1.1 Ovisnost dviju velicina u matematici zapisujemo formulom. Ako npr.
imamo dvije proporcionalne velicine x 1y, onda kao sto znamo, vrijedi da je% =k, tj. da

jey=k-x.

Definicija 1.1.2. Za svaki zadani x mozemo izracunati pripadni y. Na taj nacin svakoj
vrijednosti x pridruzujemo tocno jednu vrijednost y. Takvo pridruzivanje zovemo
funkcija i zapisujemo je formulom y = kx ili f(x) = kx.

Ucenici se upoznaju sa zapisom y = ax te pridruZivanje zapisujemo kao x — ax. Kako
y jednoznacno ovisi o X, piSemo y = f(x), f(x) = ax. f(x) je vrijednost funkcije, a x se
naziva argument funkcije. Ucenici otkrivaju funkcije oblika f(x) =x+a i f(x) =
ax + b te se dolazi do definicije linearne funkcije.

Definicija 1.1.3. Linearna funkcija je funkcija zadana formulom f(x) =ax + b iliy =
ax + b. Brojeve a i b nazivamo koeficijenti linearne funkcije, x nazivamo argument
funkcije, a f(x) vrijednost funkcije. x je nezavisna, a y zavisna varijabla.

Linearna funkcija definirana je za sve realne brojeve, no kako se pojam linearne funkcije
obraduje u sedmom, a pojam realnih brojeva tek u osmom razredu, ucenici shvacéaju
linearnu funkciju kao pridruzivanje izmedu skupova racionalnih brojeva. Nakon pojma
linearne funkcije, uéenici otkrivaju pojam nultocke funkcije te monotonost funkcije.

Definicija 1.1.4. Nul-to¢ka linearne funkcije y = ax + b je broj x, za koji je vrijednost
funkcije jednaka 0, tj. za koji vrijedi da je ax, + b = 0.

Linearna funkcija moze biti rastu¢a i padaju¢a. Ako je funkcija rastuca, onda se
poveéanjem argumenta X funkcije f, poveca i vrijednost f(x) funkcije f, a ako se
povecanjem argumenta X funkcije f, vrijednost f(x) funkcije f smanji, onda je funkcija f
padajuca. Ovo svojstvo najcesce zapisujemo simbolima:

o fjerastuéa ako (Vxq,x3) x1 < X3 = f(x1) < f(x2)

o fjepadajuca ako (Vxq1,x5) X1 < x5 = f(x1) > f(x3)

Nakon monotonosti, interpretiramo koeficijente linearne funkcije. Za linearnu funkciju
f(x) =ax + b,a # 0, slobodni koeficijent b je vrijednost linearne funkcije u nuli, a
vodeci koeficijent a govori nam za koliko se promijeni vrijednost funkcije f(x) ako se
vrijednost argumenta funkcije x poveca za 1. Takoder, monotonost funkcije ovisi 0
njezinu vode¢em koeficijentu. Ako je vode¢i koeficijent pozitivan, onda je linearna
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funkcija rastu¢a, a ako je vodec¢i koeficijent negativan, onda je linearna funkcija
padajuc¢a. Ovo mozemo zapisati:

o a > 0= funkcijaf je rastuca

e a < 0= funkcija f je padajuca

Nakon usvajanja ovih osnovnih pojmova, ucenici otkrivaju graf linearne funkcije.
Najprije se povezuju parovi (x, f(x)) zadani pravilom pridruzivanja f(x) =ax +b s
to¢kama koordinatne ravnine, paze¢i na njihov poredak (x, f (x)) # (f(x),x). Uenici
uoCavaju da svi uredeni parovi (x, f (x)) odgovarajuc¢e linearne funkcije pripadaju
jednom pravcu u koordinatnom sustavu. Kako se pravac na latinskom jeziku naziva
linea, funkcija f zadana pravilom f(x) = ax + b naziva se linearna funkcija zato §to je
graf te funkcije pravac y = ax + b §to otkrivamo s u¢enicima.

Definicija 1.1.5. Graf linearne funkcijey = ax + b u pravokutnom koordinatnom
sustavu u ravnini je pravac. Jednadzba tog pravca je y = ax + b.

Funkcija moze biti zadana formulom, tablicom, grafom ili tekstom, kao $to je prikazano
naslici 1.1:

Polazna taksa za

voznju taksijem

X 0| 1 2 3 iznosi od 10 kuna,
f(X) =8x+ 10 f(X) 10 18 26 34 il a svaki prijedeni

‘ ——— kilometar

naplacuje se 8 kn.

Slika 1.1: Zadavanje funkcije formulom, tablicom, graficki i tekstom

Nakon uspostavljanja veze izmedu linearne funkcije i pravca kao njezinog grafickog
prikaza, ucenici otkrivaju pojmove odsjecak pravca na osi y i nagib pravca te povezuju
njihove vrijednosti s grafickim prikazom linearne funkcije.

Definicija 1.1.6. Ako je jednadzba pravca napisana u obliku y = ax + b, kazemo da je
zapisana u eksplicitnom obliku. Parametar a naziva se nagib ili koeficijent smjera, a
parametar b odsjecak na osi y.
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U ovom dijelu, ucenici razli€itim primjerima povezuju vrijednost nagiba pravca sa
grafickim prikazom linearne funkcije §to je njihov prvi susret s tim pojmom.

Nakon grafickog prikaza i toka linearne funkcije, obraduje se nastavna cjelina
»Jednadzba pravca™ u kojoj ucenici otkrivaju nacine dobivanja jednadzbe pravca te ih
povezuju s pripadnom linearnom funkcijom.

Osim u matematici, u osmom razredu osnovne $kole ucenici koriste graf linearne
funkcije u grafickom prikazu gibanja i brzine tijela u s —t i v —t grafu. Najcesce se
prikazuje jednoliko pravocrtno i jednoliko ubrzano gibanje. Ono $to se najceS¢e navodi
jest da se ovisnost prijedenog puta o vremenu prikazuje s — t grafom, gdje je s — t graf
pravac koji je nagnut na os t, a nagib pravca ovisi o brzini tijela. Sto se tijelo giba ve¢om
brzinom, to je nagib grafa na os t veci. Iz s — t grafa se mogu oditati put i vrijeme te se
moze odrediti brzina i usporedivati razlicite brzine. Ovisnost brzine o vremenu prikazuje
se v — t grafom. PovrSina ispod v — t grafa odgovara prijedenom putu, pa moZemo reci
da se iz v — t grafa moze ocitati brzina i vrijeme, ali i odrediti put kao povrsina ispod
grafa te akceleracija kao nagib pravca.

1.2 Linearna funkcija u srednjoj Skoli

U nastavku Skolovanja, uéenici prosiruju svoje znanje o linearnoj funkciji, a najvise je se
doti€u u prvom razredu srednje Skole. Prema Nacionalnom okvirnom kurikulumu, na
kraju Cetvrtog obrazovnog ciklusa, od u¢enika se oc¢ekuje da Ce:

Strukovne $kole

e opisati i izvesti jednostavne ovisnosti (veze) dviju veli¢ina formulama, tablicama,
grafovima 1 rijeima; prevesti iz jednoga od navedena Cetiri oblika u drugi te
Citati, usporedivati 1 tumaciti ovisnosti (veze)

e prepoznati 1 protumaciti karakteristicna svojstva jednostavnih grafova
(monotonost, periodi¢nost) i njihove karakteristicne toc¢ke (nultocke, ekstremi,
tocke vazne za odredenu situaciju), te usporedivati jednostavne grafove

Gimnazije
e opisati 1 izvesti jednostavne ovisnosti (veze) dviju veli¢ina formulama,

tablicama, grafovima i rije¢ima; prevesti iz jednoga od navedena Cetiri oblika u
drugi te Citati, usporedivati i tumaciti ovisnosti (veze)



POGLAVLJE 1. LINEARNA FUNKCIJA 6

e prepoznati, odrediti i protumaciti karakteristicne elemente i svojstva jednostavnih
funkcija, analizirati linearne funkcije te rabiti njihova svojstva

e racunski, graficki i uz pomo¢ racunala, u skupu realnih brojeva rijesiti linearne
jednadzbe i nejednadzbe 1 sustave jednadzba

e primijeniti funkcije i njihove grafove te jednadzbe i nejednadzbe u rjeSavanju
matematickih problema i problema u ostalim odgojno-obrazovnim podrué¢jima i
svakodnevnom zivotu

U srednjoj Skoli linearna funkcija se definira sli¢no, ali preciznije od osnovne skole.
Prema [3] dajemo iskaz definicije linearne funkcije.

Definicija 1.2.1. Linearna funkcija je pridruzivanje kojim nekom broju x pridruzujemo
broj f(x) pri demu je f(x) =ax+ b,a # 0. Broj a # 0 zove se vodeéi koeficijent
linearne funkcije, a b slobodni koeficijent. Pravac y = ax + b graf je linearne funkcije.

Detaljnije ¢emo spomenuti sadrzaj matematike u opcoj gimnaziji. Prije pojma linearne
funkcije, usvaja se pojam linearne jednadzbe i pravca kao njezinog grafa, te se utvrduju
nacini dobivanja jednadzbe pravca (kroz dvije tocke, sa zadanom jednom tockom i
koeficijentom smjera). Zatim se linearna funkcija povezuje se s jednadzbom pravca. U
nastavnom sadrzaju, utvrduju se pojmovi nultocke funkcije 1 tok funkcije te interpretiraju
koeficijenti, a naglasak je 1 na tumacenju grafickog prikaza linearne funkcije. NajceSce se
na temelju teksta zadatka odreduje pripadna (po dijelovima) linearna funkcija i njezin
graf, a uz to i odreduju argumenti ili vrijednosti te funkcije u zadanim pitanjima.
Takoder, odreduje se i neki ,,prosjek™ danog grafickog prikaza, odnosno ono Sto
tumacimo kao nagib pravca. On se tumaci kao omjer promjene vrijednosti funkcije i
odgovarajuce promjene argumenata funkcije te se zakljucuje da je on isti za prikazanu
linearnu funkciju. PovrSina ispod grafa linearne funkcije spominje se eventualno u
zadacima iz podrucja fizike (s — t graf). Neke od primjera zadataka iz [3] na podruc¢ju
linearne funkcije navodim i u ovom radu:

Primjer 1.2.2. Nacrtaj graf linearne funkcije f(x) = ax + b ako je f(—5) =5,
f(4) = 4. Koliki je nagib te funkcije? U kojoj tocki graf funkcije sijece os y?

Primjer 1.2.3. Zadana je funkcija f(x) = 2x + 1.
1. Nacrtaj graf ove funkcije.
2. Odredi njezinu nultocku
3. Zakoje je vrijednosti x ispunjena nejednakost f(x) = —1?
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4. Kolika je promjena vrijednosti funkcije kada vrijednost varijable x naraste od -1
na 2?

5. Uvjeri se da je L2~/

= 2 za svaka dva razlicita realna broja x4 i x,.
2741

Primjer 1.2.4. Serviser kucanskih aparata naplacuje dolazak u kucu 50 kn, a svaki sat
rada cijeni 75 kn. Koliko ce serviser naplatiti svoj rad koji je trajao: % sata, 1 sat, 1.5

sati, 2 sata, 2.5 sata? Zapisi funkciju koja opisuje cijenu servisa ovisno o vremenu koje je
utrosio na popravak aparata.

U gimnazijama i smjerovima srednje Skole u kojoj u€enici imaju predmet Fizika, u
prvom se razredu ponovno sre¢u s pojmovima gibanje, put, brzina i ubrzanje te su
pozvani interpretirati i prikazati u pravokutnom koordinatnom sustavu odnose izmedu
puta, brzine 1 akceleracije sa pripadnim vremenom gdje se Cesto susrecu s grafickim
prikazom linearne funkcije. Ovdje se i spominje povrSina ispod grafa linearne funkcije
kao i drugih krivulja te se u v —t grafu interpretira kao prijeden put u danom
vremenskom intervalu, odnosno kao promjena brzine u a-t grafu. Navest ¢emo neke od
primjera zadataka iz [5] i [14] koji su povezani s grafickim prikazom linearne funkcije:

Primjer 1.2.5. Kakvo gibanje predocuje grafikon na slici? Sto mozete reci o brzini
tijela? Odredi put sto ga je tijelo preslo za 3s, 5s i za 9s.

s/m

B0 f======--m-mm—mmm—em—ooo-

304

201

e -
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Primjer 1.2.6. Tijelo se giba pravocrtno kako prikazuje (v — t) graf.

T

B =
e -

t/s

-l
o 4

a) Opisi gibanje!

b) Odredi brzinu na kraju 2., 4. 1 6. sekunde!
¢) Odredi srednju brzinu gibanja!

d) Nacrtaj (a — t) graf!

Pitamo se, mora li se povrSina ispod grafa linearne funkcije interpretirati samo u
matemati¢kom ili fizikalnom kontekstu? Sto je sa ostalim zadacima iz svakodnevnog
zivota? Razumiju 1i ucenici $to u takvim zadacima predstavlja nagib pravca ili povrSina
ispod grafa linearne funkcije danog problema? Razli¢itim istrazivanjima, pokazalo se da
ucenici nailaze na poteskoce u takvim zadacima $to ¢emo i detaljnije opisati u sljedecem
poglavlju.



Poglavlje 2

Rezultati istrazivanja

Provedena su mnogobrojna istrazivanja uc¢enickog i studentskog razumijevanja grafickog
prikaza linearne funkcije koja daju vrlo sli¢ne rezultate - postoje poteSkoc¢e u razumije-
vanju grafickog prikaza koja su pokazana u rjeSavanju zadataka zadanih grafickim
prikazom. Neke od takvih konkretnih rezultata istrazivanja opisat ¢u u ovom poglavlju.
Rezultati se temelje na dva istrazivanja,u Hrvatskoj: na istrazivanju provedenom na
uéenicima 2. razreda srednje $kole (vidi [8]) te na istrazivanju provedenom na studentima
prve godine Prirodoslovno-matemati¢kog fakulteta Sveucilista u Zagrebu (vidi [6] i1 [7]).

2.1 Istrazivanje u srednjoj Skoli

Prvo istrazivanje sastojalo se od po dva paralelna pitanja matematike i fizike koja su
ukljucivala procjene i tumacenja nagiba pravca (Slika 2.1). Pitanja su bila ukljucena u
duljem istrazivackom testu o razumijevanju grafova. Svaki par pitanja zahtijevao je istu
vjestinu rjesavanja, ali u razli¢itim kontekstima — jedno u kontekstu matematike, a drugo
u kontekstu fizike (kinematike).

Prvi par pitanja (M1 i P1) odnosio se na pozitivan nagib pravca, a drugi par (M2 i
P2) na negativan. Glavno pitanje istrazivanja bilo je: Kako se sposobnost uéenika da
procijeni i tumaci nagibe linijskog grafa u matematici odnosi na njihovu sposobnost
procjene i1 tumacenja nagiba linije grafikona u fizici, npr. kinematici? Cilj je bio utvrditi
je li nedovoljno znanje iz matematike glavni razlog $to se javljaju poteskoce kod
interpretiranja grafova iz kinematike te odrediti koje su to poteSkoce u kontekstu
matematike i fizike u interpretaciji nagiba pravca.

Analiza odgovora 1 objaSnjenja ucenika pokazala je da nedostatak matematickog
znanja nije glavni razlog za pote§koce razumijevanja grafova u kinematici. Cini se da
najve¢i problem za ucenike predstavlja tumacenje znafenja nagiba pravca u kontekstu
fizike, iako, ucenici su pokazali poteSkoe u razumijevanju pojma nagiba i u
matematickom kontekstu.

U pitanjima M1 1 P1 od ucenika se ocekivalo da razmisljaju o nagibu pravca tako
da se nagib prepoznaje kao konstantan i razli¢it od nule, a u pitanju P1 nagib protumaci i
kao veli¢ina brzine. U pitanjima M2 1 P2 od ucenika se o¢ekivalo da prepoznaju da je

9
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nagib grafa bio konstantan 1 negativan, a u pitanju P2 1 da se nagib pravca tumaci kao

veli¢ina ubrzanja.

P1. Prikazan je put - vrijeme graf objekta u
pokretu. Koja recenica najbolje opisuje
njegovo kretanje?

A. Objekt se ne krece
B. Objekt se kre¢e konstantnom
brzinom

C. Objekt se krece jednoliko usporeno
D. Objekt se krece jednoliko ubrzano

M1. Promotri sljede¢u duzinu (zraku) u
koordinatnom sustavu. Koja recenica je
tocna?

A. Nagib pravca je konstantan 1 razlicit
od nule

B. Nagib pravca je konstantan i jednak
nuli

C. Nagib pravca konstantno raste

D. Nagib pravca konstantno pada

P2. Prikazan je brzina - vrijeme graf
objekta u pokretu. Koja recenica najbolje
opisuje njegovo kretanje?

~__

A. Objekt se kre¢e konstantnom
akceleracijom razli¢itom od nule
B. Objekt se kre¢e akceleracijom

jednakom nuli

C. Objekt se kre¢e s konstantnim
povecanjem akceleracije

D. Objekt se kreée s konstantnim
smanjenjem akceleracije

M2. Promotri sljedecu duzinu (zraku) u
koordinatnom sustavu. Koja reCenica je

tocna?

A. Nagib pravca je konstantan i

pozitivan

B. Nagib pravca je konstantan i
negativan

C. Nagib pravca konstantno se
smanjuje i negativan je

D. Nagib pravca konstantno se

smanjuje i pozitivan je

Slika 2.1: Paralelna pitanja iz provedenog istrazivanja
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U pitanjima M1 i P1 od ucenika se o¢ekivalo da razmisljaju 0 nagibu pravca tako da se
nagib prepoznaje kao konstantan i razli¢it od nule, a u pitanju P1 nagib protumaci i kao
veli¢ina brzine. U pitanjima M2 i P2 od ucenika se o¢ekivalo da prepoznaju da je nagib
grafa bio konstantan 1 negativan, a u pitanju P2 i da se nagib pravca tumaci kao veli¢ina
ubrzanja.

Poredavsi zadatke po to¢nosti rjeSavanja ucenika, to su redom M1, M2, P1 i P2
prema ¢emu je zakljuCeno da su ucenici bolje rjeSavali zadatke u matematiCkom
kontekstu.

U oba konteksta, fizike i matematike, najces¢a ucenicka greska je bila zamjena
nagiba praveca s ,visinom grafa“ (funkcijskom vrijednosti), ali mnogo c¢e$¢a u
kontekstu fizike. Na primjer, Cesto se prikaz padajuée funkcije u v — t grafu tumacio kao
gibanje tijela s padaju¢om akceleracijom. Ucenici primjecuju da je prikazano gibanje
jednoliko usporeno, ali onda ga pogresno povezuju sa smanjenjem akceleracije. Tako
pokazuju da ne razumiju niti koncept ubrzanja niti koncept nagiba pravca u v — t grafu.
Analogno, ucenici nisu povezivali nagib pravca u s — t grafu s veli¢inom brzine tijela Sto
je o€ito povecalo poteskoce u rjesavanju zadatka P1 u usporedbi sa zadatkom M1.

Jedna od poteSkoca u rjeSavanju problema u fizici smatra se i generiranje
vizualne slike pri tumacenju grafa. Naime, fizikalni problemi sadrze vise ,,stvarnog sto
ucenike poti¢e na vizualiziranje problema, dok su matematic¢ki problemi ve¢inom izravni
1 viSe apstraktni $to ih ¢esto dovodi do krivih zakljucaka.

Takoder, negativan nagib pravca se pokazao tezim konceptom nego pozitivan
nagib u oba konteksta, ali je vise bilo izrazeno za pojmove ubrzanja i brzine (fizikalni
konteksti).

Iz uCenikovih objasnjenja moglo se zakljuciti i da neki ucenici imaju tendenciju
pripisati nulu vrijednosti nagiba pravca koji prolazi kroz ishodiste koordinatnog
sustava, dok drugi pridruzuju vrijednost nagiba kvadrantu u kojemu je pravac nacrtan.
Mnogi ucenici koji su bili u stanju procijeniti je li nagib pravca konstantan (kao $to je
vidljivo iz njihovih odgovora na pitanje M2) nisu uspijevali zakljuciti da je ubrzanje
konstantno u P2. Ovo ocito nije posljedica njihova nedostatka matematickog znanja,
nego nedostaje veza izmedu matematike i fizike te nedostatka relevantnih
konceptualnih znanja o fizici. Ucenici vjerojatno nisu svjesni da je problem u P2
matematicki isti kao i problem u M2, jer oni ne vide ubrzanje kao nagib v — t grafa.
Takoder, ucenikovo razumijevanje koncepta ubrzanja o€ito je problemati¢no - neki
povezuju konaénu promjenu brzine s trenutnim vremenom umjesto s kona¢nim
intervalom vremena (zamjena interval/tocka) i mnogim razmiSljanjima da jednoliko
usporeno podrazumijeva smanjenje ubrzanja.
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2.1.1 Istrazivanje nastavnika fizike

Uz ucenike, provedeno je i istrazivanje nastavnika fizike vezano uz ove zadatke. Naime,
provedena je anketa na 90 nastavnika fizike o tome da poredaju ova Cetiri pitanja, prema
njihovom misljenju, od najtezeg do najmanje teSkog pitanja za ucenike. Najcesce je to
bio poredak M2, M1, P2, P1, gdje vidimo da su nastavnici izrazili da je matematicki
kontekst za ucenike tezi od konteksta fizike. Zbrojivsi sve kombinacije da su oba pitanja
matematike navedena prije pitanja fizike, pokazano je da 37% nastavnika dijeli to
miSljenje, $to je suprotno rezultatima istrazivanja. Time je potvrdeno vjerovanje mnogih
nastavnika fizike koji i dalje vjeruju da je nedostatak matematickih znanja ucenika glavni
uzrok poteskoca s fizikom. Mnogi nastavnici iz ovog istrazivanja smatraju da je
matematicki kontekst tezi jer je viSe apstraktan, dok su fizikalne stavke blize stvarnom
zivotu 1 manje apstraktne pa bi trebale biti lakSe za ucenike.

2.2 Istrazivanje na sveuciliSnoj razini

Drugo istrazivanje provodilo se na 385 studenata prve godine Prirodoslovno-
matematickog fakulteta SveuciliSta u Zagrebu te su rezultati objavljeni u ¢lancima (vidi
[6] i [7]). Sastojalo se od osam paralelnih pitanja o interpretaciji grafova kroz tri razlicita
konteksta: matematike bez konteksta (M domena), fizike (P domena) i matematike u
kontekstu izvan fizike (C domena). Cilj ovog istrazivanja bio je utvrditi je li veéa tezina
zadataka iz fizike posljedica nedostatka dovoljnog znanja fizike ili bi isto bilo i sa nekim
drugim kontekstom van fizike, a koji ne zahtijeva neko dodatno znanje. Pokusalo se
istraziti i usporediti Strategije i teSkoce interpretiranja linijskih grafova. Ispitivalo se tako
da se od studenata uz njihove odgovore trazilo i objasnjenje i/ili matematicki postupak.
Rezultati istrazivanja objavljeni su u dva ¢lanka iz kojih ¢u iznijeti najvaznije ¢injenice
za ovaj rad.

Upitnik je bio napravljen tako da su se prvo odabrala fizikalna pitanja te su na
temelju njih izradena matematicka i druga kontekstualna pitanja. Svaki od osam skupina
pitanja zahtijevao je isti matemati¢ki postupak, ali u tri razliita konteksta. Od tih
skupina, pet ih se odnosilo na koncept nagiba grafa i tri na koncept povrsine ispod grafa.
Cetiri skupine pitanja bile su u formi viSestrukog izbora, a preostala ¢etiri otvorenog tipa
uz trazeno objasnjenje i/ili racun za svoje odgovore. Promatrat ¢emo opcenito rjesavanje
zadataka u razli¢itim domenama te posebno strategije 1 poteSkoce u rjesavanju.
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2.2.1 Usporedba tezine razumijevanja grafickog prikaza u

razli¢itim kontekstima

Utvrdeno je da je mali dio studenata koristio istu strategiju u sve tri domene u skupovima
paralelnih pitanja, tj. one su ovisile o kontekstu i specifi¢nosti podrucja. Usporedbom
prosjecne tezine domena pokazalo se da je matematika bez konteksta najjednostavnija
domena za studente. Suprotno pretpostavkama, nije bilo znacajnije razlike u prosjeku
rjeSavanja problema u fizici i kontekstima koji nisu fizika, Sto ukazuje na to da fizika,
unato¢ poucavanjem u osnovnoj i srednjoj Skoli, ostaje tezak kontekst za vecinu
studenata.

Koncept nagiba u sve tri domene je blizu prosjeka teSkoca ili laksi te razlike u
domenama nisu velike. Rezultati pokazuju da je u matematickoj domeni koncept nagiba
studentima laksi nego u fizici, a zbog velike nesigurnosti prosjecne tezine u C domeni,
ova domena se ne moze jasno usporedivati s M i P domenom. U domenama M i C
uéenikovo razmisljanje se ¢esto temeljilo na konceptu nagiba, dok je u kontekstu fizike
velik broj studenata koristio drugacije strategije, najces¢e formule.

Koncept povrSine ispod grafa dramaticno se razlikuje izmedu konteksta
matematike s jedne strane te fizike i matematike u kontekstu izvan fizike s druge strane.
Naime, rezultati pokazuju da je koncept povrsine ispod grafa u M domeni puno laksi
nego isti u P i C domeni, ali i mnogo laksi od koncepta nagiba u bilo kojoj domeni. S
druge strane, koncept povrSine ispod grafa u P i C domeni stvara vece poteskoce od
koncepta nagiba u bilo kojoj domeni. Zbog velikih nesigurnosti teskoca fizike i
matematike u kontekstu izvan fizike, razlike u teSko¢ama ovih dviju domena se ne mogu
odvojiti, ali su studentima podjednako teske.

Ukratko, istrazivanje ukazuje na to da studenti imaju mnogo poteskoca s
razumijevanjem linijskih grafova te da kontekst problema moze utjecati na izbor
studentske strategije, kao i na tip poteskoce koji pritom moze nastati.

2.2.2 Strategije i poteSko¢e razumijevanja grafickog prikaza

Rezultati istrazivanja otkrili su razlike u studentovim razumijevanjima koncepta nagiba
grafa 1 koncepta povrsine ispod grafa. Pokazalo se da studenti bolje razumiju koncept
nagiba nego povrsine ispod grafa Cije je tumacenje znacenja predstavljalo najveci
problem za studente u istrazivanju. Razlog tome mogao bi biti da se tijekom nastave vise
stavlja naglasak na tumacenje nagiba nego tumacenje povrSine ispod grafa. Strategije i
poteskoce svrstane su u kategorije te su podatci saZeti i u tabliénom obliku, a neke manje
temelju ucestalosti koriStenja razliitih studentovih strategija prepoznale su se neke
netocne strategije kao moguce indikacije o poteskoéama ugenika s interpretacijom grafova.
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2.2.2.1 Glavne kategorije strategija i poteSkoca istrazivanja
Pitanja istraZivanja bila su:
. Koliko su studenti konzistentni u njihovom izboru strategije 1 rjeSenja za
paralelna pitanja u razlic¢itim domenama i kontekstu?
Il.  Koje su glavne poteskoce studenata u svakoj domeni i kako se odnose
prema kontekstu pitanja?

Odgovori na pitanja istrazivanja rasporedeni su u nekoliko glavnih kategorija: 1 - 3. daju
rezultate za prvo pitanje, a 4 — 6. za drugo pitanje.

1. Strategije KoriStene na paralelnim pitanjima su Cesto ovisne o kontekstu i
specifi¢ne za domenu

Samo mali dio studenata koristio je istu strategiju na sva tri pitanja iste skupine. Pokazalo
se da ako su studenti naucili postupak za neku specificnu domenu (npr. odredivanje
nagiba pravca u matematici pomoc¢u matematickih formula ili izraCunavanje ubrzanja
pomoc¢u formula iz fizike), oni ¢e se drzati tih postupaka i nece uociti slicnost u
rjeSavanju problema izmedu razli¢itth domena. Taj problem cesto se naziva i
,uokviravanje* (eng. framing).

2. Preferirana strategija na pitanjima fizike je koristenje formula

Studenti su vrlo ¢esto u domeni fizike koristili formulu a = v/t ¢ime se pokazalo da
mnogi ne shvacaju sam smisao koncepta ubrzanja niti su razumjeli podrucje
primjenjivosti formula koje se koriste u fizici. Rezultati ukazuju na to da studenti ne vide
formule kao matematicke modele situacija iz fizike, pa se ne moze ni ocekivati da ¢e
interpretirati ubrzanje kao nagib v — t grafa.

3. Studenti viSe koriste neke kreativne strategije na problemima C domene nego na
problemima fizike

Kako su studenti u problemima s fizikom Cesto (na pogresan nacin) koristili formule, na
zadacima s matematickim kontekstom izvan fizike studenti su aktivirali viSe kognitivnih
resursa 1 pokazali §iri raspon strategija rjeSavanja, a u nekim skupovima pitanja
dvostruko je viSe studenata doslo do ideje za racunanjem povrsine ispod grafa nego u
domeni fizike. Cak su koristili i neki oblik prostorne analize koji je inade specifi¢an za
fiziku.
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4. Studenti pokazuju slicne poteSkoce s tumacenjem grafova u svim podrudjima

Promatrane su zamjena nagib - visina, interval - tocka te slikovna zabuna. Isti obrasci
ovog razmis$ljanja bili su prisutni u sve tri domene, ali ne i jednako ¢esto. Najcesc¢a
zamjena nagib - visina bila je u problemima u kojima se smanjuje visina grafa te su
studenti za nagib ili veli¢inu povezanu s nagibom zakljucili da se i ona smanjuje.
Zamjena interval - tocka najjasnije je prikazana u problemima kada se o nagibu
razmisljalo na temelju formule a = v/t pri ¢emu su studenti pokazali da ne znaju kada
koristiti interval, a kada toCku. Sli¢no su racunali 1 u kontekstu matematike te matematike
u kontekstu izvan fizike, gdje su nagib rac¢unali kao y/x ili cijena/vrijeme. Djelomi¢no bi
se moglo objasniti koristenjem formula u fizici ili nerazumijevanjem simbola delta ili
znacenja konteksta stopa.

5. Koncept nagiba linijskog grafa je nejasan za mnoge studente

Na svim matematickim zadacima s konceptom nagiba linijskog grafa studenti su cesto
davali nejasna objasnjenja Sto ukazuje na to da nisu znali objasniti pojam nagiba.
Takoder, pokazane su poteSkoce u razumijevanju znacenja negativnog nagiba za koje
pokazuju da ne razumiju u potpunosti koncept, ali imaju neko vizualno pravilo za
prepoznavanje. Dodatne strategije i teSkoce u konceptu nagiba navedene su nize (Tablica
2.2.), aneke od njih i posebno opisane.

6. Tumacenje povrsine ispod grafa je vrlo teSko za studente

Vecina studenata znalo je kako odrediti povrSinu ispod grafa, ali veéi je problem bio
kako protumaciti njegovo znacenje. Mali broj studenata tumacio je povrsinu ispod grafa
u problemima na koje nisu prethodno naisli. Takoder, veca je vjerojatnost da ¢e bolje
protumaciti znacenje povrsine ispod grafa u kontekstu matematike izvan fizike nego u
fizici, vjerojatno zbog blokiranja njihova razmisljanja ve¢ spomenutim formulama.

U sljede¢im redovima, detaljnije ¢emo prikazati nama najvaznije koncepte u
razumijevanju grafa koji su se proucavali u ovom istrazivanju: koncept nagiba linijskog
grafa i koncept povrsine ispod linijskog grafa.

2.2.2.2 Strategije i poteskoée studenata u konceptu nagiba grafa

U sljedecoj tablici navedene su strategije i poteskoce studenata dobivene analizom
istrazivanja U vezi koncepta nagiba grafa, a neke (proizvoljno odabrane) od njih su i
opisane ispod tablice.
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A. STRATEGIJE | POTESKOCE STUDENATA U KONCEPTU NAGIBA GRAFA
1. Upotreba formule (to¢na ili netoc¢na)
2. Razmisljanje na temelju koncepta , koracaj i sko¢i“
3. Povezivanje/izjednacavanje nagiba grafa sa kutom izmedu grafa i
koordinatne osi
4. ObrazloZenje o nagibu grafa na osnovi izgleda grafa
5. Primjena osnovnog znanja da pravac ima stalan nagib
6. Izjednacavanje nagiba grafa s ,visinom grafa” (vrijednosti funkcije)
7. Izjednacdavanje nagiba zakrivljene linije u nekoj tocki s nagibom tangente u
toj tocki

Tablica 2.2: Prikaz strategija i poteskoc¢a studenata u konceptu nagiba grafa

Al. Upotreba formule (to¢na ili neto¢na)

-----

sve tri domene, ali su koriStene formule bile razli¢ite u svakoj domeni. Na matematickoj,
studenti su uglavnom koristili razli¢ite formule za ra¢unanje nagiba pravca dok su se na
domeni fizike koristile (Cesto netocne ili neprikladne) formule za ubrzanje. Vodeca takva
formula bila je a = v/t. U matemati¢kom kontekstu van fizike, studenti su izvodili svoje
formule, a najvise se od neto¢no izvedenih koristila k = y/x. Neki su koristili formule i
pri usporedbi nagiba pravaca ili usporedbi nagiba pravca i krivulje u nekoj tocki.

A2. RazmiSljanje na temelju koncepta ,,koracaj i skoci

Studenti su ovaj nacin razmisljanja najc¢esc¢e koristili pri usporedbi dvaju pravaca, npr. pri
usporedbi porasta cijena dviju dionica u isto vrijeme. Takoder, najviSe je ispravno
koriStena strategija gdje studenti zakljuCuju da je nagib negativan kada se vrijednost
ordinate y grafa smanjuje s porastom vrijednosti apscise x. Sli¢no se zaklju¢ivalo i pri
objasnjenju negativnosti pravca.

A6. Izjednac¢avanje nagiba grafa s ,,visinom grafa*“ (vrijednosti funkcije)

Pogreska poznata jo$ od istrazivanja u srednjoj skoli nije izostala ni u ovom istrazivanju.
Glavna pogreska u sve tri domene u jednom od skupa pitanja bila je izjednacavanje
visine grafa sa nagibom grafa i tumacenje da se vrijednost nagiba pravca stalno smanjuje
kao 1 visina grafa. Tipicna objaSnjenja bila su: ,Iz grafikona vidimo da se brzina
smanjuje s vremenom, pa se smanjuje i ubrzanje.“ Takoder, neki studenti su predznak
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nagiba pravca izjednacili sa predznakom y koordinate grafa sto se isto moze smatrati
ovom konfuzijom. Na ovaj nacin, studenti su pokazali nerazumijevanje koncepta nagiba
grafa funkcije.

2.2.2.3 Strategije i poteskoée studenata u konceptu povrsine ispod
grafa

U Tablici 2.3 navedene su strategije i poteSkoc¢e studenata u vezi koncepta povrsine ispod
grafa, a one najcesce, opisane su ispod tablice.

B. STRATEGUE | POTESKOCE STUDENATA U KONCEPTU
POVRSINE ISPOD GRAFA
1. Izracunavanje povrsine ispod grafa (potpuno ili nepotpuno)
2. Koristenje formula iz domene fizike
3. Citanje vrijednosti y osi ili Ay za pripadni graf
4. Citanje x i y vrijednosti te njihovo mnozenje
5. Postavljanje nove ljestvice na grafikonu

Tablica 2.3: Prikaz strategija i poteSkoca studenata u konceptu povrsine ispod grafa
B1. Izra¢unavanje povrsine ispod grafa (potpuno ili nepotpuno)

Izracunavanje povrsine ispod grafa samo po sebi nije problem za studente, a najcesce se
odredivala pomoc¢u formula iz geometrije. U pitanjima gdje se izri¢ito trazio racun
povrsine ispod grafa je najceSce bio i tocan, ali u domeni fizike i domeni matematike
izvan konteksta fizike izracun povrsine ispod grafa se mnogo rjede koristio. NerjeSivost
ovih problema moZe se prepisati nemoguénosti tumacenja povrsine ispod grafa kao
trazeni odgovor u zadanom kontekstu Sto se pokazalo glavnim izvorom poteSkoce u tim
i C domena) bio je u racunanju ukupnog prijedenog puta na temelju v —t grafa.
Medutim, to bi se moglo objasniti ¢injenicom da se navedeno ucilo u srednjoj skoli. No
usporedbom 10% - 25% studenata koje je izra¢unalo povrs§inu na P i C domeni sa 80%-
90% na domeni matematike bez konteksta rezultat je istrazivanja koji jasno govori da se
u nastavi mora obratiti viSe pozornosti na matematiku u svakodnevnom zivotu te da mora
do¢i do povezivanja ,,apstraktne matematike sa matematikom u kontekstu.
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B2. Koristenje formula iz domene fizike

Najcesce je koriStena strategija na pitanjima fizike, ali zabrinjavajuce je to $to je ona bila
edée netotno upotrijebljena. Cesto su se u krivom kontekstu problema upotrebljavale
formule Av = Adadt, Av = v, — v, = a,t, — a,t; i v = at. Time su studenti pokazali
1 loSe razumijevanje o simbolu delta (A). Zanimljivo, u pitanju C domene je hrvatska
rije¢ za stopu bila rijeC¢ brzina te su studenti odmah pokrenuli upotrebu fizikalnih
formula, ali i ispravno rijesili problem.

B3. Citanje vrijednosti y osi ili Ay za pripadni graf

Ova strategija bila je najceS¢a na domeni fizike ili matematike izvan konteksta fizike. U
pitanjima koja su trazila ukupnu promjenu koli¢ine (npr. razine vode rijeke), studenti su
najcesce Citali maksimalnu vrijednost ordinate ili odredivali razliku vrijednosti pripadnih
ordinata. Neki studenti su i mnozili vrijednosti x i y te tako prezentirali svoj odgovor.

Na temelju ovih istrazivanja mozemo zakljuciti nekoliko ¢injenica. Glavni rezultat je da
kontekst opcenito povecava tezinu zadatka, tj. da znanje matematike nije glavna prepreka
u rjeSavanju istih. Iako se moze re¢i da se koncept nagiba grafa bolje razumije nego
koncept povrSine ispod grafa, primjecujemo da i koncept nagiba moZe biti prilicno
nejasan te se teSko tumaci u nepoznatim situacijama. Takoder, vazna prepreka u
rjeSavanju problema u domeni fizike predstavlja i upotreba formula koja Cesto Cini
prepreku dubljeg razmisljanja o zadanom problemu (kao $to se pokazalo u zadatcima van
konteksta fizike). Tumacenje povrSine ispod grafa u domeni matematike u kontekstu
jedan je od najve¢ih problema u razumijevanju linijskog grafa. Unato¢ misljenjima
nastavnika fizike, nedostatak matematickih vjestina nije glavni uzrok poteskoca s
grafovima u fizici. Ako su ovakvi rezultati postignuti na istrazivanjima Skola sa
sluSanjem 3 ili viSe sati tjedno matematike te 2 sata fizike, ali i na studentima kojima bi
ovi koncepti trebali biti opée poznati, pitamo se: jesu li ovi koncepti maksimalno dobro
razradeni u srednjoskolskom obrazovanju? Mozemo 1i kako poboljsati jacanje tih veza
unutar razli¢itih koncepata i domena?



Poglavlje 3

Preporuke za nastavu matematike

Provedena istrazivanja pokazala su da odabir ucenika u rjeSavanju odrazava tipi¢ne ideje
1 metode koje se koriste u njihovom obrazovanju. Rezultati pokazuju na odredenu
raspodjelu u domenama i traze jaCanje veza unutar razliCitih, svakodnevnih tema i
podru¢ja. Kako se pojam nagiba kao brzina promjene i pojam povrSine ispod grafa
najvise spominju u ¢etvrtom razredu srednje Skole u kontekstu derivacija i integrala,
valjalo bi ve¢ u ranijim godinama potaknuti dublje razumijevanje ovih, ucenicima cesto
apstraktnih, pojmova.

Neke od preporuka koje su dane u [16], a mogle bi biti korisne za dublje
konceptualno razumijevanje derivacija (stopa/brzina promjene) i odredenog integrala
(ukupnog iznosa promjene, odnosno ukupne promjene koli¢ine) u srednjoSkolskom
programu su:

1. Koristenje dobrih intuitivnih primjera iz ,,stvarnog zivota“ kao i jednostavnih
primjera iz fizike, posebno kinematike, sa svojim grafickim prikazom koji poti¢u
upotrebu raznovrsnih strategija i dubljeg razumijevanja.

2. Tijekom matematickog obrazovanja, racunanje i razumijevanje koncepta nagiba u
linearnim grafovima moze se osnaziti koriStenjem metode “Koracaj pa skoc¢i”
(eng. rise over run, njem. Steigungsdreieck). Ucestalost koristenja formule v =
s/t, pri Cemu se brzina tumaci vrlo jednostavno kao "udaljenost kroz
vrijeme" (Sto odgovara opisu samo najjednostavnijeg kinematickog modela),
moze biti zapreka daljnjem razumijevanju fizikalnog pojma brzine te pojma
brzine promjene veli€ine.

3. Ukupna promjena koli¢ine zasluzuje vecu (vertikalnu) povezanost u nastavnom
planu matematike, s naglaskom na njenim aspektima kao povrSina ispod grafa i
akumulacija ili "dodavanje komadica", a kasnije i kao antideriviranje. Tumacenje
koncepta samo kao povrSina ispod grafa kao gotove strategije potice poteskoce
koje ostaju prisutne i nakon uvodenja koncepta odredenog integrala.

Na koji nacin provesti ove preporuke u nastavi? Objasnimo svaku toc¢ku preporuke
zasebno 1 navedimo primjere u nastavi koji nam mogu pribliziti zadane ciljeve u nastavi.

19
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3.1 KoriStenje primjera iz svakodnevnog Zivota

Ono §to je vazno za ucenike jest da nau€e prepoznati graf linearne funkcije, a zatim 1
razli¢itih prikaza linearne funkcije i njihovo povezivanje (tablini zapis, zapis rijecima,
zapis pravilom pridruzivanja i graficki prikaz) predstavlja jedan od glavnih ciljeva
potrebnog uc¢enikovog znanja.

Mnogi autori (vidi [13]) bavili su se pitanjima na koja grafi¢ki prikaz moze dati
odgovore i prema tome podijelili razumijevanje grafova na elementarnu, srednju i
naprednu razinu te dali taksonomiju realizacije tih razina.

Prema taksonomiji Wainera (1992), razumijevanje grafova realizira se u tri razine:

1. Direktno Citanje podataka iz grafa

2. Prepoznavanje trenda medu podacima u grafu

3. Razumijevanje dublje strukture podataka zadanih grafom

Nama su najcesce potrebne prve dvije razine. Posebno se to moze imati na umu pri
sastavljanju zadataka. Sto je ono osnovno §to bi udenici trebali moéi prepoznati u
grafickom prikazu (po dijelovima) linearne funkcije, odnosno na linijskom grafu, navest
¢emo uz dodatne primjere zadataka specifi¢ne za to podrucje.

Kada je u pitanju pravokutni koordinatni sustav s varijablama x i y, vecina u¢enika
savlada cCitanje argumenata, odnosno vrijednosti zadanog grafickog prikaza, no veé
postavljanjem sli¢nog problema u kontekst ,,stvarnog zivota®“, javljaju se poteskoce i
zabune u razumijevanju. Zato je vazno ucenicima dati na razmatranje dovoljno primjera
iz ,stvarnog Zivota“ kao 1 iz kinematike te ih razliCitim pitanjima poticati na
razumijevanje grafickog prikaza.

Prvo na $to ucenici trebaju obratiti pozornost pri grafickom prikazu linijskog grafa je
§to on zapravo prikazuje. Vazno je naglasiti da je uvijek prikazana ovisnost dviju
veli¢ina i to na na¢in da promjena vrijednosti veli¢ine prikazane na y-0si linearno ovisi o
promjeni vrijednosti veli¢ine prikazane na x-osi. Dakle, linearne veli¢ine nisu nuzno
proporcionalne, ali njihove odgovarajuce promjene jesu. Citanjem vrijednosti iz grafa,
grafa pa su to naj€esce prva pitanja u zadatcima s grafickim prikazom (npr. Zadatak 3.1.1
A.,B,3.13A,B.,315A).
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Zadatak 3.1.1. Ana je odlucila brzo hodati svakog dana kako bi ostala u formi. Tijek
njenog hodanja dan je u sljede¢em grafickom prikazu:

metar
] A. Koliko metara Ana prohoda u 3 minute?
w00 B. Koliko vremena je potrebno Ani da prohoda
600 metara?
4001 C. Povecava li Ana brzinu dok hoda?

300 4

5 .
minute

Nakon i$¢itavanja osnovnih podataka, otkriva se monotonost linearne funkcije, odnosno
rastuce i padajuce linearne funkcije. Izgled linijskog grafa je (po dijelovima) ili kosi ili
horizontalni pravac. Pravac je horizontalan ako se promjenom vrijednosti veli¢ine na x-
osi, vrijednost veli¢ine na y-0si ne mijenja, tj. konstantna je. Ako je pravac kosi, tada on
moze biti ,rastuc¢i® ili ,,padaju¢i”, ovisno o tome je li linearna funkcija rastu¢a ili
padajuc¢a. Funkcija je rastuca ako se povecanjem vrijednosti veli¢ine na x-0si vrijednost
veli¢ine na y-0Si povecava, a ako se povecanjem vrijednosti veli¢ine na x-0si vrijednost
veli¢ine na y-osi smanjuje, funkcija je padajuca.

Izgled grafa moZemo povezati s nagibom pravca, odnosno vode¢im koeficijentom
linearne funkcije. Ako je vodeci koeficijent pozitivan, onda je linearna funkcija rastuca, a
ako je vodeci koeficijent negativan, onda je linearna funkcija padajuca. Povezivanje
grafickog prikaza s vode¢im koeficijentom preporuca se uz ,,Koracaj pa sko¢i metodu.
Detaljnije povezivanje nagiba pravca, tj. vodeceg koeficijenta u linearnoj funkciji ¢emo
detaljnije opisati u sljedecoj tocki. Vazno je da ucenici ispravno tumace izgled grafa sa
zadanim podatcima te ga povezuju sa nagibom pravca, odnosno vode¢im koeficijentom
linearne funkcije.

Primjer zadatka prikladnog za osnovno tumacenje toka linijskog grafa je Zadatak
3.1.2.A., B. Zadatak je i u kontekstu fizike (kinematike) §to dodatno povezuje
matematicki 1 fizikalni kontekst.
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Zadatak 3.1.2. U v — t grafu prikazano je putovanje biciklom od kuée do skole.

v (m/min)

300 1

200 1

100 1

o 1 2 3 4 5 & 7 8 t(min)

A. U kojem vremenskom intervalu bicikl vozi stalnom brzinom?

B. Brzina na intervalu 6-8 min C. Na intervalu 0-1 min bicikl se krece
I. je konstantna i pozitivna i. stalnom akceleracijom koja je pozitivna
ii. je konstantna i negativna ii. stalnom akceleracijom koja je negativna
iii. konstantno pada Iii. konstantno rastu¢om akceleracijom
iv. konstantno raste iv. konstantno padaju¢om akceleracijom

Zadatak 3.1.3. Graf prikazuje koli¢inu goriva u litrama u spremniku nekog automobila
koji je od 6:00 do 19:00 sati mirovao, vozio se ili bio na crpki.

koli¢ina goriva (l)

sati

6 8 10 12 14 16 18

A. Koliko je bilo litara goriva u spremniku toga automobila u 17:00 sati?
B. Koliko je puta u automobil to¢eno gorivo od 6:00 do 19:00 sati?
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C. Koliko je goriva potroseno od 6:00 do 19:00 sati?

Napomena 3.1.4. Punjenje benzinom moze se nacrtati i (vrlo) kosom crtom, ne nuzno
vertikalnom jer ipak prode nesto vremena pri punjenju. Medutim, time postaje teze
racunanje vremena provedenog u nekoj aktivnosti.

Cesto se mozemo susresti s prikazom vise linijskih grafova na jednom prikazu pa uz
takve zadatke uc¢enici mogu usporedivati razliite prikaze (Zadatak 3.1.5.).

Zadatak 3.1.5. Linijski grafovi A i B prikazuju ovisnost iznosa mjese¢nog ra¢una o

potrosnji interneta za mobilne usluge operatera A i operatera B.
mjesecni racun
(kn)

a0 1

30 1

20 1

10 1

Y Y | " | potrosnja interneta
] 1 2 3 4 5 (GB)

A. Marko mjesec¢no potrosi 1.5 GB interneta. Koji operater mu je isplativiji za odabrati?
Zasto?
B. Koliko maksimalno GB bi Marko mogao potrositi za 40kn i kod kojeg operatera?
C. Uintervalu 2 - 4 GB:
i. brzina potrosnje novaca u odnosu na potro$nju interneta jednaka je kod oba
operatera
ii. brzina potro$nje novaca u odnosu na potro$nju interneta veca je kod operatera A
iii. brzina potros$nje novaca u odnosu na potros$nju interneta veca je kod operatera B
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Osim linijskog grafa, linearna ovisnost moze se prikazati i tockastim grafom koji
spajanjem tocaka postaje pravac. Kako se u sedmom razredu osnovne skole jo§ ne uci
koncept skupa realnih brojeva, ovakav grafi¢ki prikaz bi bio i ispravniji za neke linearne
ovisnosti koje se spominju u zadatcima, ali radi jednostavnosti, koristi se samo pravac.
Medutim, u osmom razredu ili u srednjoj Skoli, ucenici bi ve¢ mogli interpretirati i
graficki prikaz slican prikazu u Zadatku 3.1.6.

Zadatak 3.1.6. Ivan je na pocetku tjedna dobio dzeparac koji koristi za kupnju dnevnih

obroka. Graf prikazuje odnos preostalog dzeparca u danu tijekom jednog tjedna.
preostali iznos
(kn)

100"
80 G - - - -l Lol L
60

40

S

v H . .
pon uto sri cet pet daniu tjednu

A. Koliko je iznosio pocetni dzeparac?

B. Koliko novaca Ivan ima u ¢etvrtak?

C. Koji dan je Ivan potro$io najvise novaca na hranu?

D. Nastavi li ovim ,,tempom* potro$nje novaca, hoce li imati dovoljno i za ru¢ak u
nedjelju, ako je cijena rucka kao i ukupna cijena svih obroka u ¢etvrtak?

E. Je li prikazana ovisnost linearna? Zasto?

Ovim primjerima prikazani su neki osnovni zadatci vezani uz razumijevanje grafickog
prikaza linearne funkcije u razli¢itim kontekstima. U sljede¢im to¢kama prikazat ¢emo
razumijevanje koncepta nagiba pravca i1 povrSine ispod grafa funkcije koji ustvari
predstavljaju brzinu promjene jedne veli¢ine u odnosu na drugu te ukupnu promjenu
neke veli¢ine u odredenom periodu.
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3.2 Razumijevanje koncepta nagiba pravca

Nagib pravca govori o brzini rasta funkcije. Kod pravca y = ax + b poznata je ovisnost
rasta (pada) o predznaku koeficijenta a:

zaa < 0, funkcija je padajuca,

za a = 0, funkcija je konstantna,

zaa > 0, funkcija je rastuca.

Pad i rast to su brzi §to je veca apsolutna vrijednost koeficijenta a.
Pri konstruiranju razlicitih grafova linearne funkcije, ucenici su uocili da su dovoljne ve¢
dvije tocke za konstrukciju grafa.

Za §to jednostavniju konstrukciju, uéenike u¢imo konstrukciji pravca metodom
,Koracaj pa sko¢i“. Kako bi koristili tu metodu, potrebna im je geometrijska
interpretacija koeficijenata linearne funkcije. Za linearnu funkciju f s pravilom
pridruzivanja f(x) = ax + b, apsolutnu vrijednost slobodnog koeficijenta b geometrijski
interpretiramo kao udaljenost ishodista do tocke u kojoj graf funkcije f sijee y-0s.
Tocka u kojoj graf linearne funkcije sijeCe y-os je tocka (0,b). Apsolutna vrijednost
vodeceg koeficijentaa oznaCava za koliko se promijeni (poveca/smanji) vrijednost
funkcije f ako x povecamo za 1. Crtanje zapoCinjemo pronalazenjem tocke (0,b) u
koordinatnom sustavu iz koje se ovisno o vrijednosti koeficijenta a pomic¢emo udesno i
gore/dolje te dobivamo drugu tocku pravca. Na taj nac¢in dobivamo pravokutan trokut ¢iji
je omjer duljina kateta (katete paralelne s y-osi i katete paralelne s x-osi) jednak
apsolutnoj vrijednosti vodeceg koeficijenta funkcije. Pravac koji prolazi kroz te dvije
tocke, trazeni je graf funkcije.

Ovisno o vrijednosti vodeceg koeficijenta a, pri crtanju razlikujemo 4 slucaja:
Zadana je linearna funkcija s pravilom pridruzivanja f(x) = ax + b. U koordinatnom
sustavu oznac¢imo tocku A(0, b) koja pripada trazenom grafu.

1. sluéaj - a je pozitivan cijeli broj

Broj a zapisimo u obliku a = =

Tada je duljina horizontalne katete pravokutnog trokuta koji crtamo jednaka nazivniku u
prikazu broja a kao razlomka, a duljina vertikalne katete brojniku tog razlomka. Prema
tome, drugu tocku grafa dobivamo tako da se od tocke A pomaknemo za 1 jedini¢nu
duzinu udesno i za a jedini¢nih duzina prema gore.

2. slucaj - a je negativan cijeli broj
Kao i u 1.slucaju, broj a zapiSimo u obliku a = %
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Tada je duljina horizontalne katete pravokutnog trokuta koji crtamo jednaka broju 1, a
duljina vertikalne katete |a|. Prema tome, drugu to¢ku grafa dobivamo tako da se od
tocke A pomaknemo za 1 jedini¢nu duzinu udesno i za |a| jedini¢nih duzina prema dolje.
Dakle, uo¢imo da se 1. i 2. slucaj razlikuju samo u predznaku broja a Kkoji u crtanju
razlikuje crtanje prema gore (ako je a pozitivan), odnosno prema dolje (ako je a
negativan).

3. slucaj - a je pozitivan racionalan broj
Broj a zapi$imo u obliku a = %, m,n € N.

Tada je duljina horizontalne katete pravokutnog trokuta koji crtamo jednaka nazivniku u
prikazu broja a kao razlomka, a duljina vertikalne katete brojniku tog razlomka. Prema
tome, drugu tocku grafa dobivamo tako da se od tocke A pomaknemo za n jedini¢nih
duzina udesno i za m jedini¢nih duzina prema gore.

4. sluc¢aj - a je negativan racionalan broj
Broj a zapisimo u obliku a = — %,m,n € N.

Tada je duljina horizontalne katete pravokutnog trokuta koji crtamo jednaka nazivniku u
prikazu broja a kao razlomka, a duljina vertikalne katete brojniku tog razlomka. Prema
tome, drugu tocku grafa dobivamo tako da se od tocke A pomaknemo za n jedini¢nih
duzina udesno i za m jedini¢nih duzina prema dolje. Uo¢imo, 3.i 4. slu¢aj razlikuju se u
predznaku broja a koji razlikuje crtanje grafa u postupku prema gore (ako je a
pozitivan), odnosno prema dolje (ako je a negativan).

Sada, kada ucenici razumiju metodu ,,Koracaj pa skoci“, ucenici mogu iz grafickog
prikaza linearne funkcije odrediti vode¢i koeficijent i slobodni koeficijent prikazane
funkcije. Vodec¢i koeficijent dobiva se kao omjer kateta pripadnog pravokutnog trokuta, a
slobodni koeficijent odredivanjem toc¢ke u kojoj pravac sijece os y.

Nakon povezivanja grafickog prikaza linearne funkcije sa njezinim vodecim
koeficijentom, vaZzna je interpretacija znacenja tog broja. Dosada su ucenici naucili da
vodeci koeficijent linearne funkcije oznac¢ava omjer, brzinu promjene tj. ako se u funkciji
zadanoj pravilom pridruzivanja f(x) = ax + b argument x poveca za 1, vrijednost f(x)
se poveta za |a| ako je a pozitivan, odnosno smanji za |a| ako je a negativan.
Provedenim aktivnostima na satu, u€enici povezuju omjer kateta pripadnog pravokutnog
trokuta sa omjerom promjena veli¢ina pripadne funkcije $to je ustvari jednako apsolutnoj
vrijednosti vodeceg koeficijenta funkcije, odnosno nagiba pravca u grafickom prikazu.
Jedna od takvih aktivnosti navedena je u zadnjem poglavlju ovog rada. Neki prikladan
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zadatak u kojem ucenici odreduju nagib pravca te ga povezuju s brzinom promjene u
kontekstu ,,stvarnog Zivota“ bio bi sli¢an Zadatku 3.2.1.

Zadatak 3.2.1. Prikazana je ovisnost temperature peénice o vremenu od njezinog
ukljucenja.

ra A. Kolika je temperatura pe¢nice nakon 20
minuta?
135 B. Za koliko se stupnjeva temperatura u pecénici
promijeni u minuti?
105 C. U kakvom su odnosu temperatura pecnice i
proteklo vrijeme od njezinog ukljucenja?
D. Odredi funkciju koja opisuje kako temperatura
& pecnice ovisi o proteklom vremenu od ukljucenja.
E. Ako kolac treba staviti u pe¢nicu kada joj je
45 temperatura 210 °C, nakon koliko minuta od
ukljucenja pecnice treba u nju staviti kolac?
15

5 10 15 20 t(min)

Omjer promjena veli¢ina ustvari predstavlja brzinu neke promjene, $to bi ucenici trebali
otkriti kroz nekoliko primjera usporedbi grafickog prikaza linearne funkcije u kontekstu
svakodnevnog zivota — odredivanjem nagiba pravca (vodeceg koeficijenta funkcije)
,Koracaj pa skoCi“ metodom i njegovom interpretacijom. Takoder, promatranjem kako
on utjeCe na ,,strmost* pravca, ucenici dolaze do zakljucka da sto je pravac ,,strmiji®, to je
veci nagib pravca pa je i brzina promjene veca.

Napomena 3.2.1. Strmost pravca uocava se i interpretira i u pocetnim primjerima, ali
sada se povezuje s nagibom pravca.

Jedan od primjera zadataka s usporedivanjem grafova i povezivanjem s nagibom pravca
dan je kao Zadatak 3.2.2.

Zadatak 3.2.2. Posudu s 3 dL vode zagrijavamo tako da se temperatura vode svakih 5
minuta poveca za 6 °C. Posudu s 2 dL vode zagrijavamo tako da se temperatura vode
svakih 5 minuta poveca za 4 °C.
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Grafovi ovisnosti temperature vode o vremenu prikazani su na slici.

T (°C)

A. Koja je pocetna temperatura vode u posudi
a0 od 2dL?

B. Koliko se svake minute smanjuje razlika
temperatura voda u tim posudama?

C. Nakon koliko ¢e minuta temperature vode

i u objema posudama biti jednake?

10

5 10 15 t(min)

Nagib pravca Cesto se interpretira u kontekstu fizike i to najée$¢e u jednostavnim
kinemati¢kim modelima - jednoliko i jednoliko ubrzano gibanje po pravcu. Tada su
brzina, odnosno akceleracija gibanja konstantne te su odgovarajue veze linearne.
Primjerice, u s — t grafu koji prikazuje jednoliko gibanje po pravcu, nagib pravca s =
s(t) predstavlja brzinu objekta, dok u v —t grafu koji predstavlja jednoliko ubrzano
(usporeno) gibanje po pravcu v = v(t) akceleraciju objekta. Vazno je ucenike kroz
kratke, ali svestrane primjere grafickih prikaza (po dijelovima) linearnih funkcija poticati
na razmisljanje i interpretaciju nagiba pravca kako bi razumijevanje takvih prikaza u
buducénosti bilo puno bolje savladano nego §to pokazuju dosadasnja istrazivanja. Neki od
takvih zadataka su i sljede¢i zadatci koji su slicni onima na kojima su se provodila
promatrana istrazivanja o razumijevanju grafickog prikaza linearne funkcije.
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Zadatak 3.2.3. Graf prikazuje kako se populacija neke zemlje mijenjala kroz odredeno

vrijeme. Koja recenica je to¢na?

populacija

A. Stopa promjene populacije je konstantna i
pozitivha

B. Stopa promjene populacije je konstantna i
negativna

C. Stopa promjene populacije konstantno raste
D. Stopa promjene populacije konstantno pada

vrijeme

Zadatak 3.2.4. Gibanje nekog objekta prikazano je u s — t grafu.

S

Zaokruzi to¢nu izjavu:

A. Objekt se ne krece
B. Objekt se kre¢e konstantnom brzinom
C. Objekt se krece jednoliko usporeno

D. Objekt se krece jednoliko ubrzano
Objasni.

Zadatak 3.2.5. Gibanje nekog objekta prikazano je u v — t grafu. Zaokruzi to¢nu izjavu:

Vv

t

A. Objekt se krece s konstantnom akceleracijom
razli¢itom od 0

B. Objekt se krece s akceleracijom jednakom nuli

C. Objekt se krece s konstantnim povecanjem
akceleracije

D. Objekt se krece s konstantnim smanjenjem
akceleracije

Obijasni.
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Napomena 3.2.2. Takoder, nagib pravca y = kx + | moze se izraziti i kao
k =tga,
pri cemu je o kut Sto ga pravac zatvara s pozitivnim dijelom x-0si (Slika 3.1).

y=kx+1
y

1
/ Ax

/-1 o 1 2 3 4 x

Slika 3.1: Kut « koji pravac y = kx + [ zatvara s pozitivnim dijelom x-osi

Koeficijent smjera pravca y = ax + b poistovjecuje se s omjerom prirasta Ay/Ax Koji je
stalan 1 odreduje nagib pravca. Graf linearne funkcije u svakoj tocki ima jednak nagib pa
kazemo da linearna funkcija raste (pada) jednako brzo u svakoj tocki (Slika 3.2).

Y y=kx+1
3 -
Ay
2 -
Ax
Ay
/ o
2 1 ] 1 2 3 4 X

Slika 3.2: Nagib pravca jednak je omjeru i—z

U cCetvrtom razredu srednje $kole, nagib grafa proizvoljne (nelinearne) funkcije f u nekoj
tocki (x,y) definira se kao nagib tangente poloZene na graf u toj tocki. Kako funkcije
razli¢ite od linearne nemaju jednak nagib u svakoj tocki, njihov rast (pad) nije jednak u
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svakoj tocki. Jedan od nacina odredivanja nagiba tangente u zadanoj tocki grafa funkcije
jest zamjena tangente sekantom koja prolazi kroz 2 tocke na grafu funkcije 1 to tockama
(x,y) i (x + Ax,y + Ay). Sto je vrijednost prirasta Ax manja, to ¢e sekanta biti bolja
aproksimacija za tangentu u tocki (x,y). Pustaju¢i da Ax tezi nuli, iz jednadZbe sekante

A . . .
dobivamo jednadzbu tangente. Nagib sekante je ﬁ pa je nagib tangente jednak

Sto je ustvari, prema definiciji derivacije, derivacija funkcije f u tocki (x, y).
Definicija 3.2.3. Derivacija funkcije f u toc¢ki x je broj:

£ = lim Ay _ lim f(xo + Ax) — f(x0)
07 7 Axs0AX  Ax—0 Ax ’

ukoliko ovaj limes postoji. Taj je broj jednak nagibu k tangente na graf y = f(x) u tocki
(%0, ¥0)- Derivaciju jos oznacavamo simbolima
Loy df(x) dy
[ = dx  dx’

Napomena 3.2.4. Takoder, za zadane velicine s i t, brzina promjene velic¢ine s U 0dnosu
na t definira se kao derivacija funkcije s = s(t), tj.

ds
v(t) := T

Brzina promjene velicine s u odnosu na t u tocki t je derivacija u t,:

d
—(to) = v(to).

3.3 Ukupna promjena koli¢ine (povrsina ispod grafa
funkcije)

Ukupna promjena koli¢ine, odnosno povrsina ispod grafa tijekom nastavnog plana nije
previSe zastupljena. NajviSe se spominje u Cetvrtom razredu srednje Skole i to kao
racunanje odredenog integrala.

Napomena 3.3.1. Primitivna funkcija sluzi za racunanje odredenog integrala.
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Ovaj koncept trebao bi se kroz primjere viSe uvesti u nastavu i to ve¢ uz nastavne cjeline
linearne funkcije, ali ne samo kao racunanje povrSine ispod grafa ve¢ povezati taj aspekt
sa idejom akumulacije veli¢ine. U pozadini te ideje je ideja ,,skupljanja komadica®,
odnosno intuitivna ideja odredenog integrala. Samu ideju moguce je realizirati kroz
primjere iz ,stvarnog zivota“ kojima se priblizava ucenikovu razumijevanju u cilju
smanjenja poteskoca koje ostaju prisutne nakon uvodenja koncepta odredenog integrala.

Ako se neka veliCina mijenja, onda se ona i akumulira, odnosno skuplja (ili
smanjuje) nekim intenzitetom. Ono $to je vazno kod ideje akumulacije jest to da je
potrebno prepoznati Sto se to akumulira i kojom brzinom se akumulira. Neki od poznatih
primjera su: nakupljanje vode ako kisa pada odredenim intenzitetom, koli¢ina novaca ako
cijena dionica raste u odredenom razdoblju, prijedeni put pri voZnji automobila
odredenom brzinom, ukupna visina biljke u odredenom periodu, ukupna promjena brzine
pri gibanju s odredenom akceleracijom, rad koji nastaje promjenom sile na putu itd.
Medutim, nisu uvijek veli¢ine koje se akumuliraju intuitivno jasne zbog svoje
apstraktnosti, ali kako je ideja akumulacije intuitivno jasna, potrebno je iskoristiti je za
razumijevanje pojma ukupne promjene i uspostavljanje veze izmedu brzine promjene i
ukupne promjene.

S ucenicima je vazno proci ideju akumulacije i povezati je s povrSinom ispod
grafa funkcije. Jedna od mogucih aktivnosti za uvodenje tih pojmova i povezivanje
koncepata nalazi se u zadnjem poglavlju ovog rada. Nakon povezivanja ovih koncepata,
kroz razlicite intuitivno jasne, ali 1 apstraktne primjere i zadatke, ucenicima bi se trebalo
olaksati razumijevanje ovog podrucja i povezivanje s grafickim prikazom. Neki od takvih
primjera dani su u sljede¢im zadatcima gdje se trazi ukupna promjena zadanih veli¢ina
koju je potrebno odrediti iz zadanih linijskih grafova. Sli¢ni zadatci bili su na
provedenom istrazivanju o razumijevanju grafickog prikaza linearne funkcije.
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Zadatak 3.3.1. Dan je graficki prikaz ovisnosti cijene iznajmljivanja auta po kilometru o
prijedenoj udaljenosti auta. Po€etni iznos najma iznosi 1000kn. Koliki je ukupni iznos

najma automobila za 200km putovanja?

cijena najma po kilometru
(kn/km)

10 -

8+

25 50 75 100 125 150 175 200
prijedena udaljenost (km)

Zadatak 3.3.2. Kretanje vlaka prikazano je u a — t grafu. Kolika je ukupna promjena
brzine vlaka izmedu t = 0i t = 4 sekundi?

a (m/s?)

t(s)

Zadatak 3.3.3. Dizalo putuje iz podruma do vrha zgrade. Njegovo putovanje prikazano
je uv — t grafu. Koju udaljenost je dizalo proputovalo u prve 3 sekunde?
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v (m/s)

1 2 3 t(s)

Zadatak 3.3.4. Graf prikazuje brzinu promjene razine vode odredene rijeke tokom
jednog dana. Kolika je ukupna promjena razine vode te rijeke u prvih 20 sati?

brzina promjene razine
vode po satu (cm/h)

20
16

12

4 8 12 16 20 24 vrijeme (h)

Najvaznije pitanje u odredivanju ukupne promjene je: Kolika je ukupna promjena
odredene veli¢ine? Prebrojavanjem i1 uocavanjem dijelova koji se nakupljaju u grafu,
ucenici postupno razvijaju bolje razumijevanje u rjeSavanju ovakvih problema iz
»stvarnog zivota®“. Ideja akumulacija, odnosno ,,skupljanja komadic¢a®“, pojavljuje se i u
situacijama s aritmetickim nizovima, odnosno, funkcijama definiranim na skupu
prirodnih brojeva. Tada je ukupna koli¢ina jednaka sumi odgovarajucih vrijednosti.
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Zadatak 3.3.5. Marija zeli kupiti novi mobitel. Potrebno joj je jo§ 700 kuna i zakljucila
je da ¢e skupljanjem novca na nacin prikazan na slici prikupiti dovoljno u 15 dana.
Zapocela je s 5 kuna i svakog dana povecavala koli¢inu novca koju je stavljala u ,,kasicu
prasicu®.

A. Koliko kuna je stavila u ,,kasicu prasicu* 5.dana?

B. Za koliko kuna je svakog dana povecavala unos novca u ,,kasicu prasicu?

C. Je li uspjela prikupiti dovoljno novaca za kupnju mobitela? Koliko je to¢no

prikupila novaca?

iznos kuna
za kasicu po danu

redni broj
" dana

Ovakva graficka interpretacija ukupne promjene temelji se na Osnovnom teoremu
infinitezimalnog racuna koji povezuje pojam odredenog integrala s primitivnom
funkcijom, odnosno neodredenim integralom zadane funkcije. Takoder, mozemo ga
izrec¢i i putem Newton-Leibnizove formule:

b
f F'(x) = F(b) - F(a),

gdje je F diferencijabilna funkcija na [a, b], a njezina derivacija F' je integrabilna na
[a, b]. Funkciju F nazivamo primitivnom funkcijom ili antiderivacijom funkcije f := F'.
Odredeni integral ogranicene funkcije na segmentu definiran je pomo¢u Riemannovih
suma te se geometrijski interpretira kao ,,povrsina ispod grafa®. Jedino valja biti oprezan
pri negativnim funkcijskim vrijednostima jer je tada ,visina“ opisanog, odnosno
upisanog pravokutnika negativna pa je i trazena povrSina izmedu grafa i x-0si negativna.
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Napomena 3.3.2. U kinematici, pojam ukupne promjene velicines od t =a dot=»b
definira se kao

b
As = s(b) —s(a) = f v(t).

Graficki, u v —t grafu ukupna promjena velicine s od t =a do t = b jednaka je
povrsini ispod grafa funkcije v = v(t) (Slika 3.3).

As = f o)

[y

a t
Slika 3.3: Prikaz ukupne promjene putaod t =adot = b u v — t grafu

Napomena 3.3.3. Koncept ukupne promjene, u grafickom se prikazu moze razumjeti u
nekoliko faza:

1.

2.
3.
4

Diskretne funkcijske ovisnosti (nizovi i racunanje zbroja/sume)
Konstantne funkcije

Linearne funkcije oblika f(x) = ax,a # 0

Opée, po dijelovima linearne funkcije, tj. razlomljeni pravci



Poglavlje 4

Aktivnosti u nastavi matematike

AKTIVNOST 1. ,,OpiSi me*

Cilj aktivnosti: ucenici c¢e, rjeSavaju¢i individualno kontekstualni zadatak te uz
zajednicku diskusiju otkriti Sto predstavlja nagib pravca u kontekstualnom problemu

Oblik rada: individualni rad, diskusija
Nastavne metode: heuristicka nastava, metoda dijaloga
Potrebni materijal: nastavni listi¢ za svakog u¢enika

Tijek aktivnosti: Ucenici su podijeljeni u parove. Jedan ucenik iz para dobiva Nastavni
listi¢ A, a drugi Nastavni listi¢ B. Nakon rjeSavanja, usmeno se provjeravaju rjesenja Uz
prikaz u PPT prezentaciji. Nakon provjere, ucenik koji je rjeSavao Nastavni listic A
dobiva Nastavni listi¢ C, a drugi ucenik iz para Nastavni listi¢ D. Nakon rjeSavanja,
usmeno se provjeravaju rjeSenja uz prikaz u PPT prezentaciji te se na kraju pokrece
diskusija.

Diskusija:

,U svim primjerima odredili smo omjer promjena danih veli¢ina.*

,»U prvom primjeru promatrali smo odnos kojih veli¢ina?*“ (Koli¢ine goriva i duljine
puta.)

»Racunavsi omjer odgovaraju¢ih promjena tih velic¢ina dobili smo da je jednak ¢emu?“
(Nagibu pravca.)

Analogno ponovimo za ostala tri primjera te zajedniCki zakljucujemo Sto opisuje nagib
pravca:

,Sto moZemo reéi, §to opisuje nagib pravca?* (Brzinu promjene zadanih veligina, stopu
promjene, koliko se jedna veli¢ina mijenja u odnosu na promjenu druge...)

Zakljucak: Nagib pravca ozna¢ava brzinu promjene jedne veli¢ine u odnosu na drugu.

37
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NASTAVNI LISTIC A

Graf prikazuje linearnu ovisnost dviju velicina.
prijedena

udaljenost (km)

B
120
D
90
A
60
30
Ck
0.5 1 1.5 2 vrijeme (h)

1. Odnos kojih dviju veli¢ina je prikazan na grafu?
2. Odredi nagib pravca iz grafickog prikaza.
3. ZaokruZi to¢no i dopuni recenicu promatrajuéi promjene danih veli¢ina uz pomo¢ strelica.

Povecanjem/smanjenjem za h, se poveca/smaniji
za km.

4. Kao u 3.zadatku, ucrtaj pravilno strelice i opiSi promjene od tocke C do tocke D.

5. Kako se promjena vrijednosti mijenjala u odnosu na promjenu argumenata? Izrazi promjene u

obliku omjera:
promjena vrijednosti

omjer = promjena argumenata
Op = VB — YA _ —
Xp — Xa
ocp = Yp — Yc _ _
Xp — X¢

Sto predstavljaju dobiveni omjeri? Opisi ih.

6. Kakve su vrijednosti dobivenih omjera usporedivsi ih s nagibom pravca?
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NASTAVNI LISTIC B

Graf prikazuje linearnu ovisnost dviju velicina.
duljina nokta (mm)

13 D
12 B
A

11

C
10¢

vrijeme (dan)
7 14 21

1. Odnos kojih dviju veli¢ina je prikazan na grafu?

2. Odredi nagib pravca iz grafickog prikaza.

3. ZaokruZi to€no i dopuni recenicu promatrajuéi promjene danih veli¢ina uz pomoc¢ strelica.
Povedanjem/smanjenjem za dana, se

povec¢a/smanjiza___ mm.
4. Kao u 3.zadatku, ucrtaj pravilno strelice i opiSi promjene od tocke C do tocke D.

5. Kako se promjena vrijednosti mijenjala u odnosu na promjenu argumenata? lzrazi promjene u

obliku omjera:
promjena vrijednosti

omjer = -

promjena argumenata

Onn = YB —Va _ _

AB = = =—
Xp — X4

o = Yp —Yc _ _

cp = = =—

Xp — X¢

Sto predstavljaju dobiveni omjeri? Opisi ih.

6. Kakve su vrijednosti dobivenih omjera usporedivsi ih s nagibom pravca?



POGLAVLJE 4. AKTIVNOSTI U NASTAVI MATEMATIKE 40

NASTAVNI LISTIC C
Graf prikazuje linearnu ovisnost dviju veli¢ina.
koli¢ina vode (l)

A -
300
C
200
B
100 D
1 2 3 vrijeme (h)

1. Odnos kojih dviju veli¢ina je prikazan na grafu?
2. Odredi nagib pravca iz grafickog prikaza.
3. ZaokruZi to€no i dopuni recenicu promatrajuéi promjene danih veli¢ina uz pomoc¢ strelica.

Povecanjem/smanjenjem za h, se poveca/smaniji
za l.

4. Kao u 3.zadatku, ucrtaj pravilno strelice i opiSi promjene od tocke C do tocke D.

5. Kako se promjena vrijednosti mijenjala u odnosu na promjenu argumenata? Izrazi promjene u
obliku omjera:
promjena vrijednosti

omjer = -
promjena argumenata
o5 = Y —Ya _ __
Xp — Xa
ocp = Yp — Yc _ _
Xp — X¢

Sto predstavljaju dobiveni omjeri? Opisi ih.

6. Kakve su vrijednosti dobivenih omjera usporedivsi ih s nagibom pravca?
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NASTAVNI LISTIC D
Graf prikazuje linearnu ovisnost dviju velicina.

koli¢ina goriva u
spremniku (1)

28
21
14
7
prijedena
100 200 300 udaljenost (km)

1. Odnos kojih dviju velicina je prikazan na grafu?
2. Odredi nagib pravca iz grafickog prikaza.
3. Zaokruzi to¢no i dopuni re¢enicu promatrajuc¢i promjene danih veli¢ina uz pomo¢ strelica.

Povecanjem/smanjenjem za km, se poveca/smaniji
za I

4. Kao u 3.zadatku, ucrtaj pravilno strelice i opiSi promjene od tocke C do tocke D.

5. Kako se promjena vrijednosti mijenjala u odnosu na promjenu argumenata? lzrazi promjene u
obliku omjera:
promjena vrijednosti

omjer = -
promjena argumenata
045 = VB — YA _ —
XBp — Xa
Ocp = Yp —Yc _ _
Xp — Xc

Sto predstavljaju dobiveni omjeri? Opisi ih.

6. Kakve su vrijednosti dobivenih omjera usporedivsi ih s nagibom pravca?
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AKTIVNOST 2. ,,Ukupna promjena*

Cilj aktivnosti: ucenici ¢e, suradnickim radom u paru, rjeSavajuci kontekstualni zadatak,
otkriti $to predstavlja povrsina ispod grafa u kontekstualnom problemu

Oblik rada: individualni rad, diskusija
Nastavne metode: heuristicka nastava, metoda dijaloga
Potrebni materijal: nastavni listi¢ sa grafovima za svakog uc¢enika (PRILOG 1)

Tijek aktivnosti: Ucenici dobivaju uputu da rijeSe 1. zadatak. Svakom uceniku
podijelim nastavni listi¢ sa zadatcima. Nakon usmene provjere rjeSenja, zadajem
ucenicima da izracunaju povrsinu ispod grafa. Nakon rjeSavanja, usporedujemo dobivene
rezultate te zakljuCujemo da iz grafi¢kog prikaza linearne ovisnosti brzine promjene o
vremenu mozemo odrediti kolika je ukupna promjena idejom ,,akumulacije”. Vazno je
znati §to se akumulira i1 kojom brzinom, a ukupna akumulacija jednaka je povrSini ispod
grafa funkcije u odgovaraju¢em grafi¢kom prikazu.

Nakon zakljucka, ucenici rjeSavaju 2.zadatak primjenjuju¢i prethodni zakljucak
(raCunajuci povrsinu ispod grafa funkcije). Usmeno provjeravamo rjesenja.

PRILOG 1
Zadatak 1. Nika je 6 mjeseci proucavala svoju kosu i izradila graf prema dobivenim mjerenjima:

brzina rasta kose
(cm/mjesec)

125 \
1]

0.75

0.5

0.251

1 2 3 4 5 5 t (mjeseci)

Odgovori na pitanja:
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A. Sto prikazuje graf?

B. Kakva je brzina rasta kose tijekom prvih 6 mjeseci?

C. Sto se tijekom tog vremena ,, akumuliralo”?

D. Odredi koliko je kose naraslo u prvih 6 mjeseci od SiSanja. Objasni postupak.

Zadatak 2. Graf prikazuje polijetanje zrakoplova.
brzina zrakoplova

(m/s)
650

50 1

60 ' ' vrijeme (s)

A. Kakva je brzina zrakoplova prvih 1.5 minutu?

B. Sto se tokom tog vremena ,,akumuliralo“?

C. Koliki je put presao zrakoplov u prvoj minuti od polijetanja zrakoplova?

Koncept nagiba pravca i povrSine ispod grafa ve¢ u obradi nastavne cjeline ,,Linearna
funkcija“ mogu se povezati sa brzinom promjene i ukupnom promjenom. Tada ¢e ucenici

imati dobar temelj za lakSe povezivanje derivacije kao brzine i integrala kao povrSine
ispod grafa u 4.razredu srednje Skole.
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Sazetak

Mnogi podatci prikazani su grafickim prikazom, a mi smo pozvani interpretirati ih. U
ovom radu proucCavali smo razumijevanje grafickog prikaza linearne funkcije u
interdisciplinarnom kontekstu. Opisane su strategije i poteSkoc¢e ucenika i studenata koje
su rezultati istrazivanja provedenih u srednjoj $koli te na sveu¢ili$noj razini u Hrvatskoj.
Naglasak istrazivanja bio je na razumijevanju koncepta nagiba pravca i konceptu
povrsine ispod grafa. Uz istrazivanje ucenika i1 studenata, spomenuti su i1 rezultati
istraZzivanja nastavnika fizike o povezanosti matematike i fizike te tezini pojedinih
zadataka za ucenike. Osim navedenih istrazivanja, opisane su i neke od preporuka za
nastavnike matematike s prilagodenim zadatcima u svrhu poboljSanja razumijevanja
grafickog prikaza te su navedene konkretne aktivnosti u nastavi matematike.



Summary

Many data are shown in graphs and we are called to interpret them. In this thesis we have
studied the understanding of graphical representation of linear function in the
interdisciplinary context. The strategies and difficulties of student and university
students' are described, which are results of research conducted in high school and
university level in Croatia. The emphasis of the research was to understand the concept
of line graph slope and the concept of the area under the graph. With the study of
students and university students, the results of research of physics teachers about the
relation between math and physics and the weight of individual tasks for students are
mentioned. In addition to the aforementioned research, some of the recommendations for
math teachers with custom assignments have been described for the purpose of
improving the understanding of the graphical presentation and specific activities in the
teaching of mathematics are outlined.
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