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Uvod

Teorija brojeva je grana matematike koja se bavi proucavanjem svojstava skupa prirodnih,
cijelih i racionalnih brojeva i sadrzi mnostvo matematickih problema koje je vrlo jednos-
tavno formulirati 1 razumijeti, ali vrlo teSko dokazati. Mnoge velike matematicke ideje 1
slutnje izazvale su zanimanje kroz povijest, a neke od njih muce matematicare ve¢ sto-
tinama godinu i joS uvijek nisu dokazane. Brojne novCane nagrade su raspisane kako bi
potaknule znanstvenike da pokuSaju pronaci odgovore i dokazati te naizgled jednostavne
tvrdnje. Zbog svoje jednostavnosti, privlace i amatere te su pravi izazov za matematicare
koji su pokuSavajuci ih dokazati dosli do brojnih drugih rezultata i dokaza. Iako mnoge
nedokazane tvrdnje imaju uvjerljive razloge koji navode na njihovu to¢nost, stogi mate-
maticki dokaz jo§ uvijek ne postoji. Stoga se mozemo pitati, jesu li te tvrdnje tocne i
postoje li uopée odgovori na njih.

U ovom radu biti ¢e navedeni neki od najpoznatijih otvorenih problema u teoriji bro-
jeva, povijesne zanimljivosti te vazniji teoremi i rezultati potrebni za razumijevanje tih pro-
blema. Prvo poglavlje sadrZi najpoznatije otvorene problema vezane uz savrSene brojeve.
SavrSeni brojevi su prirodni brojevi koji su jednaki zbroju svih svojih pozitivnih djelitelja
razli¢itih od njih samih. Poznati su matemati¢arima jo§ od Euklidovog doba (oko 330.-
275.pr.Kr.). Neka od otvorenih pitanja su postoji li beskonacno mnogo savrSenih brojeva
te postoji li neparan savrSen broj. Drugo poglavlje sadrZi najpoznatije otvorene probleme
vezane uz proste brojeve koji su osnovni pojam u teoriji brojeva. To su prirodni brojevi
veci od broja 1 koji nemaju drugih djelitelja osim broja 1 i samih sebe. Tu su nam posebno
zanimljivi Fermatovi 1 Mersenneovi brojevi te parovi blizanaca i slavna Goldbachova slut-
nja.

Francuski pravnik i matematicar Pierre de Fermat (1601.-1665.) proucavao je brojeve
oblika

F,=2" +1,

za cijele brojeve n koji se, njemu u Cast, nazivaju Fermatovi brojevi. UvrStavajuci n =
0,1,2,3,4 dobio je proste brojeve

F0:3, F1:5, F2:17, F3:257, F4:65 537
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te je postavio hipotezu da su svi brojevi oblika F,, prosti. Medutim, Leonhard Euler (1707.
- 1783.) je pokazao da F'5 nije prost broj i tako opovrgnuo Fermatovu hipotezu. Stoga je jos
uvijek otvoreno pitanje postoji li samo pet prostih Fermatovih brojeva, odnosno jesu li svi
Fermatovi brojevi F, zan > 4 sloZeni. Isto tako i Fermatovi sloZeni brojevi su zainteresirali
matematicare koji su uspjeli faktorizirati samo prvih dvanaest Fermatovih brojeva te je
faktorizacija preostalih Fermatovih sloZenih brojeva joS jedno otvoreno pitanje.

Francuski matematicar Marin Mersenne (1588.-1648.) bavio se prostim i sloZenim
brojevima te je promatrao brojeve oblika

M, =2"—1,

za prirodan broj n koji se, njemu u ast, nazivaju Mersenneovi brojevi. Mersenneovi bro-
jevi koji su prosti nazivaju se Mersenneovi prosti brojevi te jos uvijek nije poznato postoji
11 beskona¢no mnogo Mersenneovih prostih brojeva niti postoji li beskonaéno mnogo Mer-
senneovih sloZenih brojeva. Isto tako, nije poznato postoji li beskonacno mnogo parova
blizanaca, odnosno prostih brojeva oblika p i p + 2. Neki od parova blizanaca su

3,5, G,7), ((11,13), (17,19), (29,31)

te postoji mnogo rezultata koji idu u prilog hipotezi o beskona¢nom broju parova blizanaca,
medutim strogog matematickog dokaza joS uvijek nema.

Svakako jedan od najpoznatijih i najstarijih otvorenih problema, uz problem o parovima
blizanaca je Goldbachova slutnja, koja je privukla paznju mnogih te se pojavila u televizij-
skim emisijama, filmomovima pa 1 knjigama. Njemacki matematicar Christian Goldbach
(1690.-1764.) je 1742. godine izrazio slutnju da se svaki paran broj veci od broja 2 moze
zapisati kao zbroj dva prosta broja. Iako tvrdnja zvuci jako jednostavno i vjerojatno, od
davne 1742. godine pa do danas, niti jedan matematicar nije ju uspio dokazati.

Iako se Cini da ne postoje odgovori ni dokazi za stotinama godina nedokazane tvrdnje,
primjer koji daje nadu je dokaz takozvanog Velikog Fermatovog teorema. Naime, on je
viSe od 350 godina bio otvoreni problem, te ga je nakon mnogih pokusSaja, 1995. godine
priveo kraju matemati¢ar Andrew Wiles.



Poglavlje 1
Djeljivost

1.1 Najveci zajednicki djelitelj. Euklidov algoritam

Definicija 1.1.1. Neka su a i b cijeli brojevi i a # 0. KaZemo da a dijeli b ako postoji cijeli
broj x takav da je b = ax. PiSemo a | b. Jos kaZemo da je a djelitelj broja b, odnosno da je
b visekratnik od a. Ako a ne dijeli b, onda pisemo a 1 b.

Na primjer, 8 | 10241 3 ¢ 121.

Teorem 1.1.2 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Za proizvoljan prirodan broj a i cijeli broj
b postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je b = qa + r, gdje je 0 < r < a.

Dokaz. Promotrimo skup {b —am : m € Z}. S r ozna¢imo najmanji nenegativni ¢lan tog
skupa. Tada je po definiciji O < r < a i postoji g € Z takav da je b — ga = r, odnosno
b = ga + r. Time smo pokazali da brojevi r i g postoje. Preostaje pokazati da su gir
jedinstveni. Pretpostavimo da postoji joS jedan par ¢g; 1 r; koji zadovoljava isto. Ako su g
1 r jedinstveni, mora vrijediti r = r; 1 ¢ = q,. Pretpostavimo da je npr. r < r;. Tada je
0 < ry—r < a, dok s druge strane vrijedi b = ga+r1ib = gya+r; i oduzimanjem dobivamo
ri—r=alq—q;) > a. Prematome je r = r| paje stogaiq = q.

O

Definicija 1.1.3. Neka su a i b cijeli brojevi koji nisu oba jednaka 0. Najveci cijeli broj koji
dijeli oba broja a i b zove se najveci zajednicki djelitelj brojeva i oznacava s g = (a, b).
Posebno, ako je najveci zajednicki djelitelj brojeva a i b jednak 1, odnosno (a, b) = 1, tada
kaZemo da su brojevi a i b relativno prosti.

Na primjer, (4,14) = 2, (n — 1,n) = 1 za svaki n € Z. Uo¢imo da iz same definicije
slijedi da je najveci zajednicki djelitelj brojeva uvijek prirodan broj. Nadalje, Definicija
1.1.3|mozZe se poopciti za konacno mogo cijelih brojeva koji nisu svi jednaki nuli, odnosno
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na najveci zajednicki djelitelj brojeva ay, . . ., a; kojeg oznatavamo s (ay, . . ., a).

Uzastopnom primjenom Teorema o dijeljenju s ostatkom[I.1.2]dobit ¢emo poznati Euk-
lidov algoritam - efikasan algoritam za odredivanje najveceg zajednickog djelitelja dvaju
brojeva. Prvi poznati saCuvani zapis Euklidovog algoritma nalazi se u njegovom djelu Ele-
menti 1 predstavlja jedan od najstarijih algoritama koji je joS i danas u uporabi. Za ai b
cijele brojeve i a # 0, algoritam glasi:

b=qoa+a, 0<a; <a,
a=qa +a, 0<a; <a,

a) = qrap + as, O<(13 < a, (11)

Ap-2 = Gn-10p-1 t ap, 0< a, < ap-1,

ap—1 = gndy.
Uocimo da algoritam ‘staje’ kad neki od ostataka a@; bude jednak nuli.

Teorem 1.1.4. Neka su a i b cijeli brojevi, a # 0, te ay, . . . , a, niz prirodnih brojeva dobiven
Euklidovim algoritmom (.1). Tada je

(a,b) = a,.

Dokaz. Prepostavimo da je (a, b) = g. Treba pokazati da je g = a,. Buduéidag|aig]|b,
iz prve jednakosti u (1.1) slijedi da g | a;. Indukcijom dalje lako moZemo ustanoviti da

g la. (1.2)

S druge strane, iz posljednje jednakosti u (1.1)) slijedi da a, | a,—1, iz pretposljednje da
a, | a,-», te tako redom zakljucujemo da a, | aia, | b. Stoga je a, jedan zajednicki djelitelj
brojeva a i b pa

an | g (1.3)
jer je g najveci zajednicki djelitelj. Sada iz (1.2) i (1.3)) te zbog Cinjenice da su a, i g
prirodni brojevi slijedi da je g = a,. O

Teorem 1.1.5. Neka su a i b cijeli brojevii g = (a, b). Tada postoje cijeli brojevi m i n takvi
da je g linearna kombinacija brojeva a i b, to jest

g = ma + nb.
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Dokaz. 1z pretposljednje jednakosti u (1.1) slijedi da je g, cjelobrojna linearna kombina-
cija brojeva a,_; 1 a,_». 1z jednakosti prije te zakljucili bi da je a,_; cjelobrojna linearna
kombinacija brojeva a,_, i a,_1, pa je to i a,. Induktivno, zaklju¢ujemo da je a, cjelobrojna
linearna kombinacija brojeva a i b. O

Primjer 1.1.6. Odredimo g = (891, 319) i prikaZimo ga kao cjelobrojnu linearnu kombi-
naciju brojeva 891 i 319.

891 =2-319 + 253
319 =1-253 + 66
253 =3-66+55
66=1-55+11
55=5-11.
Dakle, g = 11 te
11=66-1-55
=4.-66-253
=4-319-5-253
=14-319-5-891.
Korolar 1.1.7. Ako je (a,c) = (b,c) = 1, onda je (ab,c) = 1.
Dokaz. Tmamo
ma+nc=1 1 mb+n,c=1,

1 mnoZenjem dobivamo
Mab + Nc =1,

gdje je M = mymy 1 N = mnya + myn b + nynyc. Dakle, (ab, c) = 1. O
Propozicija 1.1.8. Ako su a,b i c cijeli brojevi takvi da je c | ab i (c,a) = 1, onda c | b.
Dokaz. Prema Teoremu[l.3.3]slijedi

mc + na = 1.

Stoga, mnoZenjem imamo
mcb + nab = b.

Bududi da vrijedi ¢ | ab, odnosno ab = cd, za neki cijeli broj d, slijedi
meb + ned = b,

te dobivamo
c(mb + nd) = b,

odnosno ¢ | b. O
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1.2 Kanonski prikaz prirodnog broja

Definicija 1.2.1. Prirodan broj p > 1 zove se prost ako p nema niti jednog djelitelja d
takvog da je 1 < d < p. Ako prirodan broj veci od 1 nije prost, onda kaZemo da je sloZen.

Dakle, jedini pozitivni djelitelji prostog broja p su brojevi 1 i p. Broj 1 nije niti prost
niti slozen.

Teorem 1.2.2. Svaki prirodan broj n > 1 moZe se prikazati kao produkt prostih brojeva s
Jjednim ili vise faktora.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati matematickom indukcijom. Broj 2 je prost. Pretpostavimo
da je n > 2 te da tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve m takve da je 2 < m < n. Zelimo
dokazati da se i n moZe prikazati kao produkt prostih faktora. Ako je n prost, nemamo §to
dokazivati. Neka je n slozen broj, onda vrijedi n = nin,, gdjeje 1 <ny <nil <n, <n.
Po pretpostavci indukcije, n; 1 n, su produkti prostih brojeva pa stoga tvrdnja vrijedi i1 za
broj n. O

Stovise, dokazat éemo da je takav rastav jedinstven do na poredak prostih faktora. Za
to nam je potrebna sljedeca tehnicka lema.

Lema 1.2.3. Ako prost broj p dijeli produkt n cijelih brojeva, tada mora dijeliti barem
jedan od tih brojeva.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n. Baza za n = 2, slijedi iz Propozicije [I.1.8]
Zaista, ako p | ajas, onda p | a; ili (p,a;) = 1 pa p | a,. Prepostavimo da tvrdnja korolara
vrijedi za n — 1 > 2 i pokazimo da vrijedi za n. Dakle, neka

p | (alaZ e an—l)an-

Ako p | aya; - - - a,-1, onda prema pretpostavci indukcije p | a; zanekii € {1,2,...,n— 1}.
Ako p f aya; - - - a,—1, odnosno (p,aa; - --a,—1) = 1 jer je p prost, onda prema Propoziciji
[[.1.8|slijedi da p mod a,. O

Teorem 1.2.4 (Osnovni teorem aritmetike). Svaki cijeli broj N > 1 ima jedinstvenu fakto-
rizaciju na proste faktore do na poredak prostih faktora.

Dokaz. Pretpostavimo da N ima dvije razliCite faktorizacije na proste faktore. Dijeleéi s
prostim brojevima koji su zajednicki objema reprezentacijama, dobivamo jednakost oblika

PipP2 " Pn = 4192 " qms,

gdje su p;, g; prosti brojevi takvi da je p; # g; za sve i, j. Medutim, to je nemoguce jer iz
p1 | 192+ @, po Lemi [[.2.3]slijedi da p; dijeli barem jedan od g;. No, to znaci da je
D1 = qj, Sto je kontradikcija. m|
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Iz teorema i slijedi da svaki prirodan broj n moZemo prikazati u obliku

— ar . a Ay,
n_pl p2 ...pm’l,
gdje su py, pa, ..., p, razliciti prosti brojevi, a ay, ay, . . ., a,, prirodni brojevi. Ovakav pri-

kaz broja n naziva se kanonski rastav broja n na proste faktore. Prikaz je jedinstven uz
pretpostavku daje p; < p, < -+ < pp.

Korolar 1.2.5. Jedini pozitivni djelitelji broja

N =py - py (1.4)
su brojevi oblika
pi'ps oy (1.5)
gdje je
0<c¢ <aq,i=1,...,n.

Dokaz. Ako jed = pi'py---py', gdjeje0 < ¢; <a;. Tadazab, =a;,—¢; >0im =
pipy - phrvrijedi N =d-mpad | N.
S druge strane, pretpostavimo da d | N. Tada ako potencija prostog broja dijeli d onda

dijelii N, pa je d oblika (1.5). O

1.3 SavrsSeni brojevi

Mnogi teoremi iz teorije brojeva bave se problemima koje su otkrili stari Grei. Jedan od
njih je i problem savrSenih brojeva. U ovom poglavlju navest ¢emo neke koncepte, teoreme
i joS uvijek otvorena pitanja vezana uz savrSene brojeve.

Nije poznato kada su otkriveni savrSeni brojevi niti tko ih je otkrio, ali najraniji ma-
tematiCki zapis o savrSenim brojevima pojavio se u Euklidovom djelu Elementi koje je
napisano oko 300. g. pr. Kr. Gr¢ki matemati¢ar Euklid je definirao savrSen broj kao broj
koji je jednak zbroju svih svojih pozitivnih djelitelja razli¢itih od njega samog.

Primjer savrSenog broja, a ujedno i najmanji savrSen broj je broj 6. Pozitivni djelitelji
broja 6 razliciti od njega samog su 1, 213 i vrijedi 1 + 2 + 3 = 6. Stari Grci poznavali su
prva Cetiri savrSena broja:

Py = 6,
P2 = 28,
P; = 496,

Py = 8128.
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U srednjem vijeku smatrano je da P,, n-ti savrSen broj, ima to¢no n znamenki te da
savrSeni brojevi naizmjenicko zavrSavaju sa znamenkama 6 i 8. Obje tvrdnje pokazale su
se krivima. StoviSe, ne postoji savrSen broj sa 5 znamenki, a peti savrSen broj je

Ps =33550336.

Budu¢i da zavrSava znamenkom 6, sljedeci savrSen broj trebao bi zavrSavati znamenkom
8, Sto takoder nije to¢no jer je
Pc = 8589869 056.

Jos nije poznato koliko ima savrSenih brojeva, odnosno ima li ih konacano ili beskonac¢no.

Otvoren problem 1. Koliko ima savrsenih brojeva?

Pretpostavlja se da postoji beskonacno mnogo savrSenih brojeva jer se iz godine u go-
dinu pronalazi sve veci savrSen broj. No, zanimljivo je da su do sada otkriveni iskljucivo
parni savrSeni brojevi. Nije poznato postoji li neparan savrsen broj.

Otvoren problem 2. Postoji li neparan savrsen broj?

Do danas su, pomoéu naprednih ra¢unalnih programa, ispitani brojevi do 10'3%, ali nije
pronaden niti jedan neparan savrSen broj. Pretpostavlja se da takvih brojeva niti nema.

U sljedecoj tablici vidimo prikaz prva Cetiri savrSena broja u binarnom zapisu.

Decimalni zapis Binarni zapis
P, 6 110
P, 28 11100
P 496 111110000
P, 8 128 1111111000000

Vidimo da za sva ova Cetiri broja vrijedi da se njihov binarni zapis sastoji od niza od n
uzastopnih jedinica i n — 1 uzastopne nule. Dakle,

(A1---100---0); = 1-2" " 412"+ 4 1222 = 2" (L 424427 ) =212 = ).
———
n n—1
Stoga se naSa prva Cetiri savrSena broja faktoriziraju na sljedeci nacin:
P, = 2'2°-1)=2-3,
P, = 222°-1)=4-7,
Py = 2*Q2°-1)=16-31,
P, = 2527 -1)=64-127.
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Za ove brojeve jos vrijedi 1 da je neparni faktor 2" — 1 prost broj, odnosno broj koji nema
djelitelja veceg od 1 i manjeg od samog sebe. Tu je spoznaju imao joS$ i Euklid pa se u IX.
knjizi Elemenata moZze naci sljedeca tvrdnja.

Propozicija 1.3.1. Ako je 2" — 1 prost broj, onda je broj oblika 2"~'(2" — 1) savrsen.
Za dokaz ¢emo koristi sljedecu pomocnu tvrdnju.
Lema 1.3.2 (Cataldi-Fermat). Ako je 2" — 1 prost broj, onda je n prost broj.

Dokaz. Znamo da je
A —-1=@-D@ ' '+d"?+---+a+1) (1.6)

Ako n nije prost broj, onda ga mozemo zapisati u oblikun = rs, gdjejer > 115 > 1. Pa
slijedi

2"-1=2"-1=(2")-1.
Uvrstavanjem u (1.6) slijedi

2 -1=@2 -DREPD+276P ... 427+ 1).

Slijedi da je 2" — 1 djeljiv sa 2" — 1 koji je veéi od 1 jer je r > 1, §to je u kontradikciji s
pretpostavkom da je 2" — 1 prost broj. O

Obrat prethodne tvrdnja opéenito ne vrijedi. Na primjer, za prost broj n = 11 slijedi da
je 2! — 1 = 2047 = 23 - 89 slozen broj.

Dokaz Propozicijdl.3. 1| Zbog Leme nas broj je oblika 27~!(2” — 1) za neki prost broj
p takav da je 1 27 — 1 prost broj. Svi njegovi djelitelji su

1,2,2%,..., 201

27 —1,2(2° = 1),2°(2" = 1),...,2°72(2" - 1).

Zbrajanjem svih djelitelja manjih od 27~!(2” — 1) dobivamo

p-1 p—2
Z 2427 — 1) Z 20 =2 — (1 +2°7 = 1) =20712P — 1),
i=1 i=1

—— ——
=2r-1 =or-1-1
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No, vrijedi i obrat Propozicije kojeg je oko 2 000 godina nakon Euklida iskazao 1
dokazao Svicarski matematiCar Leonhard Euler (1707.-1783.).

Teorem 1.3.3. Paran broj je savrsen ako i samo ako je oblika 2"~' (2" — 1) pri ¢emu je 2" —1
prost broj.

Dokaz. Dovoljnost slijedi iz Propozicije[I.3.1]
Neka je N paran savrSen broj. ZapiSimo ga u obliku

N=2"'F

gdje je F neparan broj. Neka je S suma svih pozitivinih djelitelja broja F. Pozitivni
djelitelji broja N ukljuuju sve neparne djelitelje broja F te sve parne djelitelje oblika 2/ f,
gdjeje jef{l,...,n—1}1 f | F. Bududi da je N savrSen, slijedi

N=2""F=(1+2+---+2"HS§ - N

ili
ON =2"F = (2" - 1)S.

Prema tome,
2N 2"F _2”F—F+F_F+ F

S i w1 o Ftaoo

Kako su S i F cijeli brojevi i broj mora biti cijeli broj. Stoga je F = k(2" — 1) za

n

neki prirodan broj k. No, ako je k > 1 onda je i k djeliteljod F pajeS = F+k > F+1+k,
Sto nije moguce. Stoga je nuzno
F=2"-1.

Uz to zakljuujemo i da je F nuZno prost jer je zbroj njegovih djelitelja jednak F + 1. O
Teorem 1.3.4. Svaki paran savrsen broj zavrsava znamenkom 6 ili 8.

Dokaz. Neka je N paran savrSen broj. Tada prema Teoremu postoji p prost takav da
je 2 — 1 prost i N oblika
N =217 - 1). (1.7)

Svaki prost broj veci od 2 je oblika 4m + 1 ili 4m + 3, u suprotnom bi bio djeljiv brojem 2.
UvrStavanjem p = 4m + 1 u (1.7) slijedi

N = 24m+l—l(24m+1 _ 1) — 24m(24m+l _ 1) — 16m(16m o 1),

gdje je m > 1. OCito je da broj oblika 16™ uvijek zavrSava znamenkom 6, dok broj oblika
2-16™ uvijek zavrSava znamenkom 2 pa broj oblika 2-16™ — 1 uvijek zavrSava znamenkom
1. Iz Cega slijedi da paran savrSen broj N zavrSava znamenkom 6.
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Analognim postupkom za p = 4m + 3 slijedi
N = 24m+3—](24m+3 _ 1) — 24m+2(24m+3 _ 1) =4. 16m(16m .8 — 1)

Broj oblika 4 - 16™ uvijek zavrSava znamenkom 4, dok broj oblika 16™ - 8 uvijek zavrSava
znamenkom 8, pa broj oblika 16™ - 8 — 1 uvijek zavrSava znamenkom 7. 1z Cega slijedi da
paran savrSen broj N zavrSava znamenkom 8.

Konacno za p = 2 imamo N = P, = 6, pa smo pokazali tvrdnju. O



Poglavlje 2

Prosti brojevi

2.1 O oblicima prostih brojeva

U prvom poglavlju ukazali smo na vaZnost prostih brojeva - oni su poput atoma od kojih je
gradena molekula. Konkretno, vidjeli smo da svaki prirodan broj veci od 1 ima jedinstvenu
faktorizaciju na proste faktore do na poredak prostih faktora (Osnovni teorem aritmetike
[1.2.4). Nadalje, vazna je ¢injenica koja je jos bila poznata starim Greima da prostih brojeva
ima beskocno mnogo. To je Euklid znao dokazati oko 300. g. pr. Kr. te se dokaz moze
naci u njegovom djelu Elementi i koristi se joS i danas.

Teorem 2.1.1 (Euklid). Skup svih prostih brojeva je beskonacan.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je skup svih prostih brojeva konacan. Neka su

P1s P2, - - - » Pu SVI prosti brojevi. Tada broj

N=1+pip>-pn

nije djeljiv niti s jednim od brojeva py, p, ..., p,. Prema Teoremu [I.2.2] postoji prost broj
gqtakavdag |Nig # p;,i =1,...,n. Kontradikcija! O

Svi prosti brojevi veci od 2 su neparni pa s obzirom na to daju pri dijeljenju s 4 ostatke
1 i 3. Prirodno se pitati ima li prostih brojeva p oblika p = 4k + 1, odnosno p = 4k + 3
beskona¢no mnogo. U slucaju oblika p = 4k + 3, to moZemo jednostavno utvrditi koristeci
Euklidov dokaz Teorema

Propozicija 2.1.2. Prostih brojeva oblika 4k + 3 ima beskonacno mnogo.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je skup svih prostih brojeva oblika 4k + 3 konacan.
Neka su py, ps, ..., p, svi prosti brojevi oblika 4k + 3. Promotrimo broj

N=pipy---p.—1

12
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Ocito vrijedi N = —1 = 3 (mod 4) i ako prost broj g dijeli N,ondajeqg # p;,i = 1,...,n.
Ako bi svi njegovi prosti faktori bili oblika 4k + 1, onda bi bilo

N=qgq--q=1-1---1=1 (mod 4),

Sto ocito nije. Prema tome, N ima barem jedan prosti faktor g oblika 4k + 3 koji nije medu
prostim brojevima p1, ps, ..., p, pa smo dobili kontradikciju. O

No, pokazati da prostih brojeva p oblika p = 4k+ 1 ima beskonacno mnogo nije sasvim
jednostavno. Za to nam je potreban Wilsonov teorem, odnosno njegova posljedica.

Teorem 2.1.3 (Wilson). Ako je p prost broj, onda je (p — 1)! = —1 (mod p).

Lema 2.1.4. Neka je p prost broj. Tada kongruencija x*> = —1 (mod p) ima rjeSenja ako i
samo ako je p =2 ili p =1 (mod 4).

Prethodna lema dobiva se direktnom primjenom Wilsonovog teorema [2.1.3|1 Malog
Fermatovog teorema (kojeg ¢emo iskazati i dokazati u sljede¢em odjeljku).

Propozicija 2.1.5. Prostih brojeva oblika 4k + 1 ima beskonacno mnogo.

Dokaz. Neka su py, pa, ..., p, svi prosti brojevi oblika 4k + 1. Promotrimo broj

N=Qpipr---pa) + 1.

Neka je g neki prosti faktor od N. Tada kongruencija x> = —1 (mod ¢) ima rjeSenje
X = 2pip>--- pu, pa p mora biti oblika 4k + 1. Kako je ¢ # p;,i = 1,2,...,n, dobivamo
kontradikciju. O

Opcenito moZe se pokazati da postoji beskonacno mnogo prostih brojeva oblika ak + b,
za prirodne brojeve a i b koji su relativno prosti. Ta je Cinjenica poznata kao Diricletov
teorem i obi¢no se iskazuje na sljedeci nacin:

Teorem 2.1.6 (Diriclet). Neka su a,d € N i (a,d) = 1. Postoji beskonacno mnogo prostih
brojeva u aritmetickom nizu a,a + d,a + 2d,a + 3d, . . ..

Propozicije[2.1.2]i[2.1.5]su zapravo posljedice Diricletovog teorema.

U slucaju da prost broj p Zelimo prikazati nekom kvadratnom formom, makar i sasvim
konkretnom kao n?+1, stvari postaju jako komplicirane i dobivamo niz nedokazanih slutnji.

Otvoren problem 3. Postoji beskonacno mnogo brojeva n takvih da je n*> — 2 prost broj
Cije su sve znamenke prosti brojevi.
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Primjeri prostih brojeva oblika n*> — 2 ¢ije su sve znamenke prosti brojevi su 2,7, 23,
223,727 a dobiveni su za n = 2,3,5,15,27. To otvoreno pitanje je oCito povezano sa
sljedecim.

Otvoren problem 4. Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva oblika n* — 2.

Iako je poznato vise od 15000 takvih prostih brojeva nije poznato ima li beskona¢no
mnogo. Neki od primjera mogu se dobiti zan = 2,3,5,7,9,...,179965, ..., ali dokaz se i
dalje ceka.

Otvoren problem 5. Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva oblika n*> + 1.

Brojevi tog oblika su prosti za n = 1,2,4,6, 10, 14, 16,20, 24, 26, 36..., ali joS uvijek
nije poznato ima li ih beskonaéno mnogo.

Postavljene su i hipoteze o broju prostih brojeva oblika n? + a koji su manji od nekog
zadanog broja. Uvodimo oznaku P,(N) za broj prostih brojeva oblikan®> +azal <n < N.

Otvoren problem 6. Neka je P_,(N) broj prostih brojeva oblikan* -2 za 1 < n < N. Tada

je
dn

logn’

N
P_»(N) ~ 0.9259272f
2

Otvoren problem 7. Neka je P,(N) broj prostih brojeva oblika n* + 1 za 1 <n < N. Tada

je
dn

ogn’

N
Pi(N) ~ 0.6864067f
2

Ako su prethodne hipoteze to¢ne tada su &eséi prosti brojevi oblika n? — 2 nego prostih
brojeva oblika n? + 1.

2.2 Fermatovi brojevi

Francuski pravnik i matematicar Piere de Fermat (1601.-1665.) poznat je po znacajnim
doprinosima u mnogim podrucjima matematike npr. u podrucju infinitezimalnog racuna,
analiticke geometrije, vjerojatnosti te teorije brojeva. Istaknut ¢emo dvije vazne tvrdnje
koje su poznate pod nazivom Veliki Fermatov teorem i Mali Fermatov teorem.

Teorem 2.2.1 (Mali Fermatov teorem). Neka je p prost broj i a € N tako da vrijedi p 1 a.
Tada vrijedi
a”'=1 (mod p).
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Dokaz. Pretpostavimo da u nizu od p — 1 pozitivnih viSekratnika broja a:
a,2a,3a,...,(p—1a

postoje visSekratnici ra i sa koji pri dijeljenju s p daju isti ostatak, tj. ra = sa (mod p).
Kako su p i a relativno prosti slijedi » = s (mod p), $to nije moguce jer su r i s brojevi
1z reduciranog sustava ostataka modulo p (tj. medusobno su nekongruentni modulo p) 1
medusobno razlic¢iti. Dakle,

aa)B3a)---(p-1)=1-2---(p—1) (mod p).
Kako je ((p — 1)!, p) = 1, nakon dijeljenja prethodne kongruencije s (p — 1)! dobivamo
a”'=1 (mod p).
O

Teorem 2.2.2 (Veliki Fermatov teorem). Ne postoje pozitivni cijeli brojevi a, b i ¢ takvi da
je

a+b"=c",
gdje je n prirodan broj veci od 2.

Za prethodni teorem, poznat jo$ i pod nazivom Posljednji Fermatov teorem, sigurno
necemo dati dokaz. Naime, on je dugo vremena bio otvoreni problem u teoriji brojeva te
je napokon dokazan nakon viSe od 350 godina. Fermat ga je zapisao na marginama knjige
uz napomenu da ima sjajan dokaz te tvrdnje, ali da je margina za njega preuska. lako je
tvrdnja bila iznimno lako shvatljiva, zanimljivo je da je bila gotovo nedokaziva. Euler je
uspio pokazati da tvrdnja vrijedi za n = 3 i n = 4, no preostalo je joS uvijek beskonacno
mnogo vrijednosti broja n za koje Euler nije znao odgovor, kao ni ostali matematicari kroz
dugi niz godina. Kroz povijest, matematicari su uspjeli dokazati tvrdnju zan = 3,4,5,6,7.
Nakon mnogih pokuSaja pric¢a se konac¢no zavrsila 1995. godine, kada je matemati¢ar An-
drew Wiles, nakon mnogo godina rada 1 na viSe od 100 stranica, napokon prikazao cijeli
dokaz tvrdnje.

Fermat je, meduostalog, proucavao brojeve oblika
F,=2"+1

za cijele pozitivne brojeve n > 0 koji se njemu u €ast zovu Fermatovi brojevi. Postavio je
1 hipotezu da su svi brojevi oblika F,, prosti. Do svoje slutnje je doSao provjerivsi brojeve
oblika F,, zan = 0, 1, 2, 3, 4. Konkretno, dobio je sljedece proste brojeve:

Fy=3, F, =5 F,=17, F3=257, F,=065537.
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No, 1732. godine Euler je pokazao da Fermatova hipoteza nije tocna i da je
Fs =27 +1=4294967297

djeljiv s 641, dakle nije prost broj. Zanimljivo je da je do danas poznato samo pet Ferma-
tovih prostih brojeva, odnosno to¢no onih pet koje je otkrio sam Fermat. Stoga se mozemo
pitati postoji li beskonacno ili kona¢no mnogo Fermatovih prostih brojeva. Zapravo, samo
na temelju saznanja da je pet Fermatovih prostih bojeva 1 da se za njih 292 zna da su
sloZeni (prema aktulnim podatcima na internetskoj stranici Proth Search Page u ozujku
2017.) moguca su tri ishoda:

e prostih Fermatovih brojeva ima beskonacno mnogo, a slozenih Fermatovih brojeva
kona¢no mnogo;

e sloZenih Fermatovih brojeva ima beskona¢no mnogo, a prostih Fermatovih brojeva
kona¢no mnogo;

e iprostih i sloZenih Fermatovih brojeva ima beskona¢no mnogo.
Ipak mnoga istraZivanja idu u prilog sljedecoj hipotezi:

Otvoren problem 8. Postoji li samo pet Fermatovih prostih brojeva? Odnosno, jesu li svi
Fermatovi brojevi F,, za n > 4 sloZeni?

U prilog pozitivhog odgovora na prethodno pitanje, tj. u prilog tvrdnji da postoji samo
kona¢no mnogo Fermatovih prostih brojeva ide i sljedece heuristicko promisljanje. Bududi
da je broj prostih brojeva koji su manji ili jednaki broju n priblizno jednak P vjerojatnost

n

1 " D .
da je proizvoljno odabrani broj n prost broj je Toon’ Stoga je za broj 22" + 1 vjerojatnost je
ogn

1
manja ili jednaka od m Stoga je ocekivani broj Fermatovih prostih brojeva manji
ili jednak od
HZ_; In(2” +1) In2 Z_; 0g2(22 D) " in2 Z_; log,2"  In2’

Sto je konacan broj (< 7). No, prethodnu argumentaciju nipos$to ne smijemo smatrati ri-
goroznim matematickim dokazom. Za pocetak ovaj “dokaz” podrazumijeva da se prosti
Fermatovi brojevi pojavljuju nasumicno, Sto se ne moze sa sigurnoScu tvrditi. Moramo
napomenuti da se koriste¢i uvjetnom vjerojatnoScu (u kojoj pretpostavljamo da su prosti
faktori Fermatovog broja kongruentni 1 modulo 2" + 1, gdje je n Fermatov broj) moZe do-
biti da oCekivani broj prostih Fermatovih brojeva teZi u beskonacno.
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Opcenito mozemo re¢i da se o Fermatovim brojevim joS$ uvijek vrlo malo zna. Iako
su nam na prvi pogled zanimljivi Fermatovi prosti brojevi, slozeni Fermatovi brojevi otva-
raju drugo pitanje. Naime, ako je Fermatov broj sloZen, zanima nas njegova faktorizacija
ili barem kako izgledaju njegovi djelitelji. Buduc¢i da Fermatovi brojevi rastu jako brzo,
faktoriziranje ili utvrdivanje je 1i Fermatov broj prost, nije nimalo lako i predstavlja ve-
liki izazov €ak i1 za danaSnja superracunala. Potpuna faktorizacija Fermatovih brojeva bila
je izazov za matematicare joS od Eulerovog doba. Samo prvih dvanaest Fermatovih bro-
jeva (od Fy do Fy;) su potpuno faktorizirani. NaZalost, ne postoji jedinstvena metoda za
faktorizaciju Fermatovih brojeva, odnosno metoda za faktorizaciju broja F, moZzda nije
najprikladnija za faktorizaciju broja F,.. Za utvrdivanje je li Fermatov broj prost koriste
se neki od sljedecih testova prostosti.

Teorem 2.2.3 (Lucasov test). Neka je N prirodan broj. Ako postoji prirodan broj a, 1 <
a < N takav da je
a” ! =1 (mod N)

N-1
ar #1

za sve proste brojeve p | N — 1, onda je N prost broj. Ako takav a ne postoji onda je N = 1

ili je sloZen.

Teorem 2.2.4 (Pepinov test). Za n > 2, Fermatov broj F, je prost ako i samo ako je

Fp-1

372

= -1 (mod F,).

Medutim, pomocu testova prostosti ne mozemo odrediti niti jedan netrivijalni faktor
danog broja. Najefikasniji poznati algoritam za faktorizaciju je, kao 1 za utvrdivanje pros-
tosti nekog broja, metoda faktorizacije pomocu elipticke krivulje. Nesto je ipak poznato o
djeliteljima Fermatovih brojeva.

Teorem 2.2.5 (Euler). Ako je p prost broj takav da p | F,, onda je p oblika
p=k2"" 41,
gdje je k pozitivan cijeli broj.
Za dokaz prethodnog teorema potrebne su nam sljedeca definicija i propozicija.

Definicija 2.2.6. Neka su a i n relativno prosti brojevi. Najmanji prirodan broj d sa svoj-
stvom da je a® = 1 (mod n) zove se red od a modulo n. Jos se kaZe da a pripada ekspo-
nentu d modulo n.
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Uz pojam reda nekog broja usko je vezana vazna funkcija u teoriji brojeva, tzv. Eule-
rova funkcija.

Definicija 2.2.7. Za prirodan broj n s ¢(n) oznacavamo broj brojeva u nizu 1,2 ..., n koji
su relativno prosti s n. Tako definirana funkcija ¢ : N — N naziva se Eulerova funkcija.

Pokazuje se da je Eulerova funkcija multiplikativna, tj. @(mn) = @(m)p(n) za sve
m,n € N takve da je (m,n) = 1. Nadalje, vrijedi sljedece vazno svojstvo.

Teorem 2.2.8 (Euler). Neka je a € Zin € N. Ako je (a,n) = 1, onda je
a®™ =1 (mod n).
Prethodni teorem predstavlja poopéenje Malog Fermatovog teorema [2.2.1]

Propozicija 2.2.9. Neka je d red od a modulo n. Tada za prirodni broj k vrijedi a* = 1
(mod n) ako i samo ako d | k. Posebno, d | ¢(n).

Dokaz. Ako d | k, recimo k = d - [. Onda je a* = (a?)' = 1 (mod n). Obratno, neka je
a* =1 (mod n). Podijelimo k sa d, pa dobivamo k = ¢ - d + r, gdje je 0 < r < d. Imamo

l=d' =a®" =@ -a" =d (mod n),

pa zbog minimalnosti od d slijedi da je r = 0, odnosno da d | k. Zadnja tvrdnja slijedi
direktno iz Eulerovog teorema O

Dokaz Teorema[2.2.3] Neka je p prosti djelitelj Fermatovog broja, pa vrijedi 2* + 1 = 0
(mod p). Iz toga slijedi 22" = —1 (mod p) i 2% = 1 (mod p), pa slijedi da 2 pripada
eksponentu 2"*! modulo p. Buduéi da je broj brojeva koji su relativno prosti s p jednak
p — 1, slijedi da 2"*! | p — 1. Odnosno, postoji k € N takav da je p = k- 2" + 1.

O

Francuski matematicar E. A. Lucas pokazao je da je broj k u Teoremu [2.2.5] uvijek
paran broj, odnosno vrijedi:

Teorem 2.2.10 (Lucas). Ako je n > 1 i prost broj p dijeli F,, onda je p oblika
p=k2"+1,

gdje je k paran prirodan broj.
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Do sada je poznato Sest prostih faktora za Fermatov broj F,, Cetiri prosta faktora za
Fermatov broj Fs, tri prosta faktora za Fermatove brojeve Fs, Fi9, Fos, Fsp 1 Fag7, dva
prosta faktora za Fermatove brojeve Fig, Fi17, Fig, Fo7, F30, F36, F3g, F39, Fa2, F77, F147,
Fis0, Faga, Fa16 1 F417, samo jedan prosti faktor za Fermatove brojeve Fy4, Fyy, Fa, Fa3,
Foe, Fag, Fao, F31, F3p, F37, F43 1250 vrijednosti od n za 43 < m < 3 329 780. Fermatovi
brojevi koji su sloZeni, a kojima nisu poznati prosti faktori su brojevi Fyy 1 Fp4. Najveci
poznati sloZeni Fermatov broj je F3359730. S obzirom na to moZemo postaviti i sljedeca
pitanja:

Otvoren problem 9. Koji su preostali prosti faktori poznatih sloZenih Fermatovih brojeva
(F12, F13, F14, Fis,...)?

Otvoren problem 10. Odredivanje barem jednog prostog faktora Fermatovih brojeva Fo
i Fpy?

Nema poznatih Fermatovih brojeva koji su djeljivi s kvadratom nekog prostog broja.
Smatra se da takvi Fermatovi brojevi niti ne postoje. Medutim, ta tvrdnja joS nije dokazana.

Otvoren problem 11. Postoji li Fermatov broj koji je djeljiv s kvadratom prostog broja?

Njemacki matematicar C. F. Gauss naSao je zanimljivu vezu izmedu euklidske kons-
trukcije pravilnih n - terokuta i Fermatovih prostih brojeva. Pokazao je da se pravilni n -
terokut moZze konstruirati ako je broj stranican = 3,4,5,6,8, 10,12, 15,16, 17, ... Odnosno,
dokazao je da postoji euklidska konstrukcija pravilnog n - terokuta ako i samo ako je

n= 2Py Puyee-Pn;» (2.1)

zan>3,i>0,j>0gdjesup,, py,, ..., pn, 1azliCiti Fermatovi prosti brojevi. Specijalno,
svi 2"-poligoni, za n > 2 mogu konstruirati. Nadalje, buduci da je poznato da je 5 Fermatih
prostih brojeva, iz (2.1)) slijedi da se moZze konstruirati 31 n-terokut kojem je broj stranica
neparan, tj. n = 2k + 1. To su poligoni sa sljedeCim brojem stranica: 3, 5, 15, 17, 51, 85,
255, 257, 771, 1285, 3855, 4369, 13107, 21845, 65535, 65537, 196611, 327685, 983055,
1114129, 3342387, 5570645, 16711935, 16843009, 50529027, 84215045, 252645135,
286331153, 858993459, 1431655765. Kako je nepoznat broj Fermatih prostih brojeva,
prirodno se namece i sljedece otvoreno pitanje.

Otvoren problem 12. Je li broj pravilnih poligona s neparnim brojem stranica za koje
postoji euklidska konstrukcija konacan?
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2.3 Mersenneovi brojevi

Francuski svecenik, teolog, matematicar i teoretiar glazbe, Marin Mersenne (1588.-1648.)
u matematici je posebno znacajan zbog dopisivanja s mnogim matematicarima svog doba,
¢ime je omogucéena razmjena ideja u doba u kojem nisu postojali brzi nac¢ini komunikacije.
U matematici se bavio prostim i sloZzenim brojevima te mu je cilj bio otkriti opcu formulu
za proste brojeve. Promatrao je brojeve oblika

M,=2"-1,

gdje je n prirodan broj. Ti se brojevi, njemu u Cast, nazivaju Mersenneovi brojevi. Prvih
nekoliko Mersenneovih brojeva su:

M1:1, M2:3, M3:7, M4:15, M5:31,...

Za sve sloZene brojeve n i pripadni Mersenneov broj je slozen broj. U Lemi [2.2] smo
pokazali da ako je Mersenneov broj M, = 2" — 1 prost broj, onda je n prost. Obrat te
tvrdnje ne vrijedi Sto znaci da za proste brojeve n pripadni Mersenneov broj moze, ali i ne
mora biti prost broj. Na primjer,

My=2-1=17,

je prost, dok je
My =2" —1=2047=23-89

sloZen. Mersenneovi brojevi koji su prosti nazivaju se Mersenneovi prosti brojevi.

Mersenne je smatrao dasuzan =2,3,5,7,13,17,19,31,67, 127,257 pripadni brojevi
M, prosti, a svi ostali, za prirodne brojeve n manje od 257, sloZeni. Ta tvrdnja je poznata
pod nazivom Originalna ili Stara Mersenneova hipoteza. Kasnije su provjere pokazale
kako je Mersenne pogrijeSio. Brojevi Mg; 1 M;s7 nisu prosti, a prosti brojevi koji nedostaju
su Mgy, Mgg i M.

Mersennovi prosti brojevi su veoma rijetki. Do danas je nadeno samo 49 Mersenneovih
prostih brojeva, a najve¢i medu njima je M4 207 231 koji ima 22 338 618 znamenki 1 ujedno
je najveci dosad poznati prosti broj. Pretpostavlja se da Mersenneovih prostih brojeva ima
beskonac¢no mnogo.

Otvoren problem 13. Postoji li beskonacno mnogo Mersenneovih prostih brojeva?

Kako se Mersenneova hipoteza pokazala neto¢nom, matematicari Lenstra, Pomerance i
Wagstaff postavili su hipotezu da postoji beskonac¢no mnogo Mersenneovih prostih brojeva.
U prilog toj hipotezi ide sljedece razmatranje. Vjerojatnost da je Mersenneov broj prost je

1 1
In2’ -1) ~ pln2’
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Stoga je ocekivani broj Mersenneovih prostih brojeva priblizno jednak

1 1
n3 2y

p—prost

C o L. o . . . ) .
Bududi da je red Z — divergentan, ovaj racun sugerira da je broj Mersenneovih prostih
p—prost
brojeva beskonacan, no to nikako nije strogi matematicki dokaz.

Preciznije Lenstra, Pomerance i Wagstaffova 1983. godine postavljaju slutnju o pri-
bliznom broju Mersenneovih prostih brojeva manjih ili jednakih od neke zadane vrijed-
nosti.

Otvoren problem 14. Broj Mersenneovih prostih brojeva manjih ili jednakih od x je

asimptotski jednak
e’ -Inlnx

In2 °
gdje je y Euler - Mascheronijeva konstanta.

Konstanta y koja se u nekoj literaturi naziva samo Eulerova konstanta ili samo Masc-
heronijeva konstanta definira se kao limes niza

lim(1 I 1 1 1 l
nl_)n;( +E+§+Z+--~+Z— nn).
Njena priblizna vrijednost je ¥ = 0.5772156649. Zanimljivo je da i uz nju veZemo niz
otvorenih pitanja. Na primjer, joS uvijek nije poznato je li y racionalan ili iracionalan
broj premda je matemati¢arima poznato preko milijun znamenaka u njenom decimalnom
zapisu.
Napomenimo jo$ da kazemo da su funkcije f 1 g asimptotski jednake, 1 piSemo f ~ g,
ako je
lim @ =
e g(x)
Lenstra - Pomerance - Wagstaffova hipoteza [I4 moZe se formulirati na sljedeéi nacin:

1.

Otvoren problem 15. Broj Mersenneovih prostih brojeva M), takvih da je p manji ili jed-
nak od y je asimptotski jednak
e’ -Iny
In2
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Ako bi prethodna slutnja bila to¢na onda bi Mersenneovih prostih brojeva M, sa zada-
nim brojem znamenaka prostog broja p trebalo biti priblizno

e’ -1n10

~ 5.92.
In2

Zaista, broj Mersenneovih prostih brojeva M, takvih da p ima n znamenaka je

e’ -In10" ¢’ -1n10""! e’ -In10 e’-In10 ¢’ -Inl0

- —n-1 -
n2 n2 ey ATy n2

S druge strane, nije poznato postoji li konacno ili beskonacno mnogo Mersenneovih
sloZenih brojeva za n prost broj.

Otvoren problem 16. Postoji li beskonacno mnogo sloZenih Mersenneovih brojeva M, za
prost broj p?

Ve¢ smo spomenuli da je najveci do sada pronaden prost broj zapravo Mersennov prost
broj. Mozemo se zapitati zasto ne bismo traZzili proste brojeve oblika a” — 1 za neki a # 2.
Razlog tomu je sljedeca tvrdnja.

Teorem 2.3.1. Ako su a i n prirodni brojevi takvi da je a" — 1 prost broj, onda je a = 2 ili
p=1

Dokaz. Imamo a = 1 (mod a — 1). Tada je a” = 1 (mod a — 1), odnosno a” — 1 = 0
(mod a — 1). Stoga vrijedia — 1 | @’ — 1. Kako je a” — 1 prost broj, mora vrijediti da je
a—1=+xlilia~-1=a” - 1.1z prve jednakosti slijedi da je @ = 2 ili a = 0. Budu¢i da je
a prirodan broj, slijedi da je a = 2. Iz druge jednakosti slijedi a = a”, pa imamo sljedece
moguénostia = 0ilia = 11ili p = 1. Znamodaa # 0,azaa = 1 imamo 1”7 — 1 = 0 §to
nije prost broj. Dakle, a = 2 ili p = 1. O

Ispitivanje je li neki Mersenneov broj M, prost moZe se svesti na ispitivanje mogucih
djelitelja broja M. Vrijedi tvrdnja.

Teorem 2.3.2. Neka je p prost broj. Ako je q prosti djelitelj Mersenneovog broja M, onda

je
q=2kp+1,

za neki cijeli broj k.

Dokaz. Jasno je da je ¢ neparan i prema Malom Fermatovom teoremu [2.2.1|slijedi

271 =1 (mod ¢).
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Nadalje, prema pretpostavci g|27 — 1 pa je
2?=1 (mod g).

Prema Propoziciji[2.2.9|red broja 2 modulo g mora dijelitii ¢g—11i p. Kako je p prost slijedi
da je red upravo jednak p i p|lg — 1, tojestg = 1 (mod p). Kako je g neparan broj, slijedi
g =1 (mod 2p). i

Da bismo dokazali neke od sljedecih tvrdnji trebat ¢e nam pojam kvadratnog ostatka
modulo p, gdje je p prost broj te pojam Legendreovog simbola.

Definicija 2.3.3. Neka je a cijeli broj te n prirodan, te (a,n) = 1. Ako kongruencija

¥*=a (mod n)
ima rjeSenja, onda kaZemo da je a kvadratni ostatak modulo n. U protivnom je a kvadratni
neostatak modulo n.

Definicija 2.3.4. Neka je p neparan prost broj. Legendreov simbol definira se kao

ako je ako je a kvadratni neostatak modulo p .

0, akopla

4 1, ako je ako je a kvadratni ostatak modulo p
=1 -1,
)

U sljedecih nekoliko teorema navodimo neka od najvaznjih svojstava Legendreovog
simbola.

Teorem 2.3.5 (Eulerov kriterij). Neka je a cijeli broj i p neparan prost broj. Vrijedi:

(3) a"T (mod p).
p

Teorem 2.3.6. Neka su a, b cijeli brojevi i p neparan prost broj. Vrijedi:

(o)

1) akoa=b (mod p), onda (%)
)
2) ako (a, p) = 1, onda (—) =1;
P
2 (G- (5)
p/\P p
1 —1 p—1 2 pz—l
Bl o
p p p
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Teorem 2.3.7 (Gaussov kvadratni zakon reciprociteta). Neka su p, g neparni prosti brojevi
i p#q. Tada je
(2) (ﬁ) - (-DT7.
q/\p

Teorem 2.3.8. Neka je p neparan prost broj. Ako je q prosti djelitelj Mersenneovog broja
M, onda je
q=8k=x1

za neki cijeli broj k.

Dokaz. Kako je g prosti djelitelj Mersenneovog broja 2” — 1 slijedi da je 2” = 1 (mod g).
Po Teoremu znamo da je djelitelj Mersenneovog broja M, oblika ¢ = 2kp + 1, od-
nosno g — 1 = 2kp za neki cijeli broj k. 1z toga slijedi

27 =2 =1 (mod g),

pa je 2 kvadratni ostatak modulo ¢ i slijedi da je ¢ = =1 (mod 8). O

Provijera je li neki Mersenneov broj prost nije jednostavna. Broj 2" vrlo brzo raste te je
neophodno u provjerama koristiti raCunalo. 1z tog razloga su neki stariji rezultati uistinu
impresivni. Francuski matematicar E. A. Lucas dokazao je 1876. godine da je broj

My = 170141183460469231731687303715884105727

prost broj. U traganje za prostim Mersenneovim brojevima uputili su se mnogi mnogi
matematicari pa i studenti. Tako su, primjerice L. Nickel i C. Noll, dvoje osamnaesto-
godisnjih studenata Kalifornijskog sveuciliSta u Haywardu, otkrili uz pomo¢ racunala, da
je 221701 _ 1 prost broj. Broj se sastoji od ¢ak 6 533 znamenke. Devetnaestogodi$nji Ame-
rikanac R. Clarkson je 1998. godine na svom ku¢nom racunalu otkrio Mersenneov prost
broj M3 (21 377. Broj se sastoji od 909 536 znamenki te se dojam o veli¢ini tog broja moze
steci ako se kaZe da bi za njegov zapis bila potrebna knjiga od oko 500 stranica. Zanimljivo
je da se na internet stranici The Electronic Frontier Foundation, u okviru projekta Great
Internet Mersenne Prime Search, nudi nagrada od 100 000 USD onome tko prvi otkrije
prost broj s barem 10 000 000 znamenki.

Za utvrdivanje prostosti Mersenneovih brojeva moze se korisiti tzv. Lucas-Lehmerov
test. Test je ustanovio E. A. Lucas 1856. godine, a naknadno, oko 1930. godine, ga je
poboljsao D. H. Lehmer. Test omogucuje testiranje prostosti velikih Mersenneovih brojeva
na racunalima mnogo brZe od “obi¢nih” brojeva iste veliine. Iz tog razloga je upravo
najveci poznati prost broj Mersenneov broj.
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Teorem 2.3.9 (Lucas-Lehmerov test). Neka je p neparan prost broj i (Sy) rekuzivni niz
zadan s
So=4,8,=8; -2, k>2.

Tada je M, prost broj ako i samo ako vrijedi
S,2=0 (mod M,).

Dokaz. Nekaje w =2+ V3iw = 2— V3. Principom matematicke indukcije pokazujemo
dajedaje S, = w¥ +@" zasvakin € N,. Baza indukcije vrijedi jer je

So=w’ +@" =2+ V3+(2-V3) =4.
Neka je n € N. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1. Sada je
S,=52, 2= +@ ¥ -2=0"+@ +2wo)] -2=0" +0°,

pri éemu smo koristili da je ww = (2 + V3)(2 - V3) = 1.
Sada pretpostavimo da vrijedi S ,., = 0 (mod M,). Pokazat ¢emo da je M), prost broj.

Dakle, prema pretpostavci je
2 p-2 _21)72

W tw = kM,

za neki cijeli broj k, odnosno

p=2 _2P*2
W' =kM,-©

Mnozenjem prethodne jednakosti s ¥ dobivamo
N2 2 o
(a)zp 2) = kM,,wzl o (ow)” ’

Stoga je 1 .
W’ = kM - 1. (2.2)

Pretpostavimo suprotno, da je M, sloZen broj i neka je g najmanji prosti faktor od M,,.
Mersenneovi brojevi su neparni, pa je g > 2. Definiramo skup

X={a+bV3 :abeZ,) (2.3)

gdje je Z, (konaCno) polje ostataka modulo g. MnoZenje u X definirano je na sljedeci
nacin:

(a+ V3b)(c + V3d) = (ac + 3bd mod g) + (ad + bc mod ¢q) V3.

Ovako definirano mnoZenje na X je zatvoreno, komutativno i asocijativno te je 1 € X ocito
jedinica u X (odnosno neutralni element). Stoga X uz mnoZenje tvori komutativan monoid.
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Broj elemenata ovog monoida, tj. kardinalni broj oznacit ¢emo s |X|. Uoc¢imo da X nije
grupa jer 0 nema multiplikativni inverz. Stoga za grupu inverbilnih elemenata X* sigurno
vrijedi:

IX"| < 1X1,

odnosno
X1 <IX|-1=¢"-1.

Kako je M, =0 (mod g) i w € X, slijedi da je
kM, =0
u monoidu X. Iz relacije (2.2)) imamo da je

p-1
' =1

takoder u skupu X i1 kvadriranjem obje strane jednakosti dobivamo
w” =1.

Stoga je w element skupa X*, odnosno invertibilan je, a njegov je inverz w?". Stovise, red
od w je 27 jer w¥ # 11 vrijedi

XL IX < -1<q,
ali g je najmanji prosti faktor sloZenog broja M,, pa je
¢ <M,=2"—1.
To daje kontradikciju 27 < 27 — 1. Dakle, M, je prost broj.

U drugom smjeru, cilj je pokazati da pretpostavka da je broja M, prost povlali da
vrijedi S ,., =0 (mod M,). Najprije ustanovimo da je

2P —1=7 (mod 12),
za neparan broj p > 1. Zaista, kako je
2’ —-1=-1=3 (mod4)

te
2 -1=(-1)’-1=-2=1 (mod 3),
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prema Kineskom teoremu o ostatcima slijedi da je M, = 2 — 1 = =1 = 7 (mod 12).
Nadalje zbog svojstava Legendreovog simbola slijedi

)

Sto znaci da je 3 kvadratni neostatak modulo M,,. Po Eulerovom kriteriju to je ekvivalentno

sljedecem
Mp-1

372 =-1 (mod M,).

Sada ¢emo ustanoviti da je 2 kvadratni ostatak modulo M,,. Jer 2? =1 (mod M,) slijedi
p+l 2
2= or! = (22) (mod M,),

Sto znadi da kvadratna kongruencija x* = 2 (mod M,) ima rjeSenja, odnosno da je 2 kva-
dratni ostatak modulo M. 1z Eulerovog kriterija sada slijedi

Mp-1

277" =1 (mod M,).
Kombiniraju¢i obje relacije koje smo dobili Eulerovim kriterijem imamo

Mp-1 3

24" = (2 z ) (3@)5(1)3(—1)5 1 (mod M,).

Nekaje o =2v3iXkaou lb za q = M,. Uz zbrajanje i mnoZenje modulo M, skup X
ima algebarsku strukturu prstena. U X vrijedi:

6+0)" = 6Mp+<2Mp>(\@Mp):6+2(3M’i‘)\/§
6+2(-1)V3=6-o0,

gdje je u prvoj jednakosti primijenjen Binomni teorem (x + y)”» = x> + y"» (mod M,), a
u drugoj jednakosti je primijenjen Mali Fermatov teorem a™» = a (mod M,,), za neki cijeli
broj a. Vrijednost od o je odabrana tako da je

6+ 0)?
24

Mp+1

Prethodnu jednakost upotrijebit ¢emo za izraCun w™2 u prstenu X:

M1 6+ G6+0)6+0)" (6+0)6-0)

w 2 = —1
245" 24 . 2475 —24
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. . . .Mt .
MnoZenjem obje strane jednakosti sa w * dobivamo

Mp+1 Mp+1 Mp+1
w? w* =-w *,
odnosno
Mp+1 Mp+1 Mp+1 Mp+1
wr wrwt =—-w 4,
=1
jer je ww = 1. Nadalje,
Mp+1 __ Mp+l

wiT +w =0,

odnosno .
p-2 —)P-
0+ =0

daje S, >, =0uX,t.S,,=0 (mod M,) Sto je i trebalo pokazati. O
Primjer 2.3.10. Potvrdimo pomocu Lucas - Lehmerovog testa da je Mersenneov broj

My; = 8 191 prost broj. Znamo da je So = 4 i da je p = 13. Zelimo pokazati da

je
Sll =0 (mod M13).

Odredimo S 1;:
S, = S}-2=4-2=14=14 (mod 8 191),
S, = §?2-2=14°-2=194=194 (mod 8 191),
S; = S§3-2=194"-2=37634=4870 (mod 8 191)
S, = §2-2=4870>-2=23716898=3953 (mod 8 191)

St

5970,1 857,36,1 294,3 470,128,0 (mod 8 191), k =5,6,...,11.

Vidimo da vrijedi
S11=0 (mod 8 191),

pa je M3 = 8 191 prost broj.
Pomocu Lucas-Lehmerovog testa ne mozemo odrediti niti jedan netrivijalni faktor Mer-
senneovog broja. Cak i kad znamo oblike prostih djelitelja broja M, (Teoremi i2.3.8)

nije lako odrediti faktorizaciju. Prvih nekoliko faktoriziranih sloZenih Mersenneovih bro-
jeva dano je u sljedecoj tablici.
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Mersenneov broj Faktorizacija

M, 3.5
M 3.3.7
My 3.5-17
M, 7-73
Mo 3.11-31

Najmanji slozen Mersenneov broj koji do sada nije faktoriziran je M, 77, a najveci
kojem je poznata faktorizacija (na “vjerojatno” proste brojeve) Ms 40707 (Sto rezultat iz
travnja 2016. godine).

U do sada poznatim faktorizacijama sloZzenih Mersennovih brojeva nije se dogodio
slucaj da je i1 kvadrat prostog djelitelja takoder djelitelj. Kao i za Fermatove brojeve, pret-
postavlja se da Mersenneovi brojevi nisu djeljivi s kvadratom prostog broja.

Otvoren problem 17. Postoji li Mersenneov broj koji je djeljiv s kvadratom prostog broja?

ZadrZimo se jo§ malo na djeliteljima brojeva M,,. U Teoremu [2.3.2]smo pokazali da su
prosti djelitelji broja M), oblika ¢ = 2kp + 1, za neki cijeli broj k. Prirodno je prvo prouciti
slu¢aj k = 1. Dakle, pitamo se za koje p broj 2p + 1 dijeli broj M), uz pretpostavku da
je 2p + 1 prost. Napomenimo da se prost broj 2p + 1, za p prost, zove Sophiein prosti
broj nazvan po francuskoj matematicarki Marie-Sophie Germain (1776.-1831.) koja ga
je koristila u trazenju dokaza za Veliki Fermatov teorem a danas nalazi primjenu u
kriptografiji javnog klju€a. U prilog tomu da je nasSe zanimanje opravdano ide Cinjenica
danpr. 23 =2 - 11 + 1 dijeli My, te 47 = 2 - 23 + 1 dijeli M,3. No, ima i protuprimjera,
59 =2-29 + 1 ne dijeli broj Mp.

Teorem 2.3.11. Neka je p prost broj oblika p = 4m + 3, zam € N. Ako je g = 2p + 1
takoder prost broj, tada q | M,

Dokaz. Nekaje g = 2p + 1 prost broj. Po Malom Fermatovom teoremu vrijedi
2% =1 (mod q),
paje
2?=1 (modg) ili 2 =-1 (mod g).
Pretpostavimo da je druga tvrdnja istinita, tada je
27 = (2809) = 2 (mod g),

pa slijedi da je -2 kvadratni ostatak modulo g. Nadalje, kako je p = 3 (mod 4), slijedi da je
q =7 (mod 8) pa je 2 kvadratni ostatak modulo g. Takoder, buduci da je ¢ = 3 (mod 4),
-1 je kvadratni neostatak modulo g. Stoga je —2 = (1) - 2 - produkt kvadratnog neostatka
i kvadratnog ostatka pa je stoga neostatak, Sto je kontradikcija. Dakle, prva kongruencija
mora biti istinita. O
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Prema prethodnoj tvrdnji je jasno da ako bismo znali pokazati da postoji beskonacno
mnogo Sophieinih prostih broja za p = 3 (mod 4), onda bi znali i odgovor na pitanje[13]

Otvoren problem 18. Postoji li beskonacno mnogo prostih brojeva oblika p = 4m + 3
takvih da je 2p + 1 prost broj?

Lako se vidi da su Mersenneovi brojevi povezani i s parnim savrSenim brojevima.
Znamo da je paran broj savrSen ako i samo je oblika 2"71(2" — 1), gdje je 2" — 1 prost
(Teorem [1.3.3)). MoZe se re¢i da ima onoliko parnih savrSenih brojeva koliko ima Mersen-
neovih prostih brojeva. Ako je hipoteza da Mersenneovih prostih brojeva ima beskonacno
mnogo to€na, onda i parnih savrSenih brojeva ima beskonacno mnogo. 1z Teorema[2.3.11
direktno slijedi.

Korolar 2.3.12. Neka je p prost broj oblika p = 4m + 3, zam € N. Ako je g = 2p + 1
takoder prost broj, tada 2°~' M, nije savrsen broj.

Matematicari Bateman, Selfridge 1 Wagstaff postavili su sljedecu hipotezu, koja je joS
poznata kao Nova Mersenneova hipoteza.

Otvoren problem 19. Neka je p neparan prirodan broj. Ako vrijede dvije od navedenih
tvrdnji, onda vrijedi i treca:

1. p=2F+1ili p=4* + 3 za neki prirodan broj k,

2. 27 — 1 je prost broj (- Mersenneov prost broj),

27 +1
3.

Jje prost broj (- Wagstaffov prost broj).

Ako je p neparan sloZen broj, onda su brojevi oblika 27 -1 1 oba sloZeni brojevi.

Poznati brojevi koji zadovoljavaju sva tri uvjeta hipoteze su p = 3,5,7,13,17,19, 31,61,
127. Postavljena je 1 hipoteza da niti jedan broj p veci od 127 ne zadovoljava sva tri uvjeta.
Neki od prostih brojeva koji zadovoljavaju barem jedan od uvjetasu p =2, 3,5,7, 11, 13,
19, 23, 31, 43, 61, 67, 79, 89, 101, 107, 127, 167, 191, 199, 257, 313,... MoZemo uociti
da se dva prosta broja p = 67 = 4° + 31 p = 257 = 4* + 1, za koja je Mersenne mislio da
su Mg; 1 M,s7 prosti brojevi 1 bio u krivu, oba nalaze u hipotezi i zadovoljavaju samo prvi
uvjet. Stoga se mozemo zapitati je li Mersenne mozda mislio da je broj oblika 27 — 1 prost
ako i samo ako je p = 2f + 1 ili p = 4% + 3, za neki prirodan broj k.

Nova Mersenneova hipoteza moze se smatrati pokuSajem spaSavanja stoljetne Mersen-
neove pretpostavke, koja se pokazala neto¢nom. Medutim, prema Robertu D. Silvermanu,
John Selfridge sloZio se da je Nova Mersenneova hipoteza ocito istinita, buduci da je oda-
brana tako da odgovara poznatim podatcima i protuprimjeri izvan tih slucajeva su malo
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vjerojatni. Renaud Lifchitz je pokazao da je Nova Mersenneova hipoteza to¢na za sve bro-
jeve manje ili jednake 20 996 010 sustavnim testiranjem svih neparnih prostih brojeva za
koje je ve¢ poznato da zadovoljavaju bar jedan od uvjeta.

Brojevi oblika
My, =2""" -1,

gdje je M,, Mersenneov broj zovu se dvostruki Mersenneovi brojevi. Prvih nekoliko dvos-
trukih Mersenneovih brojeva je

1\41141 = 1, ]‘411/[2 = 7, MM3 = 127, MM4 = 32 767 ]\411/[5 =2 147 483 647

Ispitivati prostost dvostrukog Mersenneovog broja M), smisleno je samo ako je M, Mer-
senneov prost broj. Za prva Cetiri Mersenneova prosta broja M,, M3, Ms, M; vrijedi da
su i pripadni dvostruki Mersenneovi brojevi prosti. I to su jedini poznati prosti dvostruki
Mersenneovi brojevi.

Otvoren problem 20. Postoje li samo Cetiri dvostuka Mersenneova prosta broja?

Za samo Cetiri slozena dvostuka Mersenneova broja poznata je potpuna faktorizacija.
To su brojevi My,,, M., Mo, Muy,, . Sljedeci kandidat za prostog dvostukog Mersenne-
ovog broja mogao bi biti M),,. To je 694127911065419642-znamenkasti broj! Koliko je
poznato on nema prostog djelitelja manjeg od 4 - 103,

Otvoren problem 21. Je li dvostuki Mersenneovi broj My, prost ili sloZen?

2.4 Parovi blizanaca

Par blizanaca je par prostih brojeva oblika p i p + 2. Ime im je dao njemacki matematicar
P. Stackel na kraju 19.stoljeca. Obicno se prvih par prostih brojeva (2, 3) ne smatra parom
blizanaca jer je broj 2 jedini paran prost broj i brojevi se razlikuju za 1. Prvih par primjera
parova blizanaca su:

(3,5, G,7), (11,13), (17,19), (29,31), (41,43).

Jedan od prvih rezultata istraZivanja parova blizanaca je da je svaki par, osim para (3, 5),
oblika
6n-1,6n+1),
za neki prirodan broj n, Sto povlaci da je zbroj blizanaca pi p + 2 za p > 3 djeljiv s 12.
Poznate su jo$ neke Cinjenice o parovima blizanaca. Na primjer, broj 5 je jedini broj koji
se nalazi u dva para blizanaca.
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Iako je poznato preko sto tisuca parova blizanaca, joS nije poznato je li taj broj konacan
ili beskonacan. Pitanje postoji li beskona¢no mnogo parova blizanaca je jedno od najpoz-
natijih otvorenih pitanja u teoriji brojeva. Parovi blizanaca postaju sve rjedi kada se ispituju
sve veli 1 veéi brojevi te se smatra da i razmak izmedu parova blizanaca postaje sve veci.
Trenutno najveci poznati par blizanaca je 2 996 863 034 895 - 2! 220900 4+ 1 koji je otkriven
2016. godine 1 ima 388 342 znamenke.

Otvoren problem 22. Postoji li beskonacno mnogo cijelih brojeva p takvih da su brojevi
pip+2prosti?

Postoji mnogo rezultata koji bi iSli u prilog hipotezi o beskonatnom broju parova bli-
zanaca. Ameri¢ki matematiCar R. F. Arenstorf objavio je 2004. godine navodni dokaz
hipoteze o parovima blizanaca. Na Zalost, u dokazu je pronadena ozbiljna pogreska, stoga
je odbijen te je pitanje i dalje ostalo otvoreno.

Francuski matemati¢ar A. de Polignac je 1849. godine postavio opCenitiju hipotezu da
za svaki prirodni broj k postoji beskonacno mnogo prostih brojeva p tako da je 1 p + 2k
takoder prost. Za k = 1 radi se o hipotezi za parove blizanaca. Hipoteza do sad nije niti
dokazana niti opovrgnuta niti za jednu vrijednost prirodnog broja k.

Norveski matemati¢ar Viggo Brun promatrao je sumu recipro¢nih vrijednosti parova

blizanaca:
Z (1 1 )
-+ .
p p+2

p.p+2—prosti

Ako bi taj red divergirao, onda bi moralo postojati beskonacno mnogo parova blizanaca.
Medutim, 1919. godine Brun je dokazao da taj red konvergentan. Suma tog reda oznacava

S€ S
B—1+1+1+1+1+1+
*7\375) 577, \11 713

1 naziva Brunova konstanta. Vrijednost te konstante trebala bi biti iracionalan broj uko-
liko parova blizanaca ima beskonacno. Empirijski se pokazalo, zbrajanjem do brojeva reda
veli¢ine 10'® da je B, ~ 1.902160583104. No, uz pretpostavku da je Riemannova hipoteza
(vidi [31)) to¢na moze se pokazati da je B, < 2.1754. S poboljSanjem racunala, Brunova
konstanta postala je sve preciznija. Bududi da ta suma konvergira, nije moguce zakljuciti
da postoji beskonatno mnogo parova blizanaca. Brun je takoder dokazao da za svaki po-
zitivan cijeli broj n postoji n uzastopnih prostih brojeva tako da niti jedan od njih nije par
blizanaca.

Generalizirana i jaca hipoteza od hipoteze o parovima blizanaca je Hardy-Littlewood
hipoteza.
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Otvoren problem 23 (Hardy-Littlewood hipoteza). Neka je my(n) broj parova blizanaca p
i p+2. Tada vrijedi
"odt

~om, | 2
mo(n) 2 | o

= 1
gdje je II, = ﬂ (1 G 1)2) ~ 0.66016181584686.

p=3

Ukoliko se hipoteza pokaze to¢nom, vrijedila bi tvrdnja da postoji beskonacno mnogo
parova blizanaca. Viggo Brun je takoder dokazao da za broj parova blizanaca koji su manji

od nekog n vrijedi
cn

(Inn)?’

7T2(I’l) <

za neku pozitivnu konstantu c.

Mozemo se i posluZziti Teoremom o prostim brojevima koji govori o distribuciji prostih

brojeva, odnosno tvrdi je broj prostih brojeva manjih od » priblizno jednak é, Sto znaci
n

da je vjerojatnost da je proizvoljno odabrani broj koji nije veci od n prost priblizno jednaka

I . Stoga zakljuCujemo vjerojatnost da su p 1 p + 2 koji nisu koji nije veéi od n jednaka
ogn
1

(logn)?’

Kineski matematicar Y. Zhang 2013. godine objavio je dokaz da za neki N koji je manji
od 7-107 postoji beskonaéno mnogo parova prostih brojeva koji se razlikuju za N. Zhangov
rad je iste te godine prihvatio 1 objavio matematicki Casopis Annals of Mathematics. Neki
su matematicari ve¢ najavili da je moguce bitno smanjenje gornje granice za N na 246.

Matematicar P. Clement je 1949. godine dokazao da je par (n,n + 2) par blizanaca ako
i samo ako vrijedi
4((n—D!'+1)=-n (mod n(n + 2)).

Zanimljivo je uociti da je polovina zbroja parova blizanaca 5 1 7 savrSen broj. MoZemo se
pitati postoji li joS koji par blizanaca sa tim svojstvom.

Budu¢i da su mnogi matematicari istrazivali svojstva i oblike prostih brojeva, nakon
parova blizanaca, istrazivali su i trojke prostih brojeva. Ako je p neparan prost broj, onda
postoji samo jedna uzastopna trojka neparnih prostih brojeva (p, p + 2, p + 4), a to je trojka
(3,5, D).



POGLAVLIJE 2. PROSTI BROJEVI 34

Teorem 2.4.1. Neka je n prirodan broj takav da je n > 3. Tada brojevi n,n + 2,n + 4
ne mogu svi biti prosti. Odnosno, jedina trojka prostih uzastopnih neparnih brojeva je
(3,5,7).

Dokaz. Neka je n € N. Za n < 3 imamo sljedece slucajeve:
e (1,3,5),
° (2,4,6),
e (3,5,7).

Ocito se samo posljednja trojka sastoji od prostih brojeva.

Pretpostavimo da je n > 3. Ako je n paran broj, onda se trojka (n, n+ 2, n +4) sastoji od
uzastopnih parnih brojeva pa nije prosta trojka. Stoga pretpostavimo da je n neparan cijeli
broj takav da je n > 3. S obzirom da n moZze biti oblikan = 3k, n =3k + 1,n =3k + 2, za
neki k € N, slijedi da ako

e n =3k, onda (n,n + 2,n + 4) sadrzi slozen broj n,

e n=3k+1,onda (n,n+2,n+4)sadrzi slozenbrojn+2 =3k +3 =3(k+ 1),

e n=3k+2,onda (n,n+2,n+4)sadrzi slozen brojn + 4 = 3k + 6 = 3(k + 2).
Dakle, ne postoji takav n > 3 da bi brojevi n,n + 2, n + 4 svi bili prosti brojevi. O

Zbog prethodne tvrdnje smisleno je promatrati trojke oblika:

(p,p+2,p+6), (p,p+4,p+06),

gdje je p > 2, p1i p + 6 prosti brojevi i jedan od brojeva p + 21 p + 4 je prost broj. To jest,
niz od Cetiri uzastopna neparna broja p, p + 2, p+ 4, p + 6 Cini trojku prostih brojeva ako su
prvi i posljednji prosti brojevi i jedan od dva preostala broja ”u sredini” je prost. Primjer
trojke prostih brojeva je:

(5,7,11) 1 (7,11,13).

Nije poznato postoji li beskonaéno mnogo brojeva koji Cine trojku prostih brojeva.

Najmanja cetvorka prostih brojeva je oblika (p, p+2, p+6, p+8), gdje su p, p+2, p+6
1 p + 8 neparni prosti brojevi i to je Cetvorka (5,7, 11, 13). Isto tako, nije poznato postoji
li beskona¢no mnogo brojeva koji ¢ine Cetvorku prostih brojeva, ali je poznato da postoji
samo jedna osmorka prostih brojeva, a to je (11,13,17,19,23,29,31,37). Ta osmorka
je jedini primjer osmorke prostih brojeva koja pocinje sa neparnim prostim brojem p 1
zavrSava s neparnim prostim brojem p + 26.

Otvoren problem 24. Postoji li beskonacno mnogo brojeva koji Cine trojku ili cetvorku
prostih brojeva?



POGLAVLIJE 2. PROSTI BROJEVI 35

2.5 O udaljenostima izmedu prostih brojeva

U prethodnom odjeljku [2.4] govorili smo o parovima blizanaca, odnosno o uzastopnim
prostim brojevima ¢ija je udaljenost, to jest razlika minimalna - jednaka 2. Razliku dva
susjedna prosta broja p,.; 1 p, oznacit ¢emo s

8n = Pn+1 — Dn

1 zvati n-ta udaljenost ili n-ti razmak. Iznijeli smo hipotezu da postoji beskonacno mnogo
n takvih da je g, = 2 (vidjeti 22), no lako se moZe pokazati da za svaki prirodan broj n
postoji n uzastopnih sloZenih brojeva.

Propozicija 2.5.1. Za svaki prirodan broj n postoji n uzastopnih sloZenih brojeva.

Dokaz. Promotrimo niz brojeva
m+D+2,(nm+D!'+3,....n+D!'+n,(n+ D! +n+1.

Svaki od brojeva iz danog niza je sloZzen jer j | (n+ 1)! + jzasvaki j=2,3,...,n+1. O

Bududi da postoji ”lanac” sloZenih brojeva proizvoljne duljine, imamo sljedecu poslje-
dicu.

Korolar 2.5.2. Za svaki prirodan broj n postoje uzastopni prosti brojevi py i py+1 takvi da
je gr > n.

S druge strane, vezano uz razmake izmedu prostih brojeva francuski matematicar A.
M. Legendre (1752. - 1833.) postavio je sljedecu hipotezu.

Otvoren problem 25 (Legendreova hipoteza). Postoji prost broj izmedu n* i (n + 1)* za
svaki prirodan broj n.

Ako bi se pokazala tocnost Legendreova hipoteze, tada bi znali da je razmak izme-
dju prostog broja p i njegovog prostog sljedbenika reda veliCine +/p. Preciznije, postoji
pozitivan realan broj M takav da je

&n < MA/p,,

za sve n veCe od nekog ny, Sto se moZe zapisati kao g, = O(+/p,). Jacu hipotezu postavio
je 1986. godine rumunjski matematicar Dorin Andrica.

Otvoren problem 26 (Andricova hipoteza). Za svaki prirodan broj n vrijedi da je

VPn+1 — \/E < 1.
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U terminima razmaka izmedu susjednih prostih brojeva, Andricova hipoteza se moze
zapisati kao

gn <2+/pn+ 1.

za svaki n € N. Andricova slutnja je empirijski potvrdena za sve n < 1.3 - 10!,

U prethodnom smo govorili o broju prostih brojeva izmedu kvadrata uzastopnih pri-
rodnih brojeva. MoZemo se pitati i $to je s prostim brojevima izmedu kvadrata uzastopnih
prostih brojeva. U vezi toga postavljena je sljedeca slutnja.

Otvoren problem 27 (Brocardova hipoteza). Postoje bar Cetiri prosta broja izmedu p? i
pr.., zan > 1, gdje je p, n-ti prosti broj.

Za prvih nekoliko prostih brojeva lako mozemo vidjeti da slutnja vrijedi:

n p, p> Prostibrojevi Broj prostih brojeva
1 2 4 5,7 2
2 3 9 11, 13,17, 19, 23 5
3 5 25 29,31,37,41,43,47 6
4 7 49 53,59,61,67,71, .. 15
5 11 121 127,131, 137, 139, 149, ... 9

Ova hipoteza je provjerena za brojeve n < 10'°. Ja¢a pretpostavka od ove je da postoje
bar Cetiri prosta broja izmedu n? i (n + 2)* za n > 1. Ova pretpostavka je provjerena za
brojeve do 2 - 10°.

Sljedeca hipoteza o distribuciji prostih brojeva nazvana je po danskom matematic¢aru
Ludvigu Oppermannu koji ju je objavio 1882. godine. Povezana je, ali ipak jaca od Le-
gendreove, Andricove i Brocardove hipoteze.

Otvoren problem 28 (Oppermanova hipoteza). Za svaki cijeli broj n > 1 postoji bar jedan
prost broj izmedu n(n — 1) i n* i bar jedan prost broj izmedu n* i n(n + 1).

Cak i za male vrijednosti broja n broj prostih brojeva u danom rasponu je mnogo veéi
od 1 Sto daje razlog da vjerujemo da je hipoteza to¢na. Medutim, Oppermanova hipoteza
jos uvijek nije dokazana.

2.6 Goldbachova slutnja

Uz hipotezu o parovima blizanaca, Goldbachova hipoteza jedna je od najstarijih 1 najpoz-
natijih u teoriji brojeva. Goldbachova hipoteza privukla je paznju mnogih, pojavila se u
televizijskim emisijama, filmovima, pa ¢ak i romanima kao Sto je ”Stric Petros i Gold-
bachova slutnja” A. Doxiadisa. U pismu Euleru 1742. godine, njemacki matematicar C.
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Goldbach (1690. — 1764.), izrazio je slutnju da je svaki paran cijeli broj zbroj dvaju bro-
jeva koji su ili prosti brojevi ili jednaki 1. PoneSto opcenitija formulacija je da se svaki
paran cijeli broj veéi od 4 moze zapisati kao zbroj dvaju neparnih prostih brojeva. Tvrdnju
mozemo lako provjeriti za prvih nekoliko parnih cijelih brojeva:

2 = 1+1
4 = 2+2=1+3
6 = 3+3=1+5
8 = 3+5=1+7
10 = 3+47=5+5
12 = 7+5

Iako se Cini da Euler nikada nije pokuSao dokazati Goldbachovu slutnju, godinu dana
kasnije poslao je pismo Goldbachu i zapisao slutnju na sljedeci nacin: svaki paran cijeli
broj vecdi ili jednak od 6 oblika 4n + 2 je zbroj dvaju brojeva koji su ili prosti ili oblika
4n+ 11l 1. U to doba, Goldbach je broj 1 smatrao prostim brojem.

Otvoren problem 29. [Jaka Goldbachova slutnja] Svaki paran broj veci od 2 moZe se
zapisati kao zbroj dva prosta broja.

Jaka Goldbachova slutnja se jo$ naziva i Binarna Goldbachova slutnja. Goldbachov
broj je pozitivni cijeli broj koji se moZe zapisati kao zbroj dva neparna prosta broja. Broj 4
je jedini paran broj veéi od 2 koji se moze zapisati jedino kao zbroj dva parna prosta broja.
Stoga je druga formulacija Jake Goldbachove slutnje ta da su svi parni brojevi veci od 4
Goldbachovi brojevi. Zapis parnog broja kao zbroj dva prosta broja naziva se Goldbachova
particija tog broja. Preciznije, Goldbachova particija broja n je uredeni par prostih brojeva
(p, q@) takav da je p + g = n. Sijedi nekoliko primjera Goldbachove particije:

6 = 3+3
8 = 3+5
10 = 3+47=5+5

12 = 745

100 = 3+97=114+89=17+83=29+71=41+59=47+53

Uz pomo¢ racunala slutnja se pokazala to¢nom za sve parne brojeve manje od 4 - 10'8,
S rastom broja n, raste 1 broj razlicitih particija. Na primjer, postoji 219 400 takvih prikaza
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za paran broj 100000 000. To ide u prilog Goldbachovoj slutnji, medutim to je daleko od
matematickog dokaza i svi pokuSaji dokaza su bili potpuno neuspjesni. Jedan od najpozna-
tijih matematicara proslog stoljeca, G. H. Hardy, koji se posebno istaknuo u teoriji brojeva,
u svom obradanju Matematickom druStvu Kopenhagena 1921. godine, izjavio je da je Gol-
dbachova slutnja vjerojatno jednako tesSka kao bilo koji nerijeSeni problem u matematici.

Goldbach je smatrao da se svaki cijeli broj koji se moze zapisati kao zbroj dvaju prostih
brojeva moZe zapisati i kao zbroj tri prosta broja, $to lako moZemo provjeriti za prvih par
brojeva:

7 = 3+2+2
11 = 3+3+5
13 = 3+5+5

17 = 54+5+7

Otvoren problem 30. /Slaba Goldbachova slutnja] Svaki neparan broj veci od T moZe se
zapisati kao zbroj tri neparna prosta broja.

Prethodna se hipoteza naziva slabom jer ako bi slutnja 29| bila pokazana onda bi ovo
bio njen korolar. Zaista, ako je svaki neparan broj veci 4 zbroj dva neparna prosta, onda
pribrajanjem broja 3 dobivamo upravo tvrdnju

Prvi pravi napredak u pokusaju dokazivanja Goldbachove slutnje u gotovo 200 godina
napravili su matematicari Hardy 1 Littlewood 1922. godine. Uz pretpostavku da vrijedi
generalizirana Riemannova hipoteza, pokazali su da se svaki dovoljno velik neparan broj
moze zapisati kao zbroj tri neparna prosta broja.

Ruski matematicar I. Vinogradov je 1937. godine je otklonio ovisnost o generaliziranoj
Riemannovoj hipotezi dajuéi tako bezuvjetni dokaz za tu tvrdnju. To jest, on je utvrdio da
se svi neparni cijeli brojevi, veéi od nekog ny, mogu zapisati kao zbroj tri neparna prosta
broja, odnosno n = p; + p, + p3, gdje je n neparan i dovoljno velik. Medutim Vinogradov
nije mogao dobiti efektivnu veli¢inu broja ny. No, njegov student K. Borozdkin (1956.)
pokazao je da je ng < 3%, Liu Ming-Chit i Wang Tian-Ze su 2002. godine smanjili gornju
ogradu broja ng na priblizno 1034, O¢ito je eksponent i dalje prevelik kako bi se uspjele
1zvrsiti provjere na racunalima koje su u slucaju Goldbachove hipoteze uspjele sti¢i do
broja 10'8.

Vinogradov je pokazao da ako je A(x) broj cijelih parnih brojeva n < x koji nisu zbroj
od dva prosta broja, onda je

. A(x)
lim — =

X—00 x

0.



To nam omoguéuje da kaZemo da gotovo svi parni cijeli brojevi zadovoljavaju slutnju.
Neka je R(n) broj prikaza parnog cijelog broja n kao zbroja dvaju prostih brojeva. Tada

vrijedi
p-1 " dx p-1 n
R(n) ~ 2I1 ~ 2I1 L
m~ 21, | | (p—Z) » (nx? 77 [ (p—z)(lnn)2’

p>2.pln p>2,pln

oo

1
gdje je I, = (1 -
E (p—1y

Iako je pocelo od jednostavnog problema zapisa parnog broja kao zbroja dvaju prostih
brojeva, mnogi matematicari su pokuSavajuéi dokazati Goldbachovu slutnju, dokazali neke
druge tvrdnje. Dokazano je da se svaki parni cijeli broj moze zapisati kao zbroj od najvise
Sest prostih brojeva. Kineski matematicar C. Jingrun je 1966. godine dokazao da se svaki
dovoljno velik cijeli broj mozZe zapisati kao zbroj prostog broja i broja koji nema vise od
dva prosta faktora.

) ~ 0.66016181584686.

Ovaj rad zavrsit ¢emo s nekoliko rijeci o velikoj Riemannovoj hipotezi koju smo doveli
u vezu s viSe navedenih otvorenih problema. Radi se o jednoj od najpoznatijih i najteZih
hipoteza koju je prije oko 150 godina postavio njemacki matemati¢ar G. F. B. Riemann
(1826.-1866.) a govori o nultockama tzv. Riemann- zeta funkcije koja se definira kao

(=3~
n=1

za sve s € C takve da je Re(s) > 1. JoS je Riemann pokazao da se ova funkcija po
neprekidnosti moZe proSiriti za sve s € C, osim u tocki s = 1 gdje ima pol (tj. u tom
slucaju je vrijednost funkcije o€ito suma harmonijskog reda koji je divergentan).

Otvoren problem 31 (Riemannova hipoteza). Sve netrivijalne nultocke Riemannove zeta

Jfunkcije {(s) leZe na pravcu Re(s) = 5

Mnogi rezultati navode na njenu to¢nost te iako je samo hipoteza, primjenjiva je u mno-
gim podru¢jima matematike i fizike. Posebno zanimljiva i na prvi pogled nevjerojatna je
povezanost s teorijom brojeva i distribucijom prostih brojeva. Njezinu teZinu i vaznost naj-
bolje docaravaju rijeci velikog njemackog matematicara Davida Hilberta (1862. - 1943.):
Ako bih se probudio nakon tisucu godina, moje prvo pitanje bilo bi: Je li dokazana Ri-
emannova hipoteza?
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Sazetak

Teorija brojeva kompleksna je grana matematike koja krije mnogo neistrazenih i nedoka-
zanih slutnji na koje matematicari pokuSavaju pronaci odgovore i dokaze veé stotinama
godina. U ovom radu navedene su samo neke, od velikog broja nedokazanih tvrdnji, ve-
zane uz savrsSene 1 proste brojeve. lako su jednostavne 1 lako razumljive, pa stoga zanim-
ljive matemati¢arima i amaterima, jako su teSko dokazive. Neki od najpoznatijih otvorenih
problema u ovom radu vezani su uz beskonacnost savrSenih, prostih i sloZzenih Fermatovih,
prostih i slozenih Mersenneovih brojeva i parova blizanaca ciji su oblici, svojstva i najpoz-
natiji teoremi navedeni. Pomoc¢u modernih racunala otkriveni su vrlo veliki brojevi takvih
oblika, medutim strogog matematickog dokaza da ih postoji beskonacno mnogo joS uvijek
nema. Najpoznatiji 1 najstariji otvoreni problem je svakako slavna Goldbachova slutnja:
”Svaki paran broj veéi od broja 2 moze se zapisati kao zbroj dva prosta broja”, koja je od
davne 1742. godine pravi izazov za matematicare.

Postoje mnogi rezultati koji upucuju na tocnost poznatih otvorenih problema te su
mnogi matematicari, pokuSavajuci dokazati te tvrdnje, dosli do drugih vaznih rezultata 1
dokaza, koristeéi rezultate iz teorije brojeva, ali i drugih podrucja matematike. Buduéi da
nisu dokazani ve¢ stotinama godina, u ovom radu neCemo dobiti odgovore na poznata pi-
tanja, ali ¢emo dati neke povijesne zanimljivosti, pokazati neke pokuSaje u dokazivanju te
iskazati poznate teoreme i rezultate vezane uz otvorena pitanja.



Summary

Number theory is a complex branch of mathematics that conceals many unexplored and
unproven conjectures to which mathematicians are trying to find answers and proofs for
hundreds of years. In this thesis, we give some of many unproven claims related to perfect
and prime numbers. Although they are simple and easy to understand, and therefore inte-
resting to mathematicians and amateurs, they are very difficult to prove. Some of the most
famous open questions in this thesis are related to the infinity of perfect numbers, prime
and complex Fermat numbers, prime and complex Mersenne numbers and twin primes
whose forms, properties and most famous theorems are mentioned. With modern compu-
ters, very large numbers of those forms have been discovered, but the strict mathematical
proof that there are infinitely many numbers of this form is still missing. The most famous
and oldest conjecture is definitely the famous Goldbach‘s conjecture: ”Any even integer
greater than 2 can be expressed as the sum of two primes”, which has been a real challenge
for mathematicians since 1742.

There are many results that point to the exactness of known open questions and many
mathematicians, trying to prove these claims, came to other important results and proves,
using the results of number theory but also other branches of mathematics. Since they
have not been proved for hundreds of years, in this thesis we are not going to answer the
famous questions, but we will give some interesting historical facts, show some attempts
of proving them and state famous theorems and results given out of the open questions.
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