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Sazetak

Tijekom stani¢ne diobe, genetski se materijal dijeli u dva jednaka djela pomocu diobenog
vretena. Diobeno je vreteno poput kompleksnog mikro-stroja kojeg ¢ine kromosomi,
mikrotubuli koji se protezu iz dva pola prema kromosomima te motorni proteini. Dio
mikrotubula koji se protezu iz jednog pola diobenog vretena veze se s mikrotubulima koji
se protezu iz suprotnog pola te na taj nacin formiraju antiparalelne sveznjeve. Formiranje 1
stabilnost ovih struktura osiguravaju motorni proteini. Medutim, fizikalni principi
formiranja antiparalelnih sveZnjeva jo§ uvijek nisu poznati. U ovom radu razvijamo
teorijski opis procesa formiranja antiparalelnih sveznjeva mikrotubula koji je motiviran
najnovijim eksperimentima nasih suradnika. Model ukljucuje nasumi¢no kutno gibanje
mikrotubula oko polova diobenog vretena uzrokovano termalnim fluktuacijama te
privlacne sile kojima motorni proteini djeluju na mikrotubule. Kad su mikrotubuli dovoljno
blizu jedan drugom, motorni proteini se vezu za njih, te svojim kretanjem prema polovima
generiraju sile koje zakrec¢u mikrotubule prema antiparalelnoj konfiguraciji. Ovaj model
pokazuje da termalne fluktuacije i sile koje stvaraju motorni proteini omogucuju nastajanje

antiparalelnih sveznjeva.



The role of microtubule pivoting in formation of

mitotic spindle

Abstract

During cell division, the genetic material is divided into two equal parts by the mitotic
spindle. This complex dynamic micro-machine is made of chromosomes, microtubules
extending from two poles and a variety of accessory proteins. Microtubules extending from
one spindle pole bind to those from the other spindle pole by motors and other cross-
linking proteins, forming antiparallel bundles that comprise the spindle. Formation and
stability of these structures is mediated by motor proteins. However, the physical principles
behind the formation of antiparallel microtubule bundles are still not known. In this work
we develop a theoretical description of the formation of antiparallel microtubule bundles
motivated by the newest experimental work done by our collaborators. Our model includes
the angular movement of microtubules around spindle poles and attractive forces exerted
by motor proteins walking along the microtubules and cross-linking them. When two
microtubules are found in close proximity to each other, motor proteins cross-link them
and move towards the poles creating forces, which move the microtubules towards an
antiparallel configuration. This model shows that thermal fluctuations and forces exerted

by motor proteins facilitate formation of antiparallel microtubule bundles.
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1 Uvod

Dioba stanica, kao najvazniji dio samoreplikacije, predstavlja osnovu zivota na Zemlji.
Ona osigurava pravilnu raspodjelu genetskog materijala izmedu stanica kéeri, omogucujuci
organizmima rast, razvoj te reprodukciju. Diobeno je vreteno mikro-stroj koji ima
sposobnost samoorganizacije te tijekom mitoze dijeli genetski materijal u dvije stanice
kéeri'. Diobena vretena eksperimentalno se opaZzaju veé dugi niz godina, no usprkos tome i
dalje nije jasno na koji se nacin ono formira.

Diobeno vreteno ima karakteristi¢an oblik, po ¢emu je i dobilo ime, koji je sacuvan
u brojnim eukariotskim stanicama, ukljucujuéi i ljudske. Kao primjer, na slici 1.1a)
prikazana je mikroskopska snimka diobenog vretena ljudske stanice u mitozi, preciznije u
metafazi. Na slici se vide mikrotubuli (zeleno), i kromosomi (ljubicasto), te polovi

diobenog vretena (zeleni krugovi). Shematski prikaz dan je na slici 1.1b).

a)

Slika 1.1: Diobeno vreteno u ljudskoj stanici. a) Diobeno vreteno Hela stanice (stanica tumora
grlica maternice) snimljen svjetlosnim mikroskopom. b) Shematski prikaz diobenog vretena. 1z
polova diobenog vretena (zeleni krugovi) se protezu mikrotubuli (zelene linije). Kromosomi
(ljubicasto) su vezani na mikrotubule koje se protezu iz oba pola.

Nekoliko prijasnjih teorijskih radova opisuje mehanizam stvaranja diobenog
vretena. Jedna od ranih studija je istrazivala ulogu motornih proteina razlicitih
usmjerenosti na proces stvaranja diobenog vretena u kompjutorskim simulacijama i otkrila
da kompleksi motora razli¢itih usmjerenosti mogu stvoriti strukture vrlo slicne diobenom
vretenu’. Kombinacija motora razli¢itih usmjerenja gibanja ukljuéena je i u model nastanka
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diobenog vretena u embriju musice Drosophile’. Taj model je kasnije prosiren tako §to je
ukljucena elasti¢nost jezgre®. Sustav na kojem se vrlo Gesto proudava nastajanje diobenog
vretena je ekstrakt jajasca zabe Xenopus. Model koji je uspjeSno primjenjen na taj sustav
zove se engl. slide-and-cluster’ ° u kojem se mikrotubuli transportiraju iz centra nukleacije
koji je oko kromosoma prema periferiji gdje se sakupljaju. U njemu se za opisivanje
dinamike mikrotubula u diobenom vretenu koristi teorija tekuéih kristala” ®. Jo§ jedna od
interakcija kojom se pokusalo opisati nastajanje diobenog vretena je interakcija izmedu
mikrotubula i kromosoma” '°. Detaljniji pregledi dosadagnjih modela formacije diobenog

11-13

vretena dani su u referencama . lako je takvih modela mnogo, niti jedan ne ukljucuje

angularno gibanje mikrotubula oko polova.

1.1 Mikrotubuli
Stani¢ni kostur ¢ine tri velike skupine filamenata: aktinski filamenti, mikrotubuli i

intermedijalna vlakna. Svaka skupila filamenata je zasluzna za razliCite aspekte prostorne
organizacije stanica te njenih mehanickih svojstava. Mi ¢emo se fokusirati na mikrotubule
budu¢i da ta skupina filamenata formira diobeno vreteno koje u ovom radu proucavamo.
Mikrotubuli su polimeri proteina tubulina. Tubulin je heterodimer, odnosno sastoji
se od globularnih proteina a-tubulina i B-tubulina koji su snazno vezani nekovalentnim
vezama. Mikrotubili su Suplje cilindricne strukture (poput Supljih cjevéica) zbog Cega su
dobili ovakvo ime. Gradeni su od 13 paralelnih protofilamenata (slila 1.2). Protofilamente
¢ine af-tubulin heterodimeri poredani naizmjeni¢no jedan za drugim u kolonu. Budu¢i da
svaka je svaka podjedinica protofilamenta usmjerena u istom smjeru, a protofilamenti su
medusobno paralelni, onda i mikrotubuli imaju strukturnu i dinamicku polarnost. Kraj
mikrotubula na kojem se nalazi B-tubulin zove se ‘minus kraj’ dok se onaj na kojem se
nalazi a-tubulin zove ‘plus kraj” mikrotubula (plus i minus ne odnose se na naboje). Plus
kraj mikrotubula ima vecu dinamiku, odnosno brze raste i brze se skrac¢uje. Dinamicka
svojtva mikrotubula omogucuje kemijska energija molekula GTPa. Dimeri tubulina mogu
vezati dvije molekule GTP-a. Hidroliza GTP-a odvija se samo na podjedinici B-tubulina.
Ukoliko podjedinice tubulina dolaze na plus kraj prije nego se desi hidroliza GTP na tom
kraju imat ¢emo polimerizaciju, odnosno rast mikrotubula. No, ukoliko je stopa spajanja
podjedinica na plus kraj mikrotubula manja te se u podjedinicama tubulina koje su se
prethodno spojile na mikrotubul ve¢ desila hidroliza GTP-a u GDP mikrotubul ¢e se poceti

skracivati. Ovakvo ponaSanje, gdje imamo izmjenu faze rasta te skrac¢ivanja mikrotubula



zove se dinamicka nestabilnost. Promjena iz rasta mikrotubula u skradivanje zove se

. 14
katastrofa, dok se ponovna promjena u rast zove spas.

o’
N
heterodimer tubulina

protofilament

Slika 1.2: Gore desno shematski je prikazan heterodimer tubulina. Kada se viSe heterodimera
poreda jedan ispod drugoga formira se protofilament. ViSe protofilamenata (najcesce 13) Cini
mikrotubul, dolje desno. Jedan prsten mikrotubula prikazan je gore desno.

U stanicama se viSe mikrotubula moze organizirati u veée strukture, koja ovisi o
tipu stanice ili funkciju koju trebaju obaviti. U diobenom vretenu, mikrotubuli se protezu iz
iz dva pola diobenog vretena'”'’. Ukoliko rastu iz istog pola u istom smjeru formiraju
strukture paralelnih mikrotubula, koje nazivano paralelni sveznjevi'®. Mikrotubuli koji
rastu iz razli¢itih polova jedan prema drugom, te se stoga protezu u suprotnom smjeru,
formiraju strukture koje nazivamo antiparalelni sveZnjevi'®. Premda su mikrotubuli glavni
elementi ovakvih struktura, za njihov su nastanak potrebni i dodatni gradevni elementi koji

su opisani u sljede¢em odjeljku



1.2 Molekularni motori
Vezu izmedu mikrotubula ostvaruju proteini koji se mogu odjednom vezati na barem dva

mikrotubula. Mogu se razlikovati po na¢inu na koji se kre¢u duz mikrotubula: (i) difuzivno
odnosno pasivno te (ii) usmjereno uz potrodnju energije dobivene hidrolizom ATPa'*.

U stanicama postoji velik broj motornih proteina koji se razlikuju po: tipu
filamenata za koje se vezu (aktinska vlakla ili mikrotubuli), smjeru u kojem se gibaju duz
filamenata te teretu koji nose. Motorni proteini imaju iznimno vazne uloge u stanicama.
Mnogi motorni proteini zasluzni su za prenoSenje organela na odgovarajua mjesta u
stanici. Drugi motorni proteini uzrokuju klizanje filamenata jedan u odnosu na drugi te
tako generirajudi sile koje uzrokuju, na primjer, kontrakciju misica i diobu stanica.

Postoje tri velike familije motornih proteina: miozini, koji se kreéu po aktinskim
filamentima 1 uzrokuju kontrakciju miSi¢a, te kinezini i dineini koji se krecu po
mikrotubulima te imaju bitnu ulogu u formiranju diobenog vretena. Za razliku od miozina,
kinezini i dineini se gibaju vrlo usmjereno te moze putovati stotinu ciklusa ATP hidrolize
duz mikrotubula prije nego disociraju'*. Upravo zato ove familije motora mogu uspjesno
prenositi teret s jednog dijela stanice na drugi.

Model koji opisuje gibanje motora po filamentu prikazan je na slici 1.3. Klju¢na
reakcija za ovaj proces 'koracanja' motora po filamentu je hidroliza molekule ATP-a na
ADP i fosfatnu skupinu (oznacena slovom P na slici). Motor uvijek tezi stanju nize
energije, stoga da bi se motor mogao vezati na vlakno mora ispustiti fosfatnu skupinu.
Tada mu ostaje samo molekula ADP-a (slika 1.3 A). Sljedeci korak je jako bitan jer motor
ispusta molekulu ADP-a uslijed ¢eka se desi konformacijska promjena (koljeno motora se
savija te tako povlaci teret koji nosi), kemijske energija se pretvorila u mehanicki rad (slika
1.3 B). Nakon toga, na motor se lijepi molekula ATP-a iz citoplazme te se motor odvaja od
filamenta (slika 1.3 C). Vremenom on izgubi dio energije, ATP se hidrolizira u ADP + P,
te se koljeno motora ispravlja (slika 1.3 D). U ovom koraku promjena konformacije nece
izvrs$iti rad bududi da motor nije vezan za filament. IspuStanjem fosfatne skupine motor se

vraca na filament te se proces ponavlja.
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Slika 1.3: Shematski prikaz 'koraanja' motornog proteina po mikrotubulu. A) Motor je vezan na
filament. B) Ispustanje molekule ADP-a, koljeno motora se savija, kemijska energija pretvorena je
u mehanicki rad. C) Na motor dolazi ATP iz citoplazme, motor se odvaja od filamenta. D) ATP se
hidrolizira u ADP + P, koljeno se ispravlja.

1.3  Bronwnovo gibanje
Promotrimo tijelo na koje djeluje neka vanjska sila F. Ukoliko nema disipacije u sustavu,

jednadzbu gibanja ovog tijela dobijemo vrlo jednostavno iz II Newtonovog zakona. Budu¢i
da sustavi bez disipacije nisu realni, pogledajmo §to se dogada ako u sustav uklju¢imo
disipaciju. Uzrok disipacije moze, na primjer, biti trenje zbog gibanja po hrapavoj povrsini,
viskozni otpor fluida, otpornik u RC krugu itd."” Uzmimo za primjer tijelo koje slobodno
pada kroz neki fluid. U tom slucaju u jednadzbu gibanja moramo dodati ¢lan koji je
proporcionalan brzini ali suprotnog smjera od brzine (jednadzba gibanja: ma = F — myv).
Ako imamo disipaciju u sustavu onda imamo i fluktuacije. Budu¢i da su i fluktuacije i
disipacija posljedica sudara promatranog tijela s cesticama iz fluida te dvije veliCine
moraju biti direktno povezane. Do disipacije energije u sustavu dolazi zbog kolektivnog
efekta sudara promatranog tijela s Cesticama u okolini koji se manifestira kao otpor.
Fluktuacije dolaze zbog individualnih sudara s Cesticama iz okoline. Taj efekt se ne opaza

za makroskopska tijela koja su puno vecéa od Cestica s kojima se sudaraju buduci da su tada



individualni sudari imaju zanemariv efekt na nase tijelo. Ukoliko misaono smanjimo nase
tijelo na skalu koja je usporediva s molekulama fluida u kojem se nalazi, onda ¢e ono
mijenjati brzinu i smjer uslijed svakog sudara s Cesticama iz okoline (iako ¢e prosjecne
vrijednosti polozaja 1 brzine biti isti kao da fluktuacija nema). Takvo ponasanje prvi put je
uoc¢io Robert Brown kada je opazao cesticu peluda u fluidu i uocio da se ona giba vrlo
nepravilno. Po njemu je takvo gibanje nazvano Brownovo gibanje. Jednadzba gibanja koja

ukljucuje fluktuacije i disipaciju u sustavu glasi:
mv = F —myv + L(t), (1.1)

gdje je L(t) nasumicna funkcija koja dolazi od fluktuacija u sustavu. Ova stohasticka
diferencijalna jednadZzba zove se Langevinova jednadzba. Ona ima dva dijela, diskretni dio
(prva dva ¢lana s desne strane) koji ukljucuje vanjsku silu te guSenje sustava i stohasticki
dio (tre¢i €lan s desne strane) koji uklju¢uju mikroskopske fluktuacije.

Medij u kojem se nalazi tijelo koje promatramo sadrzi mnostvo Cestica koje djeluju
nasumi¢nim silama na tijelo. Sila od svake Cestice ima neku raspodjelu. Prema centralno
granicnom teoremu, u granici velikog broja Cestica ukupna sila L(t) imat ¢e Gaussovu
raspodjelu. Stoga, funkcija L(t) ima dva bitna svojstva:

1) Kad ju usrednjimo po svim dogadajima ona iS¢ezava. Upravo zato ju ne opazamo

na makroskopskoj skali.
(L(t)) = 0. (1.2)
2) Drugo svojstvo glasi:
(L(OL(t)) = ab(t — t). (1.3)

To svojstvo nam govori da su sudari trenutni i da nisu korelirani s prethodnim
sudarima (moZemo ih zamisliti poput delta funkcija koje nailaze na naSe tijelo).
Ovo je aproksimacija, zapravo bi trebali imati funkciju koja ovisi o |t — t'| koja
ima oStar vrh te ¢ija Sirina odgovara trajanju pojedinoga sudara. No, budu¢i da su ti
sudari na vremenskoj skali puno manjoj od svih drugih relevantnih vremena, delta
funkcija je dobra aproksimacija. o je konstanta koja karakterizira fluktuacije te koju

tek trebamo odrediti.



Da bi odredili konstantu o vratiti ¢emo se na jednadzbu (1.1). Radi jednostavnosti stavit
¢emo da je vanjska sila jednaka nuli (F = 0) 1 da je masa jedini¢na (m = 1) pri ¢emu ne

gubimo na opcenitosti. Jednadzba (1.1) poprima oblik:
v = —yv + L(t). (1.4)
Ova jednadzba opisuje na primjer gibanje Cestice peluda u fluidu. Ona se moze rijesiti

eksplicitno te njeno rjesenje glasi:

t
v(t) = Vye ¥ +f dt'e Y=t [(¢"). (1.5)
0

Ako usrednjimo ovu jednadzbu te pretpostavimo da su sve Brownove Cestice imale istu
pocetnu brzinu V;, dobit ¢emo srednju brzinu. Usrednjavanjem nam drugi ¢lan na desnoj

strani isCezava zbog svojstva (1.2). Za srednju brzinu dobivamo:
(v(t)) = Vye L. (1.6)

Sada nas zanima kolika je srednja vrijednost kvadrata brzine. Da bi to dobili kvadrirat

¢emo izraz (1.5)
t t ! 12}
(v(£)?) = V,2e2rt +f dt’f dt" e YE=)evE=tD (L(t"L(t")). (1.7)
0 0
Nakon uvrStavanja svojstva (1.3) te rjeSavanja integrala dobivamo
o
()% =Vy’e 21 + 2 (1—e™2rt), (1.8)
Ako pustimo da t — oo sustav ¢e uci u stanje ravnoteze stoga prema ekviparticijskom
teoremu, u sustavu opisanom klasicnom mehanikom svi neovisni kvadratni ¢lanovi u
energiji nose u toplinskoj ravnotezi jednaku srednju energiju, %kBT. U naSem slucaju

imamo (v()?2) = kgT. Uvrstavanjem dobivamo izraz:

o
(v(0)?) = %

Ovaj izraz je vazan jer nam karakterizira fluktuacije, o, koje su mikroskopsko svojstvo

= kgT. (1.9)

sustava te ih povezuje sa gusenjem, y, koje je makroskopsko svojstvo. Dobili da je guSenje
potpuno karakterizirano preko mikroskopskih fluktuacija i1 temperature te je ovo
reprezentativan primjer fluktuacijsko disipacijskog teorema.

Nasumi¢nu silu, L(t), mozemo rastaviti na dva dijela: fizikalni dio koji
karakterizira fluktuacije, /2kgTy, te matematicki dio, 7(t), koji predstavlja Gaussov bijeli
Sum za koji vrijede svojstva: (n(t)) = 0 te (n(t)n(t")) = 6(t — t"). Stoga, moZemo pisati:
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L(t) = /2kgTy n(t). (1.10)

Pogledajmo $to ¢emo dobiti za srednju vrijednost kvadrata polozaja. Opet ¢emo
krenuti od jednadzbe (1.4):
d?x dx

a2~ Vit
MnozZenjem jednadzbe (1.11) s x dobijemo:
1d2G%)  ,_ yde®)
2 dt? 2 dt

Ukoliko imamo veliki broj identi¢nih Cestica, mozemo usrednjiti gornju jednadzbu koja

+ L(0). (1.11)

+ L()x. (1.12)

vrijedi za pojedinacnu Cesticu te primijeniti ekviparticijski teorem. Srednja vrijednost
(L(t)x) is¢ezava te jednadzba za (x?) glasi:

1d*(x?)  yd{x?) _

- L 1.13
sz T g = kel (1.13)
Sada mozemo nadi rjesSenje te jednadzbe:
d(x?) 2kgT
<dxt>: 5~ tcet, (1.14)

gdje je C konstanta integracije. Drugi ¢lan s desne strane eksponencijalno trne u nulu stoga
d(x?)/dt brzo postize konstantnu vrijednost. Ako jo§ jednom integriramo gornju

jednadzbu (u asimptotskom rezimu) dobivamo:
kgT
(x2) — (x3) = 2<%>t. (1.15)

Einstein je takoder proucavao Brownovo gibanje te je Zelio izraCunati koliko se
Brownova &estica pomakne u danom vremenskom intervalu. Cestice u fluidu gibaju se
nasumicno te rezultat nasumicnog gibanja je kolektivno gibanje Cestica fluida koje opisuje

jednadzba difuzije:

op(x) _ 9*p(x) 116
oc P Tox7 (110

gdje je D konstanta difuzije, a p(x) je vjerojatnost da Cesticu nademo na mjestu x u
trenutku t. RjeSenje ove jednadzbe daje normalnu raspodjelu za p(x) s varijancom koja je

linearna u vremenu:

e T4DE, (1.17)



Ona kaze da je vjerojatnost da nademo CcCesticu u x(t) Gaussijan Cija Sirina ovisi 0
vremenu. Uvr§tavanjem ovog rjeSenja natrag u jednadzbu difuzije dobivamo srednju

kvadratnu udaljenost Brownove Cestice:
(x2) — (x2) = 2Dt. (1.18)

Dobili smo da je kvadratna udaljenost koju Brownova cestica prijede proporcionalna
vremenu, a ne kvadratu vremena kao kod deterministickog gibanja. Iz usporedbe
jednadzbe (1.15) 1 (1.18) mozemo zakljuciti o konstanti difuzije.
kgT
= -

Ovaj izraz joS se naziva Einsteinova relacija. Ona je takoder primjer fluktuacijsko

(1.19)

disipacijkog teorema jer povezuje makroskopsko svojstvo sustava, difuziju D, s
mikroskopskim fluktuacijama. Zanimljivo je uociti kako smo dobili ista rjeSenja za srednji
kvadratni pomak Brownove cestice kre¢uc¢i od potpuno razli¢itih principa. Ovime smo
takoder povezali Langevinovu jednadzbu (1.1) koja je stohasticka diferencijalna jednadzba
s jednadzbom difuzije (1.16) koja je parcijalna diferencijalna jednadzba.

Budu¢i da se molekule u fluidu gibaju nasumi¢no u svim smjerovima, u prosjeku ée
se one gibati iz podru¢ja vece koncentracije u podrucje manje koncentracije. Stoga ce
struja Cestica biti proporcionalna negativnom gradijentu koncentracije. No, budu¢i da je

koncentracija proporcionalna vjerojatnosti p(x) mozemo pisati:

d
J=-D d_Z' (1.20)

gdje je konstanta proporcionalnosti konstanta difuzije. Ova jednadzba je poznata kao
Fickov zakon. Pogledajmo sada §to se desi ako uklju¢imo vanjsku silu, F(x), na Cesticu.
Sustavi u kojima promatramo Brownovo gibanje najces¢e se nalaze u rezimu jakog gusSenja
stoga Ce se sva sila koristiti za savladavanje trenja vy, odnosno ma — 0. Stoga, jednadzba
gibanja glasi:

Z’: Feo ——2 +2D n(t). (1.21)
Drugi ¢lan s desne strane dobili smo zapisom L(t) u obliku (1.10) nakon ¢ega smo
konstantu ispred n(t) zapisali preko difuzijske konstante. Ukoliko pogledamo samo
deterministicki dio gornje jednadzbe dobit ¢emo da se Cestica giba brzinom v(x) =
F(x)/y gdje je y koeficijent guSenja. Iz toga mozemo dobiti ukupni izraz za struju Cestica

na koje djeluje vanjska sila glasi:



_F(x) dp

Prvi ¢lan u gornjem izrazu za struju dolazi od usmjerenog gibanju Cestica zbog vanjske sile
dok drugi ¢lan odgovara svojstvu nasumicnog gibanja Cestica. Budu¢i da imamo oc¢uvan

broj Cestica u sustavu, vrijedi jednadzba kontinuiteta:

op 9]
—+==0. 1.23
St 3,=0 (1.23)
Uvrstavanjem jednadzbe (1.22) u jednadzbu kontinuiteta dobivamo:
dp d |F(x) dp
E__al—y p(x)—Da . (1.24)

Ova jednadzba opisuje vremensku evoluciju gustole vjerojatnosti za cCesticu na koju
djeluje vanjska sila te nasumicne sile. Ona je poznata kao Fokker Planck jednadZzba, i nije
specificna za Brownovo gibanje nego opcenito vrijedi za neku stohasti¢ku varijablu x(t).
Prvi ¢lan s desne strane zove se transportni ¢lan dok se drugi ¢lan naziva difuzijski ¢lan.
Mozemo primijetiti da je jednadzba difuzije (1.16) poseban slucaj Fokker Planck
jednadzbe kad na Cesticu ne djeluje vanjska sila.

Usporedbom jednadzbe (1.21) i (1.24) mozemo naci poveznicu izmedu
Langevinove i Fokker-Planck jednadzbe. U opcenitom obliku, Langevineovu jednadzbu
mozemo napisati kao:

dx
dt

Gdje je A(x) neka diferencijabilna funkcija dok je B u ovom slucaju konstanta.

A(x) + Bn(t). (1.25)

Odgovarajuc¢a Fokker-Planck jednadzba onda bi glasila:

9 [ acopy 222 126
0x Xpx 2 ox| (1.26)

dp
dt
Na taj nacin smo dobili korespondenciju izmedu stohasticke diferencijalne jednadzbe koja
opisuje promjenu neke varijable x(t) u vremenu i parcijalne diferencijalne jednadzbe koja
opisuje promjenu pridruzene raspodjele vjerojatnosti p(x, t).
Jednadzbe (1.25) 1 (1.26) lako je generalizirati na slu¢aj viSe dimenzija. Promotrimo
n-dimenzionalni sustav na koji djeluje m razlicitih (bijelih) Sumova. Definirajmo
koordinatu x kao vektor X = (xq,..,x,) i vektor Suma m = (1y,..,7,). Tada je

Langevinova jednadzba koja opisuje taj sustav:

dx
Frin A(x) + [B]n(D), (1.27)
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gdje je A(x) sada n-dimenzionalni vektor, a [B] je mXn matrica koja je za sad i dalje

konstantna. Ekvivalentna Fokker-Planck jednadzba glasi:

d 1
&=~V [aep®x 0 - 5 [BIBI"VH), (128)
: y L y . ] ]
gdje V oznacava derivaciju duz koordinata, odnosno V = (ﬁ' s W)'
1 n

1.4 Ito i Stratonovich dilema
Pogledajmo sada Sto ako B u jednadzbi (1.25) nije konstanta nego neka funkcija, B(x).

Langevinova jednadZzba sada glasi:
x = A(x) + B(x)L(t). (1.29)

Uvrstavanjem ¢lanova A(x) i B(x) u (1.26) dobivamo Fokker-Planck jednadZbu:
2 0 2

dp 0 , p
Frinirm [AC)p(x) + B(x)B' (x)p(x)] + 2 3.7 (1.30)

No, ako se sada iz ove Fokker-Planck jednadzbe pokusamo vratiti u Langevineovu

jednadzbu dobit ¢emo:
x =A(x)+ B(x)B'(x) + B(x)L(t). (1.31)

Mozemo primijetiti da smo dobili jedan ¢lan viska. Da bi dobili pocetnu jednadzbu (1.29)
B'(x) bi trebao isCezavati §to je u kontradikciji s pocetnim pretpostavnom da je B funkcija
od x. Odnosno, jednadzba (1.29) nije dobro definirana. Bez da se kaze kako se rjesava
stohasticki integral, ona predstavlja besmislenu nakupinu simbola. Budu¢i da za nasumi¢nu
funkciju L(t) vrijedi (1.3) mozemo ju vizualizirati kao slijed delta funkcija koje stizu u
nasumic¢nim trenutcima. Svaka delta funkcija u L(t) uzrokuje skok u x(t). Stoga,
vrijednost x u trenutku nailaska delta funkcije nije dobro definirana. Isto vrijedi i za B(x).
Iz jednadzbe (1.29) nije jasno treba li vrijednost x uvrstiti u funkciju B(x) prije ili poslije
nailaska delta funkcije ili mozda treba uzeti srednju vrijednost. Ovisno o tome koju opciju
izaberemo dobit ¢emo razliCite Fokker-Planck jednadzbe. Stratonovich je odlucio uzeti

srednju vrijednost pri ¢emu imamo:

t+At
x(t + A6) — x(¢) = A(x(D))At + B (x(t * Atz) " xm) f L(thdt'.  (1.32)

Ako na ovaj nacin shvatimo jednadzbu (2.23) dobit ¢emo Fokker-Planck jednadzbu oblika:

dp(v,t) 0 , 02 X
Fram —a(A(x) + B(x)B (x))p + WB(x) p. (1.33)
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Za razliku od Stratonovicha, Ito je uzeo vrijednost x prije nailaska delta funkcije. On je

jednadzbu (1.29) shvatio na nacin:

t+At

x(t + At) — x(t) = A(x(£))At + B(x (D)) f L(tHdt'. (1.34)

Ovakvom interpretacijom dobijemo Fokker-Planck jednadZzbu oblika:

op(v,t) 0 02 "
- _ - 1.35
5t axA(x)p + 92 B(x)*p. ( )

Ukoliko L(t) nije delta funkcija nego neka funkcija oStrog vrha s konacnim vremenom
sudara (7. > 0) onda je (1.29) dobro definirana stohasticka diferencijalna jednadzba s
dobro definiranom rjeSenjem. Ako uzmemo limes tog izraza kada 7, — 0 dobit ¢emo
rjeSenje Stratonovich forme Fokker-Planck jednadzbe. Ito interpretacija ne moze uopce biti
formulirana ukoliko 7, nije striktno nula.

Drugacije interpretacije vode na drugacije ¢lanove s desne strane u jednadzbama
(1.33) 1 (1.35). Da bi rijesili dilemu koju interpretaciju koristiti moramo razlikovati ukoliko
je Sum nametnut iz vana ili je to Sum iz sustava. Vanjski Sum odgovara fluktuacijama u
inae deterministicCkom sustavu zbog utjecaja neke nasumicne sile. U tom slucaju
jednadzba (1.29) je dobro definirana ukoliko A(x) odgovara deterministickom gibanju
izoliranog sistema, dok L(t) aproksimiramo bijelim Sumom. Stoga, za vanjski Sum vrijedi
Stratonovich interpretacija te ¢emo za takav sistem imati Fokker-Planck jednadzbu oblika
(1.31). Intrinzi¢ni Sum uzrokovan je ¢injenicom da se sistem sastoji od diskretnim Cestica,
taj Sum dolazi iz samog mehanizma kojim se sustav razvija. Budu¢i da njega ne mozemo
iskljuciti, nemoguce je definirati A(x) kao jednadZbu razvoja izoliranog sistema.

U literaturi se obi¢no za jednadzbu napisanu kao (1.29) pretpostavlja Ito
interpretacija. Ako se radi o Stratonovich interpretaciji, jednadzbu (1.29) treba zapisati

kao:
x = A(x) + B(x) o L(t). (1.36)

Ovdje znak 'o' oznakava Stratonovich interpretaciju.'’ Iako za Langevinove jednadzbe s
konstantnim Sumom, kao $to je (1.27) nema smisla navoditi interpretaciju, treba biti na
oprezu kad se na takvim jednadzbama rade algebarske operacije (npr. promjena
koordinatnog sustava, racunanje funkcije udaljenosti itd.). Ukoliko se za rezultat dobije
nova jednadzba u kojoj matrica Sumova vise nije konstantna, takva jednadzba se mora
shvatiti u Stratonovich interpretaciji! Prednost Stratonovich interpretacije je da se u njoj

mogu raditi sve algebarske operacije na isti nac¢in kao S§to bi se radile na obicnoj
12



diferencijalnoj jednadzbi. Da bi se dobila Ito interpretacija stohasticke diferencijalne
jednadzbe oblika x = A(X) + [B(X)] e n(t), potrebno je s desne strane dodati jo§ jedan
deterministicki ¢lan, engl. spurious drift. Njega dobivamo tako da prvo Sum zapisemo kao

m_ Vi(x)n;, gdje su V; vektor stupci matrice [B]. Zatim se dodatni ¢lan ra¢una kao™:
m
A0 =1/2)) WV, (1.37)
i=1

gdje Vy, oznacava usmjerenu derivaciju duz vektora V;. Ta jednadzba u Ito interpretaciji

tada glasi x = A(x) + A(X) + [B(X)In(¢).

13



2 Formiranje diobenog vretena opaZeno svjetlosnim mikroskopom

Diobeno vreteno &ine paralelni'® i antiparalelni sveznjevi mikrotubula" '7. Stoga da bi
razumjeli nacin na koji se formira diobeno vreteno moramo istraziti kako se formiraju
sveznjevi mikrotubula. Model za paralelne sveZnjeve mikrotubula je veé napravljen®' a cilj
ovog rada je napraviti model za antiparalelne sveznjeve mikrotubula.

Proces formiranja diobenog vretena proucavan je u stanicama kvasca S. pombe.
Ovaj sistem pogodan je za proucavanje samoorganizacije zbog malog broja mikrotubula u
diobenom vretenu te jednostavnog izgleda diobenog vretena®® (slika 2.1) za razliku od

diobenog vretena u ljudskim stanicama koji je puno kompleksnijeg izgleda (slika 1.1).

a) b)

—L

A}

&

N

Slika 2.1: Diobeno vreteno stanice kvasca S. Pombe a) Diobeno vreteno stanice kvasca snimljeno
svjetlosnim mikroskopom. Zeleno svjetlo dolazi od mikrotubula i polova diobenog vretena, a
ruziCasto od kinetohora. b) Shematski prikaz diobenog vretena stanice kvasca. Mikrotubuli su
prikazani tankim zelenim $tapovima, dok debeli zeleni $tap predstavlja viSe sveznjeva mikrotubula
koji su formirali diobeno vreteno. Ruzi¢astom bojom su prikazani kromosomi (nisu vidljivi na
mikroskopskoj slici).

Motivacija za ovaj model bili su eksperimenti grupe prof. Ive Toli¢. Oni su
promatrali stanice kvasca konfokalnim svjetlosnim mikroskopom. U stanicama koje su
promatrali, bili su oznaceni mikrotubuli te motorni proteini na na¢in da je fluorescentni
protein poput neke svjetlosne probe vezan za tubulin. Na slici 2.2 prikazana su 4
vremenska isjecka eksperimentalnog snimka. Zelenom bojom oznaceni su mikrotubuli,
ruzi¢astom motorni proteini dok bijela boja dolazi od preklapanja zelene i1 ruzicaste boje.
Na prvom i drugom isjecku mozemo primijetiti mikrotubule koji rastu iz polova diobenog
vretena te motorne proteine koji su smjesteni blizu polova. Mikrotubuli pivotiraju te kad
dodu blizu jedan drugome moZemo primijetiti pojavu ruziCastog signala na mjestu
preklopa mikrotubula (3. isjecak na slici 2.2). Na kraju vidimo antiparalelnu organizaciju

mikrotbula te formiranje diobenog vretena.
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Slika 2.2: Formiranje antiparalelnih sveznjeva. Prikaz Ccetiri vremenska isjecka snimljena
svjetlosnim mikroskopom u kojima se vidi proces formiranja antiparalelnih sveznjeva u stanicama
kvasca S. pombe. Mikrotubuli su prikazani zelenom bojom, a vezujuci proteini ruzi¢astom bojom.
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3 Teorijski model

Eksperimenti nasih suradnika su pokazali da mikrotubuli mijenjaju svoju orijentaciju prije
nego $to se vezu u antiparalelne sveznjeve. Da bismo istrazili dinamiku opisanog procesa
te ulogu motornih proteina u formiranju antiparalelnih sveznjeva razvili smo teorijski
model. Ukratko, model se sastoji od nekoliko vaznih komponenti: (i) pivotiranje
mikrotubula oko pola diobenog vretena koje dolazi zbog sila koje generiraju molekularni
motori koji povezuju mikrotubule i zbog sudara s ¢esticama iz okoline™, te (ii) nakupljanja
motornih proteina na mikrotubulima te njihova redistribucija duz mikrotubula®>’,

Sustav se sastoji od dva mikrotubula koje opisujemo kao dva tanka, ravna Stapa
duljina Ryi R,, kojima je jedan kraj zglobno vezan za polove diobenog vretena §to im

omogucuje kutno gibanje (slika 3.1). Polovi diobenog vretena medusobno su udaljeni za

vektor L.

Slika 3.1: Shema modela. Mikrotubuli (zeleni Stapovi) rastu iz dva pola diobenog vretena (sivi
krugovi) koji su udaljeni za konstanti vektor L. Jedini¢ni vektori ¥; i ¥, oznafavaju orijentacije
mikrotubula. Vezujuéi proteini (crvene opruge) vezu se i odvezuju sa mikrotubula sa stopama ko, 1
kote. Elongacija proteina koji je vezan za mikrotubule oznacena je sa y.

Orijentaciju pojedinog mikrotubula opisujemo jedini¢nim vektorima #;i #,. Promjena
orjentacije jedini¢nih vektora u vremenu dana je kao:

dfl,z

—dt - (1)1’2 Xfl'z, (3'1)
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gdje je w,, kutna brzina pojedinog mikrotubula. Nukleoplazma, u kojoj se nalazi sustav
koji promatramo, je gust medij stoga promatramo rezim jakog guSenja. U tom reZimu
mozemo zanemariti ¢lanove koji sadrze inerciju stoga je kutno trenje, uravnoteZeno

ukupnim momentom sile T, ,:

W17Y12 = Tip. (3.2)

Ovdje je y1 , koeficijent kutnog trenja. Ukupni moment sile sastoji se od dva doprinosa:

Ti2=1,+to0, (f1,2 XN1,2 (t)) (3.3)
Prvi ¢lan s desne strane predstavlja deterministicki ¢lan koji dolazi od sile kojom motorni
proteini djeluju na mikrotubule, dok drugi ¢lan predstavlja stohasticku komponentu koja
dolazi od nasumi¢nih termalnih fluktuacija. Kao $to je spomenuto u prethodnom poglavlju,
Ni = (Mn)i » n=1, 2, 3 predstavlja 3D Gaussov bijeli Sum gdje i=1, 2 oznacava pojedini
mikrotubul. Za vremenske trenutke t i t’, n-ta i m-ta komponenta zadovoljavaju jednadzbu

(M (@), M (t)) = 6(t —t")8mp. 01, je konstanta koja karakterizira Sum, njezin iznos
dobijemo dobijemo iz ekviparticijskog teorema, gy, = /2kgTy;, (pogledati poglavlje
1.3). UvrStavanjem izraza za difuzijsku konstantu (1.19) dobivamo o, = /2D, ;.

Uzimajuéi to u obzir te uvrStavanje jednadzbe (3.2) u (3.3) dobivamo Langevineovu

jednadZzbu za nas sustav:

Dy, ~
Wy, = kB_TTl'Z + /2D, (r1,2 XMNq,2 (t)) (3.4)

Istegnuée motornih proteine aproksimiramo Hookeovim oprugama pa je sila kojom jedan
motorni protein djeluje na prvi mikrotubul proporcionalna elongaciji, y, te je istog iznosa i
suprotnog smijera od sile kojom isti motorni protein djeluje na drugi mikrotubul:
fi, = *ky. Ako definiramo vektore koji imaju smjer duz mikrotubula r; =nfy i
r, = 1,1t,, za doprinos momentu sile od motornih proteina na elemente mikrotubula
[ry, 1y + dry] i [y, 1y + dry] dobivamo:
dty, = 11, X(£ky)dN (11,15, 1), (3.5

gdje dN(ry, 1, t) oznacava broj motornih proteina koji se vezu na elemente mikrotubula
[ry,ry +dry] i [y, 1, +dry]. Buduéi da u nukleoplazmi ima puno motornih proteina
prelazimo u granicu srednjeg polja te umjesto diskretnog broja motornih proteina koji se
vezu na mikrotubule promatramo njihovu kontinuiranu raspodjelu: dN(ry, 1y, t) =

p(ry, 1y, t)drid 1,. 1z geometrije slike 3.1 dobivamo izraz za elongacijuy =L+ 1, — 1y.
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Uvrstavanjem tog izraza u jednadzbu (3.5) te integriranjem duz mokrotubula dobivamo

ukupne momente sila kojima vezujuéi proteini djeluju na mikrotubule:

R1 Ry
T = kf f 7y (B, XL + 1B XT5) p (1, 15, )drid 15, (3.6)
0 0
R1 Ry
Tz == _kf f rz(fzxL - TleXfl)p(Tl, rz, t)drld rz, (3.7)
0 O

gdje granice R; i R, oznacuju duljinu prvog i drugog mikrotubula. Da bi izracunali
integrale u izrazima za momente sila potrebno je prvo dobiti izraz za gustou motornih
proteina.

Promjena gusto¢e motornih proteina u vremenu u granici srednjeg polja dana je
jednadzbom:

Op(ryry,t) dj1 0jp
—r = CKon ~ Kofip — or, oy (3.8)

Prva dva ¢lana s desne strane predstavljaju stope kojima se motorni proteini vezu i
odvezuju s mikrotubula, gdje ¢ odgovara koncentraciji motornih proteina u citoplazmi.
Budu¢i da motorni proteini osjecaju termalne fluktuacije njihova su istegnuéa opisana
Maxwell-Boltzmannovom raspodjelom. Stoga, stopu kojom se motorni proteini vezu na

mikrotubule opisujemo:

kv?
kon = kOe_ﬁ' (39)

gdje je k, konstanta vezanja. Budu¢i da potencijalna energija opruge sadrzi samo kvadratni
¢lan elongacije ova raspodjela je normalna raspodjela koja ima vrlo oStar i uzak vrh upravo
zbog male duljine motornih proteina, stoga ¢e stopa vezanja drasti¢no opadati kako se
elongacija povecava. Zbog jednostavnosti pretpostavljamo da je stopa kojom se motorni
proteini odvezuju s mikrotubula, k¢ je konstantna. Struje vezujucih proteina, j; ,, dane su
jednadzbom:

. dp

Ji2 =pv12—D Fw (3.10)
Prvi ¢lan s desne strane opisuje usmjereno gibanje motora dok drugi, difuzijski ¢lan, dolazi

zbog fluktuacija u brzini. Iz literature je poznato da se brzina motornih proteina moze

opisati linearnom ovisnosti o komponenti sile duz mikrotubula:
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fi2- ?1,2>
fo

Ako na motorni protein ne djeluje sila ili je ona okomita na smjer mikrotubula motorni

vl’z == UO <1 - (3.11)

protein ¢e se kretati konstantnom brzinom v,. Kad se vezuju¢i protein spoji na mikrotubule
on je giba sve dok komponenta sile duz mikrotubula ne dosegne vrijednost f,, kada
dosegne vrijednost f, motor se zaustavi. Motorni proteini mogu se gibati u oba smjera duz
mikrotubula, prema slobodnom kraju mikrotubula ili prema polu diobenog vretena. Smjer
gibanja motornog proteina odreduju konstante v, i f,. Ukoliko se motori gibaju prema
slobodnom kraju mikrotubula v, ¢e biti pozitivna konstanta dok ¢e f, biti negatian buduci
da on djeluje u smjeru suprotnom gibanju motora. Motori koji se gibaju prema polu
diobenog vretena imat ¢e negativnu konstantu vy, a pozitivan f,. Polozaj na kojem se
motor zaustavio oznacujemo sa T, @ dobijemo ga iz uvjeta da brzina iS¢ezava. Nakon

§to se motor zaustavi.
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4 Rezultati modela

4.1  JednadZba gibanja u Kartezijevim koordinatama
Uvrstavanjem jednadzbe (3.4) u (3.1) jednadzba gibanja za jedini¢ne vektore 71 1 7'

postaje:

or; , [D1 2

3t X TT12 + /2D, r12><‘112(t)] XF 5. 4.1)

Momente sila moZemo zapisati kao:

Ry R,
T = [ f f r Lp(r,r,t)drdr,| £ X2

4.2
Ry R (4.2)
+ kf f 1y p(ry, 1y, t) dry d ry | B XT,,

0
Ry Ry
T, = [—kf f r, Lp(ry,r,t)drdr,| t)XZ
(4.3)

Ry

R
+ kf f 1y p(ry, 1y, t) dry d ry | Ty XT.
0

0
Gdje su uzeli da je L = LZ. Izraze u prvim zagradama oznacit ¢emo s 7,1, Typ, a 1Zraz u

drugoj zagradi s T bududi da su jednaki za oba momenta sile
T2 = T1p2L D2 XZ + TR I 2 XTI g, (4.4)

Uvrstavanjem gornjeg izraza u jednadzbu (4.1) dobivamo:

of; [Dlz
ot

Vektorski produkt moze se napisati kao produkt antisimetricne matrice i vektora. Na

(T1L 21 B2 XZ + TR Ty, XT, 1) +.2D,, zxn12(t)] Xt . (4.5)

primjer za vektorski produkt opéenitih vektora a= (aX, ay, az) ib= (bx, by, bz) vrijedi:

axb = [a],b = [b]Ta, (4.6)
0 -—a3; a,

[a]xz[ as 0 _a1]- 4.7)
-a, 0

Ako to primijenimo na jednadzbu (4.5) dobivamo:
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A D1,2 a X1Tra X1 a2 a xX1T1a %1 =
Fica2c = ﬁ(flL,ZL [1'1,2 ]C[r1,2 ]CZ + TR[rl,z ]C[r1,2 ]c l'2,1)
B (4.8)
~ X1Tra x
+ 2D, [1'1,2 ]C[r1,2 ]C‘hc,2c(t)-
Ovdje C oznacava Kartezijev koordinatni sustav koji smo postavili tako da je jedan pol
diobenog vretena u ishodistu, a diobeno vreteno se proteze duz z-osi tako da je drugi pol u

(0, 0, L). Gornju jednadzbu mozemo zapisati u matricnom obliku:

T1x
le
Tz
0 _ A T 0 _a A
D iz Ty iz Ty |70
_ " o 0 D o 0 D
Pavd S S Tix T1z T1x | |0
B ~ A~ ~ A~
—le Tlx 0 —le Tlx 0 (4 9)
0 _a A T 0 _a A A
rlz rly rlz rly T‘2x
+ 1) | 1z 0 —Fix 1z 0 —T1x | T2y
—T1y T1x 0 —T1y T1x 0 7’\.22
0 -1z T1y 0 —Tiz T1y N1x
+ /2D, P12 0 —Tiy 1z 0 —Fie | [Ny |-
_f.ly flx 0 _f.ly flx O 7712

Matri¢ni oblik za drugi jedini¢ni vektor dobije se analogno.

4.2  JednadZba gibanja u sfernim koordinatama
Da bismo odredili jesu li mikrotubuli vezani u sveZanj, potrebno je znati kut izmedu njih i

kut koji zatvaraju s diobenim vretenom (vektor L na slici 3.1). Zbog toga je potrebno
transformirati jednadzbu (4.9) u sferne koordinate (Slika 4.1). Kartezijeve komponente
jedini¢nih vektora i njegove derivacije po vremenu izraZzene u sfernim koordinatama iznose
(analogno vrijedi za jedini¢ni vektor 7,):

)

sinf;sing,
cosf;

iy cosf;sing,0; — sinf;cosp, ¢, |- (4.10)

Ty [sinchosgo1
T1z

Tix cosf,cos@,6; — sinf;sing, ¢,
le ==
1’;12 —Sln91 91
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Slika 4.1: Shema modela s prikazom koordinatnog sustava . Mikrotubuli (zeleno) s prikazanim
sfernim kutovima 04, @4, 0, 1 @4.

Transformacija Kartezijevih koordinata u sferne koordinate dana je relacijom &, = R¢;

gdiejeu =1,0,¢ tei = x,y,z. R je matrica transformacije:

sinf cos¢p sinf sing  cosf
R = |cosf cosp cosf sing —sinb|. (4.11)
—sing CoSQ 0

Vektori i tenzori transformiraju se kao #; = R 7, i [f¢]s = R [fx].RT. Primjenom tih
pravila na (4.9) i koristenjem svojstva unitarnosti matrice R, tj. R™! = RT, dobivamo:

D1,2

kT

+ TR:RLZ [fl,ZX]Z[fLZX]C fZ,l) (412)

+ /2Dy, Ry, [f1,2 X]Z [f1,2 X]C'h,z (.

Nakon uvrstavanja (4.11) i mnozenja matrica dobijemo jednadzbu za promjenu kuta u

Rip i.‘\lc,Zc = (T1L,2L Rip [f1,2x]2[i'\1,2x]c2

vremenu:
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_ Dy . [— sin Hlizcosgl'z]
kBT 1L,2L 0

4.13
. lsin@l'zsinez,1 cos(<pL2 — (P2,1) — 511191,2(30592,1]) ( )
R

—siné, ;sin (<P1,2 - ‘P2,1)/Sin91,2

c0sf, ,cosQ,,  cosf;,sing;, —sinb;, T2z
+ 2D1'2 . ’ . 9 . 9 0 ’ o 771y,2y .
—sing, ,/sinf;, cos@,,/sinf; , N1r2s

S obzirom da u sfernim koordinatama komponente Suma viSe nisu konstantne, jednadzba
(4.13) predstavlja Stratonovich interpretaciju. Da bi dobili Itd interpretaciju te jednadzbe,
Sum u gornjoj jednadzbi zapisujemo kao ¥;— ,, , Vin;, gdje su V; vektor stupci matrice koja

mnozi Sum:

cosB; ,Co0sQ;
Vizax = /2D12 [—sin(pllz/SiHQLz]'

[ cosBy,sing, , _ —siné, , (4.14)
Vly,Zy - 2D1,2 [COS(,OLZ/Sinel,Z] ) Vlz,Zz - \/ 2D1,2 [ 0 ]

Da bi izracunali deterministicki doprinos jednadzbi gibanja zbog promjene koordinatnog
sustava koristimo formulu (1.37). Na kraju definiramo nove komponente Suma koje su

linearne kombinacije komponenti po Kartezijevim osima:

No1,62 = COSO12COSP1 2N 1x2x T COSO1 2SN 211y 2y — SINO; 51155, @.15)

M9 = —SINQPq2M1x2x + COSP1 271y 2y
Mozemo primijetiti da vrijedi (9,(t), Nm(t)) = 6mn, za m, n=60,¢ tako da ovako

odabrane komponente takoder ¢ine Gaussov bijeli Sum s jedini¢nom varijancom. Konac¢no,

jednadzba gibanja u sfernim koordinatama glasi:
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T1r,21 [—Sin 6, ,cos6
=D, ( [ 162 1,2]

(4.16)
TR lsin@l,zsinezl1 cos(@12 — 021) — sin91,2cosezlll N [cotellz]

kB_T —sin@, ;sin (@4, — ‘Pz,l)/Sinel,z 0
Ne1,62
+ /2D, [77<p1,<p2/51n91,2]'

Prva dva clana sa desne strane su deterministicki Clanovi, tre¢i ¢lan javlja se zbog
transformacije koordinatnog sustava koji smo dobili direktnom derivacijom vektora u

jednadzbi (4.14), dok zadnji ¢lan predstavlja Sum u kutnim varijablama.

4.3 Gustoca u adjiabatskoj aproksimaciji
Diferencijalna jednadzba za gustocu vezujucih proteina dana je jednadzbom (3.8). Budu¢i

da je gibanje mikrotubula puno sporije od stope kojom se gustoa vezujuéih proteina
prilagodava novom polozaju mikrotubula mozemo racunati u adijabatskoj aproksimaciji
gdje pretpostavimo da nema promjene gusto¢e motornih proteina u vremenu:

0 = ckop — kossp — Z—ﬁ - % (4.17)
Gdje r; 1, predstavljaju udaljenost mjesta vezanja motornih proteina od polova diobenog
vretena (sive kugle na slici 3.1). Da bismo pojednostavili rjeSavanje jednadzbe (4.17)

uvodimo nove koordinate koje opisuju polozaje duz mikrotubula tako da se ishodiste nalazi

na mjestu najkraée spojnice mikrotubula:

T =T12 — ki, (4.18)
gdje k;, predstavljaju udaljenosti od toCaka najkrace spojnice mikrotubula do svakog od
polova diobenog vretena.

Da bismo izracunali udaljenosti od tocaka najkrace spojnice mikrotubula, prvo
¢emo odrediti vektor najkrace spojnice, A. 1z slike 4.2 lako se moze vidjeti da vektor
najkracée spojnice zadovoljava:

A: kzi\'z + L - klfl' (4.19)
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Slika 4.2: Prikaz promatranog sustava u Kartezijevom koordinatnom sustavu. Zelenom bojom
oznaceni su pravci na kojima leze mikrotubuli. Polovi diobenog vretena smjeSteni su u tockama (0,
0, 0) i (0, 0, L). ky, su vektori koji se protezu do spojnice mikrotubula. A je iznos najkrace
spojnica mikrotubula te je A okomit na jediniéne vektore mikrotubula 712

Vektor najkrace spojnice je okomit na oba mikrotubula te je stoga njegov jedini¢ni vektor

definiran kao: A= m. Ako jednadzbu (4.19) napisemo u Kartezijevim koordinatama

|71 X72|

dobivamo sustav jednadzbi iz kojeg mozemo odrediti kq, k, 1 A:

sinf,cos@, 0
[sin@zsin(pz k,+10
cos@, L
IA| sinf, sing, cosf, — cosf;sinb,sing,
= ] [—sint91cos<p1cost92 + cos6;sinf,cosy, (4.20)
=T sinf,sinf,sin(¢@,; — @,)
sinf; cos@,
+ k; | sinf;sing,
cosf;

Sada elongaciju, y, mozemo napisati kao y =A+1y,, gdije je y, =1, — 1], a
T, =1 ,7;. UvrStavanjem izraza za elongaciju u jednadzbu za stopu spajanja motornih
proteina na mikrotubul (3.9) dobivamo:

kA? k(i +13%) N k(2r{r;cos (a))
2ksT| P 2kgT 2ksT |

kon = koexp l— (4.21)
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Gdje je a kut koji mikrotubuli medusobno zatvaraju. Zbog toga $to je k/2kgT > 1 um?,
jednadzbu (4.21) moZemo pisati kao:

. 27Tk0kBT 2

Kon =————exp l— ml 5(r{)6(ry), (4.22)

gdje su 6(ry ) Diracove delta funkcije, a koristili smo svojstvo lim,_,c, \/%exp(—axz) =

6(x). Zbog toga Sto delta funkcija iSCezava za ry,1, # 0, eksponencijalna funkcija s

mijeSanim ¢lanom 7] 1, u (4.21) neée mijenjati rezultat pa ju izostavljamo. Radi

__ 2mkokgT [ kA?

jednostavnosti zapisa uvodimo pokratu k., = . Konac¢ni izraz za stopu
on 2kgT
B

spajanja motornih proteina na mikrotubule glasi:

kon = Kon&(11)6(12). (4.23)
Motorni proteini vezat ¢e se na mjestu r{ =1, =0 $to odgovara polozaju najkrace
spojnica. Brzine motornih proteina u crtanim koordinatama glase:

k
Vi2 =V [1 + jT (7’1',2 — 131 cos(a))]. (4.24)
0

Da bismo pojednostavili rjeSavanje jednadzbe (4.17) definirat ¢emo nove koordinate u

kojima je ona separabilna:

p=ltr (4.25)
2
w=n_"" (4.26)
2
Jednadzba gustoce u adijabtskoj aproksimaciji izrazena u novim koordinatama glasi:
0ju _ 0j
0= Ckon - koffp(u' W) - a_:: - a_‘:/vv; (427)

gdje je p(u,w) gustoéa u novim koordinatama, a j, = V,wp su struje. U ovom smo
izrazu za struju zanemarili difuzijski ¢lan te smo time reducirali red diferencijalne

jednadzbe koju rjeSavamo. Brzine u novim koordinatama, v, i v,,, mozemo izracunati

V11V,

uvrStavanjem jednadzbe (4.24) u izraz v,y = iz Cega se dobije:

Vu = Vp <1 + ];—u(l — cosS (a))) (4.28)
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oW (4.29)
Vi = .
Y fo
Uvrstavanjem u jednadzbu (4.27) dobivamo:
-V [1 + —(1 - cos(a:))] Pw oo ap“ kv"w (1 + cos(cx))pu
(4.30)

k '
(52 = koir) pupw = kin8@S(W).

Homogeno rjeSenje gornje jednadzbe trazimo separacijom varijabli. Pretpostavljamo
rjeSenja oblika p(u,w) = p,(u)d(w), gdje Diracova delta funkcija predstavlja gibanje
motora u kojem su pomaci uzduz oba mikrotubula jednaki. UvrStavanjem tog rjeSenja u
jednadzbu (4.30) dobivamo homogeno rjeSenje za gustou motornih proteina u u i w

koordinatama;:

14— FKottfo
k(1-cos(a))
pn(u,w) =cy [1+ f—(l - cos(a))] Toklicos@ S(w) (4.31)
0

gdje je c, konstanta integracije. S obzirom na to da je jednadzba (4.30) ekvivalentna
homogenoj jednadzbi u svim tockama osim u tocki u = 0, funkcijski se oblik
partikularnog rjeSenja poklapa s homogenim rjeSenjima u svim preostalim tockama, dok je
vrijednost konstante integracije razliita za pozitivne i negativne vrijednosti varijable u.
Stoga, mozemo partikularno rjeSenje zapisati u obliku

kofrfo

vok(l—cos(a))

ppuw) =c, |1+ E(l - COS(a))] S(w)x (4.32)

X0+ w)O(rgan — U —w),
gdje konstantu ¢, jo§ trebamo odrediti, a 75,y je udaljenost na kojoj se motorni proteini

—fo
k(1—cos(a))’

zaustave. Iznos 1y, dobijemo iz uvjeta da je brzina motora nula: rg,; =
Ukoliko se motori gibaju prema slobodnom kraju mikrotubula (vy > 01 f; < 0) rgay €€
biti pozitivan, a ako se motori gibaju prema polu diobenog vretena (vy < 01 fy > 0) Tgean
¢e biti negativan.

Do sada je u modelu kretanje motora moglo biti u oba smjera, a ovisno je o
parametrima v, 1 fy. Na ovom mjestu trazimo rjeSenja modela za slucaj kada je smjer
kretanja motora prema polu, ali se rjeSenja za kretanje prema drugom kraju mikrotubula

mogu dobiti analogno. Odabirom konstante integracije ¢, = 0 zadovoljeni su rubni uvjeti

da gustoce is¢ezavaju lijevo i desno od podrucja [0, 754 ]. Da bi imali potpunu funkciju
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gusto¢e motornih proteina moramo odrediti konstantu integracije ¢,. Nju ¢emo dobiti tako

da integriramo jednadzbu (4.30) u € okolini to¢ke u kojoj se vezu motorni proteini te
koristenjem rubnog uvjeta p(€,w) = 0. Ovaj rubni uvjet osigurava da iznad to¢ke vezanja
motora na mikrotubule nema vezuju¢ih proteina budu¢i da razmatramo motorne proteine
koji se gibaju prema polu. Nakon izracuna konstante integracije, jednadzba za gustocu

motornih proteina u u i w koordinatama glasi:

koftfo
vok(l—cos(a'))

“a- cos(a))] SWX 433

4

Kon
|v I fo
XO(u+w)O(Tsean — U — W)

pu,w) =

Uvrstavanjem izraza (4.25) 1 (4.26) u gornju jednadzbu dobivamo gusto¢u u koordinatama

I,
,2:

kotffo
k(T‘l + T‘Z) vok(l—cos(a))

1+ 27, 1- cos(a))l X (4.34)

x8(r{ —12)0(r1)0(rstan — 1)

Gornja jednad?ba je razli¢ita od nule samo za r{ =1, pa gustoéu moZemo pisati kao
1 2

kl
p(r{,r) = =
v

funkciju jedne varijable p(r"). Na slici 4.3 prikazana je funkcionalna ovisnost gustoce

motornih proteina o polozaju na mikrotubulu.

p(um™)

0.8

-0070 -0008 -0006 -0.004 -0002 0000 0002  F'(um)

Slika 4.3: Ovisnost gusto¢e motornih proteina p(r') o poloZaju na mikrotubulu r'. Kutovi koje
smo koristili su 6, = /3,6, = 2n/3, Ap = 0.

Parametri koje smo koristili da bi prikazali jednadZzbu (4.34) dani su u Tablici 4.1. Motorni

proteini se vezu na uskom podruéju oko najkrace spojnice (r' = 0 na slici 4.3), nakon cega
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se kre¢u prema polu diobenog vretena. Kad sila koja djeluje na njih postane prejaka oni se

zaustave na polozaju 1.y, gdje se 1 nakupljaju.

Parametri Vrijednost Izvor
L 2 um Ref**
Vo —0.03 ym/s Ref.*
fo 3 pN Ref.*
k 500 pN /pm Ref.””®
ko 0.02st Ref”
K o 0.1st Ref*" %
c 1000 pm™1 Procijenjeno

Tablica 4.1: Parametri kori$teni u ovom radu.

4.4 Deterministicki momenti

Da bi dobili moment sile koji dolazi od djelovanja motornih proteina na mikrotubule

moramo izraCunati integrale gusto¢e koje smo oznacili sa 7,51, 1 Tg. Integral gustoce 7y,

glasi:

Ry Rp

Ty = kf f 1 L p(ry, rp)drydr, .
0 0

(4.35)

Ovaj integral racunat ¢emo u crtanim koordinatama. Nakon uvrStavanja jednadzbe (4.34),

integral u crtanim koordinatama poprima oblik:
T

R1—Kk; Ry—k;

2fo

)
-k; -k

Nakon integriranja konacni izraz za t,;, glasi:

KLk! k(r! + 1) _1+v0k(1—cos(a))
_ KlLkKon f f (r{ —k,) (1—#(1—cos(a»>

X6 (r1, - r2,)® (I‘i)@ (rstall

_ kLkon < n fovo
Y fokoge + kv (1 — cos(a))

XO(R; —k;)0(k)O(R; —k3)0(ky).

T = —
T 2k

Drugi integral gustocCe, t,r, dobijemo iz:
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Ry Ry
TlR - kf f T‘1 TZ p(T‘l, 1‘2, t) dT1 d 1‘2. (4~38)
0 0
Analogno kao pri izraunu 141, integral raunamo u crtanim koordinatama. Konacni izraz
za TR glasi:

T1R

k k|
= J(klkz +
koff

(k1+k3) fovo
fokoss + kvy(1 — cos a)

2f¢v§
+
foikZe + 3fokkogvo + 3k2v¢ + kvy(—(3fokoss — 4kvy) cos a + kv cos 2a)
X 0(k)0(k1)O(R; —k;)O(R; —ky)

Ako dobivene izraze za 141, 1 T1g uvrstimo u jednadzbu (4.16) dobivamo jednadzbe gibanja

(4.39)

Za 91,2 1 (p1,2'
Da bi se antiparalelni sveznjevi mogli formirati presudno je gibanje mikrotubula u

0, , smjeru. JednadZba gibanja koja opisuje promjenu kuta 6, , dana je izrazom:
. _ D1,2 0
012 = T Tf1,2+D1,2C0t91,2 +/2D12161,62- (4.40)
B

gdje je ff’z predstavlja generaliziranu silu uzrokovanu motornim proteinima. Ona je dana
izrazom:
f16,’2 = —Typ,21 SIN 0 5€080; ;
(4.41)
+ g (sin@l,zsinez,1 cosAp — sin@l'zcosezll).

Na slici 4.4 a) prikazano je kako se generalizirana sila koja utje¢e na polarni kut 8;, .2,
mijenja u ovisnosti o tom kutu kad je 8, = 2 /3. 1z grafa vidimo da imamo djelovanje
privlacne sile u podrucju 0 < 6; < =/3. U tom rasponu kutova motorni proteini veZu se na
mikrotubule te djeluju privla¢nim silama. Za 6, > m/3 sila is¢ezava budu¢i da su
mikrotubuli predaleko da bi se motorni proteini spojili na njih. Graf 4.4 b) nam prikazuje
kako se mijenja generalizirana sila u ovisnosti o 6; i 8,. Plave boje na grafu oznacavaju
vecu privlacnu silu. Strelica oznacava kut 8, = 2r/3 te ako pratimo smjer strelice vidjeti
¢emo da se najveca privlacna sila javlja kad je 6; = /3, kao $to smo dobili i na slici 4.3
a). Primijetimo da se kutovi u slici 4.4b) prikazani u rasponu 0 < 6; < m/2in/2 <6, <m

no znamo da su 6; i 8, definirani u podrucju [0, 7], stoga su je na slici 4.5 prikazana

ovisnost £ 0 6; i 0, za sve moguée vrijednosti kutova. Za ovako odabrane parametre
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zanimljivo podrucje je ono prikazano na slici 4.4 b) budu¢i da se u ostalim sluc¢ajevim

mikrotubuli ne dodiruju.

a)

folk,T]
0.3

0.2}

0.1
0.5 1.0

3.0

25

1.5

-O.I\I

- 0.2

-0.3%

04[rad] 2-5 I

0.0 0.5

01

1.0 1.5

fork,T)
0

-0.05

-0.10

-0.15

Slika 4.4: Generalizirana sila f;?. a) Ovisnost i o kutu 6,. Parametri su: 6, = 21/3, Ap = 0,

Ry = R, = 2um. b) Graf koji prikazuje fle u ovisnosti o kutovima 6,1 8,. Crna strelica oznacava
kut 8, = 2 /3 koji smo promatrali na slici a). Ostali parametri su kao u Tablici 1.
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Slika 4.5: Ovisnost f19 o polarnim kutovima 64, 6,. Prametri su: Ry = R, = 2um, a ostali kao u

Tablici 1.
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Do sada smo promatrali generaliziranu silu u ovisnosti o promjeni kutova 6;i 6,,
pri ¢emu smo stavili da je Agp = 0 Sto odgovara slucaju kad je najkraca spojnica A= 0,

odnosno mikrotubuli se dodiruju.

a) b)

folk,T] folk,T]

0.2 0.2

0.1 0.1

Aglrad] Aeg[rad]
0.2 04 0.6 0.8 1.0 -0.010 -0.00 0.005 0.010

-0.1 0.1
-0.2 -0.2

Slika 4.6: Ovisnost komponente torzije o razlici azimutalnih kutova A¢. a) Za velike kutove Ag. b)
Za male kutove Ap. Parametri su: 8, = n/3, 6, = 2m/3, Ry = R, = 2um, a ostali kao u Tablici 1.

Na slici 4.6 prikazani su grafovi ovisnosti generalizirane sile o A@. MoZemo primijetiti da
je moment sile razli¢it od nule samo za vrlo male vrijednosti A¢ (slika 4.6 a). Mala
vrijednost Ag@ odgovara slucaju kad su mikrotubuli vrlo blizu jedan drugome te najkraca
spojnica izmedu mikrotubula ima malu vrijednost. To odgovara onome §to smo dobili u
izrazu za stopu k,,, koja eksponencijalno opada s A%. Na slici 4.6 b) prikazano je podrudje
malih kutova u kojem je £ razli¢it od nule. Maksimalna privla¢na sila se dostize kad je

Ag = 0. Povecanjem razlike kutova privlacna sila opada te postize nulu ve¢ za Ap =

0.005 rad (0.3°).
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S Zakljucak i bududi ciljevi

Cilj ovog diplomskog rada bio je bolje razumjeti dinamiku formiranja anriparalelnih
sveznjeva koji formiraju diobeno vreteno. Stoga smo promatrali promjenu orjentacije
mikrotubula oko polova diobenog vretena koju smo opisali Langevineovom jednadzbom.
Deterministicki ¢lan te jednadzbe ovisi o raspodjeli gustoc¢e vezujucih proteina, dok
stohasticki ¢lan dolazi od termalnih fluktuacija. Budu¢i da nas zanima kako se mijenjaju
kutovi koje mikrotubuli zatvaraju s diobenim vretenom bilo je pogodno rjeSavati
jednadzbu gibanja u sfernim koordinatama. Za rjeSavanje tih jednadzbi izraunali smo sile
kojima motorni proteini djeluju na mirkotubule. Prostornu raspodjelu motorinih proteina
dobili rjeSavanjem diferencijalne jednadzbe u adijabatskoj aproksimaciji, s obzirom na to
da se motorni proteini brzo prilagode novom polozaju mikrotubula. Mjesto gdje ¢e se
motorni proteini vezati je u blizini tocke najkrace spojnice dva mikrotubula, s obzirom na
to da su istegnuca proteina mala u odnosu na duljinu mirkrotubula. Nakon §to se vezu za
mikrotubule, motorni se proteini gibaju prema polu diobenog vretena te pri tom se rastezu
generirajuci silu koja se protivi rastezanju. Kada sila dosegne grani¢nu vrijednost, motori
se prestaju kretati. Takoder smo izraCunali generaliziranu silu koja mijenja kutove
mikrotubule. U podru¢ju kuteva 6,, gdje su mikrotubuli blizu jedan drugome djeluje
privlacna sila na mikrotubule. Upravo ta privlacna sila dovodi do antiparalelnog
organiziranja. Na kraju smo promatrali kako komponenta sile ovisi o Agp te smo dobili da
mikrotubuli najveée privlacenje osjecaju kad je Ap = 0 Sto odgovara situaciji kad se
mikrotubuli dodiruju. Za koristene parametre privlacna sila isCezava ve¢ kad se Ap poveca
za 0.3°.

Daljnji ciljevi projekta su naéi parametre za koje nastaju stabilni sveZnjevi
mikrotubula, odrediti koje su vremenske skale nastajanja sveznjeva te usporedba s
eksperimentalnim rezultatima. Nakupljanje motornih proteina koje smo opazili slici 1.4
zelimo usporediti s gustocama koje smo izra¢unali u nasem modelu. Na slici 6.1 prikazani
su profili intenziteta duz zute linije. U gornjem isjecku mikrotubuli se nalaze pod nekim
kutem te na slici 2.2 moZemo opaziti zeleni signal koji se javlja na mjestu gdje se
mikrotubuli spajaju. Intenzitet zelenog signala prikazan je na grafu pokraj isjecka. Skok
intenziteta na periferiji grafa odgovara podrucju blizu polova diobenog vretena gdje dolazi
do nakupljanja motora. Nakupljanje motora na spojnici mikrotubula odgovara povecanju

intenziteta na sredini. U donjem isjecku mikrotubuli su formirali antiparalelni svezanj ako
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pogledamo profil intenziteta duz sveznja opazit ¢emo da je on slabiji i Siri u odnosu na
situaciju kad su mikrotubuli bili pod kutem, §to dolazi zbog raspodjele motora duz cijelog

preklopa mikrotubula, koji je velik kad su oni antiparalelni. Da bi zeleni signal povezali s

gusto¢ama treba ga detaljnije analizirati.
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Slika 6.1: Profili intenziteta duz Zzutih linija. S lijeve strane su isje¢ci eksperimentalnih snimaka u
trenutku kad se mikrotubuli dotaknu pod nekim kutem (gore) te u trenutku kad je diobeno vreteno
formirano (dolje). S lijeve strane prikazani su profili intenziteta koji pokazuju da zeleni signal
(kojima su onafeni motorni proteini) je jaci kad se miktorubuli tek dotaknu nego kad je
antiparalelni svezanj ve¢ formiran.

0 | ) . )
0 100 200 300 400
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Slika 6.2: Prikaz promjene kuta A@ u vremenu. Graf je dobivem pra¢enjem polozaja mikrotubula
na eksperimentalnim snimkama. U prvom dijelu grafa mikrotubuli slobodno pivotiraju. Nakon
~240s kut izmedu mikrotubula postaje 180° Sto upuéuje na antiparalelnu organizaciju
mikrotubula.

Pra¢enjem polozaja mikrotubula u eksperimentalnim snimkama u programu Fiji
mozemo dobiti kako se mijenja ovisnost kuta izmedu mikrotubula u vremenu (slika 6.2).

Prvi dio grafa na slici odgovara slobodnom pivotiranju mikrotubula, a nakon oko 250
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sekundi mikrotubuli postanu antiparalelni, te ostaju u tom polozaju. Na§ model mora biti u
mogucénosti reproducirati ovakvo ponaSanje u kompjutorskim simulacijama.

Diobeno vreteno ¢ine paralelni i antiparalelni sveznjevi. Ovaj model nastao je kao
generalizacija teorijskog modela za formiranje paralelnih sveznjeva. Mehanizmi stvaranja
paralelnih i antiparalelnih sveZnjeva pridonose boljem razumijevanu samoorganizacije
diobenog vretena. Spomenuta dva modela odnose se na formiranje jednog sveznja, stoga se
direktno mogu primijeniti na jednostavna, Stapi¢asta diobena vretena kao u stanicama
kvasca S. pombe. U svim diobenim vretenima, vecina mikrotubula je organizirana u
sveznjeve pa su ovi modeli relevantni i za diobena vretena viSih eukariota. U viSim
eukariotima diobeno vreteno sastoji se od mnogo paralelnih i antiparalelnih sveznjeva,

2,16 - Gt . . _
* 7. Ti sveznjevi tijekom mitoze ostaju odvojeni,

umjesto jednog sveznja kao kod S. Pombe
stoga je razumijevanje mehanizma stvaranja paralelnih i antiparalelnih sveznjeva dobra

podloga za istrazivanja samoorganizacije diobenih vretena kompleksnijeg izgleda.
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