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Sazetak

Yang-Mills-Higgsova teorija opisuje bozonski sektor standardnog modela.
Prvo objasnjavamo osnove Yang-Millsove teorije u komponentnoj notaciji
u kojoj je ona najcesce koriStena i opisujemo kako promjenom formalizma
mozemo prije¢i u koordinatno nezavisni zapis preko diferencijalnih formi.
Kao motivaciju dublje analize Yang-Millsove teorije opisujemo klju¢ne mate-
maticke korake u konstrukciji opée teorije relativnosti, nakon c¢ega koristeci
pojmove diferencijalne geometrije predstavljene kroz razvoj opce teorije re-
lativnosti ponovno uvodimo Yang-Millsovu teoriju kao geometrijsku teoriju
koneksija i zakrivljenosti. Motivirani prijelazom iz specijalne u opcu teoriju
relativnosti isti princip koristimo u vezanju Higgsovog i bazdarnih polja zah-
tijevajuc¢i da koneksija ne mora nuzno biti ravna. Nakon konstrukcije takve
zakrivljene Yang-Mills-Higgsove teorije pokazujemo jednostavan Abelov pri-
mjer koriStenja takve teorije na specificnom modelu.



Generalized gauge theories

Abstract

Yang-Mills-Higgs theory describes the bosonic sector of the Standard model.
We shall first exhibit the basics of the Yang-Mills theory in a formalism in
which it is most often used and explain how by a change of notation we
can rewrite it in a coordinate independent way using differential forms. As a
motivation for a deeper analysis of the theory we show the key mathematical
elements in the construction of the general theory of relativity, after which we
shall reintroduce the Yang-Mills theory as a geometric theory of connections
and curvature using the basics of differential geometry introduced through
the construction of the general theory of relativity. Motivated by the step
from special to general relativity we use the same principle in the coupling
of gauge fields to the Higgs (the Yang-Mills-Higgs theory) by dropping the
condition that the connection be flat. Having constructed such a curved
Yang-Mills-Higgs theory we present a simple Abelian example of a model
within such a framework.



Konvencije

Indeksi o, 3, ... u, v, ... oznacavaju prostorno-vremenske koordinate tj. koordi-
nate Lorentzovog prostora i poprimaju vrijednosti od 0 do 3

Indeksi 4, j, k, . . . oznacavaju koordinate n-dimenzionalnog euklidskog prostora
ili op¢e koordinate n-dimenzionalne mnogostrukosti i poprimaju vrijednosti

(1,...,n)

Indeksi a, b, ¢, . . . oznacavaju nekoordinatne komponente prostora

Signatura Minkowski metrike 7, = diag(1,—1, -1, —1)

Levi-Civita eg103 = 1, €%% = &1, + za Euklidski prostor, — za Minkowski
Antisimetrizacija indeksa A}, = %(Aab — Apa)

Simetrizacija indeksa A ) = 5(Aap + Apa)

Koristimo prirodni sustav jedinica u kojemjec=h =¢y = pg =1

Parcijalnu derivaciju oznacavamo skrac¢eno sa zarezom prije indeksa ;A = A ;

Kovarijantnu derivaciju oznacavamo skra¢eno to¢kom sa zarezom V,A = A,
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Uvod

Sto je bazdarna teorija? Bazdarna invarijantnost je invarijantnost fizikalne teorije na
odredenu redefiniciju tj. bazdarnu transformaciju polja te teorije, Sto znaci da je i ko-
ordinatna transformacija takoder posebna vrsta bazdarne transformacije. Op¢enito,
invarijantnost fizikalne teorije na neki oblik transformacije oznacava postojanje si-
metrije sistema, zato Cesto kazemo da su to simetrijske transformacije i zato kazemo
za sisteme s bazdarnom invarijantnos¢u da posjeduju bazdarnu simetriju. Simetrije
mogu biti diskretne kao Sto je inverzija ili rotacija za odreden kut ili kontinuirane
kao Sto su translacija ili rotacija za proizvoljan parametar. Simetrije fizikalnih sis-
tema matematicki opisujemo grupama (simetrijske grupe), posebno, kontinuiranim
Liejevim grupama. Kako je bazdarna simetrija kontinuirana simetrija mi ¢emo se da-
lje baviti iskljuc¢ivo njima. Simetrijska transformacija moze biti globalna ili lokalna.
Globalne transformacije su one kod kojih je parametar transformacije identi¢an u
svakoj tocci prostora (proizvoljan, ali isti u svakoj tocci) kao sto su Galilejeva trans-
lacija ili rotacija za neki kut. Uzmimo za primjer neki cilindri¢no simetri¢ni sistem,
on ima simetriju 2D rotacija u ravnini okomitoj na os cilindra za bilo koji kut dok
god svaku toc¢ku zakrenemo jednako, no da smo imali Sesterokutni presjek sustav bi
bio simetri¢an samo na rotacije za to¢no «/3, 27/3, 7 itd. dakle samo za diskretne
vrijednosti parametra rotacije. Lokalne, medutim, transformacije su one kod kojih
je parametar ne samo razlicit pri svakoj transformaciji ve¢ i u svakoj tocci, drugim
rijeCima parametar je sada funkcija koordinata prostora. Lokalna bazdarna invari-
jantnost je osnova bazdarnih teorija. Uzmimo za primjer elektrodinamiku, upravo
iz zahtjeva za lokalnom bazdarnom invarijantnos¢u nekog polja slijedi minimalna
supstitucija odnosno vezanje tog polja s fotonskim (tj. bazdarnim). Cak je i op¢a
teorija relativnosti, iako se ne naziva ¢esto bazdarnom teorijom, posljedica lokalne
invarijantnosti na opée koordinatne transformacije. Iako je simetrijska grupa ta koja
opisuje bazdarnu teoriju, najcesce se u racunima koristi njoj pridruzena Liejeva alge-
bra, eksponencijacijom ¢ijih elemenata dobijemo grupne elemente. Generatori grupe
u Liejevoj algebri zatvaraju Liejevu zagradu ili komutator preko strukturnih kons-
tanti. Drugim rijeC¢ima, generatori i strukturne konstante definiraju vrstu bazdarne
simetrije tako, ako strukturne konstante is¢ezavaju, simetrijska je grupa Abelova pa
onda cijelu pripadnu teoriju Cesto skra¢eno samo nazivamo Abelovom. To je slucaj
elektrodinamike kojoj je U(1) simetrijska grupa. Iako je naziv bazdarna teorija dosta
Sirok pojam mi ¢emo pod njim uglavnom misliti na opéenitu Yang-Millsovu teoriju tj.



poopcenje elektrodinamike na ne-Abelove grupe.

Upravo s elektrodinamikom ¢emo zapoceti prvo poglavlje (uglavnom bazirano
na [2] koriste¢i takoder i [21] i [3]]). Prvo izlazemo Maxwellove jednadzbe koje
zelimo zapisati u formalizmu diferencijalnih formi. Prednost takvog zapisa je da
je on koordinatno nezavisan tj. s obzirom da je to beskomponentni zapis on se ne
odnosi ni na koji specifi¢ni koordinatni sustav i time je opcenitiji jer vrijedi za bilo ka-
kav prostor, ne nuzno ravan. Potom razmatramo slucaj kad strukturne konstante ne
iSCezavaju i to zahtijevajuci upravo lokalnu bazdarnu invarijantnost skalarnog polja.
Na kraju poglavlja zapisujemo opcenitu ne-Abelovu bazdarnu teoriju u koordinatno
nezavisnoj notaciji diferencijalnih formi. Zapis preko diferencijalnih formi je takoder
vazan jer nam omogucuje geometrijsku interpretaciju danu u drugom dijelu poglavlja
2

Drugo poglavlje je posve¢eno geometrijskom pristupu bazdarnim teorijama (opca
teorija relativnosti bazirana uglavnom na [6]], [25], [|8] i [9], a geometrijska interpre-
tacija Yang-Millsove teorije na [22], [[1]1, [7], [24], [[14] i [23]]). Naime, bazdarne te-
orije se geometrijski mogu objasniti preko koncepta koneksije, zakrivljenja i sveznjeva.
Uvodimo pojmove kao $to su koneksija i paralelni transport pa ih razvijamo u zakriv-
ljenost i sveznjeve. Pritom naglasavamo koji su kljucni trenutci prijelaza iz specijalne
u opcu teoriju relativnosti. I kona¢no pokazujemo kako vrlo slicnim geometrijskim
postavom mozemo objasniti i Yang-Millsovu teoriju. Pokazemo da bazdarno polje
geometrijski odgovara koneksiji na vektorskom sveznju, a zakrivljenost jakosti polja.
Upravo zato je bilo vazno prvo objasniti geometrijske osnove opce teorije relativnosti
kako bi se uocila analogija u opisu obje teorije u pripremi za trece poglavlje.

U tre¢em poglavlju pokusavamo idejom opce teorije relativnosti poop¢iti Yang-
Millsovu teoriju (temeljeno na [15], [4]], [20], [16], [27], [12] uz pomo¢ [1]], [13],
[101, [11]i [[19]). Ustandardnom modelu boznoski sektor ¢ini Yang-Millsova bazdarna
teorija vezana na Higgsovo skalarno polje, krace Yang-Mills-Higgsova teorija. Geome-
trijski gledano, Higgsova polja definiraju koordinate na jednoj novoj mnogostrukosti,
nas zanima kako se teorija mijenja ako ta mnogostrukost nije ravna. Ispostavi se
da je za konstrukciju konzistentne zakrivljene teorije potrebno ad hoc uvesti novu
2-formu u izraz jakosti polja. Nakon definicije nove jakosti polja definiramo kona¢nu
akciju zakrivljene Yang-Mills-Higgsove teorije sa svim uvjetima koje pripadni tenzori
moraju zadovoljavati. I za kraj je izloZen jednostavan Abelov model ove teorije na
kojem se vidi koliko trivijalno zakrivljenje ¢ini teoriju kompleksnijom.

Na kraju je nekoliko matematickih dodataka s definicijama matematickih struk-
tura kori$tenih u ovom radu. U dodatku [Al ([26], [25], [17] i [28]]) su definirani
osnovni pojmovi poput mnogostrukosti, vektora, tenzora i metrike. Diferencijalne
forme i njihova algebra — vanjska algebra s pridruzenim operatorima vanjske deriva-
cije i Hodgeovog duala definirani su u dodatku [B| ([26]], [[21, [17] i [28]). Razliku
izmedu Levi-Civita tenzora i simbola i definiciju volumne forme smo pokusali razjas-



niti dodatkom |C| ([|6] i [2]). SvezZnjevi su esencijalni dio ovog rada pa smo nasto-
jali iskazati sve formalne definicije u vezi sveznjeva potrebne za razumijevanje rada
(dodatak D) ([126], [2]] i [18]). Zadnji dodatak ([19] i [20]) je dodan kako bi
se objasnila struktura Liejevog algebroida koji se jo$ uvijek relativno rijetko koristi.
Dodacima smo pokusali zaokruziti rad kako ne bi bilo potrebno previse dopunske
literature za shvacanje metode i rezultata.



Poglavlje 1
Yang-Millsova bazdarna teorija

Ovo poglavlje je posveceno uvodenju formalizma diferencijalnih formi u elektrodi-
namiku tj. Abelovu bazdarnu teoriju i kasnije u Yang-Millsovu teoriju tj. ne-Abelovu
teoriju. Ovakav novi formalizam nam omogucuje koordinatno nezavisan zapis jed-
nadzbi gibanja koji vrijedi u svim sustavima pa je stoga potpuno opcenit.

1.1 Elektrodinamika formalizmom diferencijalnih formi

Poc¢nimo od standardnih Maxwelovih jednadzbi:

R
B-—E=7 1.1
V x BT J (1.1)
V-E=p (1.2)
s I
VxE+ o B=0 (1.3)
V-B=0, (1.4)

gdje su E i B elektri¢no i magnetsko polje, a i p struja i gusto¢a naboja. Definirajmo
sad Faradayev tenzor

0 E, Ey, Ej
- 0 —Bs DBy
-y DBj 0 -B
—-Es —By, B 0

F:ul/ = ’ (15)

kojeg, koriste¢i Minkowski metriku mozemo zapisati i s gornjim indeksima

0 —-E -E, —Fs
E, 0 —B; By
Ey B, 0 -B
By —-Bs B, 0

P =

Primijetimo da je Faradayev tenzor antisimetri¢an. U dodatku [B| smo definirali dife-
rencijalne forme (definicija|[17)) kao potpuno antisimetri¢cne kovarijantne tenzore $to

4



znaci da komponente Faradayevog tenzora definiraju 2-formu:
1
= §FW dz* A da”. (1.6)

U istom dodatku smo definirali i (definicija Hodgeov dual (B.2)) diferencijalne
forme. Kako bismo presli u potpuno koordinatno nezavisan zapis korisno je vidjeti
¢emu odgovara Hodgeov dual Faradayeve 2-forme

1
xF = 3 * F,, dat A da”,
s komponentama
0 —By —By —DBj
1 B 0 —-E3 FE
*F,uzz = _5;wozﬁFa6 = ! ’ > . (17)
2 BQ E3 0 _El
By —Ey Ej 0
Po komponentama se Maxwellove jedandzbe mogu zapisati kao
O, x " =0 (1.8)
0, F" = 3", (1.9)

gdje je j* = (p, 7). Pogledajmo sada eksplicitan raspis Faradayeve 2-forme po
poljima E i B
1 .
F=E;d2" A da’ — 5 Beisn da’ A da*.
Djelovanjem operatora vanjske derivacije d (definicija na F slijedi
1 . . 1 ) )
dF = (akEi - §aoBﬂeﬁ-k> dz° A da' A da® — OB € dz' A da? A dz®
1 4 , .
=3 (OpE; — 0By — 09Bejir) da® A da* A da® — 9;B*da' A da® A da?,
gdje su koriSteni identiteti (detalji o volumnim formama su u dodatku
Eijkgljk = 2(51[- i dzt A da? A da® = PR det A da? A da?.
RaspiSimo i homogene Maxwellove jednadzbe (1.3) i (1.4) po komponentama polja
EiB
(%Bl =0 i 5ijk8jEk —+ aoBZ =0 / * Eilms

uz

ik _ sigh i ok
e im = 0]0,, — 020/,

(1.3) postaje
OmE) — O E, — 0yB'ejm = 0,

stoga je jasno da su obje homogene Maxwellove jednadzbe sadrzane u

dF = 0. (1.10)



Napravimo sada isti postupak na dualnom tenzoru *F'; ako usporedimo relacije (1.5]
i (I.7) vidimo da prijelaz F — +F po komponentama odgovara prijelazu B — E i
E — —B, stoga je

) 1. .
«F = —B;da A dz® — §El€ijk dad A da®.
Nehomogene Maxwellove jednadzbe glase
OE =p=j° 1 9By — 0 B; — 0oE'er = j'euin,

dual struje je
1 .
xj = pdat A dz? A da® — 5]'1512-;{; dz® A dazt A d2F,

pa je vanjska derivacija onda

dxF = (&-Bk — O0pB; — a[)EjEjik) dz® A dz' A da¥ — g, EFdat A d2? A da?

N =N =

jlslik dz® A dzt A dab — ,odac1 A dz? A da?

N (1.11)
Dakle Maxwellove jednadzbe zapisane preko diferencijalnih formi glase

dF =0 (1.10)
dxF = — x j. (1.11)

S obzirom da je F zatvorena forma (I.10) po Poincaréovoj lemi'| slijedi da postoji
1-forma A takva da vrijedi
F = dA, (1.12)

tj. po komponentama
F.=0,A, —0,A,.

Kako je d? = 0 (po konstrukciji definicije slijedi da A nije u potpunosti definiran
odnosno postoji sloboda u odabiru A:

Ay = A+ dA,

!Teorem. [25] Neka je o € QP(U) zatvorena p-forma tj.
da =0,

definirana na podruéju mnogostrukosti U C M i neka U ima diferencijabilno preslikavanje reda C*°
na otvorenu kuglu u R™. Onda postoji p — 1-forma 5 na U za koju vrijedi

a = dg.



gdje je A proizvoljna funkcija. Upravo ovo je bazdarna sloboda elektrodinamike tj.
sloboda U(1) bazdarne simetrije. TraZimo pripadne 4-forme za ¢lanove akcije F,, F**
1A%
1
ANxj = Apﬁjuguaﬁw dz? A dz® A dzP A da?
= A,j"dx® A dz' A da® A da?,

gdje su koriStene relacije

6“04’878,,&/37 = -3l i dz® A dz? A dz? A dz® = =P da® A dat A d2? A da®.

Za Lorentzovu mnogostrukost vrijedi

1 1
FAxF = §FW§ * Fgdat A da” A dz® A dz”

1
= gFWF”Uspm/g da* A dz? A dz® A da”?
1
— —gFWFp"apmgg“”aﬁ dz® A dzt A dz? A da?
1 loa 14 14
=1 P (5";50 — 5p5fj) dz® A da' A dz® A da?

1
= —F,, F" d'x.
2

Po Noetherinom teoremu?| (tj. teoremima) znamo da simetrijama (u ovom slu¢aju
U(1)) uvijek odgovaraju sacuvane veliCine, za elektrodinamiku je to struja. Djelu-
jemo li operatorom *d na (1.11)) dobijemo

xdxj =0,

medutim po komponentama operator * dx odgovara divergenciji do na predznak:
1
xd*xj = *xd <§ Epvpog” dx” A dxf A dx”)

1
= % (5 (Epvped") o dx® A dz” A da? A dx")

1 ‘
= 30 ewpaeo‘”pajfg d*z
= —J% d*z.
Ovo je jednadzba kontinuiteta, dakle, ; je Noetherina sacuvana struja. Konacno,
ukupna akcija u koordinatno nezavisnoj formi je

S[A] = / d*z (—%F,WFW - Auj“)

:/(—%F/\*F—A/\*j). (1.13)

Treba takoder primjetiti da je ona bazdarno invarijantna zbog sacuvanja struje.

2Teorem. [5] Svaka kontinuirana simetrija akcije fizikalnog sistema ima pripadni zakon satuvanja
odnosno sacuvanu veli¢inu.



1.2 Ne-Abelove teorije

Sto ako, medutim, grupa simetrija nije Abelova? Pretpostavimo da je grupa G koja
opisuje bazdarnu simetriju kompaktna, polujednostavna Liejeva grupa npr. SO(N) ili
SU(N). Zapo¢nimo razmatranje sa skalarnim lagranzijanom:

Ly = (9,0)1(9"9).
Neka je ¢ € G u fundamentalnoj reprezentaciji, onda su transformacije skalarnog
polja slijedece:
¢'(z)
¢"'()

(z)¢()

g
g (2)¢! (),

gdje se u okolini identitete grupni element moze izraziti kao
g(z) = M, A(z) = A*(2)T,.

A poprima vrijednosti u Liejevoj algebri (engl. Lie algebra valued), a T,, su generatori
Liejeve grupe G i elementi pripadne Liejeve algebre g. Kao elementi Liejeve algebre

oni zadovoljavaju:
[T., T,) = C5 T, (1.14)

gdje se koeficijenti C¢, nazivaju strukturne konstante. Odabiremo da su generatori
antihermitski

i normalizirani na .
Tr TaTb = —5(5&5.

Ovakav odabir osigurava potpunu antisimetriju strukturnih konstanti. U slucaju da
se radi o SU(2) ili SU(3) grupi onda su generatori dobro poznati,

1
Ta = —O0q Za SU(Z),
21

1
Ta = _,)\a Za SU(3)7
21

gdje su o, poznate Paulijeve matrice a A\, Gell-Mannove matrice. Kako 7, ¢ine Liejevu
algebru takoder vrijedi i Jacobijev identitet generatora

[To, [Ty, Te]] + [Ty, [Te, To]] + [T2, [T4, T3)] = 0,
a stoga i strukturnih konstanti

cLee, +Ciee, + 0o, =0. (1.15)

a



Vratimo se sada na pocetni skalarni lagranzijan, ¢ija je transformacija
L) — LY = (0,0)1(0"¢)
W(g(2)¢)10" (9(2)¢)
7# (0.9)1(0"9).

Uvedimo bazdarno polje A, koje se transformira na slijedeci nacin:
A, — A’# =gAg" +g0.97" (1.16)

naravno, A, = AT, je element Liejeve algebre. Minimalna supstitucija (proces
modifikacije lagranzijana kako bi postao lokalno bazdarno invarijantan) uvodi kova-
rijantnu derivaciju

D,=0,+A,,

koja uzrokuje vezanje bazdarnog A i skalarnog ¢ polja te se transformira kao

D, — D, =0, + A,
=0, + 94,9 +997")
=gDug™".
Trivijalno slijedi da je
Ly — Ly, =(D,¢") (D"
= (9D1L¢)T(9DM¢)
= (Dﬂ(b)T(Dugb)a
bazdarno invarijantan. U analogiji s U(1) modelom mozemo definirati tenzor jakosti

polja F),,:
F.=0,A,—-0,A,+[A, A,

gdje je F,, = Fj,T, takoder element Liejeve algebre, no nije bazdarno invarijantan

kao u Abelovom slucaju ve¢ kovarijantan na transformacije g:

Fp = Fl, = 0,4, — 0,4, + [A], A
= 90, A9 — 90, A9 + [9Aug " gALg ]

= gEth_l'

Takoder treba pripaziti da ako kovarijantna derivacija D, djeluje na elemente repre-
zentacije grupe (tj. algebre) postoji dodatni komutator na drugom ¢lanu:

Du = au + [Au> ]7

ovo zapravo samo znaci da se gledano po komponentama, A, kontrahira preko struk-
turne konstante:
b
D, A" = 0,A" + Cy APA°.
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Kasnije ¢e nam biti potrebno i infinitezimalno djelovanje grupnog elementa
g(x) = @ =1 4 A(z),

na polja A, i jakosti polja F},,:

¢ =(1+AN)o = 3o = Ao, (1.17)

A= (1+MA0L1-A)+1+A)d,(1-A) = 4,=D,A=09,A+[AA]
(1.18)

Fl,=(1+A)F,(1-A) = 0F,, =[\ F.). (1.19)

Zgodno je primijetiti ova dva identiteta

[DN,D,,] = Ful”
Dy DJA = [Fun Al (A(z) = A*(@)Th). (1.20)

Jos jedna bitna relacija je Bianchijev identitet (u Abelovoj teoriji on odgovara homo-
genoj Maxwellovoj jednadzbi (1.10)):

DyFy, + D,Fy\ + D,Fy, = D, F* = 0. (1.21)

Konacno, kineticki ¢lan akcije tj. kineticki lagranzijan mora biti invarijantan pa ga
moramo modificirati u odnosu na U(1) slucaj:

1 1 y 1 ,
L= FiF" = —iFjl,Ff TrT,T" = —5 Tr B B, (1.22)

gdje ciklicnost traga osigurava bazdarnu invarijantnost.

1.3 Ne-Abelova teorija preko diferencijalnih formi

U proslom poglavlju je uvedena ne-Abelova bazdarna teorija u standardnoj kompo-
nentnoj notaciji, sada ¢emo sve bitne rezultate zapisati i u koordinatno nezavisnom
obliku. Onda imamo: 1-formu bazdarnog polja

A=A, da",
2-formu jakosti polja
1
F = §F;w dz* A dx¥
1
=dA+ §[A7 Al (1.23)
i kovarijantnu derivaciju
D=d+ 4, | (1.24)

10



Pogledajmo djelovanje operatora D?. Pretpostavimo da je w, p-forma s vrijednostima
u Liejevoj algebri,

D?w, = D(dw, + [A, w,))
= d®w, + [dA,w,] — [A4, dw,] + [4, dw, + [4,w,)]
= [dA, wp] + [4, [A4, wp]]
= [F,w),

u slaganju s relacijom (1.20). Jos preostaje zapisati Bianchijev identitet koji raspisan
po komponentama direktno slijedi u (1.21)),

DF = dF 4+ [A,F] =0 (1.25)
i na kraju kineticki ¢lan akcije
SYM[A]:%/FG/\*FG:—/TrF/\*F. (1.26)

Ako bismo gledali punu akciju, dakle onu s ¢lanom s vanjskom strujom, Euler-Lagrangeova
jednadzba bazdarnog polja A daje

DxF = — x 7. (1.27)

Ova jednadzba i Bianchijev identitet su jednadZbe gibanja 2-forme F i definiraju ne-
Abelove analogone Maxwellovih jednadzbi.
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Poglavlje 2

Geometrijski pristup

2.1 Osnove iideje geometrije opce teorije relativnosti
— prijelaz iz ravnog u zakrivljeni prostor

Ovim odjeljkom prikazujemo osnovne matematicke koncepte potrebne za opis Ri-
emannovih (ili pseudo-Riemannovih) mnogostrukosti kojima se opisuje geometrija
opCe teorije relativnosti u prvom redu, ali i geometrija bazdarnih teorija, stoga su
elementarni za razumijevanje daljnjih analiza.

2.1.1 Paralelni transport, koneksija i kovarijantna derivacija

Pocevsi od opéenite diferencijalne mnogostrukosti M (definicija[5|u dodatku[A]) prva
stvar s kojom se susrecemo je Cinjenica da ne mozemo direktno usporedivati vek-
tore u dvije razli¢ite tocke jer, kao $to znamo, vektori su definirani iskljucivo u po-
jedinim toCkama. Dakle treba nam koncept "paralelnog” transporta, tj. nacin ili
pravilo pomicanja vektora iz jedne tocke u drugu kako bi ih se moglo usporedivati.
Ovakvo pravilo naziva se afina koneksija (kra¢e samo koneksija). U pravilu postoji
beskona¢no mnogo afinih koneksija koje se mogu pridijeliti mnogostrukosti. Pret-
postavimo da imamo neku krivulju C na mnogostrukosti i koneksiju te uzmimo neki
vektor V' € TpM u tocci P € C. Znaci da moZemo definirati vektorsko polje na C
paralelnim transportom V' po krivulji. S obzirom da su po konstrukciji svi vektori
ovog polja paralelni mozemo definirati derivaciju po kojoj se polje V' ne mijenja, ko-
varijantnu derivaciju. Ako je U tangentno vektorsko polje krivulje C, a V' paralelno
transportirano duz C onda pisemo:

VyV =0.

Naravno, kovarijantnu derivaciju mozemo definirati i za ne-paralelna vektorska po-
lja (ili polja 1-formi) kao razliku vektora u susjednim tockama krivulje C paralelno
transportiranih u istu tocku. Lako se vidi da kovarijantna derivacija zadovoljava zah-
tjeve kompatibilnosti s opcenitim diferencijalnim operatorom odnosno linearnost i
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Leibnizovo pravilo:

Vu(fA) = fVyA+AVyf
Vu(A® B) = (VyA) @ B+ A® (VyB)
Vu(a,A) = (Vya, A) + (a, Vi A),

gdje su A i B opcenita vektorska polja, a opcenito polje 1-forma, a ( , ) skalarni
produkt (kontrakcija). Linearnost u vektorskom polju po kojemu se derivira:

VivsgvW = fVyW + gVy W,

osigurava da za Euklidski slucaj kovarijantna derivacija odgovara obi¢noj usmjerenoj
derivaciji 0. Iz navedenog slijedi da je VV G) tenzor. Sada ¢emo se usmjeriti na
komponentni raspis kovarijantne derivacije.

Znamo da je VyV vektor, stoga ga se moze zapisati preko baznih vektora ¢, pa
definiramo komponente gradijenta baznih vektora:

Ve, 6o =V,ye, =17

v

ép. (2.1

Kako su bazne forme #* dualne baznim vektorima é,, (u smislu skalarnog produkta
(0,¢) = 1) trivijalno slijedi i djelovanje na bazne 1-forme 6*:

Ve, 0" = V,.0" =TV 6°.

Funkcije '/, se nazivaju Christoffelovi simboli i u potpunosti odreduju koneksiju,
Cesto se sama V naziva koneksija s obzirom da su kovarijantna derivacija i konek-
sija jednoznacno vezane. Jako vazno za primijetiti je da Christoffelovi simboli nisu
komponente tenzora. Moze se pokazati da se I'), transformira s obzirom na opce
koordinatne transformacije na slijedeci nacin:

10" AP AR AV / p
r v = AZ AH,A,/F,@# + AZ AZ,@HAV,.

Sad kada imamo definirano djelovanje kovarijantne derivacije na bazne vektore mozemo
potraziti njeno djelovanje na opcenito vektorsko polje:

VoV =U'V (V)
= U"9,V")e, + UMV'V .8,
= U"(9,V" +1%,VP)e,,

dakle po komponentama

(VV) =V, =0,V +T%,V? (2.2)
= Vet V7

gdje je koristeno

Ve, f =0uf = éulf] = fiu-

13



Dok za polje 1-forma analogno slijedi

— — B V)
u ; ,
(Vo) =op =ay, — T

T Qp-

Kada znamo djelovanje na vektore i 1-forme onda je trivijalno izraziti djelovanje na
opdi tenzor:

Abet = AV (DR ADY e T Al — (D0 A o T5 AN

Jos$ jedna zanimljiva veli¢ina je torzija:

T=VyV —-VyU—-[U,V]
T, =10, =17, — e e,
ako je é, koordinatna baza onda je [¢,,¢é,]” = 0,
_ 9TP
TS, =217, (2.3)
Ukoliko torzija is¢ezava Christoffelovi simboli postaju simetri¢ni u donjim indeksima,
ovakva koneksija se zove simetricna koneksija. Gotovo svi fizikalni modeli koriste
simetri¢nu koneksiju pa ¢emo je i mi pretpostaviti u nastavku.
Prelazimo sada na geodezike, krivulje koje se paralelno transportiraju same u
sebe,
VoU = 0.

Ako je parametar geodezika 7, a {z*} neki koordinatni sustav onda je koordinatni
zapis jednadzbe geodezika

dU#
e grye =
ir +15, U 0,
U*(z) = == dakle,
d?a* , dx” dx?

= 0. (2.4)

dr? vedr dr
Ovo je zapravo Newtonova jednadzba gibanja bez vanjskih sila, tj. jednadzba slobod-

nog gibanja koja je poznatija kao
d*at

drz

kada je I' = 0, Sto odgovara jednolikom pravocrtnom gibanju. Medutim I" ne iS¢ezava

nuzno u ravnom prostoru, to ovisi o odabiru koordinatnog sustavaﬂ Upravo ovo
je klju¢ni korak u prelasku iz specijalne teorije relativnosti u op¢u jer zahtjev da
I' odgovara koneksiji ravnog prostora viSe ne mora biti zadovoljen. U slijede¢em
odjeljku ¢emo vidjeti Sto je kriterij zakrivljenosti prostora, s obzirom da is¢ezavanje
" nije nuzan.

!Primjer. U 2D Euklidskom prostoru u polarnom koordinatnom sustavu oni iznose

r —_
Fsasa_ T

7, =rs, = 1/r,

i upravo je njihovo neiscezavanje je osiguralo pojavu inercijalnih (prividnih) sila.
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2.1.2 Riemannov tenzor i metricka koneksija

Prije nego predemo na analizu Riemannovog tenzora zgodno je primijetiti da uvi-
jek mozemo odabrati koordinatni sustav baziran na geodeziku takav daje I' = 0 u
pojedinoj tocki. Takve koordinate zovu se normalne. Ovo se lako vidi iz jednadZbe
geodezika jer su sve tocke na geodeziku z* = 7U*(P) s time da je u tocci P
konvencionalno 7 = 0. Stoga je d*z#/dr* = 0 pa slijedi da je I': (P)U?(P)U"(P) = 0,
no kako je U"(P) proizvoljan mora vrijediti I} ,(P) = 0.

Definirajmo operator R :

R(U7 V) = [VUa VV] - V[U,V]a (2-5)

medutim moZe se pokazati da R djeluje potpuno multiplikativno (tj. ne djeluje kao
diferencijalni operator):

R(UV)fW = fR(U, V)W
R(fU V)W = fR(U, V)W,

dakle R je tenzor. S obzirom da je R(U,V) (}) tenzor, ako uzmemo i U i V kao

varijable onda R postaje zapravo (:1,)) tenzor. Po komponentama:

R)‘ é)\ = [VM, Vy]ép - V[éu,é,,]ém

puv

pa iskoristimo li onda (2.1) slijedi eksplicitan izraz za komponente Riemannovog
tenzora u koordinatnoj bazi

A _ A A o TA a A
Ry, =00, =0, + T, 1., — 17,15, (2.6)
Direktna svojstva Riemannovog tenzora su:

e antisimetri¢nost u zadnja dva indeksa

A
RP(MV) - O, (2.7)

e antisimetrizacija donjih indeksa

A _
R}, =0, (2.8)

¢ Bianchijev identitet — posljedica Jacobijevog identiteta za kovarijantne deriva-
cije
RYa) = 0. (2.9)

pluvia

Pogledamo li, iz geometrijskog stajalista, paralelni transport nekog vektora V* po in-
finitezimalnoj zatvorenoj petlji omedenoj geodezicima tangencijalnih vektorskih po-
lja Ai B (slika|2.1)) za razliku dobijemo:

SV* = (8A)(6B)VVRL \ A’ B,
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Slika 2.1: Paralelan transport vektora V' po infinitezimalnoj zatvorenoj petlji, gdje je
0A (0B) infinitezimalan pomak parametra geodezika polja A (B).

dakle mjera zakrivljenosti je Riemannov tenzor. Stoga se on Cesto naziva samo za-
krivljenost.

Dosadasnja razmatranja nisu pretpostavljala postojanje metrike, medutim ako
mnogostrukost ima pridjeljen i metricki tenzor, treba pripaziti da se on slaze tj. da
je konzistentan s ve¢ definiranim koneksijskim strukturama. Ovo se naziva kompa-
tibilnost metrike i koneksije. Zelimo i da paralelan transport ¢uva skalarni produkt
vektorskih polja definiran metrikom ¢(A, B), slijedi da je uvjet kompatibilnosti

Vg=10 (2.10)

ili ekvivalentno

1
F/sz = 59“)\ (g)\u,p + rpwy — gzzp,)\>- (211)

Simetri¢ne metricke koneksije (takoder zvane Levi-Civita koneksije), stoga, imaju
vise svojstava tj. uvjeta (ograniCenja) na Riemannov tenzor od opcih simetri¢nih
afinih koneksija.

2.1.3 Vielbein i spinska koneksija

Zadnja, ali jako vazna tema je formalizam tzv. vielbeina. Sada radimo analizu za-
krivljenosti kao u proslom poglavlju samo ¢emo koristiti nekoordinatnu bazu tj. bazu
koja se ne moze zapisati kao parcijalna derivacija % po nekim koordinatama x*.
Osnovno svojstvo nekoordinatne baze jest nekomutativnost baznih vektora:

[a, €] # 0.
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Posljedica ovakvog izbora baze ¢e biti malo drugacija perspektiva koneksije i zakriv-
ljenosti (Riemannovog tenzora), puno pogodnija za analizu bazdarnih teorija kasnije.
Do sada smo za bazu TpM imali prirodnu bazu parcijalnih derivacija po koordina-
tama u tocci P, ¢, = 0J,, dok za bazu 1-formi T;M, or = da. Pretpostavimo da
M ima ve¢ pridijeljenu metriku g, tada biramo nekoordinatnu bazu é, takvu da su
bazni vektori ortonormirani u smislu

g<éa7 éb) = Tab; (212)

gdje je n,, kanonski oblik metrike, dakle za Lorentzove prostore Minkowski metrika,
a za Riemannove Euklidska metrika. Ovako odabrani skup baznih vektora é, naziva
se vielbein ili tetrada. Nadalje, moZemo vidjeti vezu koordinatne baze é,, i vielbeina:

é, = %8, (2.13)

gdje e ¢ine komponente invertibilne matrice s inverzom e. NajceS¢e ¢emo pod
nazivom vielbein misliti upravo na komponente (2.13)). Vrijedi

woa __ Sl a M __ ga wov : _ab
etel = ol €.€, = Op, Guv€a€y =Mab 1 Guv = €,€,7ap.

Istu konstrukciju baze moZemo napraviti i za 1-forme: 6* koje odabiremo tako da
budu kompatibilni s baznim vektorima é,

iz Cega direktno slijedi

Stoga uz pomoc¢ vielbeina i inverznog vielbeina mozemo prelaziti iz koordinatne baze
u ortonormiranu i obrnuto. Sada mozemo komponente nekog opceg vektora V' =
Vee, = V*e, prikazati u obje baze

Ve=elVE, VR = ey,

Vidimo da nam vielbein omogucava prijelaz komponenta iz jedne baze u drugu tj.
promjenu latini¢nih u gr¢ke indekse i obrnuto. S obzirom da latini¢nim indeksima
odgovara ravna metrika 7,,, a gr¢kima g, kaZemo za a,b, ... da su ravni indeksi a,
W, v, ... gakrivljeni.

Sada moramo vidjeti kako se tenzori transformiraju u novoj bazi vielbeina. Na-
ime, kako vielbein nije koordinatna baza, transformacija koordinata ne implicira pro-
mjenu baze ve¢ su te dvije transformacije neovisne. Jedino moramo paziti da se
o¢uva ortonormiranost (2.12), dakle dozvoljene transformacije su za euklidski pros-
tor rotacije, a za Lorentzov Lorentzove transformacije:

éa — é:l/ == Aa/a<3§')éa, (2.14)
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gdje je A_,%(x) (inverzna) lokalna Lorentzova transformacija za koju vrijedi:
Aa/aAb/bﬁab = Na'b’ -

Dakle, opd¢i tenzor i sa zakrivljenim i s ravnim indeksima se najopc¢enitije transformira

kao: ) /
oy a 8:5” a al'l/
T by A a A a bv -

OxH oxV

Prelazimo sada na derivacije tenzora u ortonormiranoj bazi. Prvo promotrimo ko-

varijantnu derivaciju (2.2]), ona se sastoji od parcijalne derivacije i ¢lana korekcije
(za tenzore s n indeksa korekcija ima n ¢lanova) koji sadrzi koneksiju. U nekoordi-
natnoj bazi jedina razlika ¢e biti u koneksijskim koeficijentima odnosno I'!, ¢e biti
zamijenjen s wyy, tzv. spinskom koneksijom. Nadimo vezu izmedu I' i w:

VX = (V,X") dz* ® 9,
= (0, X" +T%, X)) da* ® 9,
VX =(V, X dz' ® e,

Ou(ef X)) + wiet X*) da* @ (e70,)
7 (b0, X" + XV Ol + wipet X)) dat @ 0,
0, X" + (el0,e5 + egef’\wzb)X’\) dz" ® 0,

(
(
(0, X" + wi, X") da* @ é,
(
(

dakle:

a __ a ATV A a
Wb = €,6p Fu)\ — & aﬂez\v

v
u/\ e@e,\—l—ee/\w b

ub>
ili u drugom zapisu

a __
Ve, =0,

$to je poznato pod nazivom postulat tetrade. Ba$ kao i Christoffelovi simboli, spinska
koneksija se ne transformira kao pravi tenzor, ali samo pri Lorentzovim transforma-
cijama ravnih indeksa

WZ;)’ = Aa/aAb’beb - Ab’céﬂAa/c
wl =AY A lwf — Ay dAY (2.15)

jer pri opcoj transformaciji zakrivljenih indeksa, w se transformira kao 1-forma. Zato
mozemo spinsku koneksiju promatrati kao 1-formu. Ovaj nac¢in promatranja objekta
s mijeSanim indeksima mozemo prosiriti pa pravi tenzor oblika X7} shva¢amo kao
1-formu vektora (engl. vector valued 1-form) ili opcenitije A‘[le]b kao 2-formu (})
tenzora (engl. (}) tensor valued 2-form). Stoga bilo koji tenzor potpuno antisime-
trican u grckim indeksima mozemo smatrati diferencijalnom formom koja poprima
vrijednosti u tenzorskom sveznju (detaljnije u dodatku D} definicija sveZnja [26)). Po-

gledajmo sada djelovanje vanjske derivacije na tenzor X}
(X)) = 0, X, — 0, X
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Ovaj objekt se transformira kao 2-forma u odnosu na grcke indekse, medutim ne
transformira se dobro u odnosu na ravni indeks a. Odstupanje od dobre transforma-
cije u odnosu na Lorentzove transformacije mozemo popraviti clanom s koneksijom:

(AX ) + (WA XY = 0, X5 — 0, X1 + wgbxﬁ — wgbxg. (2.16)

Ovakav oblik ¢e nam Kkoristiti da rekonstruiramo zakrivljenost i torziju kao dobre
tenzore. S obzirom da je zakrivljenost antisimetri¢cna u zadnja dva indeksa (2.7)
slijedi da je ona 2-forma () tenzora, Ry,,,. U skladu s i koriste¢i (2.16) slijedi

R} = dwy + wi Awy, (2.17)

pri cemu je zanimljivo da, unatoc¢ tome Sto wy nije tenzor, zakrivljenost je. Za torziju

2-3) slijedi
T = de® 4 wi A €. (2.18)

Izrazi (2.17) i (2.18) se zovu Maurer-Cartanove strukturne jednadzbe. MozZemo jo$
provjeriti svojstva Riemannovog tenzora (2.7)-(2.9): (2.7) slijedi po konstrukciji,

(2.8) glasi

AT +wi AT = RY A€,
a Bianchijev identitet (2.9) postaje
dRy +wi ARy — RS ANwy = 0. (2.19)

Pogledajmo Sto metricka kompatibilnost (2.10) implicira. ZapiSemo li metriku g,,
preko komponenti 7,, kao uvjet kompatibilnosti dobijemo (s obzirom da je 7,, ravna
metrika 0,7, = 0):

Vilab = 0= 0uMab — WiaNeb — WipTac
= —Wpuab — Wyba,
dakle 1-forma koneksije mora biti antisimetricna kako bi bila metri¢ki kompatibilna
(antisimetrija ima smisla jedino ako su oba indeksa gore ili oba dolje). Posljednje
$to mozemo vidjeti je da, ako torzija iSCezava, koneksiju mozemo zapisati
iskljuc¢ivo preko vielbeina:

Wit A el = —de”.

2.2 Yang-Mills kao geometrijska teorija koneksija i za-
krivljenosti

Sada moramo malo preciznije razmotriti strukture kojima smo se do sada bavili.
Dakle, do sada smo promatrali koncepte poput koneksije i zakrivljenosti, ali nismo
naglasili nad kojom su strukturom oni definirani jer je bilo implicitno da se radi o
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tangentnom sveznju (definicija tj. sveznju gdje je vlakno prostor tangencijalnih
vektora. Nadalje, pri uvodenju vielbein formalizma ovo dolazi jo$ viSe do izrazaja
jer su razdvojene baze baznog prostora i vlakna uvodenjem druge, nove (ortonormi-
rane) baze tangentnog prostora. Vidjeli smo da s obzirom da se radilo o tangentnim
prostorima, svakom vlaknu je prirodno bila pridijeljena Lorentzova grupa simetrije
SO(1,3). U slijedecem odjeljku ¢emo pokusati ovo poopciti.

2.2.1 E-svezanj, G-svezanj i koneksije

Konstruirajmo sada novi svezanj. Neka je vlakno opceniti vektorski prostor, dakle ne
nuzno iste dimenzije kao i bazna mnogostrukost M. Takav svezanj naziva se vektorski
svezanj (definicija i oznacavat ¢emo ga s E. Prerez (engl. section, definicija
32)) cemo definirati kao funkciju s(z) koja svakoj to¢ci baznog prostora x pridjeljuje
vektor — element vlakna u x. Za formalne definicije sveznjeva vidjeti dodatak [D]
Prisjetimo li se kako smo uveli kovarijantnu derivaciju, primijetit ¢emo da je ona
uvijek djelovala na vektor ili 1-formu; to je zato Sto smo radili s tangentnim svezZnjem.
Medutim, sada imamo svezanj koji ima opce vektore pridjeljene svakoj tocci pa tre-
bamo primijetiti da sad moramo govoriti o kovarijantnoj derivaciji prereza jer on
sada igra ulogu vektorskog poljeﬂ Drugim rijecima, bavimo se ”paralenim trans-
portom” prereza, dakle, koneksija je specifi¢tna za svezanj kojim se bavi. Motivirani
analogijom s formalizmom vielbeina definiramo koneksiju £-sveznja AZ:

Vs = (9,8" + Alys") da @ ¢,
Vs = 0,5+ Ays,

gdje indeksi a i b odgovaraju komponentama u nekoj bazi vlakna é,.

Pri konstrukciji sveznja treba pripaziti da on nije nuzno direktan produkt baznog
prostora i vlakna, tj. on je direktan produkt, ali samo lokalno. Odnos susjednih
lokalnih okolina determinira strukturna grupa pa na svaku trivijalnu okolinu djeluje
jedan element te grupe. Glavni ili G-svezanj (definicija ima pridruzen vektorski
svezanj F sa strukturnom grupom G u reprezentaciji vlakna sveznja. G ¢emo jo$
nazivati i bazdarna grupa. Dakle g(z) € G ¢e djelovati na vlakno V, i nazivat ¢emo
ga bazdarna transformacija.

2.2.2 Zakrivljenost, vanjska kovarijantna derivacija i endomor-
fizmi

Nastavljajuci idejom odjeljka trebamo definirati forme koje poprimaju vrijed-

nosti u F-vektorskom sveznju (engl. E-valued p-forms). Kako bismo ovo napravili

2] prije su to bili prerezi, samo prerezi tangencijalnog sveZnja $to su tangencijalna vektorska polja pa
je to bilo implicitno.

3Treba primijetiti da su u vielbeinu i é, i 9,, odnosno 62 i dz* oboje bili baze istog prostora (tangentnog
odnosno kotangentnog) Sto ovdje nije slucaj.
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definiramo novi svezanj kao tenzorski produkt F-sveznja i vektorskog sveznja formi
s vlaknima AP(T>M): E®QP(M). Prerez ovakvog sveznja je onda upravo polje forma
s vrijednostima u E-sveznju. Sada mozemo, opet u analogiji s obi¢nim formama, de-
finirati vanjsku kovarijantnu derivaciju D. Neka je s € ['(F ® QP (M))

— M1 Ce. Hp
5= Spy.py, At Ao N dat,

onda definiramo vanjsku kovarijantnu derivaciju (kovarijantna derivacija (1.24) je
zapravo vanjska kovarijantna derivacija):

Ds =V, 54, dzt A dzt Ao A dat>.

Zakrivljenost je definirana relacijom (2.5)), promatramo njeno djelovanje na prerez

sveznja
F(0,,0,)s = Fs = (V,V, — V,V,)s (2.20)
= F,s" = (0,4% — 0,A% + [Au, AJf)s", (2.21)

gdje treba pripaziti da su koneksijski koeficijenti A opc¢enito matrice pa komutator
ne iScezava osim za slucaj Abelove strukturne grupe. Takoder treba primijetiti da je
zakrivljenost 2-forma (2.17))

F=dA+ANA, (2.22)

ali ne s vrijednostima u F-sveznju ve¢ u novom kojeg tek treba definirati.
Definiramo endomorfizam kao linearno preslikavanje iz nekog vektorskog pros-
tora u samog sebe. Konstruiramo sada novi vektorski sveZzanj End(E) ¢ega su vlakna
endomorfizmina V,, (vlakna E-sveznja). Stoga prerez End(F') jednostavno pridjeljuje
neki endomorfizam svakoj to¢ci bazne mnogostrukosti M. Znaci da je zakrivljenost
zapravo 2-forma s vrijednostima u End(F). Medutim, mi imamo koneksiju defini-
ranu jedino na F, a ne i na End(F). Stoga ju treba definirati. Pogledajmo djelovanje
kovarijantne derivacije na 7's gdje je 7' € I'(End(F)) a s € I'(F), iz Leibnizovog
pravila slijedi:
V,(Ts) = (V,.T)(s) + T(V,.5)
4
(V1) (s) =V, (Ts)=T(V,s) (2.23)
=0,(Ts)+ A, Ts —T0,s —TA,s,

dakle slijedi, s obzirom da je s proizvoljan, koneksija na End(FE):
V,T =0,T+[A,T]. (2.24)
Korisno je primijetiti da iz slijedi
vT=1[V,T]. (2.25)

Treba napomenuti, takoder, da je zbog jednostavnosti koriStena ista oznaka V za
koneksiju na F i End(F) sveznjevima iako one nisu isti objekti.
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2.2.3 Bianchijev identitet i bazdarne transformacije

Izracunajmo sad Bianchijev identitet tj. prvu Yang-Millsovu jednadzbu
DF =V, F,,da" A dz¥ A dx”

1
= g(v,ipr +V,FE, + V,F,,) da* A dz¥ A da?
1

- g([vuv Vo, VPH +[V., [Vm Vu]] + [Vp, [V“, V,,H) dzt A da” A da?

=0,

gdje su bile koriStene relacije i i Jacobijev identitet trojke linearnih
operatora. Vratimo se na bazdarne transformacije kojima smo zapoceli cijelo raz-
matranje. Dakle, znamo da je svakom vlaknu V, pridjeljen jedan grupni element
strukturne grupe G u reprezentaciji vektorskog prostora V,, pa imamo prerez ¢(z),
g € I'(G), grupnih elemenata koji djeluju na vlakno V,. Prerez s(x) se transformira
na grupni element na slijede¢i nacin:

s(x) = §'(x) = g(x)s(x),
Vs je takoder prerez pa se mora transformirati na isti na¢in a V's’ = (Vs)' stoga
mora slijediti da se kovarijantna derivacija transformira na slijede¢i nacin:
V' =¢Vg (2.26)

Preostaje jo$ provjeriti da je V' i dalje kovarijantna derivacija

Vi(s) = 9(0u(g7"s) + Aug's)
= Ous+ (9(0u97") + gALg ") s. (2.27)

Dakle V' zaista je kovarijantna derivacija s koneksijskim koeficijentima:
A= g(Dug7") + 9Aug "

Sada vidimo zaSto je transformacija (1.16) u prvom poglavlju imala upravo takav
oblik, jer je ona, geometrijski gledano, koneksija.

2.2.4 Zakljucak

Vidjeli smo da su rezultati dobiveni u ovom poglavlju u potpunom slaganju s rezulta-
tima iz prvog poglavlja. Sada vidimo da su mnoga svojstva dobivena u prvom poglav-
lju kao posljedice zahtjeva za lokalnom bazdarnom invarijantnos¢u lagranzijana za-
pravo posljedice geometrijske podloge Yang-Millsove teorije. Mnoge ad hoc uvedene
definicije zapravo imaju svoj direktni slijed iz geometrijske strukture teorije. Ono
Sto je vazno je da smo vidjeli kako idejom i formalizmom opce teorije relativnosti
mozemo u potpunosti do¢i do bazdarnih teorija i to ¢e nam biti glavna motivacija
za rad u tre¢em poglavlju gdje ¢emo istu ideju zakrivljenosti i koneksija sveznjeva
primijeniti na sveznjeve Higgsove mnogostrukosti.
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Poglavlje 3

Zakrivljene Yang-Mills-Higgsove
teorije

U ovom poglavlju bavimo se temeljem bozonskog sektora standardnog modela, tj.
Yang-Mills-Higgsovom (YMH) teorijom. Prvo ¢emo rezimirat standardnu YMH te-
oriju uvedenu u proslim poglavljima, a zatim ju pokusati poop¢iti. Naime, prostor
Higgsovih polja mozemo shvacati kao Riemannovu mnogostrukost M koja je do sada
uvijek bila implicitno pretpostavljena ravnom, medutim Sto ako nije nuzno ravna?
Okvir ovakve zakrivljene Yang-Mills-Higgsove teorije (CYMH od engl. curved Yang-
Mills-Higgs theories) ¢emo prouciti ovim poglavljem.

3.1 Pregled standardne Yang-Mills-Higgsove teorije

Kao $to znamo iz poglavlja[l]i[2]bazdarna polja tj. Yang-Millsove koneksije su 1-forme
— elementi Liejeve algebre d-dimenzionalne Lorentzove mnogostrukosti Y. (mnogos-
trukosti prostor-vremena):

A= A"¢, € QT 9).

S obzirom da Zelimo da ta polja budu propagiraju¢a imamo kineticki ¢lan u koordi-
natno nezavisnom obliku (I.26) dobivenom u odjeljku

1
SY]V[[A] = /éliabFa A *Fb7 (31)

by

gdje je x metrika na g = Lie((), a x Hodgeov dualni operator induciran metrikom A

na Y. Jakost polja ili Yang-Millsova zakrivljenost je dana relacijom (1.23)) ili (2.22)
tj.:

Fop= dA" + (AN A)"
= dA” + A A A° %[éb, e

= dA” + %Cgc AP A A (3.2)
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gdje su Cf., strukturne konstante g:
[, &) = Cé.. (3.3)

Ovo je standardna Yang-Millsova teorija kakvu smo upoznali do sada, preostaje uvesti
jos Higgsovo skalarno polje i interakciju kako bismo dobili Yang-Mills-Higgsovu te-
oriju.

Higgsova polja odgovaraju preslikavanju X : ¥ — M gdje je M n-dimenzionalna
Riemannova mnogostrukost s pripadnom metrikom g. Pretpostavimo da g ima netri-
vijalnu grupu izometrije G, onda infinitezimalno slijedi da ako je p, reprezentacija ¢,
na tangentnom prostoru p, € ['(T'M):

£, g=0. (3.4)

Odaberemo li koordinatni sustav 2' na M, povlaka (definicija [11] dodatka [A) s X
definira n skalarnih polja

X'=X*2" € C>(%).
Koriste¢i definiciju [20| Hodgeovog duala i normalizacije Levi-Civita tenzora iz defini-

cije lagranzijan skalarnog polja mozemo takoder zapisati na koordinatno nezavi-
san nacin

. ) 1 ) )
DX*A*DX! = 5D, X €ayn DX do¥ A do” A do? A do?
1 . .
— _gDquDO‘Xjem,pAeW”A d'o
= D,X'D'X’ d%e.

Osim kinetickih ¢lanova akcija ima i potencijalni ¢lan definiran skalarnom funkcijom
V na M tzv. Higgsov potencijal, analogno

xV =V dlo.
Higgsova akcija je onda,
1 . .
Shiiggs| X, A] = / §gij(X) DX*AxDX’ 4+ %V (X) (3.5)
5
Symu[X, A] = Sym[A] + Stiggs X, Al (3.6)

gdje D oznacava vanjsku kovarijantnu derivaciju (kovarijantnu, naravno, u odnosu
na Yang-Mills koneksiju A):

DX’ = dX' — p’(X)A", (3.7)

a

kojom osiguravamo da je prethodno navedena G-simetrija upravo bazdarna simetrija
(minimalna supstitucija ili minimalno vezanje). Znaci, sad imamo kineticke ¢lanove
bazdarnih A i Higgsovih X polja, njihovu interakciju kroz kovarijantnu derivaciju
D i Higgsov potencijal V. Zahtjev bazdarne invarijantnosti akcije povlaci tri uvjeta
invarijantnosti objekata koji se pojavljuju u definiciji akcije ([3.6):
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e ad-invarijantnost metrike x:

ng/ﬁjcb -+ K,acng - 0, (3.8)
e invarijantnost metrike ¢, tj. da su p, Killingova polja (ovaj uvjet je ve¢ po
konstrukciji zadovoljen (3.4)):

Lp,g=0, (3.9)

e invarijantnost Higgsovog potencijala V:

pLOV = 0. (3.10)

Ovime je izloZena ravna Yang-Mills-Higgsova teorija. U slijede¢im odjeljcima bavit
¢emo se zahtjevima i posljedicama zakrivljenja vektorskog sveznja £ = M x g — M.
Vidjet ¢emo kako se izrazi za akciju i te prethodna tri uvjeta modifici-
raju s obzirom na zakrivljenu koneksiju koju ¢emo uvesti. Na kraju ¢emo promotriti
primjenu ove zakrivljene teorije na jednostavan model.

3.2 Zakrivljenje teorije

Kao sto smo vidjeli u odjeljku proslog poglavlja, prijelaz iz specijalne u opcu
teoriju relativnosti dogada se u jednadzbi slobodnog gibanja (2.4) zahtjevom da ko-
neksijski koeficijenti I' odgovaraju zakrivljenoj koneksiji V tj. da Ry # 0. Ovu mo-
tivaciju i pristup ¢emo primijeniti na Yang-Mills-Higgsovu teoriju. Cilj ¢e nam biti
kovarijantizirati teoriju u odnosu na transformacije baze strukturne algebre g ovisne
o Higgsovim poljima. Takva transformacija ¢e inducirati koneksiju V koja moze biti
ravna ili zakrivljena sto u slu¢aju ravne koneksije teorija odgovara standardnoj Yang-
Mills-Higgsovoj teoriji iskazanoj u proslom odjeljku.

3.2.1 Zakrivljenje M i Liejev algebroid

Definiramo (lokalno) vektorski svezanj
E=Mxg— M. (3.1D)

Svaki element Liejeve algebre mozemo shvatiti kao prerez ovog E-sveznja pa je tran-
sformacija baze F-sveZznja:
q — MP(2)é. (3.12)

Promjena baze E odgovara transformaciji bazdarnog polja A® takvoj da A = A%é,
ostaje invarijantno, dakle:
A — (M1)e AL, (3.13)

25



Vidimo da oblik a onda i ostaje nepromjenjen, medutim (3.2]), pa stoga
i (3.1), se drastitno mijenjaju, k., i Cf. postaju funkcije X. Pretpostavimo da prije
transformacije £ ima prirodno ravnu koneksiju Vé, = (wy)® é, = 0. Nakon transfor-
macije, onda, koneksija

V:I(E) = (T"M ® E)

poprima (3.12) komponente:

(VMb)eb + M Veb
(d Mb) €p
= (M~ de + (wo)s) (Mgéy)

= (M~ 1) dM; &,

gdje treba primijetiti da je M/ endomorfizam tj. prerez End(E) pa je koriSten izraz
za koneksiju End(FE) sveznja (2.23). Dakle u novoj bazi imamo

Vé, = wé, (3.14)

a

Wi = (MY dME. (3.15)
Po¢nemo li od (3.15) mozemo izracunati transformaciju koneksije,

wy — (M™15(M 2 d(Mg M)
= (M YHYMNIME AME + (M™15(M™H2ME dM
= (M YHYeMiw? + Wi, (3.16)

Sto je upravo transformacija koju smo dobili formalizmom vielbeina. Dakle,
koneksijski koeficijenti zaista dobro opisuju definiranu koneksiju V nad F
(uzevsi u obzir prirodno ravnu koneksiju (wp)f i definiciju djelovanja koneksijskih
komponenti na bazu (3.14])). Koneksiji V mozemo pridjeliti zakrivljenost po

relaciji (2.17):
(Ry); = dwy +wiAwy
(Ro)g; B 2wt o + 20505, (3.17)

bij

Ovu zakrivljenost ¢emo koristit pri karakterizaciji Yang-Mills-Higgs teorije kao ravne,
Ry = 0, ili zakrivljene.
Pogledajmo sad kako se Cy., transformira. Koristimo relaciju (3.3) u reprezentaciji

[Pas 6] = Php — PPy = Coppes E-2)
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za transformirana polja p’

[P0 o] = [Pl; 1"

= [MSpe, Mipy)'

= MCP7( bpd) Mbpd<MC Z) j

= Mipl(My;py + Milpy ;) — My ph(Mg 0+ Mg 0 )

= MSMngPfi,j - Mb Mngsz:,j + M;:Mb,jpf;ﬂd MndgPch

= MM plply; — phok ;) + 2ME My plpy

= MMy Ceype + 2Mp, My ;010

= M{MJCe, (M~ M) ply + 2M{, My ph (M~ M) p}y

= [(MYIMEMJC + 2(M~1)IME M pl] M p)

= Cir'
dakle strukturne konstante su postale strukturne funkcije C¢(x). Sto znaédi da je E,
umjesto pridruzenog sveznja, poopcenje tj. é, i Cp(x) definiraju Liejev algebroid s

poopc¢enim Jacobijevim identitetom (1.15) (za detalje o Liejevom algebroidu vidi
dodatak [E):

Cedcbc + paCbc i + decd + prSa i + C Ccczlb + pc ab i =0. "

Treba, takoder, primjetiti da se strukturne funkcije C{.(z) ne transformiraju tenzorski

Ch. = (M™1)gMy M CZy + 2(M )G MG M %, (3.18)

zbog nehomogenog drugog ¢lana. Njega mozemo zapisati preko koneksijskih koefi-
cijenata (3.14):
2M[ M]zpe MbeMcdszz - MceMl;sz;
= Mg pe dM — M¢p. dM;!
2(M~ ) M[ Mc] zpe My pewe — MEpewy
= Py — Py

= QP[bW

-

Kako strukturne funkcije Cy.(z) nisu tenzori moZemo definirati tenzorski analogon
strukturne funkcije C¢.(z), t € T'(E ® A*E*) s komponentama:

to, = Cf — 2phws (3.19)

cli

3.2.2 BaZdarne transformacije polja X i A

Pozornost sada prebacujemo na bazdarne transformacije tj. varijacije pri cemu Zelimo
da varijacije budu kovarijantne s obzirom na transformaciju (3.12). Bazdarna tran-
sformacija skalarnog polja X je poznata otprije (1.17) i ve¢ je trivijalno kovarijantna:
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X" =e"pl(X). (3.20)
Varijacija bazdarnog polja A (1.18),

§AL, = de® + C& Abe”, (3.21)

nije, zbog netenzorskog oblika transformacije strukturnih funkcija C'% (x). Stoga ju
trebamo kovarijantizirati, odnosno nac¢i oblik u kojemu se ona transformira dobro s
obzirom na (3.12)). Korisne ¢e nam biti neke kontrakcije koneksijskih koeficijenata
(13.15):

(MM =0 = (M) Mg + MEd(M
(Mg = (MM A

= (MMM
= -

Varijacija je diferencijalni operator pa za nju takoder vrijedi Leibnizovo pravilo, stoga,
kako je M (X) takoder funkcija X, za transformaciju varijacije vrijedi:

A" 2 5 (M)
= (M YHFsA 4+ 5(MY)e AP (3.22)

Za varijaciju transformacije M se dobije
S(MT) = (AM ;) 0X7 = —(M™)jwiepl (3.23)

Sad kada znamo kako transformacija mora izgledati, pogledajmo kako se transfor-
mira standardna varijacija bazdarnog polja A (3.21):

JAT = d((M")ge") + (M™1)§My ML CL (M), AY(M )i
+ peMpw c](Mfl)zAg(Mfl)Zgh
= dM )y + (M )pde” + (M50 A + p A (M )5e"w?
— peet (M) A%y
= = (M)l + (MY de® + (M Cop A% + (M)l pe A°
— (M 1)jwe pae? A

S (M DX (M) (de” 4 CLA%E?) — (M7l pas A",

ovdje vidimo kako zadnja dva ¢lana odgovaraju dobroj transformaciji (3.22) s (3.23)),
medutim prvi ¢lan daje nehomogenost. To nas motivira da dodamo jos jedan c¢lan

varijaciji (3.21)):
wie’ DX (3.24)
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Pogledajmo njegovu transformaciju
wie’ DX (MHaME(M™1)oewd, DX+ (M~ H)Pewi DX
.16)
= (M)l DX 4 (M, DX,
vidimo da ¢e dodatni ¢lan (3.24) to¢no popraviti nehomogeni prvi ¢lan:
(0A%) = — (M~ ")jws DX+ (M~ 1)g (de” + CoA%e?) — (M )jwe pge? A
+ (M )sws DX + (M )pwle DX
= (MM (de® + CL A + whe®DXY) + §(M 1) A,
dakle imamo novu varijaciju polja A:

SA* = de® + Of AP 4 wite? DX, (3.25)

Ukoliko je svezanj ravan, Ry = 0, uvijek mozemo izabrati sustav takav da koneksijski
koeficijenti iSCezavaju i relacija poprimi stari oblik (3.21). S obzirom na diferenci-
jalno djelovanje opreatora varijacije §, mozemo izracunati varijacije koje ¢e nam dalje
biti potrebne: varijacija kovarijantne derivacije Higgsovog polja DX,
SDX' = déX' —6(p’(X)AY)
C20 ol de® el AXT — pi(de + CRL A% + wie DXT) — A%l %]
CD ol — Wb DX, (3.26)

i varijacije koneksije i strukturne funkcije:
0C, = Cpo i0X" = Cpiepl
Owy; = Wgz‘,j‘SXj = ng,ﬁcpg-
Sada kad smo konstruirali novu transformaciju bazdarnog polja Zelimo da se ono
zatvara off-shell tj. identicki bez nuznog zadovoljenja jednadzbi gibanja. Dakle zah-

tijevamo:
[567 67]]Aa - 55><77Aa7 (327)

gdje je e xn neki novi parametar transformacije, linearna kombinacija ¢ i . Racunamo
dvostruku transformaciju:

op (0.A%) = A%, Cp + Cpes, A’ + " DX'6,wi + wie®s, DX
A=, 'ply + Cpet(ChA™ + whin DXY) + & DX'wfy ol
+ wien (pr; — wepy) DX
Prvi i drugi ¢lan moZemo zamijeniti koriste¢i poopéeni Jacobijev identitet (E.1)):
CrCeae" A" + pyCh e A’
= (C.Céa+ peCiyp )" A" (3.28)
= —(Ce.Co + Ca.Cre + paChei + pyCla i) A
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Komutator koji razmatramo ([3.27) u ovom izrazu odgovara antisimetrizaciji u indek-
sima e i b zadnjeg reda (naravno bez normalizacije) pa prvi i zadnji ¢lan prelaze u
srednja dva ¢lana ponovnim koristenjem (E.I)):

a c a /e i a 1 Ya
CeeCap — Cp.Che + ppCoi — peClhui
_ a c a e (Yal) 1 Ya
= Ce.Cap + Cp.Coy + 0yCeai + PCly s

C

o a c el
= —C5.Cp. — pdCbe,i’

gdje je koriStena antisimetri¢nost donjih indeksa Cf. Dakle komutator varijacija

(13.28) iznosi:

(—=CCaa — PicCiian)e" A = (C4.Cr + paChes — 2C5.Ch — 204Ch. 1) A%
= _(Cgccge + pilcl?e,i)gbAdne' (329)

Pogledajmo sad ¢lanove uz DX
<ng,jﬂz + Cgbwi‘ + ngpi,i - wf‘fjw;imf;) 5b776 DX
— <w§i7jpz + wfi o+ 2wfipfdwg}j + wfjjpii - w%wf@) 8bnc DX’
= (Wz?mpf: + ngtgb - wdangipi + ngPi,i) 5b77C DX". (3.30)

Korisna relacija je

2wipeli = 20pwd;55 — (Che — the) - (3.31)

Zajedno clanovi (3.29) i (3.30) daju ukupni komutator varijacija:

[0, 64" = (Ca.Ch. + paChe)e" A'nf

— (2p{cwg i+ Ztg[bwff]i = 2pfbwf]iwflj + 2W§L[bﬂi]7,-> e DX’

}i7
(3:31) a Ad, _c a b, e i pd a b, c i
- ch o+ be,ig n pdA + bc,'g n DX

2

N (4'0{6‘”3] i) T toei + 2w§[btg]d + 2p! wg]ing)sbnc DX?,

[c

cijelu zagradu identificiramo s — S, + C4we.,

bei
= CpA" + Oty dXT — (= Sp+ Cl ) DX
= do® + CLAC +wio® DX + S e DX'
= 0,A" + Si.e* DX,

gdje je o ona linearna kombinacija transformacijskih parametara koju smo oznacili s
e XN

a b, c _

o =Che’n® = (e xn).
Dakle bazdarne transformacije polja A se zatvaraju ako i samo ako vrijedi
Sl()lCi - 0

30



S, medutim, mozemo zapisati u druk¢ijem obliku:

Sl?ci = = tgc,i - 2wz€l[btg]d + 4p€cwl()l] 7.4 QPfCUJg]iU)d] + C bwdz
4Pfcwg][jwﬁd = =Cy Wi — tgbwgi - QP{CWI?]M%

= —lp; wd“itglc — 2wfl[btg] a7+ 4pfcw§] i T 4pfcwl‘f] Uwfjd
&1 a
S0 ity + 2p] Ry, (3.32)

stoga uvjet postaje

Vitg, = 200, R (3.33)
S obzirom da Ry u potpunosti odreduje zakrivljenost teorije mozemo viditi Sto pred-
stavlja ovaj uvjet u slu€aju standardne ravne teorije, Ry = 0. Naime, ako zakrivlje-
nost iSCezava to znaci da mozemo uvijek izabrati sustav u kojemu koneksijski koefi-
cijenti iS¢ezavaju pa onda w{ = 0 po relaciji (3.19) implicira da ¢{, prelazi u struk-
turne funkcije C;, medutim osigurava da one moraju biti konstantne funkcije.
Dakle upravo ovaj uvjet osigurava da struktura Liejevog algebroida prelazi u algebru
za slucaj ravne Yang-Mills-Higgsove teorije.

3.2.3 Bagdarna transformacija jakosti polja F

Sada slican postupak proslog odjeljka primjenjujemo na jakost polja F'. Prvo kovari-
jantiziramo (3.2) u odnosu na transformaciju baze ([3.12):

1
Foy = dA“+—C,§‘CAb/\AC

1
= dA“ + tbcAb/\A +pbw Ab A A

cli

Drugi ¢lan se dobro transformira jer su svi objekti tenzori u indeksima a, b, ... dakle
preostaje nam provjeriti transformacijska pravila ostalih dvaju ¢lanova, prvi:

d((MNEAY) = A(M g A AP+ (Mg dAY
= —(Mjwi A A"+ (M1FdAY,
(primijetimo tenzorsku transformaciju drugog ¢lana) i drugi:

i, .a M aqfre
PpWeli (M~1)gMyg M plowsy, + pyMiw
\

bewg]i APNAT = (M_1>?lpfbwg}i AN A® - pg (MG AC A A

c]z

gdje prvi ¢lan ima dobru transformaciju. Zbrojimo li sve ¢lanove i grupiramo zajedno
one koji se dobro transformiraju dobijemo:

Foy —— (Mg Foy — (M5 wl A A” + (M1 wppl A A A?
= (M YpFy — (M )5wi; DX A AL
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Ovakav rezultat nas, kao i u slu¢aju bazdarnog polja A, motivira da dodamo ¢lan
wi DX A AP
definiciji jakosti /', onda je transformacija:
Fo 2 (M (dAd + lcgc AP A Ac) — (MY)ba DX A A
+ (MY MEwd (M1 DXP A A+ (M™1)hwi; DX A A
= (MY (dAd + 50;30 AN AC + W DX A Ab)

Stoga je kovarijantizirana jakost polja F'*:

1 .
F* = dA" 4 SCp(X) AP A A+ W (X)DXTA AP (3.34)
1
= (D A)* + §th(X) AP A AC (3.35)
(D, A)* = dA® 4+ wi(X) dX A AP, (3.36)

gdje smo uveli vanjsku kovarijantnu derivaciju koneksiji V, D,,.
Prelazimo na varijaciju jakosti polja, Zelimo da se varijacija zatvara u smislu
(1.19) pa racunamo:

SF* = §dA* + 6w DX A A + Wl DX A AP 4+ w DX A GAP
1
+ 59C5 AP N AC 4 CLSAY N AC
Varijacija kao diferencijalni operator komutira s vanjskom derivacijom d:
d0A" = Cp e dX' N A + Cpe®dA® — Cp, A" A de® + wyy ,e”d X7 A DX
4w de® A DX — wike® ch dX7I A A® — wikebpl dAC.
Raspisivanjem varijacije svakog ¢lana dobijemo
SF* = CpedX' N A"+ Cy, dA%C + wyp e dX? A DX' — wglébpéj dX7 A A
— wikelpl dA — 8P DXI AN AP + Chwse* DX AN AP — O4wiet DX A A°
— Cbc DX NA" + wiCoe* DX A A + wiiw? e DX' A DXV
+ Obms ph AP N AC+ CRCb e AT N AC + CLuwhe? DX A A
+wl e DXIN AP + Chuwpe® DX A A + wlipl 2 DX A AP
- ngwgipglsc DX A AP,
vidimo da se pojavio ¢lan s tenzorom S{, (3.32). Ovaj izrazito nekompaktni izraz
mozemo jako pojednostaviti koriste¢i identitete:

Whparh e AT N AT = wiiplap) £ AN AP

1 a ) .C 1 a ove _j_c
= §wcj [pdv pb]]8 AN Ab = §wcjcdbpé€ Ad A Ab7
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) ) 1 )
Chje dX A A" = Cf £ DX N A" + SCf py A N A+ G Cle” AT A A

1
= SCiCle" A N A°

1 . . . )
53;;,5” DX’ A DX7 = (wif; ) + wiws,) DX A DXV

J
= (wp;; + wiws;) DX A DXV
Varijacija tada postaje
OF*" = %C{chgeec AYN AC + Of dAbES + w,‘fmeb DX’ A DX7 — wiebpl dA°
— S e DX A A + wiw? e DX A DX + C i ple”
+ %ngc;bpggc AT N A" — Wl ple DX A AP

. 1 ) .
= (Cp, — wipy)eF’ + - Ry, DX' A DX — S

5 i DX A A, (3.37)

1)

Sy, ve¢ zbog uvjeta zatvorenosti varijacije A iS¢ezava, stoga je nuzan i dovoljan
uvjet zatvaranja varijacije F' ravnost koneksije: Ry = 0. Dakle, Zelimo li zadrZati
mogucnost zakrivljenja, moramo modificirati definiciju jakosti polja.

Definiramo novu jakost GG kao stara jakost F' plus zasada proizvoljna 2-forma B:

1 A 1 . .
G* = dA"+ Gy, AP A A+ Wl DX A AP + 5B DX A DX, (3.38)
2-formu B fiksiramo uvjetom zatvaranja varijacije jakosti Sto je i bio razlog njenog
uvodenja:

1 . . . .
6G" = 0F" + 26Bf;DX' A DX7 + B §DX' A DX

- i j a i i j
= 0P + éij’kEbplg DX’ A DX + Bie"(pj . — plwsy) DX* A DX
= (Cy, — wipy )G
1 a nc 1 k .a c a 1 1 a k a 1,.c 1 a
+ écchij + ipcwkaij + Biippy + §Bij,k/0b + By pewyy, + §Rbij

" DXPA DX,
dakle uvjet na zakrivljenost prelazi u ogranicenje B. Uvjet u zagradi mozemo zapisati
i u koordinatno nezavisnoj formi:

‘ & pda® A dat A da?)

”€Pb B = d(B%'pZ dld) + §ipb(Bq

)

= qupak dz® A da? + Bf}cpf,

wh A (1. B*) = — fjpiwgk da? A dz®,
1 , .
1, (we) BE = §p'§w§kaj da' A da’,
a pc 1 a pc 1 k .a c 1 k .a c % J
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Y
Ry + £,, B* —wy N1, B 41, (wy) B + t,.B° = 0. (3.39)
Vidimo da srednja tri ¢lana ¢ine kovarijantiziranu Liejevu derivaciju {D,,,2,} na B:
Ry 4+ ({Dy,1,} B); + t3. B¢ = 0.
Definicija jakosti G je klju¢ni moment zakrivljenja Yang-Mills-Higgsove teorije, ono

je jedino moguce uvodenjem 2-forme

1 . ,
B* =S Bjda' Ada!,  B=B"éeT(A\T"M @ E).

3.2.4 Zakrivljena, bazdarno invarijantna akcija

Bazdarno invarijantni funkcional akcije definiramo analogno relaciji koristedi
novu jakost polja G (3.38)):

Scymu| X, A] = / %f;ab(x) G A *GP + %gij(X) DX‘A*DX? ++V(X).  (3.40)

5

Moramo provijeriti uvjete (3.8))-(3.10) na metrike g na M i x na vlaknu sveZnja F za
ovu novu akciju. Analogon uvjeta mozemo dobiti na dva nacina, kovarijanti-
zacijom starog uvjeta ili iz definicije uvjeta tj. zahtijevaju¢i bazdarnu invarijantnost.
Kovarijantiziramo prvo,

(L0 9)ij = P’Zgij,k + 2pq(i,5) = 0 (13.8))
o= Mpy pa=(M"")p,

(Lo, 9)ij = M}z)pllfgij,k + 2(M§p’§)(,jgi)k
= M2(pygijn + 2000.5)) + QMS(,jPi)b
= 2(M )M i ph.
= 2C"Z(j/);)b
= (£, 9)ij = 2565 = Wi V 1,9 (3.41)

Ovaj uvjet i ostala dva ¢emo sada nac¢i razmatrajuci varijaciju akcije. Oznacimo tri
¢lana akcije s redom I, II i IIl. Pogledajmo prvo varijaciju drugog ¢lana:

1 4 1 . ] , .
OIl = 20gi; DX* A+ DX? + 595 0 DX A+ DX? + 5g;; DX* A %6 DXV

1 . co 1 , , .
= —gz‘j,kpl;??a DX*A+«DX’ + égzjéa(PZ,k — Phor) DXE A+ DX

2
1 . . .
+ §9ij€a(,0i,k — ppw) DXT A% DX"
1 . .
= 5&"DX* A DX (9ijePk + gii (Pl s — Phwls) + gan(ph ; — phw?,))

1 . .
= 5¢"DX*AxDX (91105 + 2Paig) — 2Wa(iPs)b)

— (£00 9)ij = 2wh 050, 3.41)
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Sto je rezultat koji smo dobili kovarijantizacijom. Zgodno je primijetiti geometrijsku
interpretaciju ove relacije, naime, ona odgovara prosirenoj (engl. extended) Killingo-
voj jednadzbi

Paizj) = 0,
gdje se kovarijantna derivacija odnosi i na koneksiju F-sveznja i na Levi-Civita ko-
neksiju M (2.11). Tredi ¢lan ima trivijalnu varijaciju

SIL = x6V = *(V,;ple®)
— pLVi=0 (3:10)

)

pa uvjet ostaje isti. Iz aspekta kovarijantizacije ovo je jasno jer kako se p transfor-
mira dobro na (3.12)), a u originalnom uvjetu se ne javlja pod derivacijom pa
je izraz kovarijantan bez modifikacije. Varijacijom prvog ¢lana dobivamo uvjet na
metriku vlakna x. No prvo moramo definirati tzv. E-koneksiju, to je koneksija £V
koju izgradimo iz standardne koneksije V preko sidrisnog preslikavanja p(é,) = p%0;[]
Neka su s, 5 € I'(F') onda je djelovanje E-koneksije:

BV 5= [5,3] = V)5,

gdje je zagrada ona pridjeljena Liejevom algebroidu (Vise u dodatku[E). E-koneksijske
koeficijente onda lako nademo pomo¢u sidriSne mape p : £ — T'M:

FEpre a i .C
Fab - Cbc — PaWip-
Sad ra¢unamo varijaciju:

1 1 1
ol = 55/% G A xGb + 5 fab 5G A xGP + 5 ab G A %0G

1 , 1 .
= S Runiplt G ARGY + Sha(Cly — whpl)et G A G
1 .
A
1 d ra b i c c 1 c c 1
= 56 G* NG (’fab,z’pd + Kep(Caq — WaiPh) + Kac(Cpg — wdz’pb))
1 .
= §€d G* A *Gb (/iab’ipzl + Eridlﬁac + Ergdﬁcb)
1
= §€d G* N *Gb (Evdli)ab

dakle uvjet bazdarne invarijantnosti akcije na « prelazi u uvjet da je x E-kovarijantno
konstantna. Geometrijski, takoder, iz relacije

[Evea7 Eveb] = Cb<x)Ev

ec?

1Zanimljivo je primijetiti da strukturni tenzor ¢ definiran relacijom (3.19) geometrijski odgovara torziji
definiranoj u odjeljku E-koneksije s koneksijskim koeficijentima £T°¢, = piw¢, .
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vidimo da zakrivljenost ove E-koneksije iS¢ezava. Medutim, F-zakrivljenost je

Epd _ igd
Rabc - IOCSiab’

Sto je konzistentno s uvjetom (3.33)) koji smo dobili zahtijevajuéi zatvaranje varijacije
A.

3.3 Primjer Abelove teorije

Do sada smo formirali okvir unutar kojeg se partikularna teorija gradi, a sada ¢emo
pokazati jednostavan, Abelov, primjer eksplicitne teorije unutar okvira zakrivljenih
Yang-Mills-Higgsova teorija (CYMH). Dakle, kako bismo izgradili teoriju, moramo
definirati:

(a) pseudo-Riemannovu mnogostrukost prostor vremena %,
(b) Riemannovu mnogostrukost M,

(c) Liejev algebroid ¥ — M,

(d) koneksiju V na F,

(e) funkciju (potencijal) V,

(f) 2-formu s vrijednostima u E-sveznju,

(g) metriku g na M,

(h) metriku x na E.

Teoriju gradimo na 4D prostoru Minkowskog R i 2D prostoru Higgsovih polja (time
definiramo i i kao Sto smo rekli biramo Abelovu bazdarnu grupu simetrija i
1D vlakna sveznja E (dakle [(c)). Sad kada su osnove izgradene mozemo definirati
i ostale elemente teorije. Biramo polje po kojemu bazdarimo tj. reprezentaciju baze

E, p:
0

i[(g)] metriku Higgsove mnogostrukosti M, g, neka je:

p pt=0, p'=1 (3.43)

g = (do)* + e (dy)*. (3.44)
Liejeva derivacija metrike ¢ je:

Lo, g =2(Ly,dz)dx + (Ly,e™) (dy)® + 2™ (£, dy) dy

{ £3id:L‘j = 0}

= \xe’™ (dy)?,
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pa iz (3.41) slijedi da je koneksija

(fay g)yy = zwyekmy

I
AT _)\_x

w:7dy; we =0, wy—2

Ovim koneksijskim koeficijentima definiramo koneksiju Prije nego definiramo
B, izracunajmo zakrivljenost Ry:

Ry = dw = w;; dz’ A da?

=wydz A dy
A
=3 dz A dy. (3.45)
Neka je B (definiramo [(f)):

B = —% dx A dy; B, = —%, (3.46)
provjerimo da li je ogranicenje zadovoljeno. Rac¢unamo, ¢lanovi s Liejevom
derivacijom:

£9, B = d(19,B) + 1,(dB),
dB =0,
19,B = By, dx = % dz,
Ly, B = d(zayB) = 81,% dy A dx = —%dx A dy
i ostali:
w N1y, B = —)\24953/ dx A dy,
19w = 736 = 19,wB = —)\me dx A dy.
Zbrojeno dobijemo
R+ £y, B+15,BANw+15,wB =
_ %dx/\ dy—%dx/\ dy + XY e n dy — XY e n dy = 0,

gdje smo uzeli u obzir da je u Abelovom slucaju C}. = tj, = 0. Prelazimo sada na
odabir metrike & [(h)k
k= e, (3.47)

Moze se vidjeti da se ovakav odabir slaze s uvjetom (3.42), E-koneksijski koeficijenti

su \
E i x
= —plw; = — =,

[ prw 5
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slijedi
Egy = Ky + 2ETk

= \ze™ — \xe’ = 0.

I kona¢no preostaje odrediti potencijal V. Iz (3.10) i ¢injenice da p ima samo y
komponentu slijedi da V' # V(y) pa biramo standardni potencijal:

V(z) = —ma? + vxt. (3.48)

Prije nego mozemo napisati punu akciju ovog modela potrebno je joS izracunati ja-

kost polja G ([3.38)):
- 1
(w,- DX" A A),u,, = §>\XD[MYAZ,},
1 . , 1
é(Bij DX'A DXJ)/W = §>\YD[MY(9V}X,
1
G/W = 28[uA,,] + 5)\(X8[NYA,,] + YD[HY&,]X), (3.49)

gdje je
D, X =0,X, D) =0, —A,.
Sada imamo sve $to nam treba da zapiSemo kona¢nu punu akciju modela raspisanu

eksplicitno (3.40):

6)\XY 1 2
S[X, A] = / [ ; (204,40 + SMXOLY Ay + Y OLY 0, X — Y A0y X))
RL3

1
5 (BXOX + VO, YA, A - 20 4,00 )
—mX?+ vxﬂ d'o. (3.50)
Zanimljivo je iz ove akcije izracunati jednadzbe gibanja bazdarnog polja za uspo-

redbu sa standardnim Maxwellovim jednadzbama poglavlja [II Racunamo ¢lanove
Euler-Lagrangeove jednadzbe:

oL MY (1 40 [u pa] 1 2y 2 [w a]
IA = 1 2AX0,Y 01 A™ + 20V 9, XV A% 4 SN X?0,Y 01y A
+ %nyaﬂya[uyaalx — %VXY@YA[MW]X
1 1
— SNXY 9, XAy — SXY?9,X (ol xorly - a[MXAaJ))
_ e)\XY DaY,
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gdje prepoznajemo jakost polja G (3.49) sto znacajno pojednostavljuje izraze:

eAXY po AXY ma
—2\EGH(XD,Y — YO,X) — XY DO,
oL XY (e a8 oy 48] [y 58] oy 48]
_ 40 4% £ A X0V AP £ A YOyl X + AV Ol X A
SO = (a £ AXD LAYV IX £ AY D )
AXY

e

G?
2 Y

slijedi da je jednadzba gibanja

g—i — (5545) = Aefy G'(X0,Y —Y9,X) — eV DY — %au (MY Gre)
=0
Y
0,G'* = =2D*Y — % GH9,e MY
Ili jezikom diferencijalnih formi
xdxG = 2DY + %Gde”y, (3.51)

slijedi da je zbog nilpotentnosti operatora * d+ sacuvana struja
1
j=-—2DY — 3 G deMY .

Istim postupkom se za standardnu U(1) Yang-Mills-Higgsovu teoriju moze pokazati
da je struja jednaka prvom c¢lanu prethodnog izraza. Dakle modifikacija teorije je
sadrzana u drugom c¢lanu. Jo$ nam preostaje da nademo analogon Bianchijevog
identiteta koji u elektrodinamici predstavlja prvu Maxwellovu jednadzbu. Zapisimo
prvo jakost polja G koriste¢i diferencijalne forme

G = dA—l—%XDY/\A—%YdX/\ DY
= dA—i—%)\XdY/\A—%)\YdX/\ dY—l—%)\YdX/\A7

racunamo vanjsku derivaciju

1
dG = 5/\(dX/\ dY NA—XdY ANdA+ dY AdX ANA-Y dX A dA)
1
= §>\(XdA/\ dY + Y dA A dX),
takoder vrijedi

1 1
w/\G:§)\XdY/\ dA+ZA2XYdYA dX A A

1 1
19,BANG =AY dX A dA+ ZAQXY dX A dY A A4,
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stoga mozemo zapisati Bianchijev identitet
dG + (w4 19,B) NG =D,G +19,B NG = 0. (3.52)

Treba primijetiti da svi dosadasnji izrazi prelaze u standardne relacije elektrodina-
mike u interakciji sa skalarnim poljem kada A — 0, a kako je A direktan parametar
zakrivljenosti primjecujemo da je nova teorija u potpunosti kompatibilna sa
starom (ravnom) teorijom. Takoder, jednadzbe gibanja bazdarnog polja su i dalje
linearne iako netrivijalno vezane na skalarna polja X i Y cije ¢e jednadzbe gibanja,
odmabh vidljivo iz akcije, zasigurno biti nelinearne. Dakle ¢ak i u najjednostavnijem,
U(1), slucaju skalarna polja postaju znacajno kompliciranija.

3.4 Zakljucak i buduénost teorije

Istrazivali smo modifikacije Yang-Mills-Higgsove teorije ukoliko zahtijevamo kovari-
jantnost sveznja Higgsovih polja M u analogiji s op¢om teorijom relativnosti. Bas
kao $to je specijalna teorija relativnosti limes opc¢e kada zakrivljenost is¢ezava, tako
se i standardna Yang-Mills-Higgsova teorija moze shvatiti kao specijalan slucaj za-
krivljene-YMH teorije. To nam osigurava uvjet kompatibilnosti zbog kojeg se
slu¢aj Ry = 0 svodi na standardnu teoriju. Kako bismo mogli konstruirati konzis-
tentnu teoriju, morali smo modificirati definiciju jakosti polja koja ulazi u izraz za
akciju, dodavsi novu 2-formu B. U proslom odjeljku [3.3] smo tockama eks-
plicitno pokazali kako se gradi model unutar ove teorije. Takoder je bio prezentiran
i jednostavan model u okviru ove nove teorije koji pokazuje kakve velike posljedice
na same jednadzbe gibanja ima neiScezavanje zakrivljenosti F-sveznja. Ovakva te-
orija je pokazala da je za zakrivljenje teorije nuzno uvodenje Liejevog algebroida kao
generalizacije Liejeve algebre. Dakle pripadna bazdarna simetrija viSe ne bi nuzno
odgovarala nekoj Liejevoj grupi ve¢ generalizaciji, Liejevom grupoidu. S obzirom na
jako ucestalu pojavnost Liejevih grupa u opisu prirode logi¢no je za ocekivati ¢e se u
prirodi pojavljivati i opéenitiji konstrukt.

Medutim, naSe razmatranje je bilo isklju¢ivo ograniceno na klasi¢an slucaj. Prvi
korak u nastavku razvoja zakrivljene-Yang-Mills-Higgsove teorije treba biti kvantiza-
cija te bi tek u tom slucaju mogli istraziti posljedice na realne sisteme. Nakon kvanti-
zacije valja provjeriti renormalizabilnost koju ¢e biti netrivijalno pokazati jer transfor-
macija narus$ava mogucnost provjere prividnom renormalizabilnosti. Kvan-
tizacijom se takoder mogu javljati i simetrijske anomalije koje treba ukloniti prije
nego teorija moze biti konzistentna, bas kao Sto se one sve medusobno ponistavaju
u standardnom modelu. I kona¢no, ovo je samo bozonski sektor onoga Sto satinjava
standardni model. Kako bi ovo postala potpuna teorija materije, u razmatranje treba
integrirati i fermionska polja.
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Dodaci
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Dodatak A

Mnogostrukost i tenzori

Definicija 1. Neka je T familja podskupova skupa X, onda T nazivamo topologijom
na X ako:

. ogeTiXeT,

ii. za konacno ili beskonacno podskupova {O;, } vrijedi da je unija |JO;, € T,
k
iil. za konacno podskupova {O;, } vrijedi da je presjek (O, € T.
k

Ako je U topologija onda X ili par (X,U) nazivamo topoloskim prostorom. O;, nazi-
vamo otvoreni podskup.

Definicija 2. Neka je X topoloski prostor. Podskup U C X nazivamo okolina tocke
x € X ako i samo ako je x sadrzan u otvorenom podskupu U.

Definicija 3. Topoloski prostor (X, T') nazivamo Hausdorffovim prostorom ako i samo
ako se bilo koje dvije tocke mogu razdvojiti okolinama tj. ako i samo ako

Ve£yeX, 3UVeT | (xeUAN(yeV)ANUNV =0).

Definicija 4. Neka su (X;,7;) i (X, 7T2) topoloski prostori. Za bijekciju ¢ : X7 — Xo
kazemo da je homeomorfizam ako su i o i inverz o~ ! neprekidna preslikavanja.

Definicija 5. n-dimengionalna mnogostrukost je Hausdorffov prostor takav da svaka
tocka ima otvorenu okolinu homeomorfnu otvorenom podskupu R".

Otvoreni podskup U prostora M zajedno s homeomorfizmom ¢ : U — V C R" nazi-
vamo karta.

Za dvije karte (Uy, 1) 1 (Us, p2) kazemo da su C"-kompatibilne ako je homeomorfi-
zam @, o ;' r-puta derivabilan.

C7-atlas na mnogostrukosti M je skup C"-kompatibilnih karti takvih da im domene
prekrivaju M.

C"-mnogostrukost je mnogostrukost s pridruzenom klasom ekvivalencije C"-atlasa.
Diferencijalna mnogostrukost je C*°-mnogostrukost.
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Definicija 6. Tangentni vektor u nekoj tocki p € M je preslikavanje v, : C*°(M) — R,
za koje, za sve f,g € C*(M)ia,p € R, vrijedi:

i. linearnost v,(af + Bg) = avy(f) + Buy(g),

it. Leibnizovo pravilo v,(fg) = f(p)v,(9) + g(p)v,(f).

Vektorski prostor svih vektora tocke p oznacavamo s T,M. Pridruzimo li svakoj tocci p
mnogostrukosti vektor v, definirali smo vektorsko polje v, skup svih vektorskih pros-
tora T,M ogznacavamo s T'M.

Definicija 7. Kovektor, dualni vektor ili 1-forma w, u tocki p je linearno preslikavanje
w: T,M — R. Skup svih 1-formi tocke p oznacavamo s T*M i nazivamo kotangentni

(vektorski) prostor. Analogno vektorskom polju definiramo i polje 1-formi (iji prostor
oznacavamo s T* M.

Definicija 8. Oznalimo s {¢é;} bazu tangentnog prostora T,,M. Imamo li koordinatni

sustav {z'} u okolini tocke p on generira koordinatnu bazu:

o= 2
oxt

Neka baza {é;} je koordinatna ako i samo ako elementi baze komutiraju:
[éi7 é]] = 0

Koordinatna baza T; M je
0 = da’.
Definicija 9. ('l“)-tenzor u tocki p € M je multilinearno preslikavanje:
T:T,Mx - xT,MxT;M x--- xT M — R.

~\~ ~~

k l

Baza tenzora je direktan produkt bazi T,M i Ty M:
0, ® - ®0;, ®dr" @---® da’,
gdje je oznaka direktnog produkta najcesée implicitna.

Definicija 10. Ako je M diferencijalna mnogostrukost onda definiramo metriku ili
metricki tenzor kao (3) tenzor sa svojstvima:

i. simetri¢nost, g(u,v) = g(v,u), Yu,v € TM,
ii.a. pogzitivna definitnost g(u,u) >0, Yu € TM, gdje g(u,u) =0 < u =0,

ii.b. ako u pvrijedi g(u,v) =0, YueT,M = v=0.
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Metricki tenzor sa svojstvom ii.a. nazivamo Riemannov, a onaj sa svojstvom ii.b. pseudo-
Riemannov. Slijedi da metrika uspostavlja 1-na-1 vezu vektora i 1-formi. Mnogostru-

kost s pridjeljenom (pseudo-) Riemannovom metrikom nazivamo (pseudo-) Rieman-
nova mnogostrukost.

Definicija 11. Neka su M i N mnogostrukosti, F' : M — N glatko preslikavanje i
f : N — R realna funkcija na N. Definiramo povlaku ili povlacenje (engl. pullback)

F*f=foF:M—R.
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Dodatak B

Diferencijalne forme

Definicija 12. Liejevu zagradu (komutator) vektorskih polja X,Y € T'M definiramo
kao vektorsko polje s djelovanjem na glatku funkciju f : M — R:

(X Y]f = XY ()] = YIX()]-

Liejeva zagrada je linearna u oba argumenta, antisimetricna sa svojstvom Jacobijevog
identiteta:
(X, [Y,Z]+[Y,[Z,X]|+ [Z,[X,Y]] =0,

i Leibnizovog pravila
(X, fY] = fIX, Y]+ X ()Y,
[fX, Y] =fIXY]-Y()X

Definicija 13. Liejeva derivacija duz krivulje generirane vektorskim polje X vektor-
skog polja Y dana je Liejevom zagradom polja X i Y:

£xY =[X,Y].
Definicija 14. Vektorsko polje K nagzivamo Killingovim ako vrijedi:
£xg=0,
gdje je g metricki tenzor mnogostrukosti M.

Definicija 15. Vanjska ili Grassmannova algebra A(V') nad vektorskim prostorom V'
je asocijativna algebra razapeta V' s pridjeljenom operacijom vanjskog produkta (engl.
wedge product) definiranom s

vAv =0, veAl).

Definicija 16. Gradirana algebra je algebra s dekompogzicijom u direktnu sumu A =
@D, p Ay za neku Abelovu grupu P kompatibilna s produktom tj. A, A, C A, Slijedi
daje A(V) = @,A?(V), A' =V Z-gradirana algebra s A' # {0} < 0 < i < dimV,
Vrijedi onda za elemente v € AP(V)iu € AY(V):

vAu=(=1)"uAwv.
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Definicija 17. Elementi vanjske algebre nad kotangentnim prostorom tocke © € M,
APM = AP(T;M) su potpuno antisimetricni kovarijantni tengzori i zovu se diferenci-
jalne forme reda p ili krace p-forme. Polja diferencijalnih formi se definiraju analogno
vektorskim poljima i pripadaju prostoru koji se oznacava s APM. p-formu w mozemo
zapisati po komponentama:

1 ) )
W= —wj i, dx A--- A da'
p! :

onda vanjski produkt postaje:
1 . .
A= == iy By AT A A datr € APYIM, Yae APM A B e ANM.
pq:

Definicija 18. Definiramo operator vanjske derivacije kao linearno preslikavanje d :
QOP(M) — QPFL(M) sa svojstvima:

Lodf(X)=X(f), [feC=M)

ii. dwAn)=dwAn+ (=P wAdy, VYweP(M)AneQI(M)

iii. d>=0
gdje je QP (M) prerez AP M sveznja (vidi dodatak D). Po komponentama vanjska deriva-
cija djeluje na p-formu w na sljedeci nacin:

(dw)ijk = (=1)P(p + Dwji._jik- (B.1)
Definicija 19. Kontrakcija vektorom X, 1x : QP — QP!
(exw)(vy, ..., vpm1) = w(X, (v1, ..., Vp—1)

(lxw)il...z'p,l = ijjz‘l...z'p,l-
Vrijedi 13 = 0.
Definicija 20. Definiramo operator, Hodgeov dual x : QP — Q" gdje je n dimenzija
mnogostrukosti M:
KW = ———— &4y i, W AP A A da™ (B.2)
pi(n —p)!

gdje su indeksi p-forme w dignuti koriste¢i metriku g, a ¢ Levi-Civita tenzor (vidi dodatak
[@). Svojstva duala su:

sl=¢, #>=(=1)P" P sgndetg.

Liejevu derivaciju diferencijalne forme mozemo zapisati koristei vanjsku derivaciju i
kontrakciju:
£X(JJ = (dZX—i-Zxd)w.
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Definicija 21. Neka su M i N (pseudo-) Riemannove mnogostrukosti s metrikama
redom g i h. Injektivno preslikavanje F' : M — N nagivamo izometrijom ako F

zadovoljava:
g(X.Y) = h(F(X),F(Y)), VX,Y € T(TM).

Definicija 22. Neka je (M, g) (pseudo-) Riemannova mnogostrukost. Grupa izome-
trija je skup svih bijektivnih izometrija F : M — M s grupnom operacijom kompozici-
jom funkcija i identitetom, funkcijom identiteta.
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Dodatak C

Levi-Civita tenzor

Definicija 23. Definiramo Levi-Civita simbol kao

+1, sgno(iy...i,) =1
€iroin = § —1, sgno(iy...i,) =—1
0, ostalo.
Opéa koordinatna transformacija Levi-Civita simbola je
| o2" ozt Qx'r
€ .al, = Dt Eil‘..in@ A

ozt
i

5.7 | Jacobijan. Dakle Levi-Civita simbol je tenzorska gustoca tezine 1.

gdje je

Definicija 24. Definiramo Levi-Civita tenzor

Eir.in = Vdet g €, i,

1

m €it.in-

Mnogostrukosti na kojima se moze definirati Levi-Civita tenzor nazivaju se orijentabil-

8“"'1" —=sgng

nim mnogostrukostima.

Definicija 25. Tradicionalna pokrata volumnog elementa je
d"z = da' A+ A da”

medutim ovo je gustoéa. Stoga definiramo volumnu formu:

1 ) )
e =+/detg dzt A A da” = — Eitenin dz'* A+ A da',
n!

s normalizacijom:
iy i €0 = (sgndet g) n!,

koja je invarijantna na koordinatne transformacije.
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Dodatak D

Sveznjevi

Definicija 26. Svezanj je uredena petorka (E,, B, F, G) koju sacinjavaju:

L.

iL.

il

.

VI.

topoloski prostor E — totalni protor,
topoloski prostor X — bazni prostor,
neprekidna surjekcija projekcija « : E — X,

topoloski prostor I' — standardno vlakno. Ono je homeomorfno svim inverznim
slikama 7' (z) = F,, v € X; F, éesto nazgivamo samo vlakno u tolci z, dalje

grupu G — stukturnu grupu — homeomorfizama F),

otvoreni skup pokrivanja {O,,} baznog prostora X s homeomorfizmima ¢,, takvim
da
VO, 3¢e : 7 H0,) = Oy x F, 7o (x,f) =2, €0, fEF

¢ se nagiva lokalna trivijalizacija.

Definicija 27. Grupa G se javlja pri prijelazu iz jednog skupa lokalnih koordinata

sveznja (Og, ¢o) u drugi (Og, ¢g). Pretpostavimo da O, i Op imaju neprazan presjek

O, N Og # @. Promotrimo neprekidno i invertibilno preslikavanje

tagz(baOQﬁEl:(OaﬂOg)XF—)(OQQOB)XF.

Fiksiranjem x € O, N Og, preslikavanje t,p : F' — F' preslikava neku tocku vlakna u

drugu tocku vlakna pa se naziva prijelazna ili trangicijska funkcija. One zadovolja-

vaju:

taa - 17

tog = t5)

af — Bos
taptpy = tay-

Definicija 28. Skup svih prijelaznih funkcija t generiraju strukturnu grupu

G = {taﬂ}'
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Definicija 29. Trivijalni sveZanj je svezanj kod kojeg je totalni prostor direktni produkt
baznog prostora i vlakna
E=BxF.

Sve prijelazne funkcije trivijalnog sveznja odgovaraju funkciji identiteti
taﬁ =1=id.

Definicija 30. Glavni ili G-svezanj P(X, ) je svezanj Cije je vlakno sama strukturna
grupa F' = G.

Definicija 31. Vektorski svezanj je svezanj cije je vlakno vektorski prostor s repre-
gentacijom p strukturne grupe G na vektorskom prostoru F. KaZe se da je pridruzen
glavnom sveznju ako su pripadne prijelazne funkcije slika djelovanja p na prijelazne
funkcije glavnog sveznja.

Definicija 32. Prerez ili globalni prerez sveznja E je neprekidno preslikavanje
s: X = FE, (ros)(z)=mns(z)=idxx =2z, VrelX.

Ako je prerez definiran samo na otvorenom skupu O C X onda se on naziva lokalni
prerez. Skup svih prereza ozgnacavamo s I'(E), a lokalnih prereza na otvorenom skupu
OsT'(O,FE).

Definicija 33. Tangentni svezanj je posebna vrsta vektorskog sveznja na mnogostru-
kosti M u kojemu su vlakna F, = T,M:

E=TM = UTxM.

zeM

Dakle, svako vlakno je homeomorfno s R™, a strukturna grupa je GL(n,R). Analogno
definiramo kotengentni svezanj s vlaknom F, = T} M.

Definicija 34. Vektorsko polje je prerez tangentnog sveznja T'M, pa je vektorsko polje
v(z) € I(T'M). Polje diferencijalnih formi reda p je prerez sveznja AP M, dakle polje
p-formi w € I'(APM) = QP(M).
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Dodatak E
Liejev algebroid

Definicija 35. Neka je M diferencijalna mnogostrukost i (E, w, M) vektorski svezanj na
M. Struktura Liejevog algebroida na sveznju E je onda definirana s:

i. operacijom (si,S2) — [s1, $2] na prostoru I'(E) glatkih presjeka ¢ime I'(E') postaje
Liejeva algebra,

ii. glatkim preslikavanjem p : E — TM, takvim da za svaki par (si,ss) glatkih
presjeka E i svaku glatku funkciju f : M — R vrijedi Leibnizovo pravilo

[Sl) fSQ] = f[slu 82] + £p051 f827
gdje za Liejevu derivaciju funkcije mogemo zapisati

£pos1 f = Tpos; df

Vektorski svezanj (E,m, M) s pripadnom strukturom Liejevog algebroida nazivamo Li-
ejev algebroid i oznacavamo s (E, 7, M, p), p: E — TM nagivamo sidrisnim presli-
kavanjem. Preslikavanje s — p o s je homomorfizam tj. vrijedi

[p0517P032]:PO[31732]> vsbSQEF(E)-

Izaberemo li lokalne koordinate {z'} na M i bazu T'(E), {é,}, zagrada i sidrisno presli-
kavanje poprime oblik

[€as 0] = Ciee,  pléa) = pa0s, s Py € C(M).
Funkcije C¢, i pi zadovoljavaju poopleni Jacobijev identitet

CiaCil+ PiCl + CoaCl + piCl s + CoiCly + piCly = 0 (E.1)

ca,i

i strukturu

Ppbs = Phpaj = Cohpes (E.2)

sto slijedi iz Cinjenice da je p homomorfizam. Sada ove funkcije u potpunosti odreduju
Liejev algebroid.
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Jednostavni primjeri Liejevih algebroida su Liejeva algebra gdje je bazna mnogos-
trukost tocka i sidriSno preslikavanje p = 0 i tangentni svezanj 7'M neke op¢e mno-
gostrukosti M s komutatorom vektorskih polja kao zagradom i id;), kao sidrisnim
preslikavanjem.
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