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Uvod

Jedan od osnovnih ciljeva pri dizajniranju elasti¢nih struktura jest posti¢i da one odgova-
raju svojoj namjeni i budu u nekom smislu optimalne. Topoloska optimizacija odnosi se na
pitanje pronalazenja optimalnog oblika strukture u odnosu na neki kriterij, te je od velike
vaznosti u podrucju strukturnog dizajna. Stoga ne Cudi Sto su do danas razvijene brojne
metode za odredivanje takvih oblika, ovisno o namjeni i matematickom modelu strukture,
odabranoj funkciji cilja ili zadanim uvjetima optimizacije. Jedna od tih metoda je i metoda
homogenizacije.

Metoda homogenizacije pocela se razvijati 70-ih godina proslog stolje¢a radovima S.
Spagnola [11]] te F. Murata i L. Tartara [6]. Osnovna ideja homogenizacije je za heterogeni
materijal (npr. sastavljen od vise razlicitih materijala ili porozan, tj. ispunjen rupama)
odrediti homogeni materijal koji ga najbolje aproksimira. .

U ovom radu bavimo se pitanjem pronalaZenja optimalnog dizajna u kontekstu elasti¢nosti,
unutar dvodimenzionalne domene na ¢ijem je rubu propisan Neumannov rubni uvjet, osim
na dijelovima na koje djeluje optereéenje, koristeéi metodu homogenizacije. Zelimo naéi
oblik strukture najvece krutosti uz zadanu dostupnu koli¢inu materijala. Pritom uglavnom
slijedimo rad G. Allairea [3]].

U prvom poglavlju izneseni su glavni teorijski rezultati vezani uz metodu homogeniza-
cije u kontekstu elastiCnosti. Najprije je uveden pojam H-konvergencije te su zatim ek-
plicitno izraCunata efektivna svojstva periodi¢nog materijala dobivenog homogenizacijom.
Uveden je pojam komponiranih materijala te je pokazano da se efektivna svojstva struktura
dobivenih laminacijom mogu aproksimirati strukturama sacinjenim od periodi¢nih materi-
jala.

U drugom poglavlju definiran je pojam optimalnog dizajna u odnosu na maksimizaciju
krutosti strukture te je prostor dopustivih rjeSenja proSiren kako bi se osigurala egzisten-
cija rjeSenja, odnosno provedena je relaksacija problema. Zatim je dokazano kako unutar
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tog prostora postoji rjeSenje te su eksplicitno izracunate formule kojima je parametriziran
optimalni dizajn.

U treCem poglavlju najprije je opisan algoritam koji rjeSava problem topoloSke optimi-
zacije metodom homogenizacije, temeljen na algoritmu iznesenom u [3]]. Opisane su ka-
rakteristike tog algoritma te je algoritam primijenjen na nekoliko primjera ¢iji su rezultati
zatim graficki prikazani.

Zahvaljujem svom mentoru, prof. dr. sc. Josipu Tambaci, na bezgrani¢nom strpljenju i
pomoci koju mi je iskazao tijekom izrade ovog rada.



Poglavlje 1

Metoda homogenizacije u 2D elasticnosti

1.1 Definicija problema

Neka je Q otvoren i ograni¢en skup u R?. Za sve @ > 0, 8 > 0 definiramo podskup M, g
skupa /\/(‘21 svih simetri¢nih tenzora Cetvrtog reda koji djeluju nad simetri¢nim matricama
dimenzije 2 sa

Mo =M e MEI M- £ 2 al £ P, M7E-£2 B1E P VE € M),

gdje M oznalava skup svih realnih simetri¢nih matrica reda 2. Tenzori iz skupa M; u
kontekstu elasticnosti zovu se tenzori elasticnosti.

Elasti¢no tijelo zadano na Q se uslijed djelovanja sile deformira te na njoj mozemo pro-
matrati funkciju pomaka u : Q — R2, koja za svaku to¢ku tijela opisuje njen poloZaj
nakon deformacije. Kao mjera deformacije sluzi nam linearizirani tenzor deformacije
e(u) = (Vu + Vu')/2 € M;. Tenzor naprezanja o= € M; opisuje djelovanje unutarnjih
sila na pojedinu tocku tijela. Vezu izmedu tenzora deformacije e i tenzora naprezanja o
moZemo izraziti pomocu posebnog tenzora elasti¢nosti A € M; kao

o(u) = Ae(u).

Tenzor elasticnosti A zadaje Hookeov zakon.

Neka je (A%(x))es0 niz tenzora u L™(Q; M, g). Za zadanu funkciju f € H'(Q)? proma-
tramo sljedeci sustav linearizirane elasticnosti

—div(Ae(u.)) = f uQ,
{ u. =0 na 0Q, (1.1
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Problem (1.1) dopusta sljedecu slabu formulaciju:
fAee(uE) ce(p)dx =< f, ¢ > g1 ) Vo € H(l)(Q),
Q

pri Cemu je < g,¢ >y 1= g(p), g € H™', ¢ € H). Uvr§tavanjem u, umjesto ¢ u varijacij-
sku formulaciju i koriStenjem pretpostavke da je A€ koercitivan, dobivamo da vrijedi
2
a”e(ue)”LZ(Q;Mg) S j;ere(uE) ' e(uE)d-x
=< f, Ue >H—1’Hé
< 11l Nl

Prema Kornovoj nejednakosti sada postoji C > 0 tako da je

181l < Clle@llz@:ps), V¢ € Hy(Q).

Obratna nejednakost je ocita, pa zakljuCujemo da je norma [le(-)llz2;pms) ekvivalentna normi
Il -1l Hi(@p ha prostoru H,(Q)*. Lax-Milgramova lema sada garantira da problem (1.1) ima
jedinstveno slabo rjesenje u. € H}(Q)?, € > 01 za to rjeSenje je

C
ey < =1l
(04

ZakljuCujemo da je niz rjeSenja (u¢).-o ogranicen u Hé(Q)z, pa postoje podniz tog niza,
kojeg oznatavamo i dalje s €, i funkcija u € Hy(Q)* tako da

u. — u slabou H(])(Q)z.

Niz tenzora naprezanja dan je sa o, = Ae(u). 1z ogranicenosti tenzora A€ zakljuCujemo
da je i niz (0¢)eso ogranicen u L*(Q; M), te stoga postoje podniz o tog niza i o €
L*(Q; M) tako da vrijedi

o — o slabo u L*(Q; M3).

Prema definiciji takoder ocito vrijedi —divo, = f u Q. Prelaskom na limes zaklju¢ujemo
da tada vrijedi i —divo- = f u Q.

Osnovno pitanje koje se namece je postoji li veza izmedu slabih limesa u i1 o, odnosno
postoji li tenzor A* € L*(Q, M, p) tako da vrijedi

o =A"e(u).

Problem leZi u Cinjenici da, unatoc tome $to je niz (A).-o ograni¢en u L*(Q; M, p) te stoga
postoji (do na podniz) njegov slabi-* limes A u istom skupu, produkt A¢e(u.) opéenito
ne konvergira prema Ae(u), niti je ¢ = Ae(u). Bit ée potrebno uspostaviti drugu vrstu
konvergencije na prostoru L*(Q; M, ) kako bi se dokazala Zeljena relacija, ¢ime se bavi
sljedeca sekcija.
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1.2 H-konvergencija

Definicija 1.2.1. KaZemo da niz tenzora elasticnosti A€ u L*(Q; M, g) konvergira u smislu
homogenizacije, odnosno da H-konvergira, prema homogeniziranom tenzoru elasticnosti
A" € L*(Q; M, g) ako za sve desne strane f € H~'(Q)? niz rjiesenja u. problema

—div(A¢e(u.)) = f uQ,
{ u. =0 na 0Q2 (1.2)
zadovoljava
U — U slabo u Hé(Q)z, (1.3)
Afe(u,) — A*e(u) slabo u L*(Q; M), ’
pri cemu je u jedinstveno rjesSenje homogenizirane jednadzbe
—div(A*e(u)) = f uQ,
{ u=20 na 0QQ. (14

Osnovni rezultat ovog odjeljka bavi se pitanjem postojanja H-limesa niza A€ € L*(; M, ).
Najprije navodimo nekoliko pomo¢nih tvrdnji.

Lema 1.2.2. (div-rot lema) Neka su e€ i 0 dva niza u L*(; M?) tako da vrijedi

e — e slabo u L*(Q; M)
o€ = o slabo u L*(Q; M),

Neka takoder vrijedi
dive® — divo- u H'(Q)*

izasvel,jk,l €{l1,2} vrijedi

6651 .\ e, 56; ~ de; dej, . Oejx ~ de ji ~ Oe; u HY(QY
Ox;0x;,  0x;0x; 0x;0x; 0x;0x; Ox;0x;  0x;0x; O0x;0x; 0x;0x; '

Tada

‘o — eo u smislu distribucija.

Lema 1.2.3. Neka je V| separabilan i V, refleksivan Banachov prostor. Neka je S  ogranicen
niz linearnih operatora iz prostora Vy u V,, dakle iz B(V1, V2). Tada postoji podniz (i dalje
indeksiran sa €) i operator Sy € B(Vy, V) tako da vrijedi

[ISoll < lim inf IS ]|

iza sve f € V| vrijedi
Sef — Sof slabo u V,.



POGLAVLIJE 1. METODA HOMOGENIZACIJE U 2D ELASTICNOSTI 6

Dokaz. Oznacimo sa X; prebrojiv gust podskup skupa V. Za svaki f € X; niz (Sf)es0
je ogranicen pa, jer je prostor V, refleksivan, ima slabo konvergentan podniz S . f Ciji slabi
limes ozna¢imo sa S f. Budu¢i da je skup X; prebrojiv, mozemo dijagonalizacijom dobiti
podniz (oznaCen opet s €) nizova (€f) rex, tako da za sve f € X, vrijedi

Sef — Sof slabouVs,.

Time smo definirali linearan operator S : X; — V,. Budu¢i da je norma slabo polunepre-
kidna odozdo, takoder vrijedi

IS0 fllv, < iminf IS efllv, < Cllfllvi, (1.5)

Sto znacida je S € B(Xj, V,). Operator S se moze po neprekidnosti prosiriti do operatora
na ¢itavom V jer je X; gust u Vi, odakle slijedi da za sve f € V; vrijedi

Sef — Sof slabouVs.
Prva tvrdnja leme slijedi iz prve nejednakosti u 1.5. O

Lema 1.2.4. Neka je V separabilan i refleksivan Banachov prostor. Neka su a,8 > 01 T,
niz operatora u B(V, V') tako da za sve v € V vrijedi

< T, v >py> alvll}

iza sve f € V' vrijedi
<T.'f.f >vw= BlIfI-

Tada postoje podniz (i dalje indeksiran s €) i operator Ty € B(V,V’) tako da su Ty, T !
takoder koercitivni s konstantama «, i za sve f € V' vrijedi

T:'f — T, f slabo uV.

Dokaz. Bududi da je dual refleksivnog, separabilnog Banachovog prostora takoder reflek-
sivan i separabilan, moZemo primijeniti Lemu 1.2.3 na niz (7_ DNeouz Vi =V'iV, =V,
odakle slijedi da postoje podniz (T ') i operator ;' tako da je

T-'f = T;' fslabouV, VfeV'.
Pustanjem limesa kad € — 0 dobivamo
<T5'fo f >vwz BIf s

$to zajedno s Lax - Milgramovom lemom povlaci da je 7, invertibilan. Uvrstimov = 7' f
u pretpostavku koercitivnosti 7:

< T2 >vv IR
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Pustanjem limesa u ovoj nejednakosti 1 koriStenjem slabe poluneprekidnosti odozdo norme
na Banachovim prostorima dobivamo

< LI5Sy allTy £l
Konac¢no, uvrStavanjem f = Tyv slijedi koercitivnost 7. O
Sada iznosimo glavni rezultat ovog odjeljka.

Teorem 1.2.5. Za svaki niz tenzora elastiCnosti A C L*(Q; M, p) postoji podniz A€ i
homogenizirani tenzor elasticnosti A* € L*(Q; M, p) tako da A¢ H-konvergira prema A*.

Dokaz. Prvi korak
Definiramo operatore T, : Hy(Q)* — H ' (Q)*i S, : H'(Q)* — L*(Q; M) sa

T.v = —div(A%e(v))
Sef = A%e((T)™' /),

pri cemu su A € L*(; M, ). Sva tri navedena prostora su separabilni i refleksivni Ba-
nachovi prostori te za operatore T, vrijedi:

<Twv,v > 1= fAEe(v) -e(v)dx > alle(v)IIiz.
Q

Prema Kornovoj nejednakosti |le(:)|[;2 uzimamo kao normu na prostoru Hé(Q)z. Stoga
zakljuCujemo da su T, koercitivni operatori s konstantom «. Takoder je

<Tev,v >y 1= fg (A9 (A%(v)) - (Ae(v))dx = BIA )l 2@ms)

<Tv, ¢ >y L Ace() - e(p)dx
ITevllg-1 = sup = = sup < [|[A%e)ll.>.
peH] Il peH) 1112

Stoga je
<Tw,v e = 1T ev||g-1.

Uvrstavanjem v = T f slijedi
<T'fo f >y BIf Il -

Analogno, iz

IS efllz < B~ Nle(T )l
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le(TZ Pllz < 1T Fllgye < @ HIf -

zakljuCujemo da su S takoder koercitivni te da su im inverzi dobro definirani i takoder ko-
ercitivni. Iz Lema 1.2.3 1 1.2.4 sada slijedi da postoje podnizovi nizova T, i S . te operatori
TyiS tako da za sve f € H™'(Q)? vrijedi

ue =T 'f — u=T;"'f slabo u Hj(Q)*
Afe(ue) = S.f — Sof slabo u L*(Q; M5).

Drugi korak:

Neka je Q otvoren i ograni¢en skup u R? tako da je Q kompaktno uloZen u Q, 0 c Q.
MoZemo prosiriti matrice A€ na skup €, na primjer definiranjem A€ = aly u Q\Q, pri cemu
je 1, jedini¢ni tenzor Cetvrtog reda. Neka je ¢ test-funkcija iz prostora D(€2) takva da je
¢ = 1 u Q. Definiramo operator T : H}(Q)? — H1(Q)? sa

Tov = —div(A%e(v)).
Kao u prvom koraku pokaZe se da postoje podniz niza T, i operator T, tako da vrijedi
T-'f — 75" slabo u HY(Q)*.
Oznadimo g; = To(¢x;) i definiramo niz test-funkcija w' kao
wl = TE_ 'gi.

Lako je provjeriti da tada vrijedi

wh— slabo u H'(Q)?,

g = —div(Ace(w)) — g u H Q). (1.6)

Treci korak:
Nizovi (Ae(wl));=1» su prema posljednjem zaklju¢ku ogranieni u L*(Q; M3) pa postoje
(do na podniz) matrice a' tako da

Afe(wl) — a' slabo u L*(Q; MS).

Sada moZemo definirati tenzor A*(x) = a'(x) ® a*(x), gdje (- ® -) oznatava vanjski produkt
matrica. Tada za w. = Y, A'wl, A" € M} vrijedi

(A%(ue) — Ae(we)) - (e(ue) — e(we)) = 0,
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jer su A€ koercitivne. Zbog —div(A¢e(uc) — Ae(w.)) — f — gi u H~'(Q)? prelaskom na
limes i primjenom Leme 1.2.2 dobivamo

Sof —A" D) -(e(u)— ) >0 gs.u.

Neka je x, tocka u Q u kojoj vrijedi gornja nejednakost. Odaberimo A = e(u(xy)) — tu, pri
¢cemujet > 0ip € Mj. Tada je

(S0f(x0) — A" (x0)e(u(xo)) + tA™ (xo)u) - 11t = 0.
Posljednju nejednakost podijelimo sa ¢ i pustimo ¢t — 0 pa dobivamo
(Sof(x0) — A"(x0)e(u(x0))) - 1 2 0, Y € M.
UvrStavanjem pu = —u zaklju¢ujemo da je gornja nejednakost zapravo jednakost, odakle
slijedi
(S0/)(x0) = A" (x0)e(u(xo)),

1 ta jednakost vrijedi gotovo svuda u Q. Konacno, iz definicije operatora S . (posljedi¢no 1
S ) dobivamo da je operator T\, dan sa

Tov = —=div(A*e(v)).
Dakle, dokazali smo da vrijedi

Ue — U slabo u Q,
Afe(uc) — A*e(u) slabo u L*(Q; M),

pri ¢emu je u rjeSenje homogenizirane jednadZzbe

—div(Ae(u)) = f uQ,
u=90 na 0Q.

Preostaje joS pokazati da tenzor A* pripada prostoru M, s. Neka je ¢ € D(Q) proizvoljna
test-funkcija. Tada je

f P*Ace(w,) - e(w)dx > a f P*le(we)*dx.
Q Q

Iz (1.6) i Leme 1.2.2 slijedi da je opravdavan prelazak na limes pa dobivamo

f P*AA - Adx > « f *|Adx,
Q Q
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Sto uz Cinjenicu da je desna strana nejednakosti poluneprekidna odozdo daje A* > al,.
Sli¢no, buduci da je A€ € M, 4 slijedi

f P’ AT (A%e(we)) - (Ae(we))dx > B f ¢*|Ae(wo)l’dx).
Q Q

Ponovnom primjenom Leme 1.2.2 slijedi
f P*A*A- Adx > 8 f ¢*|A* APdx,
Q Q
pa uvrStavanjem A = (A)~'u dobivamo da je i (A*)~' > BI,. O

U nastavku navodimo neka od vaznijih svojstava H-konvergencije. Prvi rezultat utvrduje
jedinstvenost H-limesa, te lokalnost H-konvergencije, u smislu da vrijednosti tenzora A* u
odredenom podskupu od € ne ovise o vrijednostima izvan tog podskupa.

Propozicija 1.2.6. Postoje pozitivna konstanta C > 0 i realan broj 6 > 1 takvi da za
svaka dva niza tenzora elasticnosti A°(x), B(x) € L*(Q; M, p) koji H-konvergiraju prema
A", B" € L*(Q; M, p) vrijedi

IA° = Bllispe) < Climinf 45 = Blsape

Posebno, ako postoji w € Q takav da je A°(x) = B(x),Vx € w, onda je A*(x) = B*(x),Vx €
w.

Dokaz. Dokazujemo drugu tvrdnju. Bududi da je w kompaktno sadrzan u €, postoji test-
funkcija ¢ € D(Q) takva daje ¢ = 1 u w. Za A € M definiramo w(x) = Ax¢(x) i
g = —divA*e(w). Neka je w. H}(Q)*-rjeSenje jednadZbe

—div(Ae(we)) =g uQ,
we.=0 na 0Q2.

Buduci da A€ prema pretpostavci H-konvergira prema A*, zakljuCujemo da vrijedi

We = W slabo u Hy(Q)?
Afe(w,) — A*e(w) slabou L*(Q; MS).

Sli¢no, za p € M definiramo v(x) = ux¢(x), f = —div(A*e(v)) i ve analogno u, pa za-
klju¢ujemo
Ve =V slabo u H,(Q)*
Bée(v.) — B*e(v) slabou L*(Q; M3).
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Primjenom Leme 1.2.2 slijedi
(Afe(we) — Be(ve)) - (e(we) — e(ve)) — (A”e(w) — Be(v)) - (e(w) — e(v))

u smislu distribucija. Prema pretpostavci, A = B¢ gotovo svuda u w 1 A€ su koercitivni, pa
je lijeva strana zadnje jednakosti gotovo svuda pozitivna. Slijedi

(A"e(w) — B'e(v)) - (e(w) —e(v)) = (A"A-B'w)- (A1 —p) 20 gs. u w.

Odaberemo u = A+ tvuzt > 0, v € M, podijelimo jednadzbu s ¢ i pustimo t — 0 pa
dobivamo
(A"=B)A-v>0, YA,y e M;.

Ako uvrstimo v = —v gornja nejednakost postaje jednakost, pa zakljuCujemo da je A* = B*
u w. O

Iako smo H-limes definirali vezano uz problem s Dirichletovim rubnim uvjetom, ta je
pretpostavka zapravo bila nepotrebna. Niz u, moZe zadovoljavati bilo kakav rubni uvjet,
Sto pokazuje sljedeca propozicija.

Propozicija 1.2.7. Neka je A€ niz tenzora elsticnosti u L*(Q; M, p) s H-limesom A* €
L= (Q; M, p). Tada za svaki niz z¢ koji zadovoljava

—div(A%e(z) = fe > f uH!

loc

Ze = 2 slabo u H}

loc

Q)
(©Q)?

vrijedi
A*e(z.) — A*e(2) slabo u L2 (Q; M)

loc

Dokaz. Neka je w skup koji je kompaktno sadrzan u Q. Prema definiciji, z. je ograni¢en
niz u H'(w)?, pa postoji o € L*(w; M) tako da (do na podniz)

Afe(z.) — o slabo u L*(w; M)).

Uvodimo niz test-funkcija w, definiranih kao u dokazu Teorema 1.2.5. Neka je ¢ € D(Q)
takva da je ¢ = 1 na w. Za A € M} definiramo w(x) = Ax¢(x) i g = —div(A"e(w)). Tada su
w, definirane kao Hé (Q)*-rjesenja od

—div(Ace(we)) =g uQ,
we=0 na 0Q.
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Niz A€ H-konvergira prema A*, pa slijedi

we — w slabo u Hy(Q)?, (1.7)
Afe(w.) — A*e(w) slabo u LA(Q; MS). (1.8)

Koercitivnost A€ povlaci
(A%(ze) — A%e(w)) - (e(ze) —e(we)) 2 0 g.s. v w,
pa primjenom Leme 1.2.2 dobivamo
(c—A"2)-(e(z)— ) =>0gs. uw.

Neka je xy € w tocka u kojoj vrijedi gornja nejednakost. Odaberimo A = e(z(xp))+1u, t > 0,
u € M. Podijelimo nejednakost s 7 i pustimo limes kad + — 0 pa zbog proizvoljnosti u
slijedi
o (xo) = A"(x0)e(z(xo)) g.8. U w.
Slabi limes o je jedinstveno odreden dobivenom jednadZbom neovisno o izboru podniza e,
stoga za cijeli niz vrijedi
Ae(z) — Ae(z) slabo u LA (w; M).

Kako je w odabran proizvoljno, dobivena konvergencija vrijedi na ¢itavom L7 (Q; M3).
O

H-konvergencija implicira konvergenciju funkcije gustoce energije sustava, kao Sto je
dokazano u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 1.2.8. Neka je A€ niz tenzora elasticnosti u L*(8; M, p) s H-limesom A* €
L™(5 My p). Tada za svaku desnu stranu f € H™'(Q)? niz ue rjesenja 1.4 zadovoljava

Ae(u,) - e(u.) — A'e(u) - e(u) u smislu distribucija

fAEe(uE) -e(u)dx — fA*e(u) -e(u)dx,
Q

Q

pri Cemu je u slabi limes od u. u Hy(Q)" i rjeSenje homogenizirane jednadzbe (1.3).
Dokaz. Primjenom Leme 1.2.2 dobivamo da vrijedi konvergencija

Afe(u,) - e(u,) — A"e(u) - e(u)
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u smislu distribucija u Q. Parcijalnom integracijom jednadzbe za u, slijedi

fAfe(uE) -e(u)dx = ff cudx — ff - udx.
Q Q Q

Parcijalna integracija homogenizirane jednadZzbe daje
fA*e(u) -e(u)dx = ff - udx.
Q Q

fAEe(uE) -e(u)dx — fA*e(u) -e(u)dx.
Q

Q

Dakle,

O

Na kraju navodimo joS dva rezultata vezana uz ponaSanje H-konvergencije u odnosu na
uredaj tenzora (pod tim smatramo da za tenzore A i B vrijedi A < B ako je tenzor (B — A)
nenegativan u smislu kvadratnih formi).

Propozicija 1.2.9. Neka su A¢(x), B°(x) € L¥(Q; M,p) dva niza tenzora elasticnosti koji
H-konvergiraju prema A*, B* € L*(£; M, g). Ako za sve € > 0 vrijedi

AE-ESBE-& gs.uQ, YéEe M,
tada i za homogenizirane limese vrijedi
AE-ESBE-€ gs.uQ, VéEe M.

Propozicija 1.2.10. Neka je A°(x) niz tenzora elasticnosti u L™ (Q; M, p) koji H-konvergira
prema A* € L*(Q; M, ). Ako vrijedi

A€ XA slabo-* u L>(Q; M;‘)

(A" S (A7 slabo-* u LV (€3 M2),

onda za homogenizirani limes A* g.s. u Q vrijedi

AE-ESAE-ESAE-ENEE M,
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1.3 Periodicka homogenizacija

Neka je Q otvoren i ograni¢en skup u R? u kojem se nalazi linearan, elasti¢an i periodian
materijal perioda e. Koordinatni sustav odaberemo tako da je osnovna Celija periodi¢nosti
Y = [0, 1] x [0, 1]. Materijal u Q odreden je periodi¢nim tenzorom elasti¢nosti A(y), gdje

X

jey =2 €Y, x € Q. Uz zadano djelovanje sile na Q i Dirichletov rubni uvjet, problem
linearizirane elasti¢nosti u Q glasi:

{ —div(A®ewo) = f uQ, (1.9)
U = 0 na 0.

Cilj nam je odrediti svojstva materijala u Q kad € — 0. Najprije definiramo funkcijske
prostore L (Y), H;(Y) sa

LL(Y) = {f € L}, (R?)| f je Y-periodickal,

loc

HY(Y)={f € HY

loc

(R | f je Y-periodickal .

i na njima definiramo norme || - ||zrv), | - larcr)-

Tada se tenzor elasti¢nosti A(Z) nalazi u prostoru Ly (Y; M, ). Zeljeli bismo ga ekspli-
citno odrediti. U tu svrhu iznosimo sljedecih nekoliko rezultata.

Lema 1.3.1. Neka je f(y) Lﬁ(Y ). Niz f(x) = f(2) je slabo konvergentan u Lﬁ(Y ) sa limesom
Jy F)dy.
Y

Dokaz. Neka je Q proizvoljan ogranicen skup u R* i (Y¢);<i<u( familija disjunktnih kva-
drata s duljinama stranica € koji Cine pokrivac od Q (svaki od kvadrata Y; dobiven je iz ¥
skaliranjem i translacijom). Oznac¢imo s x{ srediSte svakog od kvadrata Y. Ukupan broj
kvadrata je n(€) = 5 (1 + o(1)). Sada je

f £(0dx = f FEdx =& f FOdy,
Ye Ye € Y

n(e)

e =Y | fudx=1Ql ( fy f(y)Zdy)(l +o(1)),

o Jrino

pa slijedi

odakle zaklju¢ujemo da je f. ograniten niz u L*(Q).
Oznacimo m(f) = fY f(»)dy. Dovoljno je dokazati da vrijedi

fﬂ Je(0)p(x) = m(f) fQ p(x)dx, V¢ € DQ).
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1z pretpostavljene periodi¢nosti funkcije f slijedi
f fo(x)dx = €m(f).
ve

Neka je ¢ inf D(Q) proizvoljna. Tada vrijedi

f fl0¢(x)dx — €m(fHp(x)| < €mf1) max_|¢(x) - P(x").
Yf x,x' €Y

Sumiramo po i pa dobivamo

n(e)

fg F0p(x)dx = Em(f) ) $lx)
i=1

< Em(lfhn(e) max 16(x) = o).

Kona¢no, zbog max,_yj<e |#(x) — ¢(x)| = o(1), jer je niz €*n(€) uniformno ogranien te
jer vrijedi
n(e)

2 ) = d 1),
€ ;ax,) fgaﬁ(x) x+o(1)

slijedi traZena konvergencija. O

Lema 1.3.2. Neka je f € Ly(Y). Problem

{ ~div(A(y)e(w())) = f uY,
y = w(y) Y-periodicno.

ima jedinstveno rjeSenje u H;(Y) /R ako i samo ako vrijedi fY fdy = 0 (Fredholmova
alternativa).

Dokaz. Zbog periodi¢nosti rubnog uvjeta, parcijalnom integracijom dobivamo
f (divA(y)e(w(y))dy = 0, Yw € Hy(Y),
Y
paje fy f(»)dy = 0 nuzan uvjet za postojanje rjesenja.

Obratno, neka je fY fO)dy = 0. Lako se vidi da je |le(-)|l;2y)2 norma na kvocijentnom
prostoru H,(Y)/R. Varijacijska formulacija zadane jednadZbe glasi

f A)e(w(y)) - e(v(y))dy = f fO) vy, ¥v € Hy(Y)/R.
Y Y
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Provjeravamo uvjete Lax-Milgramove leme. Lijeva strana slabe formulacije o€ito definira
bilinearnu formu koja je neprekidna i koercitivna na H;(Y) /R. Buduc¢i da je fy fO)dy =0,
desnu stranu moZemo zapisati u obliku

fy £O) - vy = fy f(y)-(v(y)— fy v(y)dy)dy,

Sto je neprekidan linearan funkcional na Hj(Y)/R zbog Poincaré-Wirtingerove nejedna-
kosti (vidi [L]):

Iv(y) — fv()’)d)’”U(Y) < CliVllzry < ClleWllzz ey
Y
Zakljutujemo da dani problem ima jedinstveno rjeSenje u Hy(Y)/R. O

Sada navodimo osnovni rezultat ovog dijela izlaganja.

Teorem 1.3.3. Niz A® = A(Z) H-konvergira kad € — 0 prema konstantnom homogenizira-
nom tenzoru A* € M, g definiranom po komponentama sa

Al = fy[(A(y)ey(Wij(y)))kl + Ajju(y)ldy =

(1.10)
= [LAG)(eij + e;(wi; () - (e + ey (wu()dy,
pri Cemu su (e;;); j—1, matrice baze prostora simetricnih matrica,
1
ejj = §(€i®€j +€j®€,’),
ey, e, vektori kanonske baze za R?, i w; i € H;(Y )/R rjeSenja problema
=divy(A(y)(e;; + e,(w;j(¥)))) = 0 ul,
y = wii(y) Y-periodicno
Dokaz. Dokaz teorema moZze se naci u [3]]. O

1.4 Laminirane strukture

Radi jednostavnosti u daljnjem pretpostavljamo da tenzori elasticnosti A€ ovise samo o
prvoj prostornoj varijabli, A°(x) = A°(x;). Pretpostavljamo joS da A€ poprima samo dvije
vrijednosti u €,

A1) = xe(xDA + (1 = xe(x1))B,

pri ¢emu su y. karakteristicne funkcije u L*(Q; {0, 1}). Osnovni rezultat ovog odjeljka dan
je u sljedecoj lemi.
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Lema 1.4.1. (formula laminacije) Neka je x (x,) niz karakteristicnih funkcija koji slabo-*
konvergira prema 0(x,) u L (R; [0, 1]). Neka su A i B dva konstantna tenzora elasticnosti
u My p. Tada niz matrica A € L™ (Q; M, p) definiran sa

Af(x1) = xe(xDA + (1 = xe(x1))B
H-konvergira prema tenzoru elasticnosti A* = A*(x,) danom formulom

(1 - 0)
2

A'E = (0A+(1-6)B)S - (A=B)(q(e))(A=B)é)(e1 ®e1) + (€1 ®e)((A—B))q(e)),

za svaki & € M, pri Cemu je q(ey) simetricna matrica definirana kvadratnom formom
gle)v-v=(((1-60A+6Byv®e) - (v®e), Vv eR.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti (zbog lokalnosti H-konvergencije, Lema 1.2.6) moZemo
pretpostaviti da je Q = R2. Konstruiramo niz pomaka u, kao niz rjeSenja problema

—div(Ae(u.)) = 0 u R>.
Neka su &, i &g dvije matrice u MS. Zelimo naéi rjeSenje u, tako da je

e(ue) = é:AXe + é:B(l _/\/E),

Sto vrijedi za
u(x) = xe(x1)éax + (1 = xe(x1))épx + ce(x1),

pri cemu su EA, 53 matrice takve da je
| RO | RS
Ea = E(fA +&4), &g = 5(53 +&p)

ice(x;) je po dijelovima konstantna funkcija u x; takva da je u, neprekidna. Ovako definiran

u. pripada prostoru H lloc(Rz)2 pod uvjetom da je neprekidan na svim granicama materijala

Ai B, §to povlaci odredene uvjete na vrijednosti c, i matrice &, &g:

(s — &p)x = (¢4 — &)y, x,y € granica A|B.

Granice materijala A i B su hiperravnine s vektorom normale ey, stoga zakljuCujemo da je
X = y + te,, pa postoji konstantni vektor w € R? tako da je

EA_EB:W®619

odakle slijedi
é‘:A - gB =wo €1,
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gdje ©® oznacava simetricni tenzorski produkt, u © v = %(u ®v+v®u). Sada je e(u.) =
Xeéa + (1 — xeo)ép, pa je naprezanje o dano sa

Te = xe(X)AEL + (1 = xe(x1))BEp.

o je po dijelovima konstantno, pa da bismo osigurali —divo-, = 0 u R? u smislu distribu-
cija, mora vrijediti
(Aép)er = (Bépe,

Sto povlaci dodatne uvjete na vektor w. Iz definicije u, 1 o zakljuCujemo

locGR2 ) Mé)
T — 0 =0A& + (1 —0)BEg  slabou L2 (R* M).

loc

V@%ﬁ@z%+ﬂ%ﬁ5%%ﬁ

Prema Teoremu 1.2.5 postoje podniz niza A€ 1 matrica A* tako da A H-konvergira prema
A*. Slijedi
o = A%e(u).
Definiramo matricu & = 6&4 + (1 — 0)ép pa je
fA:§+(1—0)W®€1, fB:é:—HW@el.

Tada vrijedi
A =0A+ (1 -0)BE+6(1 —6)(A - BwOoe.

Potrebno je joS odrediti vektor w. Uvjet (Aés)e; = (BEg)e; pomnozimo vektorom v i
uvrstimo izracunate &y, £p:

(A=B))e; - v+ ([(1 —0)A+6Blw o ey)e; - v = 0.
KoriStenjem identiteta (C(w © e1))e; - v = (C(w® e1)) - (v ® ey) slijedi
(A= B))er -v+qgle)'w-v=0,

odnosno
w = —q(e1)((A — B)d)ey.
O

Napomena 1.4.2. Za materijal definiran u Lemi 1.4.1 kaZemo da je jednostavan laminat
faza A i B u omjerima 6 i (1 — 0) i sa smjerom laminacije e,. Jedan jednostavan primjer
takvog laminata prikazan je na Slici 1.1.

Analogno se dokazuje sljedeca ekvivaletna formulacija:
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| 0

1-6

AB

Slika 1.1: Primjer jednostavnog laminata

Lema 1.4.3. Uz pretpostavke kao u prosloj lemi i ako je (A — B) invertibilna, tenzor
elasticnosti A* je ekvivalentno definiran sa

1-6
0A ~B) 'é=(A-B) é+ 5 (@slen)s(er ®er) + (e ® e1)igp(en)). (1.11)

pri cemu je & proizvoljna simetricna matrica i qg(ey) simetricna matrica definirana kva-
dratnom formom
gs(e))v-v=(B(r®e)) - (v®e),¥v e R%

Ako (A — B) nije invertibilna, formula 1.11 vrijedi za sve matrice ¢ € Ker(A — B)* te vrijedi
A" = A = B na Ker(A — B).

Ako uvedemo dodatnu pretpostavku da je materijal B izotropan, matricu gg(e;) mozemo
eksplicitno izracunati, pa formula dobivena u prosloj lemi poprima oblik naveden u sljede-
¢em korolaru.

Korolar 1.4.4. Neka je B izotropan, tj. postoje kg, ug > 0 tako da je
2
B = 2,[1314 + (KB - %)Iz ®1I,.

Tada je tenzor elasticnosti A* ekvivalentno definiran sa

0A"—B) ' =(A-B) "+ (1 -0 fser), (1.12)
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pri cemu je fg(ey) pozitivno nedefinitan tenzor Cetvrtog reda definiran sa

1 1
fele1)é = —((€e)) O el — (Eey-e)e; ®e)) + ————(Eey) -e; = e ®ey,
HB Ap

2/,[3 +

ili ekvivalentno pomocu kvadratne forme
1 2 2 1 2
felené - &= —(€eil” — (Eer - e1)”) + (§er-er),
B 2up + Ap
za sve simetricne matrice €.

Formula laminacije moZe se ekvivalentno izraziti pomoc¢u tenzora A~ i B~!. Jednostav-
nim raCunom pokazuje se da izraz (1.12) tada postaje

0(AY ' =B Y =T =-B Y+ (1 -0)f5(e), (1.13)

pri Cemu je fz(e;) simetri¢an, pozitivno nedefinitan tenzor Cetvrtog reda dan za svaku si-
metricnu matricu ¢ sljedeCom kvadratnom formom:

M+ A ((Beye, . o), (1.14)

c e = LE— i B
fele)é-&=BE-& ’uB|B§€1| * upug + Ap)

1.5 Komponirani materijali

Definicija 1.5.1. Neka je x© niz karakteristicnih funkcija u L>(Q;{0, 1}) i A€ niz tenzora
definiranih s
A(x) = ¥ (DA + (1 = x“(x)B.

Pretpostavimo da postoje 0 € L*(;[0,1]) i A* € L*(Q;T)) tako da vrijedi

X(x) = 0(x) slabo-* u L™(; [0, 1])

A(x) H-konvergira prema A*(x).

A" zovemo homogeniziranim tenzorom elasticnosti dvofaznog komponiranog materijala
dobivenog spajanjem faza A i B u omjerima 0 i (1 — 6), s mikrostrukturom definiranom

nizom (x©)eo-

Uocimo da Teorem 1.2.5 osigurava da je tenzor A* dobro definiran za svaki niz y°.
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Definicija 1.5.2. Za funkciju gustoce 0 € L*(Q; [0, 1]) sa Gy oznacavamo skup svih mogucih
H-limesa pridruZenih funkciji 6 u smislu definicije 1.5.1, odnosno

Go = {A* € L™(Q;75)

e td. xe(x) = 6(x)
A€ H-konvergira prema A* |

Napomena 1.5.3. Glavni cilj ove sekcije je naci eksplicitnu karakterizaciju skupa Gy. Pre-
ciznije, Zelimo naci zatvarac skupa {A, B} u odnosu na H-konvergenciju. Taj problem na-
ziva se problemom G-zatvorenja. NaZalost, u kontekstu elasticnosti karakterizacija skupa
Gy joS je otvoreno pitanje. Ipak, pokazat ée se da je u odredenom broju slucajeva oprav-
dano zamijeniti skup Gy nekim manjim podskupom za kojeg je dostupna eksplicitna karak-
terizacija.

Za konstantnu 6 € [0, 1] oznaCimo s Py C M‘z‘ svih konstantnih H-limesa dobivenih
periodickom homogenizacijom, kao u odjeljku 1.3. Oznacimo joS s G, zatvara€ skupa Py

u M‘z‘.

Lema 1.5.4. Neka je 6(x) proizvoljna funkcija u L*(Q; [0, 1]). G-zatvorenje skupa Gy je
zatvoreno na homogenizaciju, odnosno za svaki niz A€ u Gy se njegov H-limes A* takoder
nalazi u Gy.

Dokaz. Neka je A€ niz u Gy s H-limesom A*. Za svaki fiksni € je A€ takoder H-limes, pa
buduci da je topologija inducirana H-konvergencijom metrizabilna, moZemo naéi dijago-
nalni niz A%(x) = y(x)A + (1 — xx)B, pri ¢emu je y. karakteristi¢na funkcija, tako da je
A" H-limes 1 za taj niz. Sada zbog A€ € Gy, Ve > 0, zakljuCujemo da je slabi limes niza y.
upravo 6, odnosno A* € Gy. O

Za dokaz tvrdnje glavnog rezultata bit ¢e potrebno nekoliko pomo¢nih tvrdnji koje u
nastavku navodimo.

Teorem 1.5.5. (Meyersov teorem) Neka je Q otvoren i ogranicen skup u RN s rubom klase
C? te neka je A(x) € L™(5 My p). Za f € H ' (Q)N, neka je u jedinstveno Hé(Q)N -rjeSenje

sustava
—div(Ae(w)) = f uQ,
u=0 na 0Q.

Tada postoje p > 2i C > 0 tako da, ako je f € W= "P(Q), vrijedi u € W,"(Q)N i

”uHW(;P S C”fllw—l‘p.
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Lema 1.5.6. Neka su x, x> dvije karakteristicne funkcije u L*(€;{0,1}) i A],A5 € Mg
tenzori dobiveni periodickom homogenizacijom materijala (1A + (1 —x1)B) i (x2A + (1 —
X2)B). Tada postoje konstante C > 0,6 > 0, koje ne ovise o x1, x2, takve da vrijedi

)
147 - A3 sc( f D(l(y)—)(z()’)|d)’) ,
Y

pri cemu je || - || proizvoljna norma na M.
Dokaz. Dokaz se moze naci u [3]]. O

Lema 1.5.7. Postoje konstante C > 0, 6 > 0 takve da za sve 6,0, € [0, 1] vrijedi
d(Gy,, Go,) < Cl6) = 6/,
pri cemu je d Hausdorffova udaljenost na podskupovima od M?,

d(K;, K>) = max min d(x;, x») + max min d(xi, x»).
x1€K1 x2€K> x€K, x1€Ky

Ovdje d(x1, x,) oznacava neku mjeru udaljenosti na promatranom metrickom prostoru.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da za svaku karakteristicnu funkciju y; koja slabo-* konver-
gira prema 6; postoji karakteristi¢na funkcija y, koja slabo-* konvergira prema 6, tako da
je AT — A3| < Cl6; — 6,)°, pri Cemu su A}, Aj tenzori dobiveni periodi¢kom homogeniza-
cijom kao u prosloj lemi. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je 8, < 6.
Oznacimo s E; izmjeriv podskup od Y definiran sa

Ey={yeYi() =1}

Neka je K(r) kuglaradijusar > Qu YiE, = E;NK(r). Mjera tog skupa na Y je neopadajuca
funkcija od r i vrijedi |E(0)| = 0, |E( \/§)| = 6;). ZakljuCujemo da mora postojati radijus
r, > 0 tako da je |E(r,)| = 6,. Definiramo y, kao karakteristiénu funkciju skupa E(r,) pa
slijedi
f(Xl(Y) = x2(0)dy = 6, — 0.
Y

Zeljeni rezultat sada slijedi iz prosle leme. O

Sljedeci rezultat daje najbitniju tvrdnju ove sekcije. Konkretno, pokazat ¢emo da je
skup Py gust u Gy, Sto u nekoliko specijalnih slu€ajeva omogucava eksplicitno raCunanje
efektivnog tenzora elasti¢nosti prou¢avanog materijala.
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Teorem 1.5.8. Za svaku funkciju 6(x) € L*(Q; [0, 1]) G-zatvorenje skupa Gy je karakteri-
zirano sa

Go = {A" € L™(Q: M3) | A*(x) € Gy g5 u Q).
Dokaz. Definiramo skup Ay sa
Ay ={A" e L(;T,) | A*(x) € Gyry g.5. u Q}.

e Gy CHy:

Neka je A* € Gy. Prema Teoremu 1.2.5 postoje niz 6,(x) u L*(Q; [0, 1]) koji gotovo
svuda u Q konvergira prema 6(x) 1 niz Ay u L*(€; M‘z‘) takav da A;(x) pripadaju
Py, v 1 konvergira za gotovo sve u x € Q prema A*(x). Buduci da je Gy definiran kao
zatvaraC od Py 1 prema Lemi 1.5.7 varira neprekidno u odnosu na 6, zaklju€ujemo da
je A*(x) € Gy za gotovo sve x € Q.

[ ] ﬂg - gg .
Neka je (w})i<j<, familija disjunktnih otvorenih skupova koji pokrivaju Q tako da

maxj<j<n diam(w;?) teZzi u nulu kad n — oo. Neka su X'} karakteristicne funkcije

skupova w’}. Definiramo po dijelovima konstantnu funkciju 6" € L*(€; [0, 1]) sa

: |
0'(x)= Y @i, 0= o f 6(x)dx.
il Ve

j=1

Niz 6"(x) konvergira prema 6(x) u LP(Q) za sve 1 < p < co. Oznacimo s A™(x) niz
matrica dobivenih projekcijom A*(x) na ng u svakom od skupova . Prema Lemi
1.5.7, postoje C > 0, ¢ > 0 tako da vrijedi

A" (x) = A" (0l < ClO(x) - G5,

pa niz A" konvergira prema A* u L(Q; M4) zal < p < oo. Definiramo niz po
dijelovima konstantnih matrica

A =) A, A= 7 f A"(x)dx.

=1
Lako je provjeriti da vrijedi

A"l sy < NA™ | urs)s
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stoga zaklju¢ujemo da i niz A" konvergira prema A* u LP(Q; M3), 1 < p < o. De-
finiramo konstantnu matricu A’ kao projekciju A’ na Gg;f i po dijelovima konstantnu
matricu

A"(x) = ) ATYH),
j=1
koja po definiciji pripada G¢:. Po konstrukciji, za projekciju A’ vrijedi
A — ATl < IM — Aj|, VM € Gy
Posebno, za gotovo svaki x € a);? vrijedi
A" (x) = AT(x)| = |A%(x) - A%(0)] < JA%(x) = AT
Dakle,
A" (x) — A" ()] < JA"(x) = A"(0)] + |A"(x) — A"(x)] + JA"(x) — A" ()] <
< 21A"(x) = A" ()] + |A"(x) — A*(x)].

Znamo da u LP(Q; M2), 1 < p < oo, A" konvergira prema A* i A" konvergira prema
A", Zakljuéujemo da u istom prostoru A" konvergira prema A*. Buduéi da jaka
konvergencija povla¢i H-konvergenciju, slijedi da tada A" i H-konvergira prema A*.
Konacno, Cinjenica da 8" konvergira prema 6 povlaci da je A* € Gy.

1.6 Sekvencijalni laminati

Lema 1.4.3 osigurava da je rezultat ponovne laminacije laminiranog materijala opet dvo-
fazni komponirani materijal. Stoga uvodimo sljedecu definiciju.

Definicija 1.6.1. Skup Ly C Gy svih laminiranih materijala dobivenih spajanjem materi-
jala A i B u omjerima 6 i (1 — 60) je najmanji podskup od Gy koji sadrZi sve jednostavne
laminate (definirane s (1.12)) i zatvoren je na laminaciju.

Jednostavan laminat A} dobiven je laminacijom materijala A i B u omjerima 6; i (1 - 6,)
u smjeru e;. Taj laminat moZemo ponovno laminirati fazom A u omjerima 6, i (1 — 6,)
u smjeru e;. Rezultat ove nove laminacije je ponovno laminat kojeg oznaCimo s A7. Taj
proces moZemo induktivno nastaviti mijenjajuci omjere i smjerove laminacije. Iz formule
(1.12) dobivamo formulu za tenzor elasti¢nosti konacnog rezultata laminacije A}

p )4 i—1
(]—[a - 9») () =Aay " =B -+ ) [ei [ Ja- 9»] filed.  (115)
i=1

i=1 j=1
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Definicija 1.6.2. Komponirani materijal definiran formulom (1.15) zovemo sekvencijalnim
laminatom ranga p s matricom A i jezgrom B i on je u potpunosti odreden smjerovima
laminacije (e;)1<i<p te omjerima (6;)1<i<p-

Jedan primjer dvofaznog sekvencijalnog laminata dan je na Slici 1.2.

i

QU

Slika 1.2: Primjer sekvencijalnog laminata

U dobivenom sekvencijalnom laminatu ukupni volumni udio faze A je jednak

=1 —ﬁ(l - 0)).
i=1

Alternativna formulacija (1.15) dana je sljedeCom lemom.

Lema 1.6.3. Neka je (e;)\<i<p skup jedinicnih vektora i 6 zadani volumni udio u [0, 1]. Za
svaki skup nenegativnih realnih brojeva (m;) <<, takvih da je Zle m; = 1 postoji sekven-
cijalni laminat ranga p s matricom A i jezgrom B u omjerima 6 i (1 — 0) i smjerovima
laminacije e; tako da vrijedi

P
(1-0)(A,) " =A) " =B -aT)+ HZmifX(ei)- (1.16)
i=1

Brojeve (m;),<i<, zovemo parametrima laminacije.

Dokaz. Usporedbom formula (1.15) i (1.16) vidimo da je

i—1
Om,' = Qi 1_[(1 - 91)
j=1

Ako su 6 i parametri (m;) <<, zadani, iz gornje formule moZemo redom raCunati omjere 6;,
1 <i < p. Obratno, ako su zadani (6;),<;<,, parametre m;, 1 < i < p moZemo izraCunati
iz gornje formule uz koristenje 6 = 1 — []7, 6;. Dakle, gornja jednakost definira 1-1
korespondenciju izmedu (6;)1<i<p 1 (6, (m;)1<i<p)- O
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Zamjenom uloga materijala A i B dobivamo ekvivalentnu formulu za sekvencijalni la-
minat dobiven laminiranjem matrice B jezgrom A:

P
(L=0(By " =B =A" =B )" +0) mifse. (1.17)
i=1

Definicija 1.6.4. Skup svih sekvencijalnih laminata (A;‘,)‘1 s matricom A i jezgrom B u
omjerima 6 i (1 — 0) definiranih formulom (1.16), dobiven variranjem broja laminacija p,
smjerova laminacije (e;) <<, | parametara laminacije (m;)<i<p, oznacavamo sa L.
Analogno, skup svih sekvencijalnih laminata (B*);1 s matricom B i jezgrom A u omjerima
0 i (1 — 0) definiranih formulom (1.17), dobiven variranjem broja laminacija p, smjerova
laminacije (e;)1<i<p | parametara laminacije (m;) <<, 0znacavamo sa L;.

Lema 1.6.5. Neka je C konveksna ljuska u prostoru tenzora Cetvrtog reda skupa e®@e®e®e
kad e prolazi jedinicnom sferom S |. Ekstremalne tocke od C su upravo e ® e @ e @ e.

Lema 1.6.6. Skup L, je ogranicen, zatvoren podskup skupa svih simetricnih tenzora cetvr-
tog reda A* takvih da postoji vjerojatnosna mjera v na jedinicnoj sferi S| za koju je
1-0(AHY "' =B '=B"-4a""+0 f file)dv(e).
S
Stovise, svaki tenzor A* € L, je tenzor elasticnosti sekvencijalnog laminata konacnog
ranga definiranog s (1.16) i ranga p < 5.

Dokaz. Ocito, svaki sekvencijalni laminat definiran s (1.16) zadovoljava uvjet leme uz
1zbor

p
vie)= > mole—ey),
i=1
pri ¢emu je 6 Diracova masa u ishodistu.

Obratno, primijetimo da je f(e) na jediniCnoj sferi homogeni polinom stupnja 4, pa
postoji linearan operator L, tako da je

ffj(e)dv(e):LA (f e®e®e®edv(e)]. (1.18)
S

S

Ako je v vjerojatnosna mjera na S|, tenzor s desne strane gornje jednakosti opisuje ko-
nveksan skup svih simetri¢nih tenzora Cetvrtog reda A za koje je

Ajj = Axjit = Awij = Ajiras
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koji su jedini¢nog traga, 21‘2, =1 Aijij = 1, 1 imaju dimenziju 4. Prema Lemi 1.6.5, ekstre-

malne tocke tog skupa su upravo oblika e® e ® e @ e, pa Carathéodoryjev teorem povlaci da
vjerojatnosnu mjeru v u (1.18) moZemo zamijeniti diskretnom, Sto daje Zeljeni rezultat. 0O

Napomena 1.6.7. Analogna tvrdnja vrijedi i za skup L;.
Teorem 1.6.8. Za svaki tenzor elasticnosti A* € Gy postoje sekvencijalni laminati A* €
L;, A” € L, takvi da je
AT <A <AY
u smislu kvadratnih formi.

Dokaz. Originalni dokaz nalazi se u [3]] |

Definicija 1.6.9. Neka je & simetricna matrica u M. Realna funkcija f*(6,A, B, )
(f~(0,A,B,&)) je gornja (donja) granica ako za svaki homogenizirani tenzor A* € Gy
vrijedi
A'E-E< f1(0,A,B8) (= f7(0,A,B,§)).
Za gornju granicu f* (donju granicu f~) kaZemo da je optimalna ako za svaki & € M;
postoji A; € G tako da je
A -&E=fT(0,A,B,6) (f (6,A,B,%)).

Teorem 1.6.8 omogucava nam eksplicitno raCunanje optimalnih granica za efektivnu
energiju komponiranih materijala. Konkretno, vrijede sljedece ocjene:

Propozicija 1.6.10. (Hashin-Shtrikmanove ocjene) Neka je & simetricna matrica u M. Za
svaki homogenizirani tenzor elasticnosti A* € Gy vrijedi

AEE2 A&+ (1 -O)max(26 -~ (B~ A)'n - -6, (1.19)

pri cemu je g(n) definiran sa
8(m) = max fa(e) -,
€€ |

A'§- < BE-&+6minlé-n—(B=A)"n-n-0h(n), (1.20)

gdje je h(n) definiran sa
h(n) = min fp(e)n -7

i fa(e), fs(e) su definirane kao u Korolaru 1.4.4. Stovise, navedene ocjene su optimalne u
smislu Definicije 1.6.9 i optimalnost se postize sekvencijalnim laminatom konacnog ranga.
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Dokaz. 1zvest ¢emo ocjenu za donju granicu. Dokaz tvrdnje za gornju granicu je analogan.
Primjena Teorema 1.6.8 daje sljedecu ocjenu:

AE-E2A7¢ -8,

pa, budu¢i da je skup L, zatvoren, zakljuCujemo da je to i optimalna granica. Pomocu
karakterizacije tenzora A~ iz Leme 1.6.6 1 Legendreove transformacije primijenjene na
(A~ — A) dobivamo

AE-E=AL-E+(1-0) Urg/%fg[% -1 = (B=A)" =g,

gdje je g,(n) = ( fSl fA(e)dv(e)) n - n. Da bismo dobili donju granicu, potrebno je dobiveni
izraz minimizirati po v. Primijetimo da je gornja jednakost linearna po v i konkavna po 7,
pa je opravdana zamjena poretka minimizacije i maksimizacije. Problem je time sveden na
maksimizaciju funkcije g, po svim mjerama v, $to se postiZze za Diracovu masu koncentri-
ranu u onim e € S u kojima je izraz fi(e)n - n maksimalan. Slijedi da je g, = g. O

Propozicija 1.6.11. Optimalnost u granicama (1.19) i (1.20) moZe se postic¢i sekvencijal-
nim laminatom ranga 2 sa smjerovima laminacije koji su ekstremalni u definiciji ¢lanova
g(m), h(n). Posebno, za gornju granicu optimalni laminat ranga 2 ima smjerove laminacije
odredene svojstvenim vektorima od &.

Dokaz. Dokaz se moze naéi u [3]. O

Propozicija 1.6.12. Hashin-Shtrikmanove ocjene za komplementarnu/dualnu energiju Neka
Jje o matrica u M. Za svaki homogenizirani tenzor elasticnosti A* € Gy vrijedi

(Ao o2 B0 o +6max [20-n-@" =B Y p-n-A-0gm|. @121
neM;

pri cemu je
g = rerégf(fé(e)n -n) = Bn-n— h(Bn),

AN 'oc-o<(1-6) min [20‘ m+@A =B Y 'pn- ehC(n)] , (1.22)
neMs

gdje je
he(m) = rergrll(fﬁ(e)n ) = An-n - g(An)

i fi,fg su definirane sa (1.14). Stovise, navedene ocjene su optimalne u smislu defi-
nicije (1.6.9) i postiZu se sekvencijalnim laminatima ranga 2 sa smjerovima laminacije
odredenima vektorima e u definiciji g°(n), h°(n). Posebno, optimalni laminat za donju gra-
nicu (1.21) ima smjerove laminacije odredene svojstvenim vektorima od o.
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Dokaz. Dokaz je analogan dokazima Propozicija 1.6.101 1.6.11. Treba pokazati jedino da
je
8 () = Bn -1 = h(B).

Primijetimo da za sve e € S vrijedi

fs(emn-n+ f(e)(Bn) - (Bn) = By - n.

Posebno, buduéi da je B prema pretpostavci izotropan, prva jednakost povlaci da su ek-
stremalni vektori e u definiciji g°(n) 1 h(Bn) jednaki te da se radi upravo o svojstvenim
vektorima od 7. 11 o se mogu istovremeno dijagonalizirati pa zaklju¢ujemo da se do-
nja granica u (1.21) postiZze sekvencijalnim laminatom ranga 2 sa smjerovima laminacije
odredenima svojestvenim vektorima od o O

Korolar 1.6.13. Neka je o € M} i A* € Gy. Ako je A = 0, donja Hashin-Shtrikmanova
granica za komplementarnu energiju poprima oblik

0
A loc-oc>Blo-o+ I—_Hg*(O'), (1.23)

pri cemu je g* Legendreova transformacija funkcije g¢ definirane u prosloj propoziciji, tj.
g (o) = max(2o - 7 — g°(1)).
neM;

g" je neprekidna, konveksna, pozitivna (osim u o = 0) i homogena stupnja 2.

Dokaz. Formula (1.23) slijedi iz &injenice da je (A™' — B™')™! = 0za A = 0. Svojstva
funkcije g* slijede iz njene definicije kao Legendreove transformacije funkcije g¢ koja je
pozitivna i homogena stupnja 2. O

Definicija 1.6.14. Neka je A* sekvencijalni laminat ranga p materijala B oko Suplje jezgre
u omjerima (1-0) i 0 sa smjerovima laminacije (e;) <<, i parametrima laminacije (m;)<i<p,
m; >0,1<i<p, YV m =1 Tenzor elastiCnosti A* definiran je sa

P
oA =BT = (1-06) Z m;fp(e:), (1.24)
i=1

pri emu je fg(e;) tenzor Cetvrtog reda definiran za svaku & € M5 kvadratnom formom

c _pe.g_Yipe o, HEA 2
fe(e)é-&=BE-& #IBfezl +,u(2/,t+/1)((B§)el ).
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Teorem 1.6.15. Ocjena (1.23) ekvivalentna je

+u)o
A o2 Blo. o+ LTH0

2
+ s
Il = 9)(|0'1| lomal)

pri cemu su oy, 0, svojstvene vrijednosti naprezanja o. Optimalni sekvencijalni lami-

nat ranga 2 ima smjerove laminacije odredene svojstvenim vektorima od o i parametre
laminacije

|| _ ol

=—\ mp=—
lo1] + o] lo1| + |omal
Dokaz. Dokaz je izveden u [2]] 1 [6]].

my



Poglavlje 2

Problem optimalnog dizajna

Neka je Q ograniCen i otvoren skup u R” ispunjen s dva elastiCna materijala, za koje
pretpostavljamo da su izotropni sa konstantnim tenzorima elasti¢nosti A i B danima sa

A =2y + (ks — 2L @ I, (2.1)
B =2l + (kg — )L ® I, (2.2)
gdje I, ozna¢ava jedini¢nu matricu u M; i I, je jedini¢ni tenzor u M;. Takoder pretpostav-
ljamo da su materijali A i B dobro uredeni, odnosno da vrijedi
0<kg<kp, O<pus<upus,

te da su savrSeno spojeni, tj. da su pomak i vektor naprezanja u normalnom smjeru nepre-
kidni na cijeloj domeni. Oznac¢imo sa y(x) karakteristicnu funkciju onog dijela domene u
kojem se nalazi materijal A. Tada je ukupni tenzor elasti¢nosti u € definiran sa

Ay(x) = x(0A + (1 - x(x))B.

Uz zadano djelovanje sile f € L*(Q)? i zadan rubni uvjet, na primjer homogeni Dirichletov
rubni uvjet na ¢itavoj granici, jednadZba stanja u Q glasi:

—-div;Aye(u,))=f u Q
{ uf( :)(3 na 0Q, (2.3)

gdje u, oznaCava funkciju pomaka i e(u,) = (Vu, + Vu;) /2 je linearizirani tenzor defor-
macije u Q. Kao u prvom odjeljku prvog poglavlja zakljucujemo da navedeni sustav ima
jedinstveno slabo rjeSenje u H}(Q)%.

Definicija 2.0.1. Optimalni dizajn je karakteristicna funkcija koja minimizira zadanu funk-
ciju cilja

JOp) = j; De(0)ga(x, 1, (%) + (1 = x(x))gs(x, u, (x))ldx, (2.4)

pri Cemu su g4 1 g “dovoljno glatke” funkcije u x i u,(x).

31
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Prema Soboljevljevom teoremu ulaganja, dovoljno je pretpostaviti da su g4 1 g Ca-
rathéodoryjeve funkcije i da zadovoljavaju sljedeci uvjet rasta u beskonacnosti:

x+—> gap(x, ) je izmjeriva VA € R",
A +— gap(x, ) je neprekidno za g.s. x € Q, (2.5)
lga.5(x, V)| < k(x) + Cl|A|™, ke L'(Q),1 <m< oo,

jer je tada preslikavanje u — g, p(x, u) neprekidno sa HO1 (Q) u L'(Q) $to povlaci da je
funkcija J dobro definirana na L*(Q).

Definicija 2.0.2. Prostor dopustivih dizajna je prostor svih karakteristi¢nih funkcija y tak-
vih da je

fx(X)dx =Vy, 0<V, Q.
Q
Problem optimalnog dizajna tada glasi:

naci y t.d.
J(y) = inf })J(v). (2.6)

veL®(Q:{0,1
fg v=Vy

Ekvivalentnu formulaciju moZemo dobiti uvodenjem Lagrangeovog multiplikatora / € R:

naci y t.d. o
JOp) +1 [, xdx = inf JO)+ Jo v()dx. -

Napomena 2.0.3. MoZe se pokazati da za problem 2.6, ili ekvivalentno 2.7 ne postoji
rjeSenje u skupu L*(Q, {0, 1}) (vidi odjeljak 4.1.2 u [3)]). Uzrok tome leZi u cinjenici da
limes (Cak ni slabi-* limes) niza karakteristicnih funkcija x, u pravilu nije karakteristicna
funkcija, nego pripada L*(Q, [0, 1]), pa za minimizirajuci niz nekog od gornjih problema
ne moZemo garantirati da se minimum postiZe. Zato je potrebno prosiriti skup po kojem
se provodi minimizacija. Taj proces zovemo relaksacija problema i to je tema sljedeceg
odjeljka.

2.1 Relaksacija problema
Definicija 2.1.1. Skup generaliziranih ili komponiranih dizajna je

CO ={(6.A") € L>(Q: [0, 11 X M}) | A*(x) € Gy 8.5. u Q. |

pri cemu je za 6 € [0, 1] Gy, skup svih homogeniziranih tenzora elasticnosti dobivenih
mijesanjem materijala A i B u omjerima i (1 — 6).
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Uz ovu definiciju modificirana funkcija cilja glasi:

J(6,A") = f[@(x)gA(x, u(x)) + (1 — 6(x))gp(x, u(x))ldx + lf 0(x)dx, (2.8)
Q

Q

gdje je u(x) € Hy(Q)* jedinstveno rjeSenje problema

—div(A*e(uw)) = f u Q,
{ u=20 na 0Q. 29
Pridruzeni optimizacijski problem je tada
nadi (,A*) e CD t.d.
J@6,A") = inf_J(®,X) (2.10)
#X)eCD

Sada dokazujemo glavni rezultat ove sekcije, a to je postojanje barem jednog optimal-
nog dizajna za ovako definiran problem.

Teorem 2.1.2. Vrijedi sljedece:
1. postoji barem jedan minimizator problema (2.10);

2. svaki minimizirajuci niz x, funkcije J slabo-* konvergira u L= (Q; [0, 1]) prema funk-
ciji gustoce 0 i pridruZeni tenzor elasti¢nosti A, H-konvergira prema tenzoru elasti-
cnosti A* tako da je (6, A*) minimizator za J* u CD;

3. obratno, svaki minimizator (0,A*) za J* u CD dostiZe se kao slabo-*, odnosno H-
limes minimizirajuceg niza od J.

Dokaz. Neka je (y,)nen minimizirajuci niz karakteristi¢nih funkcija u polaznom problemu
(2.4). Vrijedi
Iallzo@) < 1,

odnosno niz (y,).en j€ ogranicen, pa postoji njegov podniz, i dalje indeksiran sa n, te 6, €
L*>(€Q; [0, 1]) tako da y, konvergira slabo-* u L*(€2; [0, 1]) prema 6,,. Prema Teoremu 1.2.5
tada postoje podniz tog podniza, joS uvijek oznacen s y,, 1 A%, € L*(Q; M,p) takoda A, =
XnA+(1—yx,)B H-konvergira prema A?,. Tada prema definiciji H-konvergencije niz rjeSenja
u,, jednadzbe stanja (2.3) slabo konvergira u H)(Q) prema rjeSenju u., homogenizirane
jednadZzbe s tenzorom elasti¢nosti A’,. Sada Rellichov teorem povlaci:

iy, — U U L*(Q),
pa, jer jaka konvergencija povlaci konvergenciju g.s., slijedi da (do na podniz) vrijedi

Uy, — U g.5. U L.
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Buduci da funkcije g4 p(x, u,,(x)) zadovoljavaju uvjet rasta (2.5), prema Lebesgueovom
teoremu o dominiranoj konvergenciji vrijedi

8a8(%, 1y, (X)) —> ga p(X, Uss(X)) U L'(Q).

Sada mozemo zakljuciti
lim J(x,) = J" (00, AL).

Takoder je

J (0, A) = XeLwl(Isl)t;‘{O, 0 JO0)

jer je x, minimizirajuci niz za J. Prema Teoremu 1.5.8, svaki generalizirani dizajn (6, A*) €
CD moze se dobiti kao limes nekog niza karakteristi¢nih funkcija (y,,).en € L*(Q; {0, 1}),
pa vrijedi
% * — 13 > . )
76, 47) r}l—{gj J0n) = XeLml(rgl{{o,l}) J00
ZakljuCujemo da je (6, A,) minimizator za J* u CD, ¢ime su dokazane prve dvije tvrdnje
teorema. Treca tvrdnja je opet posljedica Cinjenice da je svaki (6,A*) € CD dobiven kao
limes nekog niza (y,).av € L7(Q; {0, 1}), koji je ocito minimizirajuci niz za J ako je (6, A™)
minimizator dobiven relaksacijom. |

U daljnjem uvodimo dodatne pretpostavke na funkcije g4, gz, tocnije na njihove parci-
jalne derivacije, za koje pretpostavljamo da su Carathéodoryjeve funkcije i zadovoljavaju
odgovarajuci uvjet rasta u beskonacnosti, sli¢no kao u (2.5).

2.2 Optimizacija krutosti materijala

U nastavku prouc¢avamo funkciju cilja specijalnog oblika:
J(0,A") = ff(x) ~u(x)dx + lf@(x)dx. (2.11)
Q Q

Izraz fQ f-udx zovemo podatljivost materijala. Podatljivost oznacava rad koji sila obavi
na tijelo te je jednaka pohranjenoj elasticnoj energiji materijala:

ff.udx = fA*e(u) -e(u)dx.
Q Q

Dakle, minimizacija funkcije cilja (2.11) odgovara pronalaZzenju najkru¢e kompozicije ma-
terijala A i B u domeni Q.
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Iz principa minimalne komplementarne energije slijedi

ff udx = min f(A*)_]T -Tdx
Q T € LA M?), Yo
—divt = fuQ

1 minimum se postiZe za o = A*e(u). Funkcija cilja postaje

J'(0,A") = min f A 't rdx + 1 f O x. (2.12)
7€ (O M) Ja Q
—divt = fuQ

Problem optimalnog dizajna sada postaje problem dvostruke minimizacije ¢iji je poredak
minimizacije nevazan:

min J*(6,A") = min min f (A -7+ Do. (2.13)
(0,A*)eCD = LZ(Q,M;;) (0,A")eCD Q
—divt = fuQ

Teorem 2.2.1. Neka je (6, A*) minimizator funkcije (2.11) i o jedinstveni minimizator funk-
cije (2.12). Tada za o vrijedi:

o=A%(u) uf,
—divo=f uQ,
u=>0 na 0Q.
Pritom je u € Hé(Q)2 iza(0,A") g.s. u Qvrijedi
(Ao -0 = g6, 0),

gdje je g(0, o) donja Hashin-Shtrikmanova granica za komplementarnu energiju (1.23) i 6
Jjedinstveni minimizator od

min (g(8, o) + 16).

0<6<1

Dokaz. Prema (2.13), (6, A¥) je takoder minimizator za

min f((A*)_lo'-a'+19)dx.
Q

(6,A*)eCD

Teorem 1.5.8 opravdava zamjenu poretka minimizacije 1 integracije pa dobivamo

min f((A*)_IO'-0'+lt9)dx:fmin (min(A*)_10'~0'+l«9)dx.
Q

(6,A*)eCD Q 0<0<1 \A*eGy
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Iz Propozicije 1.6.10 imamo

: w\—1 _
/ffleléle(A) oo =g(o,0),

pri ¢emu je g(o, 6) definirana kao g¢ u tvrdnji propozicije. Prema definiciji, g(c, 0) je C' i
strogo konveksna funkcija u 6, pa postoji jedinstveni minimizator u [0, 1] za preslikavanje

0+— g(o,0)+ 16,
¢ime je dokaz zavrSen. O

Napomena 2.2.2. Dobiveni uvjeti optimalnosti su nuzni, ali nije poznato jesu li dovoljni.
U slucaju da je tenzor naprezanja o poznat, ti uvjeti postaju nuzni i dovoljni za (6, A™).

Definicija 2.2.3. Skup sekvencijalno laminiranih dizajna je

LD ={(6,47) € L™(Q:[0, 1] x M} | A*(x) € Ly, 8.5 u Q).

Sljedeci rezultat konacno opravdava primjenu metode homogenizacije u kontekstu
elasti¢nosti. Iako ne znamo eksplicitnu karakterizaciju skupa svih homogeniziranih di-
zajna Gy, u specijalnom slucaju kad je cilj maksimizacija krutosti materijala maksimum se
postiZe u manjem skupu ¢ija karakterizacija nam je ipak poznata.

Teorem 2.2.4. Za funkciju cilja (2.11) vrijedi

min J'(0,A") = min J'(0,A").
(6,A*)eCD (6,A)eLD*
Ako je (0, A*) minimizator za J* u CD i o njemu pridruZeni tenzor naprezanja, onda postoji
sekvencijalni laminat A* takav da je (0, A*) minimizator za J* u LD, o pridruZeni tenzor
naprezanja i A*"'o = A*"'o. Stovise, A* se moze izabrati kao sekvencijalni laminat ranga-
n s jezgrom A i matricom B kojemu su smjerovi laminacije odredeni svojstvenim vektorima
naprezanja o.

Dokaz. Neka je (6, A*) minimizator za J* u CD i o pridruZeni tenzor naprezanja koji mi-
nimizira (2.12). Prema proSlom teoremu A* je optimalan za donju dualnu Hashin-
-Shtrikmanovu granicu, tj.

AYylo-o= lgnel& (B*_la' - 0').

Propozicija 1.19 povladi da postoji sekvencijalni laminat ranga 2 A* sa smjerovima lami-
nacije odredenima svojstvenim vektorima od o koji je takoder optimalan za gornju ocjenu,
odnosno

Ax)'o -0 = min ((B) 'o - o).

(A%) min ((B")'o - o)
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Sada je
J(0,A") = f(A*)‘lo--de+ lf@(x)dx > J(6,A").
Q Q
No, posljednja nejednakost je zapravo jednakost jer je (6,A*) minimizator za J*. Za-

kljuCujemo da je (6, A*) takoder minimizator za J*. A* pripada prostoru LD i o je pri-
druZeni tenzor naprezanja i za (6, A*) u smislu da je

o= min f(ff*)_l‘r - Tdx.
7€ X M) Jo
—divt = fu Q)

Potrebno je jo§ dokazati da je (A*)"'o = (A*)"!o. Primijetimo da je preslikavanje
T (A 11— g(6,7)

nenegativno, klase C! i dotize minimum u 7 = o (jer je u toj vrijednosti jednako nuli), te
stoga i vrijednost derivacije iS¢ezava u nuli. Dakle, za optimalni A* vrijedi

(A7 lo = a—g(e, o).
or

Buduéi da je i A* optimalan, vrijedi ista jednakost, pa zaklju¢ujemo da je (A*)"'o =
(A7 lo.

Funkciju cilja u polaznom problemu (2.4) mozemo zapisati u terminima minimizacije
energije. Sjetimo se,

s00= [ 00w+ [ s
Q Q
te je
‘u,dx = min AJ'r-7dx.
jg;f « rel2 (@M
—divt=f uQ

Dakle, traZzimo inf, J(y). Ponovno moZemo zamijeniti poredak minimizacije pa problem
glasi

in J(x) = inf min(AZ'7 - 7 + ly)dx.
XEL®(€{0,1}) (X Tel2( QM) Jox=0.1 X X
—-divt=f U Q

Minimizacija po tockama u y je jednostavna:

m(i)I}(A/;lT T+1ly)=minA'r- T+, B 't 1) = F(1). (2.14)
X=Y,
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Minimizacijski problem

inf J = inf f F(t)fx 2.15
xel=@0.) Y @My Jo @1 =
—divt=f U Q

zadan je u terminima naprezanja za polazni problem optimalnog dizajna. Ako je y mini-
mizator za J, onda je optimalni 7 u takoder optimalan za (2.15), dok ako je 7 optimalan za
(2.15), onda je funkcija y definirana s

(1, A'r-r+l<B 7
X= 0, inace

optimalna za J.

Moze se pokazati da vrijedi (vidi sekciju 3.2 u [3]) sljedeci rezultat:

Teorem 2.2.5. Relaksacija formulacije u terminima naprezanja (2.15) je

min f OF (1), (2.16)
el2 M) Ja
—-divt=f uQ

pri cemu je QF (1) kvazikonveksna ljuska od F(7) i dana je sa
OF () = min (g(6,7) +16)

te je to neprekidan funkcional kvadratnog rasta. U definiciji g(0, t) oznacava donju dualnu
Hashin-Shtrikmanovu granicu,

o N
g(H,T)—glelge(A) T-T.

Napomena 2.2.6. Za izmjerivu, lokalno ogranicenu funkciju f : RV — RU{+oo} kaZemo
da je kvazikonveksna ako za svaki ograniceni skup D C R", za svaku matricu & € RN
svaku funkciju ¢ € Wé’m(D; RN) vrijedi

1
fé) < D f f(& + Vo(x))dx.
D

Za detalje o kvazikonveksnim funkcionalima i kvazikonveksifikaciji vidi npr. [10], [8],

[7].
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Minimizacija funkcije cilja (2.11) ekvivalentna je minimizacijskom problemu (2.16) u
smislu da, ako je (A, A*) minimizator za J* u skupu C9D, onda je optimalno naprezanje o u
(2.12) optimalno za (2.16) i obratno, ako je o minimizator za (2.16) u {r € L*(Q; M| -
divt = f u Q}, onda je par (6, A") pridruzen o pomocu Teroema 2.2.1 optimalan za (2.11).

Napomena 2.2.7. Razlog za prelaZenje na ovu formulaciju leZi i u cinjenici da za neke
probleme minimizacije podatljivosti u originalnoj formulaciji postoji beskonacno mnogo
optimalnih dizajna (jedan primjer takvog problema dan je u odjeljku 3.2.6 u [3|]. Medutim,
pokazuje se da je numericki algoritam temeljen na optimizaciji funkcionala dobivenog kva-
zikonveksifikacijom neosjetljiv na izbor pocetnih podataka, sto sugerira da taj funkcional
dopusta samo globalne ekstreme u L*(Q; M5). Ta je tvrdnja zasad dokazana u slucaju da je
funkcional F definiran u (2.14) kvazikonveksan uz afini rubni uvjet (vidi Napomenu 3.2.26.
u [3)]). Zato se u nastavku koncentriramo na funkcional QF i navodimo preostale rezultate
potrebne za ostvarenje spomenutog algoritma.

2.3 Topoloska optimizacija

U ovom odjeljku bavimo se posebnim slu¢ajem izvedenog problema kada je materijal
A degeneriran, odnosno A = 0. Fizikalno, pokusavamo nadi optimalni oblik strukture (u
smislu podatljivosti) u kojoj je materijal B pun Supljina, s tim da je ukupni volumni udio
Supljina unaprijed odreden.

Bududi da je materijal A degeneriran, ne moZe podnositi volumnu silu. Zato u nastavku
smatramo da je zadana sila povrSinska, zadana samo na rubu domene €2, 1 da vrijedi barem
f € H'2(0Q)*. Takoder pretpostavljamo da je domena pod optereéenjem u ravnoteZi,
odnosno da za svaki kruti pomak u vrijedi fan f-uds=0.

Oznacimo s w dio domene u kojem se nalazi materijal B. Ako je w otvoren s dovoljno
glatkim (npr. Lipchitzovim) rubom koji sadrZi onaj dio 92 na koji djeluje opterecenje f,
problem

o = Be(u) uw,

divo =0 uw,
on=f nadwnN oL,
on=0 na dw \ 0Q),

(2.17)

gdje n oznacava jedini¢nu vanjsku normalu na navedenom skupu, ima jedinstveno rjesenje
u € H (w)>.



POGLAVLIJE 2. PROBLEM OPTIMALNOG DIZAJNA 40

Podatljivost strukture w definirana je s

c(w) = f f-uds
AwNO

divt =0 uw }

te uz

on=f mnadwnN oL
on=0 nadw)\ IQ

prema principu komplementarne energije vrijedi

C(a))ZfB_IO"O'dXZ min fB_lT-T.
w TeX(W) »

Uvjet na volumni udio Supljina u strukturi mozemo reprezentirati Lagrangeovim multi-
plikatorom / € R. Funkcija cilja je tada

J(w) = c(w) +[|Q\ w. (2.18)

Pretpostavke na skup w nuZne su kako bismo mogli garantirati postojanje rjeSenja sustava
(2.17). Medutim, za minimizaciju funkcionala (2.18) takve su pretpostavke prerestriktivne,
pa ih je stoga potrebno oslabiti. U daljnjem pretpostavljamo da je skup w izmjeriv sa
dovoljno glatkim rubom (koji viSe ne sadrZi nuzno onaj dio granice € na koji djeluje f).
Budu¢i da svaki 7 € £(w) moZemo prosiriti nulom na itav Q tako da vrijedi T € L*(Q; M),
divt = 0 u Q, opravdana je sljedeca definicija:

Y(w) = {T € L*(w; M)

Definicija 2.3.1. Neka je y karakteristicna funkcija onog dijela domene CQ koji je ispunjen
supljinama. Skup dopustivih tenzora naprezanja na € definiran je kao

divt =0 uQ
™m=f na 0Q

(y) = 37 € LH(Q; M)
T(x)=0 zayxx) =1

Iako viSe ne moZemo garantirati postojanje rjeSenja sustava (2.17), i dalje moZzemo mje-
riti krutost strukture:

c(w) = inf fB_lT'de.
0 Jo

Treéi uvjet u definiciji £(y) moZemo direktno ukljuciti u izraz za podatljivost:

c(y) = inf f[(l — x(x))B]™'1 - 7dx, (2.19)
X Jg
pri ¢emu je

Q) = {T € L*(Q; M) m=f nadQ

divt =0 uQ,}

prostor dopustivih naprezanja na 2.
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Konac¢no, cilj nam je na¢i minimum

XEL=(Q{0,1})

min  J(y) =c(y) +1 f x(x)dx. (2.20)
Q

Napomena 2.3.2. Primijetimo da ako je Lagrangeov multiplikator | > 0, minimum se ocito
postize za y = 0, ¢ime je naruSen uvjet na volumni udio Supljina u Q. Zato u nastavku
pretpostavljamo da je | < O.

Kao u proslom odjeljku zaklju¢ujemo da je minimizacija (2.20) ekvivalentna minimiza-
ciji

inf fg ;2(1)2([(1 — x(X)BI'T - 7+ Iy(x)) dx.

Za zadano naprezanje T minimum pod integralom je opet lako odrediti i on je jednak

L =0,
F():= { B't-1, 7#0. 2.21)
Dakle, problem se svodi na odredivanje
inf f F(7)dx, (2.22)
TEZ(Q) Q

gdje je F(7) definiran sa (2.21).

Minimizacijski problem (2.22) zovemo formulacijom u terminima naprezanja problema
(2.20) 1 te su formulacije ekvivalentne (ako postoji minimizator o za (2.22), onda je karak-
teristicna funkcija skupa {x € Q | o(x) = 0} minimizator za (2.20)).

Sada Zelimo provesti relaksaciju problema (2.22), slicno kao u odjeljku 2.2. Nazalost,
postupak proveden u tom odjeljku tesko je matematicki opravdati kada je materijal A dege-
neriran. Stoga materijal A najprije zamijenimo materijalom A’ ¢ija je vrijednost blizu nuli
1 definiramo

Fu(t) =min{(A) -7+, B 71},

pa je prema Teoremu 2.2.5 relaksacija problema

inf f Fa(7)dx
eXQ) Jgo
dana sa

min f OF 4 (1)dx,
Q

TEXL(Q)
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pri cemu je
OF (v) = min (g(6,7) +16)

_ . =1
ga(0,7) = /glg&(A YTt
Uocimo da, budué¢i daza 0 < A" < A” vrijedi Fpr < Fua 1 842(0,7) < ga(6,7), ako

pustimo materijal A’ da ide u nulu, nizovi F4 i g4 monotono rastu prema F i g definiranima
ranije za materijal A = 0. Zato su dobro definirani limesi

g6, 1) = }xli% 84(0,7)

QF (7) = lim QF,(7) = min (g(6,7) +16). (2.23)
Relaksacija formulacije (2.22) bi stoga trebala glasiti
Trelgg) fg OF (1t)dx. (2.24)

Teorem 2.3.3. Formulacija u terminima naprezanja (2.22) dopusta formulaciju (2.24) kao
relaksaciju. Preciznije, QF je kvazikonveksifikacija od F i vrijedi

1. postoji barem jedno rjesenje problema (2.24) u (),

2. svaki minimizirajuéi niz za (2.22) (do na podniz) slabo konvergira u L*(; M)
prema minimizatoru od (2.24);

3. za svaki minimizator T od (2.24) postoji minimizirajuci niz za (2.22) koji slabo ko-
nvergira prema T u L*(Q; M3) i vrijedi

Telg(g ) L F(T)dx:Trel%{g) fQ OF (1)dx.

Dokaz. Dokaz se moze naci u [3]]. O

Nastavljamo sli¢no kao u odjeljku 2.2. Definiramo G kao limes skupa G, kad A’ — 0
(u smislu Kuratowskog, dakle kao skup svih gomiliSta nizova u skupovima Gy odredenih s
A’) i skup dopustivih dizajna kao CD = {(0,A*) € L*(Q;[0,1]) X M3 | A* € G} g.s. u Q}}
Sada je

QF(7) = min min((A*)"'7- 7 + 16).
0<6<1 A*GGS
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Definiramo funkciju podatljivosti ¢(6,A*) = mineyq) fQ(A*)‘lr - tdx. Funkcional koji
Zelimo minimizirati tada moZemo zapisati kao

J(0,A") = c(6,A") + lf@dx,
Q

pa zakljucujemo da je relaksacijska formulacija (2.24) ekvivalentna

(9,11;1;1)1'5%@] 6,A%). (2.25)

Kao direktnu posljedicu Korolara 1.6.13 dobivamo sljedecu lemu.

Lema 2.3.4. Funkcija g(0, 1) dana je sa

0
g0, 7)=B"r -7+ 4@ (2.26)

gdje je g*(1) neprekidna, konveksna, homogena stupnja 2 i strogo pozitivna za T + 0. Stoga
je funkcija g neprekidna s vrijednostima u R* U {+oo} i strogo konveksna po obje varijable.
Za svaki T € M postoji jedinstveni minimizator 0. za (2.23) dan sa

0. = max {0, 1- g*(T)}. 2.27)

Napomena 2.3.5. Funkcija gustoce 0, predstavlja udio Supljina u domeni Q. Primijetimo
da, iako je za svaki minimizator T 0, jedinstveno odredena, nigdje nije dokazano da je T
Jjedinstven, Sto znaci da je moguce da postoji vise od jedne optimalne funkcije gustoce za
dani problem.

Napomena 2.3.6. Za svaki 6, prema Teoremu 1.6.15 postoji njoj pridruZeni tenzor A* €
CD. Za par (0,,A"), kaZemo da je generalizirani optimalni dizajn.

Teorem 2.3.7. Postoji barem jedan generalizirani optimalni dizajn za (2.25). Stovise, za
svaki minimizirajuci niz y, € L*(Q;{0, 1}) od (2.15) postoje podniz i limes 0 € L*(; [0, 1])
tako da y, slabo-* konvergira prema 6 u L*(€; [0, 1]) i (6, A*) je generalizirani optimalni
dizajn.

Dokaz. Egzistencija minimizatora 6 slijedi iz toga Sto postoji minimizator o za (2.24).
Neka je y, nizu L*(Q; {0, 1}) za 2.15 koji slabo-* konvergira prema nekom 6 € L>(Q; [0, 1]).
Definiramo

Ay, = XA+ (I = xn)B
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1 neka je T € Z(Q2) dopustivo naprezanje tako da je T = 0 za y, = 1. Tada je

Blr-tr=A't 7> min Ao o
Xn Tes(Q) Xn

i minimum se postiZe za jedinstveni T € X(Q). Zato je

inf J(y) > lim sup { f ATy - Thdx +1 f Xndx}.
X Q Q

n—oo

Prema Teoremu 1.2.5 postoji H-konvergentan podniz od A, ¢iji H-limes kad n — oo
ozna¢imo s A}. Posljedi¢no 7/ takoder slabo konvergira u L*(Q; M3) kad n — oo prema
nekom 7. Prema Propoziciji 1.2.8 tada vrijedi

[ vt [,

Q Q

odakle slijedi
iancy)zf(A;)-‘TA~TAdx+zfedx.
X Q Q

Iz &injenice da je gornji infimum konacan i pretpostavke A* < B zakljuujemo da je niz v
omeden u L*(Q; M) neovisno o A, pa postoji njegov slabo konvergentan podniz (i dalje
indeksiran sa A) u L*(Q; M) Ciji slabi limes oznaimo s 7.

Sada iz Cinjenice da za sve tenzore A, A’ vrijedi

I0¢xA + (1 = xu)B) = (A" + (1 = xu)B)llL=(@) < 1A — A'|

1 Propozicije 1.2.6 slijedi
lAL — ALl < 1A — A,

pa niz A} uniformno konvergira prema nekom A" kad pustimo A — 0. Budu¢i da je
preslikavanje (A*,7) — (A*)"'t - T konveksno, vrijedi

lim inf f (AN hdx > f Al
A—-0 Q Q
odakle slijedi
ian(X)ZfA*_lT-de+lf0dx.
% Q Q

Prema Teoremu 1.5.8 je A%(x) € Gy za gotovo sve x € Q, pa iz definicije skupa G

zakljucujemo da je A*(x) € Gg(x) za gotovo sve x € Q. Takoder je

g(0,7) = lim g4(0,7) = min(A*) "'t - 7,
A—0 A*GGS
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pa kona¢no imamo

inf J(y) > fg(@, T)dx + lf@dx > f min(g(0, 1) + Ddx > f QOF (1)dx.
1% o o q 0<6<1 o

No, prema Teoremu 2.3.3 7 je minimizator od (2.24) pa gornje nejednakosti prelaze u
jednakosti. Konacno, zbog stroge konveksnosti funkcije g(6, 7) u varijabli 6, zaklju¢ujemo
da je 6 (definiran kao slabi limes niza y,,) jedinstvena funkcija gustoce pridruzena 7 kroz
formulu (2.27). O

Kao i ranije, skup G) moZemo zamijeniti manjim skupom L* koji je dobiven uzimanjem
limesa kad A — 0 skupa L; i koji je dobro definiran i eksplicitno poznat prema Definiciji
1.6.14. Definiramo skup svih Supljikavih sekvencijalnih laminata sa

LD ={(6.A4") € L@ [0, 1]) x M5 | A"(x) € LY, g.5. u Q)
Teorem 2.3.8. Za funkciju cilja (2.25) vrijedi

min J°(0,A") = min J(0,A").
(6,A*)eCD (0,A)eLD*

Preciznije, ako je (0, A*) minimizator od J* u CD i o pridruZeni tenzor naprezanja, onda
postoji Supljikavi sekvencijalni laminat A* tako da je (0, A*) minimizator od J* u LD, o je
i njemu pridruZeni tenzor naprezanja i vrijedi (A*)'o = (A*)"'o. A* moZe se izabrati kao
sekvencijalni laminat ranga 2 sa smjerovima laminacije odredenima svojstvenim vektorima
od 0.

Dokaz. Neka je o minimizator za (2.24). Dokazali smo da u skupu CD tada postoji mi-
nimizator (6, A*) za (2.25). Prema Teoremu 1.6.15 takoder postoji optimalni sekvencijalni
laminat ranga 2 koji ima smjerove laminacije odredene svojstvenim vektorima od o 1 koji
je Supljikav, pa se A* moZe izabrati tako da je (6, A*) € LD".

Ako je o- minimizator za c(6, A*) = min ey (q) A*'r.7, onda kao u dokazu Teorema 2.2.4
zakljuujemo da za svaki optimalni A* vrijedi

- 0
(Awazﬁwﬁx

odakle slijedi trazena jednakost. O
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Numericki rezultati

Sada posjedujemo sve sastojke potrebne za rjeSavanje problema optimizacije elasticnih
struktura metodom homogenizacije. Navedimo jo$ jednom klju¢ne elemente postupka do-
bivene u prethodnim poglavljima.

Neka je zadana otvorena, ograni¢ena domena Q u R? i izotropan, elasti¢an materijal
propisanog volumena u Q s Hookeovim zakonom B,

B = 2/,[[4 + (K - ,Ll)12 ® I,

pri ¢emu je x ukupni modul elasti€nosti materijala i 4 Laméova konstanta jednaka modulu
smicanja materijala B.

Zelimo naéi optimalnu strukturu materijala B u Q tako da uz zadano optereéenje f €
H~'2(4Q) na rubu domene 09 funkcional

J(0,A7) = c(0,A") + lf@dx
Q

ima najmanju mogucu vrijednost. Ovdje je 6 funkcija gustoce dijela domene Q u kojem se
ne nalazi materijal B, A* efektivni Hookeov zakon optimalne konfiguracije i

c(6,A") = min f (A ' 1dx
Q

TEX(Q)

funkcija podatljivosti strukture, X(€2) prostor dopustivih tenzora naprezanja u €2, dok / € R
oznacava Lagrangeov mulitplikator koji predstavlja uvjet na volumni udio materijala B u
Q. Optimalnim dizajnom smatramo par (6, A").

46



POGLAVLIJE 3. NUMERICKI REZULTATI 47

U Teoremu 2.2.1 dokazali smo da se za poznati generalizirani dizajn (6, A*) optimalno
naprezanje o strukture odredene s (6, A*) moZe dobiti kao rjeSenje problema linearizirane
elasticnosti

o=A%(u) uQ,
—divoc=f uQ, (3.1)
u=0 na 0Q,
za koji pomak # moZemo numericki odrediti npr. metodom konacnih elemenata, te se

rjeSenje o jednostavno izraCuna iz uvjeta o = A*e(u).

S druge strane, za poznato optimalno naprezanje o u 2(£2), u Lemi 2.3.4 dokazali smo
da postoji optimalna funkcija gusto¢e 8 dana formulom

G:maX{O,l— g*_((lf)}, (3.2)
gdje je
_ 2u+A )
g'(o) = ) (,u /l)(l il + o)

107,05 su svojstvene vrijednosti od o

Takoder smo pokazali (Teorem 1.6.15) da se optimalni tenzor elasticnosti A* moze iza-
brati kao sekvencijalni laminat ranga 2 sa smjerovima laminacije odredenima svojstvenim
vektorima ey, e; od o 1 koji je dan formulom

2
LAY =BT = (1-60) ) mifsen, (3.3)
i=1
pri ¢emu je tenzor fj(e;) zadan za svaku simetri¢nu matricu ¢ € M; kvadratnom formom

fo(eNé - &= B¢ : §——|B§ i+ (# )((Bf)el ey’ (3.4)

1 parametri laminacije my, m, su odredeni sa

_ ol _ o]
m = ———- 2= .
lo1| + |omal lo1] + |om]
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Numericki algoritam ima sljedeéu strukturu:
1. zadati poCetnu konfiguraciju (6y, Aj), na primjer 6y = 0, Aj = B svuda u Q;
2. do konvergencije, k > 0

a) izraCunati pomak u; kao rjeSenje sustava linearizirane elasti¢nosti (3.1);
b) izraCunati naprezanje o = Aje(u);
¢) izraCunati svojstvene vrijednosti o, o4 i vektore f, €5 naprezanja o;

d) izraCunati sljedecu optimalnu gustoéu 6, pomocu formule (3.2);

L i ok ks . k fe( k k fe( k 4
e) odrediti parametre laminacije m}, m; i matricu (m1 fple)) +my fB(ez)) pomocu

kvadratne forme (3.4) te joj odrediti inverz;

f) izraCunati sljedeCi optimalni Hookeov A; | iz formule (3.3) kao

-1

. - O . RS

Ay = [B Vi L (mh fo(eh) + mik f5(€H) ] :
I- 9k+1

Opisani algoritam producira generalizirane dizajne, koji nisu nuzno ostvarivi u praksi.
Naime, kao Sto ¢e pokazati primjeri, za velika podruc¢ja domene algoritam ¢e predvidjeti
strukturu kojoj je karakteristicna funkcija y € (0, 1). Fizikalno takav rezultat moZzemo
interpretirati kao zahtjev da se u materijalu B izbusi beskonacno mnogo beskonacno malih
Supljina. Kako bismo od generaliziranog dizajna dobili klasi¢ni ili realni dizajn, provodimo
postupak penalizacije na dobivenu optimalnu gustocu 6,,,. Penalizacija se svodi na odabir
funkcije koja izraCunatu vrijednost gustoce u svakoj tocki “gura” blize vrijednosti O ili 1
kako bi se procistila dobivena struktura. Ta se funkcija moZe odabrati na viSe nacina, no u
slijede¢im primjerima koriStena je funkcija

1 = cos(nb,p)
9,,6,1 = f

Nakon §to je opisanim algoritmom izraCunata optimalna funkcija gustoce, provodi se joS
nekoliko iteracija u kojima se umjesto optimalne koristi penalizirana gustoca 6,,,,,.

3.1 Numericki primjeri

U nastavku prikazujemo rezultate primjene opisanog algoritma na nekoliko odabranih
primjera. Na svim slikama prikazane su vrijednosti konacne funkcije gustoe 6 u domeni
Q: podrucja u kojima je # = 0 oznalena su crnom bojom (na tim mjestima algoritam
predvida da se treba nalaziti materijal), dok su podrucja u kojima je # = 1 oznaene bije-
lom bojom (to su podrucja praznina, odnosno bez materijala). Meduvrijednosti 6 € (0, 1)
oznacene su odgovarajuim nijansama sive.
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Sustav linearizirane elasti¢nosti (3.1) rjeSavan je u programskom paketu FreeFem++
[9] metodom konacnih elemenata. Pomaci te pripadni tenzori deformacije i naprezanja
izraCunati su na prostoru P2 konacnih elemenata. Tenzori deformacije i naprezanja zatim
su projicirani na prostor PO konacnih elemenata, dok su sve ostale funkcije izraCunate na
istom prostoru. Za reprezentaciju svih tenzora koriStena je Voigtova notacija, odnosno
tenzori iz M prikazani su kao vektori dimenzije 3, dok su tenzori u M prikazani kao
realne kvadratne matrice dimenzije 3.

Napomena 3.1.1. U [13], autor preporuca koristenje Q1 elemenata za rjesavanje sustava
elasticnosti, no ti elementi nisu implementirani u paketu FreeFem++. Ipak, dobiveni rezul-
tati su usporedivi s onima u odjeljku 5.2.2 spomenute knjige.

Navedimo najprije nekoliko tehni¢kih napomena. Za pocetak isti¢emo da je u prva tri
primjera Lagrangeov multiplikator / bio fiksan. Optimalna gustoca 6 zadana formulom
(3.2) ovisi samo o vrijednostima tenzora naprezanja o u danoj tocki i mulitplikatoru /,
pa izbor vrijednosti / uvelike utjeCe na konacno rjeSenje problema optimalnog dizajna.
Konkretno, $to je [ vedi, to su vrijednosti gustoée # manje, pa je manji i ukupni volumen
Supljina u dobivenoj strukuri.

Medutim, fiksiranje multiplikatora / bas i ne odgovara problemu kojim smo se bavili
u proSlim poglavljima, gdje smo pretpostavljali da je zadan volumni udio materijala (ili
Supljina) unutar domene. Taj problem u Cetvrtom je primjeru rijeSen tako da je u svakom
koraku algoritma jednostavnim iteracijama rjeSavan sustav

H:maX{O,l— @},

(3.5)
|, 0(x)dx = @,

gdje je o optimalno naprezanje izracunato u trenutnom koraku algoritma 1 ® € R zadani
uvjet na ukupni volumen Supljina u Q. Iteracije se provode sve dok 8 ne zadovolji propisani
uvijet.

Napomena 3.1.2. Alternativno, ako je propisan uvjet ® na ukupni volumni udio materijala

u domeni Q, vrijedi
f(l —0(x)dx = |Q| — f@(x)dx =0,
Q Q

pa druga jednadzba u sustavu (3.5) glasi

f@(x)dx = Q| - 6.
Q
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Nadalje, bududi da se pri raunanju tenzora elastinosti A* Koristi izraz 8/(1 — 6), treba
pripaziti da se vrijednost 8 ne priblizi previSe jedinici. U ovim primjerima zadan je uvjet
6 < (1 —€) uz € = 1073. Takoder je potrebno osigurati da tenzor A* ne postane singu-
laran. Najprije uo¢imo da ako je neki od parametara m,, m, jednak nuli, dobiveni tenzor
elastinosti bit ¢e samo jednostavan laminat, te stoga ne moZe biti optimalan. Zato je
takoder postavljen uvjet m;, m, > €. No, moZze se pokazati (Teorem 2.3.44 u [3] ili detalj-
nije u [4]) da ovakav postupak uvijek rezultira degeneriranim tenzorom A*, u smislu da u
zapisu u bazi svojstvenih vektora naprezanja o~ vrijedi A},,, = 01 (A},,)”" = +oo, te je
stoga potrebno provesti neku vrstu regularizacije A*. U ovim primjerima je na dijagonalu

-1
matrica A* 1 [m1 Spler) + my( fé(ez))] u svakom koraku jednostavno dodan ¢lan veli¢ine
€.

Opisani algoritam je neosjetljiv na profinjenje mreze. Na slici 3.6 prikazani su genera-
lizirani dizajni dobiveni u treem primjeru na mreZama od otprilike 5 000 1 20 000 ele-
menata. Takoder, kao $to je spomenuto u Napomeni 2.2.7, algoritam producira identi¢ne
optimalne strukture za razliCite inicijalizacije pocetne strukture (6, Ap).

Prvi primjer je kratka konzola: domena Q je pravokutnik dimenzija 10x5, s optere¢enjem
f zadanim na malom dijelu sredine desne stranice pravokutnika koje djeluje prema dolje
iznosa 1, te je lijevi rub fiksiran, odnosno zadano je u(0, y) = 0. Za materijal B odabrane su
vrijednosti koeficijenata 4 = y = 1 te je vrijednost Lagrangeovog multiplikatora fiksirana
nal = —4 x 107°. Pocetni podaci su ) = 0i A = B svuda u Q. Na slici 3.1 prikazane
su strukture dobivene nakon 1 i 5 iteracija, dok su na slici 3.2 rezultati nakon 20 i 100
iteracija. Primijetimo da je ve¢ nakon 5 iteracija oblik strukture prilicno jasan. Na slici 3.3
je usporedba generaliziranog dizajna dobivenog nakon 100 iteracija te klasi¢nog dizajna
dobivenog penalizacijom.

Drugi primjer je srednje duga konzola. Domena je sada pravokutnik dimenzija 20 X
10, dok su ostali parametri zadrzani kao u prethodnom primjeru. Na slici 3.4 nalaze se
rezultati nakon 1, 5, 201 100 iteracija. Ponovno vidimo da dizajn dobiven nakon 5 iteracija
ne odudara previSe od onog dobivenog nakon 100 iteracija. Usporedba sa penaliziranim
dizajnom dana je na slici 3.5.

Iz ova dva primjera vidljiva je ovisnost rjesenja o izboru domene - producirani dizajn
za kratku 1 srednje dugu konzolu potpuno je razlicit, iako su svi parametri osim domene
zadani jednako. To je, jasno, i oekivano, iako nije idealno s obzirom na to da je moguce
da postoji bolji dizajn na malo drugacijoj domeni. Ipak, uz pazljiv odabir domene takvi bi
se problemi trebali moc¢i izbjeci.
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Slika 3.1: Struktura kratke konzole nakon 1 (lijevo) i 5 (desno) iteracija

Treéi primjer je dvodimenzionalni most. Domena je 1 opet pravokutnik dimenzija 20x 10,
ali optereéenje je sada zadano na sredini donjeg ruba, dok je struktura fiksirana samo u do-
nja dva kuta. Dobiveni generalizirani dizajni dobiveni nakon 1, 5, 20 1 100 iteracija prika-
zani su na slici 3.7. U ovom primjeru ipak vidimo znatno poboljSanje dizajna u odnosu na
petu 1 stotu iteraciju. Klasi¢ni dizajn dobiven penalizacijom nalazi se na slici 3.8. Vidimo
da ovdje penalizacijom nismo dobili gotovo nikakvo poboljSanje u odnosu na generalizi-
rani dizajn, odnosno da je izraCunata struktura ve¢ vrlo blizu klasi¢nom dizajnu.

Cetvrti primjer je ponovno dvodimenzionalni most, sa istim parametrima kao u prethod-
nom primjeru, ali ovog puta sa zadanim ukupnim volumenom materijala u kona¢noj struk-
turi u iznosu 40% i 60% volumena domene. Uvjet je ostvaren pomocu ranije opisanog
iterativnog procesa za racunanje optimalnog Lagrangeovog multiplikatora / u pojedinom
koraku algoritma. U svakoj iteraciji / je prema potrebi pomnoZen ili podijeljen faktorom 2.
Zeljeni ukupni volumen gustoce 6 postignut je u svakom koraku u otprilike 5 iteracija, §to
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Slika 3.2: Struktura kratke konzole nakon 20 (lijevo) i 100 (desno) iteracija
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znadi da je utjecaj uvodenja ovakvog procesa na numericku izvedbu algoritma zanemariv.
Dobivene optimalne strukture nakon 100 iteracija prikazane su na slici 3.9.
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Slika 3.3: Usporedba generaliziranog i penaliziranog dizajna za kratku konzolu
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Slika 3.4: Struktura srednje duge konzole nakon 1 (lijevo gore), 5 (desno gore), 20 (lijevo
dolje) i 100 (desno dolje) iteracija
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Slika 3.5: Usporedba generaliziranog i penaliziranog dizajna za srednje dugu konzolu
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Slika 3.6: Usporedba generaliziranog dizajna za srednje dugu konzolu na mrezi od 20 000
elemenata (gore) i 5 000 elemenata (dolje)



POGLAVLIJE 3. NUMERICKI REZULTATI 57

Slika 3.7: Generalizirani dizajn za most nakon 1 (lijevo gore), 5 (desno gore), 20 (lijevo
dolje) i 100 (desno dolje) iteracija
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Slika 3.8: Usporedba generaliziranog i penaliziranog dizajna za most
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Slika 3.9: Usporedba generaliziranih dizajna za most sa zadanim ukupnim volumenom
materijala od 40% (gore) i 60% (dolje) volumena domene
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Sazetak

U ovom radu iznesen je kratki pregled primjene metode homogenizacije na problem to-
poloske optimizacije dvodimenzionalne elasti¢ne strukture nacinjene od izotropnog elasti-
¢nog materijala. Najprije je uveden pojam H-konvergencije na kojem je temeljena metoda
homogenizacije.

Izvedeni su uvjeti optimalnosti takve strukture, takozvane Hashin-Shtrikmanove ocjene,
te je dokazano da se struktura maksimalne krutosti postiZe sekvencijalnim laminatom ranga
2 za Cije su odredivanje izvedene eksplicitne formule.

Konac¢no je implementiran algoritam kojim su izracunate optimalne strukture u odabra-
nim primjerima.



Summary

In this thesis we present a short summary of the homogenization method and its appli-
cation to problems of shape optimization in the elasticity setting in two dimensions when
the domain is filled with an isotropic elastic medium. First we introduce the notion of
H-convergence on which the method of homogenization is based.

Next, the optimality conditions for such a structure, namely Hashin-Shtrikman energy
bounds, are computed and it is proved that an optimal shape in terms of compliance could
be achieved by a rank-2 sequential laminate for which the effective properties are then
explicitly determined.

Finally, a numerical algorithm is developed and applied to computing the optimal shape
of a structure in a few select examples.
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