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Sazetak

Vec je prvo egzaktno rijeSenje Einsteinovih jednadzbi pokazalo divergira-
juce ponasanje metrike za neke vrijednosti svojih parametara. Iako je bilo
potrebno nekoliko desetljeca da bi analiza pokazala koje su divergencije
"prave" a koje samo artefakt koordinatnog sustava, naznaka singulariteta bila
je prisutna. U ovom radu definiramo singularitete, na konkretnom primjeru
pokazujemo kako dana definicija funkcionira i uvodimo veliku paletu alata
kojima je moguce analizirati strukturu prostor-vremena bez ulaZenja u de-
talje konkretnih rjeSenja. Konacno, prezentiramo, propitujemo i dokazujemo
jedan od najvaznijih teorema o singularitetima (Hawking, Penrose 1970.)
koji nam uz odredena opravdanja daje indikacije da je i nase prostor-vrijeme
singularno.



Space-time singularities

Abstract

The first ever exact solution of Einstein field equations already gave a glimpse
of a phenomenon later to be called a singularity. In this work, we will present
a carefully motivated definition of singularities, show how it can be used on
one of the known exact solutions and then move on to enquiring how of-
ten singularities are among non-special space-times. We will introduce a
plethora of tools for analyzing models of space-times, investigate their prop-
erties, and finally, put them to use in examining and proving one of the
most important singularity theorems in the 20th century (Hawking, Penrose
1970). Along with physics-motivated arguments, this theorem will give us
an argument to believe that our space-time is also singular.



Notacija, oznake i pokrate

AUB
ANB
ACB
ACB
A—B

Unija skupova Ai B

Presjek skupova A i B

A je pravi podskup skupa B (Vx € A:x € Balidye B:y ¢ A).
A je nepravi podskup skupa B. (Vx € A: z € B)

Komplement skupa B u skupu A: (A—B)={r € A:x ¢ B}
Zatvoreni interval na krivulji ili dijelu skupa realnih brojeva
Otvoreni interval na krivulji ili dijelu skupa realnih brojeva
Unutra$njost skupa S

Rub skupa S

Zatvara¢ skupa S: S = intS U 0S5

Kronoloska budu¢nost tocke p

Kronoloska proslost tocke p

Kauzalna budu¢nost tocke p

Kauzalna proslost tocke p

Postoji krivulja vremenskog tipa od tocke p do tocke ¢

Postoji krivulja kauzalnog tipa od tocke p do tocke ¢
Kovarijantna derivacija vektora Z u smjeru vektora T' (VZ = T°V,Z")
Jednadzba paralelnog transporta vektora 7,

za kauzalni vektor T ovo je jednadzba geodezika.
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1 Uvod

U opcoj teoriji relativnosti ve¢ su prva egzaktna rjeSenja Einsteinovih jednadzbi izn-
jedrila neka polja koja pokazuju divergiraju¢e ponasanje, kako se neka od koordi-
nata priblizava odredenoj vrijednosti. Izvan opce teorije relativnosti singulariteti su
nesto jednostavniji za razumijevanje, ili bolje receno, jednostavnije ih je pomesti pod
tepih, poput divergencije potencijala tockastog naboja u mjestu gdje se naboj nalazi.
Teorija daje razumne rezultate van tog podrucja, pa ta divergencija nije toliko prob-
lemati¢na. Opca teorija relativnosti pak opisuje samo prostor-vrijeme, pa divergencije
ukazuju na to da neke toCke prostor-vremena nisu definirane. U toj situaciji nestaje
komad pozornice na kojoj se fizika odigrava, pa se problemu singulariteta pristupa
pozornije.

Rad ¢emo zapoceti analizom pojavnosti singulariteta u teoriji i motivirati defini-
ciju koju ¢emo koristiti u kasnijim teoremima. Kroz nekoliko koraka, pro¢i ¢emo
preko raznih nacina na koji su znanstvenici pokusavali obuhvatiti pojam singular-
iteta, i sti¢i do definicije koja generalizira ideju "rupe" u prostor-vremenu Koristen-
jem krivulja koje, iako nemaju kraja, za neku vrijednost svog parametra iS¢ezavaju.
Nakon toga slijedi konkretan primjer, Schwarzschildovo prostor-vrijeme, prvo egza-
ktno rjeSenje Einsteinovih jednadzbi koje je iznjedrilo fenomen singulariteta i potaklo
daljnja istrazivanja. Konkretnim postupkom, gledanjem jednadzbi geodezika, pokazat
¢emo da Schwarzschildovo prostor vrijeme zadovoljava prethodno uvedenu defini-
ciju singulariteta. Geodezici su analogon ravnim linijama u proizvoljno zakrivljenom
prostor-vremenu, i u nasem slucaju, odgovaraju krivuljama koje u Cetiri dimenzije
opisuju slobodno padajuce Cestice. Mozemo ih dobiti gledanjem jednadzbi gibanja
Cestica na koje ne djeluje sila, ili uvjetom da tangentni vektor krivulje nad svakom
tockom krivulje ostane paralelan pocetno zadanom. Budud¢i da mozemo zamisliti
kako neki geodezik opisuje fizikalnog promatraca, iS¢ezavanje geodezika odgovarat
Ce nestajanju promatraca iz postojanja. Nakon spoznaje da je Schwarzschildovo
prostor-vrijeme singularno, nalazimo se u poziciji postaviti pitanje: "Koliko su sin-
gulariteti Cesti?".

Mogli bismo odgovor traziti u sakupljanju svih egzaktnih rjeSenja Einsteinovih
jednadzbi i pazljivom klasifikacijom dati argumente kada oc¢ekujemo da je neko
prostor-vrijeme singularno. No takav nam postupak ne daje puno nade u odgovor na
pitanje je li i nase prostor-vrijeme singularno? Koji uvjeti bi trebali biti zadovoljeni da
neko potpuno opcenito prostor-vrijeme razvije singularitet? Naime, egzaktna rjeSenja
mahom su puna lijepih simetrija i idealnih situacija. Jesu li onda singulariteti samo
artefakt nametnutih simetrija, koje su nam sluzile da bismo se uopce probili do nekog
egzaktnog rjeSenja? Za primjer, postavimo se na trenutak u Newtonovsku teoriju
gravitacije, i zamislimo savrSeno sferno simetri¢no distribuiranu prasinu. Vremenska
evolucija takvog sustava dovest ¢e do divergencije gustoce materije u sredistu, no ve¢
i mala perturbacija, poput male doze angularnog momenta, sprijecit ¢e da pomno



postavljena prasina kolabira u istu to¢ku. Motivirani ovakvim primjerom, pitamo
se kako opisati generi¢nu situaciju, prostor-vrijeme koje nije "posebno", nije nuzno
svuda simetri¢no ni lagano za racunanje.

Tu u pricu ulaze topoloska razmatranja modela prostor-vremena i alati koje je
prvenstveno razvijao Roger Penrose. U osnovi, radi se o naprednom promatranju
svjetlosnih stoZaca na postavljenom modelu prostor-vremena.

Prostor-vrijeme dozivljavamo kao skup tocaka-dogadaja. Svjetlosni stozac je kon-
cept razvijen prvotno za specijalnu teoriju relativnosti. Zamislimo li neku tocku p
u prostor-vremenu i prihvatimo li brzinu svjetlosti kao krajnju granicu brzine kojom
je moguce putovati, tada postoji ograniceni komad prostor-vremena na koji je tocka
p mogla dati utjecaj. Isto tako, postoji ograniceni komad prostor-vremena od kuda
je bilo moguce utjecati na tocku p. Putanje Cestica koje se krecu brzinom svjetlosti

e D

Slika 1.1: Svjetlosni stozac tocke p u (2+1) dimenzionalnom prostor-vremenu

tada opisuju granicu tog podrucja, pa zato i ime "svjetlosni stozac". Svjetlosne stoSce
moguce je definirati i za zakrivljena prostor-vremena, samo Sto ¢e tada i oni mo¢i biti
zakrivljeni i nagibati se kako se pomicu po tockama. Prihvacanjem brzine svjetlosti
kao granicne brzine, definirali smo i poimanje kauzalnosti, naime, oni dogadaji ¢ un-
utar ili na rubu svjetlosnog stosca neke tocke p u kauzalnom su odnosu sa tockom p,
bilo kao posljedice ili uzroci, zato se ovo podrucje istrazivanja zove kauzalna struk-
tura.

Dakle, odmaknut ¢emo se od proucavanja konkretnih rjeSenja, rjeSavanja Ein-
steinovih jednadzbi, jednadzbi gibanja, i promatrati dani model prostor-vremena "iz
daljine". Definirat ¢emo razne alate vezane uz kauzalne odnose i gledati kakva je
kauzalna struktura prostor vremena.

Nakon toga, paznju usmjeravamo na promatranje krivulja na prostor-vremenu u
odnosu na energijske uvjete koje smo nametnuli promatranom modelu. Kljucan ¢e
biti koncept konjugiranih to¢aka na geodezicima. Konjugirane tocke mozemo zamisl-
jati kao par tocaka u kojem se infinitezimalno bliski geodezici presijecaju. Njihovo
postojanje garantirat ¢e nam da izmedu takvog para tocaka postoji krivulja duza od
duljine geodezika izmedu konjugiranog para. To ¢e nam biti kljucan alat u ukazivanju
na kontradikcije u glavnim teoremima.

Uvjet da je prostor-vrijeme generi¢no (ne-simetricno ili ne-specijalno) iskazat
¢emo preko uvjeta na Riemannov tenzor, a motivacija za uvodenje takvog oblika
uvjeta nalazi se u dodatku A. Konacno, imat ¢cemo sve alate potrebne za postavljanje
pitanja o najopcenitijim uvjetima koje prostor-vrijeme mora zadovoljavati da bi bilo
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singularno. U zadnjem poglavlju prezentirat ¢emo dva teorema koja odgovaraju na
takvo pitanje. Skoro pa Spranca po kojoj teoremi o singularnosti funkcioniraju je:

1. Uvjet na energiju i generi¢nost

2. Uvjet na kauzalnu strukturu

3. Uyvjet na ponasanje gravitacije.

= pronalazak nepotpunog geodezika

Dokaze takvih teorema napravit ¢emo koriStenjem alata iz kauzalne strukture i svo-
jstava krivulja na prostor-vremenku. Naglasak ¢e svakako biti na teoremu Hawking,
Penrose 1970. koji nam uz neka fizikalna opravdanja daje indikacije da je upravo nas
svemir singularan.



2 Singulariteti

U ovom poglavlju pokusat ¢emo dati zadovoljavajucu definiciju singulariteta u teori-
jama prostor-vremena. Naime, trenutni konsenzus je kako ne postoji konac¢na defini-
cija tog fenomena, ve¢ postoje definicije koje su dovoljno dobre, i to ovisno o nac¢inu
na kojem im se pristupa. U drugim teorijama, poput klasi¢ne elektrodinamike, po-
jam singulariteta vezan je uz neku velicinu koja divergira, npr. u elektromagnetskom
polju u tocki p je singularitet ako gustoca energije elektromagnetskog polja u tocki
p divergira. U kontekstu opce teorije relativnosti, za neka polja i u nekim tockama
takoder nam se pojavljuju divergencije koje bismo htjeli prozvati singularitetima, no
stvar je dublja i suptilnija; viSe ne mozemo fiksirati pozadinu i prema njoj odredivati
koje veli¢ine i gdje divergiraju, a s druge strane, zanimaju nas singulariteti samog
prostor-vremena. U 4 koraka motivirat ¢emo razne nacine kojima bismo htjeli opisati
singularitet, i na kraju dati definiciju koju ¢emo koristiti u ovom radu.

2.1 Divergencije zakrivljenosti

Problem singulariteta jedan je od najranijih problema opce teorije relativnosti. Ve¢ je
prvo egzaktno analiticko rjeSenje Einsteinovih jednadzbi (Schwarzchildovo prostor-
vrijeme, 1916.) pokazalo divergenciju nekih ¢lanova metrike za dvije vrijednosti
koordinate » = 0,2M. U jedinicama gdje je (G = ¢ = 1) Schwarzschildovo rjeSenje
glasi:

oM oM\ !
ds® = — (1 — —> dt® + (1 — —) dr? 4+ r*d6? 4 r? sin® 0d¢* (2.1)
T T

Schwarzschildovo prostor-vrijeme detaljno ¢emo analizirati u sljedecem poglavlju, no
ve¢ na ovoj razini, ono nam daje prvu naznaku kako bismo mogli opipati singularitet:

1. Divergencija ¢lanova metrike

Taj kriterij zasigurno nam daje naslutiti kako se sa prostor-vremenom dogada nesto
¢udno. Ako nam metrika opisuje zakrivljenost prostor-vremena, tada njene divergen-
cije opisuju "beskonacnu zakrivljenost" prostor-vremena. Ipak, naslu¢ujemo nekoliko
problema.

Prije svega, prostor-vrijeme je definirano kao (M, g,), par sacinjen od mnogo-
strukosti i metrike Lorentzovog tipa. Ovisno o modelu kojim baratamo, metrika
ima odreden uvjet neprekidnosti/derivabilnosti C*, (k > 0) za svaki p € M. Ako
u nekoj tocki ¢lanovi metrike divergiraju, tada ta toCka nije definirana u danom
modelu prostor-vremena. Dakle prostor-vrijeme postoji bez te tocke. Iz tog razloga
postavlja se nedoumica; mozemo li uopce reci postoji li singularitet, ako on ne pos-
toji u prostor-vremenu? Kako bismo se drzali intrinsi¢nih definicija, bolje je reé¢i da
je prostor-vrijeme singularno.



Drugi problem je koordinatna ovisnost ¢lanova metrike. Naime, divergencija
nekog ¢lana metrike nekada moze biti uklonjena dovoljno dobrom promjenom koor-
dinata. Jednostavan primjer je (1 + 2) dimenzionalno prostor-vrijeme Minkowskog
zadano u cilindri¢nim koordinatama:

ds® = —dt® + r2d6? + dr? (2.2)

Clan gg9 = 7%, pa je u inverznoj metrici ¢* = =, $to divergira za r = 0, dok u

je Kartezijevim koordinatama sve regularno. Jednak problem se javlja ako umjesto
¢lanova metrike promatramo clanove Riemannovog tenzora. Zbog toga nam je mo-
tivacija opisati singularitet koordinatno neovisno.

2. Divergencija skalara zakrivljenosti

Moguce je definirati razne skalare pomocu tenzora koji opisuju zakrivljenost,
uglavnom Riemannovog, Riccijevog i Weylovog tenzora, i tada njima karakterizirati
prostor-vrijeme i njegovu zakrivljenost, primjerice R = R,%, Ry R, Rapeq R, Pred-
nost ovakvog opisa je svakako invarijantnost na koordinatne transformacije. Ako
uzduz neke krivulje neki od skalara zakrivljenosti postane neograniceno velik, tada
je to veoma dobra indikacija singularnosti prostor vremena. No, ni ovaj kriterij nije
bez problema. Iako je divergencija nekog od skalara zakrivljenosti dovoljan uvjet da
bismo prostor-vrijeme prozvali singularnim, nije nuzan. Naime, postoje rjeSenja Ein-
steinovih jednadzbi koja opisuju ravne gravitacijske valove u vakuumu za koja skalari
zakrivljenosti isCezavaju iako je Riemannov tenzor singularan [4].

3. Divergencija fizikalnih komponenti tenzora zakrivljenosti

Neka je v krivulja koja opisuje fizikalnog promatraca. Na tangentnom prostoru
neke tocke na - uvodimo ortonormiranu tetdradu e?,i = 1,2,3,4, pa ju paralelno
propagiramo uzduz . Svaka tocka na - tada ima tangentni prostor sa ovom bazom.
Fizikalne komponente teonzora zakrivljenosti tada su R;(jyx)1) = Raseacie’esef. Ako
one divergiraju u takvoj bazi, mozemo re¢i da je prostor-vrijeme singularno. No,
ni ovime se nismo potpuno izvukli. Moguce je da fizikalne komponentne tenzora
zakrivljenosti ne divergiraju kako prilazimo nekoj tocki p € ~, ali ipak nemaju krajnju
vrijednost u p, ve¢ oscilatorno ponasanje. Nadalje, mozda je tocka p u beskonacnosti,
i nijedna krivulja nikada ne stize do tamo. Takva nam singularnost ima druk¢iju
tezinu od singularnosti koja je na konacnoj udaljenosti.

2.2 Rupe u mnogostrukosti

Postoji jos jedan problem koji nije rijeSen niti jednim od 3 navedena pokusaja. Uzmimo
za primjer prostor-vrijeme Minkowskog u polarnim koordinatama

ds* = —dt* + dr* + rd¢ + d2* (2.3)

5



iz njega izrezemo sve tocke sa koordinatom ¢ unutar 0 < ¢ < ¢y < 7, te identifici-
ramo (7,0, z,t) sa (r, ¢g, z,t). Kao da smo izrezali jedan klin, pospajali strane i dobili
nesto analogno stoScu. U novoj mnogostrukosti, sve tocke osim r = 0 naslijeduju
glatku metriku. Iskljuc¢imo li i to¢ku r = 0 dobili smo svugdje ravno prostor-vrijeme
(Rapea = 0) sa jednom patoloskom odlikom zbog koje i ovo prostor-vrijeme Zelimo
prozvati singularnim.

U stozastom prostor vremenu postojat ¢e vremenska krivulja v usmjerena ka
r = 0. Promatrac koji bi realizirao takvu krivulju u jednom bi trenutku is¢eznuo iz
postojanja. U ovom primjeru ne mozemo samo "vratiti" tocku » = 0 i nastaviti krivulju
~, naime, takvo vracanje dovelo bi do kontradikcije. S jedne strane, prostor-vrijeme
svugdje bi bilo ravno budu¢i da nasljeduje metriku pocCetnog prostor-vremena, a s
druge strane, racunajuci opseg neke kruznice na radijusu r dobili bi (27 — ¢g)r # 27r.
Prema tome, dobili smo "rupu" u prostor-vremenu koju ne mozemo zakrpati.

Isto tako, one tocke u kojima zakrivljenost divergira, po bilo kojem od 3 spomenuta
kriterija, moramo iskljuciti iz modela prostor-vremena. Mogli bismo zamisliti takve
promatrace koji usmjereni prema tim tockama takoder isceznu iz postojanja. Mo-
tivirani rupama i isCezavaju¢im promatrac¢ima dolazimo do nove ideje za definiranje
singulariteta.

4. Nepotpune krivulje

Ideja iza definicije singulariteta pomoc¢u nepotpunih krivulja je da postoje takve
krivulje, usmjerene prema singularitetu, koje "potrose" sve vrijednosti svog parametra
prije nego ostvare beskona¢nu duljinu, odnosno da postoje krivulje koje ne mogu biti
prosirene na proizvoljno velike vrijednosti svog parametra. Sada nam treba nekoliko
formalnijih definicija.

Definicija 1. Tocka p je krajnja tocka krivulje ~y : [a,b) — M ako je }:1_1% v(t)=p

Ako govorimo o kauzalnim krivuljama, krajnja tocka moze se nalaziti u kauzalnoj
buducnosti svake druge tocke na krivulji, pa je onda to buducéa krajnja tocka, ili
u kauzalnoj proslosti svake druge tocke na krivuji, pa je onda to proslosna krajnja
tocka.

Definicija 2. Krivulja v je buducée (proslosno) beskrajna ako nema buducu (proslosnu)
krajnju tocku. Krivulja ~y je beskrajna ako nema ni budu¢u ni proslosnu krajnju tocku.
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Slika 2.1: Krajnje tocke krivulje. U prvom slucaju, v je definirana do tocke p. To S§to
je krivulju moguce produziti ne negira definiranu krajnju tocku.

Definicija 3. Polu-krivulja je takva krivulja koja ima jednu krajnju tocku (proslosnu
ili buduénosnu), a u suprotnom smjeru je beskrajna. Polu-krivulja je potpuna u odnosu
na neki parametar ako je taj parametar neogranicen.

Htjeli bismo opisati singularitet nepotpunom polu-krivuljom, reéi da je prostor-
vrijeme singularno ako ima nepotpunu krivulju beskrajnu u jednom smjeru. Tada
bismo obuhvatili ideju singulariteta kao "rupe", bez obzira podrazumijeva li "rupa"
divergenciju zakrivljenosti. Ostaje nam jo$ za promotriti koje poteskoce donosi ko-
riStenje nepotpunih polu-krivulja za opis singularnog prostor-vremena, i kakve polu-
krivulje su dobre za koriStenje.

2.3 Prosirenja prostor-vremena

Ako iz prostor-vremena Minkowskog (M, g.,) izrezemo kompaktnu kuglu K oko
ishodi$ta, nova mnogostrukost (M — K') imat ¢e nepotpune polu-krivulje.

t

Slika 2.2: (1+1) dimenzionalno prostor-vrijeme Minkowskog bez kompaktne ku-
gle oko ishodista. Svaka polu-krivulja namjerena prema nedostaju¢em podrucju je
nepotpuna

Ovaj umjetan primjer dobro ocrtava kako ¢e nam polu-krivulje pomoéi u opisu
singulariteta ali ima jednu veliku manu. Kada bismo samo zalijepili natrag K, tada
bi se prostor-vrijeme vratilo u svoj izvorni oblik u kojem nema nepotpunih polu-
krivulja. Mi zelimo opisati situacije u kojima se rupe ne mogu pokrpati, poput vec
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navedenog primjera stozastog singulariteta, ili situacije kada neki od skalara zakrivl-
jenosti divergiraju. Sljedeca je definicija time motivirana, zelimo baratati sa onim
prostor-vremenima koja su ve¢ prosirena toliko koliko je to moguce.

Definicija 4. (M , Gab) je prosirenje prostor-vremena (M, g.,) ako i samo ako postoji
difeomorfizam ¢ : M — M takav da je Gap|p(vy = (¢7')*gap. Prosirenje je pravo ako i
samo ako je ¢(M) pravi podskup mnogostrukosti M. (¢(M) C M)

Slika 2.3: Preslikavanje ¢ uzima tocke sa M i Salje ih u M. (¢~1)* obavlja povlacenje

metrike g, sa T,y M x T;M na ThpM x Ty M

(p) (p)

Za prostor-vrijeme kazemo da je prosirivo ako za njega postoji pravo prosirenje.
Za ilustraciju, pogledajmo sljedeéi primjer: Neka je podmnogostrukost M C R?
prekrivena koordinatama z, ¢, takvima da —oo < z < 00,0 < t < co. Neka je metrika
Jap DA M
dt?

2 2
dsg——t—4+dl'

Ovu metriku mozemo pro$iriti na cijeli R? pomo¢u preslikavanja koje to¢ke sa koor-
dinatama (z,t) preslikava u tocke sa koordinatama (z, 1/t). Definiramo nove koordi-
nate «’ = x, t' = 1/t. Prema tome

(0 9w (2 1) =1

(67 e (0 1)) =~

Nova metrika je tada
sy 1ye, = —dt? /U + da” = —dt? + da?

Ovo predstavlja obi¢nu metriku prostor-vremena Minkowskog koja je definirana na
cijelom RR?, i zadovoljava uvjet gup|sr) = (¢71)*gap. Vazno je uociti kako smo morali
definirati dovoljno dobro preslikavanje ¢. Da je ¢ bilo definirano samo kao inkluzija
(¢((x,t)) = (z,t)) dobili bismo novu metriku koja bi bila jednaka staroj gus|ar = gap, 1
prosirenje na cijeli R? ne bi bilo moguce jer g,; = —1/t* divergira za t — 0.

Kako bismo opisali singularitete polu-krivuljama a ujedno izbjegli nedorecenosti
situacija u kojima one nabasaju na "rupu" koju je moguce jednostavno zakrpati,
odnosno prostor-vrijeme prosiriti, koristit cemo samo ona prostor-vremena koja su
prosirena najvise koliko je to moguce.



Definicija 5. Prostor-vrijeme je maksimalno u odnosu na dogovoreni uvjet neprekid-
nosti/derivabilnosti ako i samo ako za to prostor-vrijeme ne postoji prosirenje

Moguce je pokazati da svako prostor vrijeme moze biti maksimalno proSireno,
iako u slucaju Lorentzovih mnogostrukosti, proSirenje nije nuzno jedinstveno.

2.4 Definicija singulariteta

Sada znamo da ¢emo baratati maksimalnim prostor vremenom, pa nam u naumu
da singularno prostor-vrijeme opiSemo nepotpunim polu-krivuljama jo$ ostaje vid-
jeti kakve krivulje su dobar odabir. Ne moZemo odabrati bilo kakvu krivulju, jer
¢e nam i sasvim obi¢na prostor-vremena postati singularna. Uzmimo za primjer
prostor-vrijeme Minkowskog. Neka je v geodezik sa poCetkom u tocki p. Njegova
je duljina beskonacna, no taj geodezik mozemo opisati proizvoljno bliskom vre-
menskom krivuljom neograni¢enog ponasanja akceleracije, ¢ija ¢e duljina uvijek biti
proizvoljno blizu 0.

Slika 2.4: Nagib vijugave krivulje po dijelovima je proizvoljno blizu nagibu svjetlosne
krivulje. Kako je duljina svjetlosne krivulje 0, duljina vijugave krivulje proizvoljno je
blizu 0. Upravo vijuge su podrucja neogranicene akceleracije

Iz tog razloga ograniCavamo razmatranje samo na krivulje ogranicene akceleracije.
U vecini slucajeva, dovoljno je promatrati geodezike, koji su krivulje bez akceleracije.
Postoji jos samo jedna prepreka: R. Geroch [6] je dao primjer prostor-vremena u ko-
jem su svi geodezici potpuni, no postoji vremenska krivulja ogranicene akceleracije
¢ija je vlastita duljina konac¢na. Takvu krivulju mogla bi ostvariti raketa uz konac¢no
potroSenog goriva, i iSCeznuti iz postojanja. Iz tog razloga nije sasvim opravdano ko-
ristiti samo geodezike za trazenje singulariteta, ve¢ zahtijevati da, ako singulariteta
nema, tada sve krivulje ogranicene akceleracije imaju neogranicenu vlasitu duljinu.

Opcenitije od toga, umjesto da gledamo vlastitu duljinu (duljinu definiranu vlasti-
tim vremenom) moZemo za proizvoljnu krivulju definirati poopcenje afinog parame-
tra: Neka je v : [0,v;) — M,v; < oco. Odaberimo ortonormiranu bazu ¢f(0) za
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tangentni prostor nad «(0) i paralelno ju propagirajmo uzduz (v). Tada nad svakom
tockom v(v) imamo definiranu bazu tangentnog prostora e?(v). Tangentni vektor

krivulje V = (%)7 ,) tada moZemo pisati kao

(
4

V=) X'(v)el(v) 2.4)
=1

Definiramo poopceni afini parametar

vy (1/2)
A(v) = / <Z (Xi(v'))Q) v’ (2.5)

0 i=1

Poopcena afina duljina je tada jednaka A(v,).

Ako je v geodezik, tada je njegova poopcena afina duljina upravo njegova afina
duljina. Za proizvoljnu vremensku krivulju v, poop¢ena afina duljina bit ¢e neograni-
¢ena samo ako je i vlastita duljina krivulje neograni¢ena. Moguce je pokazati da je-
dini slucaj kada je poopc¢ena afina duljina neogranicena, a vlastita duljina ogranicena,
je kada krivulja dozivljava neograniceno ponasanje akceleracije (poput vijuganja iz
slike 2.4). Krivulja ¢ija je poop¢ena afina duljina neogranicena zove se b-potpuna
krivulja. Prostor-vrijeme koje sadrzi barem jednu b-nepotpunu krivulju zovemo b-
nepotpuno.

Uz sva ova razmatranja, sada mozemo dati dovoljno dobru definiciju singularnosti:

Definicija 6. Prostor-vrijeme je singularno ako i samo ako je b-nepotpuno

Vazno je uociti kako je prostor-vrijeme koje sadrzi nepotpune geodezike istodobno
i b-nepotpuno, dok nuzno ne vrijedi obrat. Prostor-vrijeme koje sadrzi barem jedan
nepotpuni geodezik zovemo geodetski nepotpuno. U ovom radu prezentirat ¢emo
teoreme o singularitetima koji ¢e se oslanjati na geodetsku nepotpunost, i time ¢e
zadovoljavati i definiciju 6.
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3 Schwarzschildovo prostor-vrijeme je singularno

U ovom poglavlju proé¢i ¢emo kroz Schwarzschildovo rjesenje i konkretno pokazati
da je ono uz definiciju 6 singularno. Schwarzschildovo rjeSenje prvo je egzaktno
rjeSenje Einsteinovih jednadzbi. Jedinstveno je sferno simetri¢no rjesenje za vakuum
i njegova metrika glasi:

ds? = — (1 — ¥> dt* + (1 — %) 1 dr? + r2d6? + r? sin® d > (3.1)
gdje M interpretiramo kao masu tijela izvan kojega promatramo sustay, Sto je iden-
tificirano usporedom sa Newtonovskom granicom. Navedena metrika veoma dobro
opisuje ponasanje masivnih i bezmasenih tijela u blizini nekog astofizickog objekta,
poput zvijezde ili planeta i prosla je brojne eksperimentalne provjere od kojih su
najistaknutije: precesija Merkura, gravitacijski crveni pomak i savijanje putanje sv-
jetlosnih zraka.

3.1 Divergencije metrike i prve zamjene koordinata

Vel je iz jednadzbe (3.1) vidljivo kako postoje dvije problemati¢ne vrijednosti radi-
jusa; r = 0,7 = 2M. Naime, prvi i drugi ¢lan u metrici divergiraju za te vrijednosti
koordinate r. Zanima nas kako se prostor-vrijeme ponasa u njihovoj okolini. Za poce-
tak, promotrit ¢emo podrucje oko r = 2M . Pogledamo ponasanje svjetlosnih stozaca,
koji nam ujedno opisuju i kauzalnu strukturu Schwarzschildovog rjeSenja. Ostavimo
li koordinate #, ¢ konstantne, tada iz (3.1) mozemo dobiti:

dt oM\
%:1(1—7> , (3.2)

jednadzbu koja u ovim koordinatama to¢no opisuje nagib svjetlosnih stozaca. Za
r — oo nagib je 2 = +1, §to i otekujemo za podruéje ravnog prostora, no za r — 2,

VAN

Cini se kao da svjetlosna zraka usmjerena prema r = 2M nikada tamo ne stize, ve¢

nagib divergira.

t

samo asimptotski prilazi. Ipak, to je samo privid i rezultat odabira koordinatnog sus-
tava, Sto mozemo vidjeti ako napravimo zamjenu koordinata. Za pocetak uvodimo:
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P =1 +2MIn (ﬁ - 1) (3.3)

Time smo metriku doveli u sljedeci oblik:
ds” = (1 - ?) (=dt? +dr'®) + [r(r")]dQ2” (3.4)

Prednost ovakve zamjene je da se svjetlosni stoSci sada ne sazimaju, odnosno, koor-
dinata r* rjesava jednadzbu (3.2) pa je nagib svjetlosnih stozaca opisan preko:

t = £+r* + const. (3.5)

Nadalje, c¢lanovi metrike ne divergiraju u r = 2M, no ta je ploha u novim koordi-
natama pomaknuta u beksonac¢nost r*(2M) = —oo. Sljeded¢i korak je uvesti koordi-
nate koje su prilagodene na svjetlosne geoedzike opisane koordinatama (t, r*).

v=¢t+1r"
u=t—r" (3.6)

v = const. tada predstavlja upadajuce svjetlosne geodezike, a v = const. predstavlja
izlazece svjetlosne geodezike. Vratimo li se sada originalnoj koordinati r, a koordi-
natu ¢ zamijenimo novom koordinatom v metrika poprima oblik

oM
ds* = — <1 — 7) dv? + (dvdr + drdv) + r*dQ (3.7

Ovako odabrane koordinate (v, r, 6, ¢) nazivaju se Eddington-Finklestein koordinate i
imaju za nas dobra svojstva. Za potetak, determinanta metrike je det g = —r*sin?()
koja je (ako privremeno zanemarimo ovisnost o §) regularna u r = 2)M. Drugo dobro
svojstvo je da radijalni svjetlosni geodezici imaju oblik:

dv )0 upadajuci geodezici (5.8)
dr 2(1- %)71 izlazeéi geodezici .

Slika 3.1: Svjetlosni stoSci za Schwarzschildovo rjeSenje u (v, r) koordinatama)

|
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Trenutno najvaznija stvar za uociti je da u novim koordinatama svjetlosni geodezici
bez problema prelaze preko » = 2M, odnosno divergencija za tu vrijednost radijusa
u pocetnoj metrici na neki nacin nije fundamentalna. Nadalje, vidljivo je iz slike 3.1
kako se svjetlosni stosci pocevsi iz beskonacnosti, pa prema r = 0 naginju prema
lijevo, i nakon §to produ » = 2M, svi budu¢nosni smjerovi okrenuti su prema r = 0.
Svaka cestica koja prode » = 2M tada nuzno mora nastaviti prema » = 0, i nikako
se ne moze vratiti u podrucje » > 2M. Ploha » = 2M zove se horizont dogadaja, a
bududi da niSta ne moZe izadi iz podruc¢ja unutar horizonta dogadaja, to se podrucje
zove crna rupa.

Sljedec¢a vazna stvar koja se ovdje dogodila je da smo napipavanjem putanja
buduce usmjerenih svjetlosnih geodezika na neki nacin prosilirili nase originalno
prostor-vrijeme. Naime poceli smo sa dvije divergencije u metrici, koje bi bez daljnje
analize ukazivale na to da r = 0 i » = 2M nisu ukljuene u naSe prostor-vrijeme.
Adaptirali smo koordinate na svjetlosne geodezike i otkrili kako preko r = 2M
mozemo preci bez poteskoca. Upravo kako smo opisali u 1. poglavlju, nasli smo
koordinate u kojima se metrika bolje ponasa, i nasli smo proSirenje naseg prostor-
vremena. Sada se postavlja pitanje; do kuda mozemo tjerati tu igru? Na koje sve
geodezike i kamo usmjerene moZzemo sjesti i opipavati okolinu? Koja je maksimalna
verzija naSeg prostor-vremena? Za odgovore na ova pitanja trebali bismo za pocetak
sjesti na proslosno usmjerene svjetlosne geodezike, $to bi odgovaralo odabiru koor-
dinata (u,r,0,¢). Tada bi analiza svjetlosnih stozaca tekla analogno kao i do sada,
uz razliku da bismo u podrudje » < 2M mogli uéi samo na proslosnim geodezicima,
odnosno, svaki budu¢nosno usmjeren geodezik napustio bi podruéje unutar r = 2M.

Slika 3.2: Svjetlosni stoSci za Schwarzschildovo rjeSenje u (u, r) koordinatama)

A

r=20 r=2M r
Konacno, trebali bismo pogledati i prostorne geodezike, i tako bismo otkrili jo$

jedno podrucje prostor-vremena. Postoje koordinate koje opisuju maksimalno prosireno
Schwarzchildovo prostor-vrijeme, i zovu se Kruskal-Szekeresove koordinate.

13



3.2 Maksimalno prosirenje Schwarzschildovog prostor-vremena

Prije nego se upustimo definiranje Kruskal-Szekeresovih koordinata, pogledajmo jo$
$to se dogada u »r = 0. Metrika ve¢ u originalnom obliku (3.1) za tu vrijednost
divergira. Motivirani prethodnim konstrukcijama, mogli bismo pretpostaviti da pos-
toji dovoljno pametna promjena koordinata, koja ¢e nam ipak ukazati na to da se
u r = 0 ne dogada niSta pretjerano problematicno, pa ¢emo i preko te vrijednosti
moci prosiriti nase prostor-vreijeme. To ipak nije tako. Naime, iako su komponente
metrike veli¢ine koje su ovisne o koordinatnom sustavu, pa se njegovom promjenom
nekada mozemo izvudi iz problema, kao u 2. koraku motiviranja definicije singular-
iteta iz prvog poglavlja, mozemo pogledati veli¢ine koje su invarijantne na promjenu
koordinatnog sustava. Konkretno, za Schwarzschildovu metriku zanimljiv nam je

Krestschmannov skalar:
48 M?

6
Ta veli¢ina veoma brzo divergira kako se r priblizava nuli i neovisna je o koordi-

Rabcd Rabcd —

(3.9)

natnom sustavu. Po tome je divergencija u » = 0 fundamentalnija od divergencije u
r = 2M. Ne postoji dovoljno pametna koordinatna transformacija ni geodezik na koji
mozemo sjesti i opipavati okolinu, a da bi izbjegli divergenciju u r = 0. Iz tog razloga
r = 0 ne moZe biti dio naSeg maksimalnog prostor vremena, za svako proSirenje,
ta tocka morat Ce ostati "vani". Prema tome, Kruskal-Szekeres koordinate morat Ce
iskljucivati tu tocku. Sada smo dobili prvu pravu naznaku da je Schwarzschildovo
rjeSenje singularno, ali namjera nam je to eksplicitno pokazati koriste¢i definiciju 6.

Krenimo dalje prema definiranju Kruskal-Szekeresovih koordinata, koje ¢e opisi-
vati maksimalno proSireno Schwarzschildovo prostor-vrijeme. Umjesto (¢, ) iskoris-
timo ve¢ definirane (v, u). Tada metrika poprima oblik

1 2M
ds?® = -5 (1 - —) (dvdu + dudv) + r*dS (3.10)
r

Mana ovog odabira je da se ploha r = 2M ponovo nalazi u oo, Sto je vidljivo iz
definicija (3.5) i (3.6). To rjeSavamo novom zamjenom, koja ¢e "beskonacnosti uciniti
konac¢nima".

v = ev/4M
u = —e M (3.11)

Metrika u ovim koordinatama glasi

_ISGEME sy
T

ds® =

(dv'du’ + du/dv') + r*dQ (3.12)

Iako je ovakav oblik metrike savrSeno regularan za » = 2M i sve tocke izvan i unutar

horizonta do » = 0, (v, u) su svjetlosne koordinate u smislu da su tangentni vektori

o 0

50> 50 Svjetlosnog tipa. Zelja nam je imati koordinatni sustav u kojem je jedna od
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koordinata vremenskog tipa, a ostale prostornog tipa. Prema tome, pravimo jos i
zadnju zamjenu koordinata:

2 2M 4M
1 1/2 t
R= 5(1}' —u') = (ﬁ — 1) e"/*M cosh (m) (3.13)

i dolazimo do kona¢nog oblika metrike u Kruskal-Szekeresovim koordinatama (7, R, 6, ¢):

2 _ BGOM ou
T
gdje zbog jednostavnosti u kutnom dijelu piSemo r definiran implicitno preko

T? — R* = (1 — $7) e"/*M,

ds (—dT? + dR?) + r2dQ> (3.14)

r=2M,t =400
T=R

ir———F— ¢ = const.

r = const.

Slika 3.3: Kruskalov dijagram - maksimalno prosireno Schwarzschildovo rjesenje u
Kruskal-Szekeresovim koordinatama uz potisnute 6 i ¢

Kruskal-Szekeresove koordinate imaju nekoliko iznimno dobrih svojstava koje
mozemo izravno vidjeti iz slike 3.2:

e T = +£R + const. opisuju svjetlosne krivulje svugdje pod istim nagibom kao u
ravnom prostoru (svjetlosni stosci svugdje su jednakog nagiba)
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e Horizont dogadaja » = 2M je na konac¢noj udaljenosti 7" = £ R

e plohe konstantnog r (crne tockaste linije) opisuju hiperbole u R — 7" ravnini
T? — R? = const.

e plohe konstantnog ¢ (crvene isprekidane linije) su ravne linije kroz ishodiste u

s o T o t
R — T ravnini £ = tanh (1)

Koordinate (7', R) mogu poprimiti sve vrijednosti uz ogranicenje da nikada ne predu

preko r = 0, pa su one definirane za

-0 < R<x
T? < R?+1 (3.15)

Za bolje razumijevanje Kruskalov dijagram podijelit ¢emo u podrucja:

Slika 3.4: Kruskalov dijagram podijeljen u 4 podrucja

(I) r > 2M, podrucje dobro definirano u pocetnim koordinatama

(I) Crna rupa, podrudje unutar horizonta dogadaja koje smo otkrili promatranjem
budu¢nosnih svjetlosnih geodezika

(IIT) Vremenski obrantna slika crne rupe, bijela rupa, podrucje iz kojega sve izlazi,
podrucje koje bismo otkrili promatranjem proslosnih svjetlosnih geodezika

(IV) Zrcalna slika podrucja (I), podrucje kojemu je nemoguce pristupiti kauzalnim
putanjama i koje se otkriva prilagodavanjem koordinata na prostorne geodezike.

U Kruskal-Szekeresovim koordinatama kona¢no imamo maksimalnu verziju Schw-
arzchildovog rjesenja. Medutim, i dalje je pristuna jedna "nedostajuc¢a" tocka, r» = 0.
Vec¢ iz pogleda na Kruskalov dijagram mozemo naslutiti da se ona nalazi na konacnoj
udaljenosti od bilo koje druge tocke unutar prostor-vremena. Kada bi neka Cestica
stigla do » = 0, nestala bi iz postojanja, jer tamo nije definirano prostor-vrijeme. To
je tocka koja je, zbog ve¢ navedenih razloga, iskljucena iz naseg prostor-vremena.
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Ovakve su "tocke", "rupe", "nedostaju¢a podruéja" upravo ono zbog c¢ega prostor-
vrijeme zovemo singularnim. Kako bi zadovoljili definiciju 6 koristit ¢emo geodezike
u maksimalno proSirenom Schwarzschildovom prostor-vremenu. Pokazat ¢emo da se
r = 0 nalazi na kona¢noj udaljenosti od bilo koje druge tocke, mjereno vlastitim vre-
menom ili afinim parametrom gedezika, odnosno da neki geodezik usmjeren prema
r = 0 prije neke vrijednosti svog afinog parametra "mora stati".

3.3 Geodezici u Schwarzschildovoj metrici

Kako bismo promotrili konkretne geodezike usmjerene ka singularitetu, trebaju nam
eksplicitna rjeSenja geodetske jednadzbe. Umjesto direktnog rjeSavanja geodetske
jednadzbe, iskoristit ¢emo Cinjenicu da promatrani sustav ima sfernu simetriju i
simetriju na vremenske translacije, odnosno, da za promatrano prostor-vrijeme znamo
4 Killingova vektora. Za Killingov vektor vrijedi
1
d\
za )\ afini parametar geodezika, u odabranom koordinatnom sustavu {z*} = ¢,r,0, ¢.

= const.

Za geodezike postoji jos jedna konstanta

—1 prostorni geodezici
dzt dx¥

= gy = ; i ici 3.16
€= gy 0  svjetlosni geodezici (3.16)

1 vremenski geodezici

3 Killingova vektora odnose se na saCuvanje iznosa i smjera angularnog momenta,
odnosno simetrije na prostorne rotacije u sustavu. U kartezijevom sustavu odgovar-
ali bi sacuvanju angularnog momenta u x, y, z smjeru, a u sfernom sustavu ocuvanju
apsolutne veli¢ine angularnog momenta i njegovog smjera u 6,¢. Ako geodezike
promatramo tako da zadamo 6 = 7/2, iskoristili smo ¢injenicu da je u sustavu
sacuvan smjer angularnog momenta, "izgubili" smo dva Killingova vektora, ona koja
generiraju sacuvanje smjera, no nismo izgubili na opcenitosti. Naime, iako se sada
geodezici nalaze u ekvatorijanlnoj ravnini, rotacijom sustava mozemo ih promatrati
kao u nekoj drugoj ravnini. Ostaju nam Killingovi vektori koji generiraju sacuvanje

energije:
8 H
K" = (E) =(1,0,0,0) (3.17)
i iznosa angularnog momenta;
o H
RF = ((‘Tgb) =(0,0,0,1) (3.18)

Iskoristimo metriku za spustanje njihovih indeksa i dobijamo:

K, = (— (1 - %) ,0,0,0) (3.19)

R, = (0,0,0,r*sin®6) = (0,0,0,r?) (3.20)
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jer smo odabrali # = 7/2. Prema tome, dvije sacuvane veli¢ine, energija i iznos
angularnog momenta su:

dx* 2M\ dt
o drt ,do

Za masivne Cestice ovo su gustoca energije po jedini¢cnoj masi i gustoca angularnog
momenta po jedini¢noj masi. RaspiSemo li (3.16) i uvrstimo (3.21) dolazimo do
jednadzbe:

M\ [ dt 2M\ Tt dr |, (dg\?
- (1— 7) (5) i (1— T) (5) o (a) - 629
o (dr 2M\ (L N
—FE° + <5) + (1 — T) (ﬁ + e) =0 (3.24)

ili pojednostavljeno, dobili smo jednostavnu jednadzbu za r(\).

2

gdje je potencijal
1 M L[} MIL?
V(ir)=ze—e— + — —

2 r 22 73

(3.26)

uz e definiran preko (3.16).
Za svjetlosne geodezike (e = 0) postoji samo jedna ekstremalna tocka potencijala
koja definira nestabilnu cirkularnu orbitu, r. = 3M.

V(r)

r

Slika 3.5: Oblik potencijala (3.26) za bezmasene cestice. Vidljivo je kako za svaku
vrijednost L postoji samo jedna tocka cirkularne orbite

Za vremenske geodezike (e = 1) postoje dvije takve vrijednosti. Iz trazenja tocaka
za ekstremalne vrijednosti potencijala dobijamo

L?+VIA—12M212
T'min =
2M
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U granici L. — oo dvije tocke cirkularnih orbita su ( %, 3M). Determinanta isCezava
za L. = +/12M i za manji L ne postoji stabilna cirkularna orbita. Izmedu tocaka
cirkularnih orbita geodezik se nalazi u stabilnoj orbiti promjenjivog radijusa.

V(r)

Slika 3.6: Oblik potencijala (3.26) za masivne Cestice. Za dovoljno veliki L postoje
dvije tocke cirkularne orbite

3.4 Nepotpun geodezik u Schwarzschildovoj metrici

Sada smo u moguc¢nosti usmjeriti paznju na konkretne geodezike usmjerene prema
singularitetu. Krenimo tako da pogledamo jedan buduce beskrajni vremenski geodezik
~. Duljinu vremenskog gedoezika 7(r) moZemo dobiti iz jednadzbe (3.25). Afini
parametar je za vremenski geodezik vlastito vrijeme, prema tome

1 /dr\? 1

il el — 2 2

5 <d7’) V) =3 (3.27)
dr
= 4E2 2 3.28
e V(r) (3.28)

T

") =% [ VE 200 ar (3.29)

To

Za neki geodezik u Schwarzschildovom prostor-vremenu moguca su tri slu¢aja: pocetna
tocka geodezika se nalazi u podrucju (I) (izvan crne rupe), na horizontu, ili u po-
dru¢ju (II) (unutar horizonta). Ako je pocetna tocka u nekim od ostalih podrugdja,
simetrijama sustava ti su slucajevi ekvivalentni navedenima.

1. Pocetna tocka geodezika nalazi se u podrucju (I):
Tada su moguca Cetiri raspleta.

(i) Energija Cestice jednaka je maksimumu potencijala, Sto daje nestabilnu cirku-
larnu orbitu. Geodezik je tada buduce beskrajan.
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(ii) Energija Cestice je takva da geodezik oscilira izmedu dvije vrijednosti radijusa,
$to ponovo dalje beskrajnu duljinu

(iii) Energija Cestice veca je od svake potencijalne barijere i geodezik je usmjeren
tako da r — oo, Sto daje beskrajnu duljinu geodezika.

(iv) Energija Cestice veca je od svake potencijalne barijere i geodezik je usmjeren
prema r = 0. Tada geodezik sigurno dolazi do horizonta.

Ve¢ smo kroz konstrukciju maksimalno prosirenog Schwarzschildovog rjesenja vid-
jeli da svjetlosni geodezici prolaze preko horizonta, a sada to mozemo eksplicitno
pokazati i za vremenske geodezike.

Lema 1. Viastito vrijeme radijalno slobodno padajuée cestice u Schwarzschildovom
prostor-vremenu od tocke s radijusom R do tocke s radijusom r je

R3 1/2 2\ 1/2 9
AT = (W) 2 <}% - %) + arccos (Er — 1)
Dokaz: 1z jednadzbe (3.25) mozemo dobiti & = — (E* — 1+ %)1/ ®. Predznak
je negativan jer promatramo cesticu koja pada prema sredistu. Neka je Cestica u R

1/2 2M

= 0, odnosno E? =1 — 23

ispustena iz mirovanja. Tada vrijedi (E* — 1+ 2¥)

dr ( OM QM)”2
(1=
R r

3 1/2 2 1/2
2
A — (%) (2 (% — %) + arccos (ET — 1)) (3.30)
O

Iz jednadzbe za vlastito vrijeme vidimo kako je ono konacno kada r — 2M, pa
geodezik ima produljenje nakon » = 2M. Prema tome, geodezik iz raspleta (iv) ulazi
u podrucje unutar horizonta dogadaja.

2. Pocetna tocka geodezika nalazi se u podrucju (II), unutar horizonta dogadaja
Za ovaj slucaj ponasanje geodezika opisuje sljedeca lema:

Lema 2. Bilo koja materijalna Cestica nakon prelaska horizonta dogadaja u Schwarz-
schildovom prostor-vremenu mora nastaviti prema r = 0.

Dokaz: U Eddington - Finkelsteinovim koordinatama (v,r,6,¢) za materijalnu
Cesticu vrijedi

2M
ds® = — (1 — T) dv® + 2drdv + r*(df* + sin’ d¢?) < 0 (3.31)
2M
2drdv < (1 - —> dv? — r*(d6* + sin? de?) (3.32)
T
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Bududi da je desna strana uvijek negativna za r < 2m
2drdv < 0 (3.33)

v = const. opisuje svjetlosne geodezike u (¢,r*) ravnini, pa za fizikalne promatrace
mora vrijediti dv > 0 (nagib geodezika fizikalnog promatraca ne moze biti manji
od nagiba svjetlosnog geodezika). Prema tome, za podrucje r < 2M sigurno vrijedi
dr < 0, pa svaka materijalna Cestica u tom podrucju mora nastaviti prema r = 0. [

3. Pocetna tocka geodezika nalazi se na horizontu dogadaja

Horizont dogadaja je ploha svjetlosnog tipa. Buduc¢i da mi promatramo vremenske
geodezike, za bilo koji 7 > 0, v(7) udi ¢e ili u podrugje (I) ili u podrucje (II), pa se
ovaj slucaj svodi na slucaj 1. ili 2.

Sada znamo da ¢e cCestica sa dovoljnom energijom, usmjerena prema r = 0 sig-
urno prec¢i horizont dogadaja i tada nuzno nastaviti prema r = 0, i u mogucnosti smo
pokazati da vrijedi sljedec¢i rezultat:

Lema 3. Beskrajni vremenski geodezik (1) radijalno padajuceg promatraca u Schwarz-
schildovom prostor-vremenu, uz dovoljno veliku energiju je nepotpun.

Dokaz: 1z prethodnih razmatranja znamo da ¢e, uz dovoljno veliku energiju,
geodezik prije¢i preko potencijalne barijere i u¢i u podrucje horizonta. Bez gubitka
opcenitosti tada mozemo definirati njegovu pocetnu tocku unutar podrucja r» < 2M.
Da bi dokazali da je geodezik nepotpun, moramo pokazati kako je njegova duljina

ogranitena odozgo. Iz normiranja vektora brzine g, 2= %= slijedi
oMY (dt\> oM\ (dr\? A do
—(1-=) (= 1- == = 2 (= 25in?6 [ — | = —1
() ) e C50) (@) e () oo (5)

(3.34)

-1 2 s Lo
(42) su pozitivni, pa slijedi

-1 2
(1_%) (d_) <1 (3.35)
r dr
-1 2
(%_1) (ﬁ) o1 (3.36)
r dr

(dr)? > (ﬁ - 1) (dr)? (3.37)

Zar < 2M svi ¢lanovi osim (1 — 2

Iz leme 2 znamo da je dr < 0, pa pri uzimanju korijena iz (3.37) odabiremo takav
predznak da vrijedi:

dr < — (ﬂ — 1) dr (3.38)
r
~1
dr < — (¥ — 1) dr (3.39)



Najveca duljina koju geodezik moze imati tada je

mM (3.40)

Tonaw = — / dT—ZM—z
/ 2M
r=2M

Sto pokazuje da je nepotpun. O

Korolar 1. Maksimalno prosireno Schwargschildovo prostor vrijeme je singularno.

Dokaz: Bududi da je nepotpuni geodezik takoder i b-nepotpun, postojanje nepot-
punog geodezika dokazano u lemi 3 pokazuje da je Schwarzschildovo prostor-vrijeme
b-nepotpuno, i po definiciji 6, ono je singularno. O
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4 Kauzalna struktura

Definicija 7. Prostor-vrijeme je vremenski orijentabilna povezana Hausdorfova C*
mnogostrukost (M, g) sa prebrojivom bazom, dimengzije m > 2, sa Lorentzovom metrikom
g signature (—, +, ..., +)

TM oznacava prostor svih tangentnih vektora na mnogostrukosti M. Vektorsko
polje X € T'M moze biti:

e Prostornog tipa ("space-like"), ako je g(X(p), X (p)) > 0,Vp e M
e Vremenskog tipa ("time-like"), ako je g(X(p), X(p)) < 0,¥Yp € M
e Svjetlosnog tipa ("lightlike"), ako je (X (p), X (p)) = 0,¥p € M

Vektorsko polje vremenskog ili svjetlosnog tipa zovemo kauzalno. Mnogostrukost M
je vremenski orijentabilna ako pridruzena metrika dopusta postojanje nekog vek-
torskog polja X kauzalnog tipa. Tada su svi vektori v € 7, M koji nisu prostornog tipa,
podijeljeni u dvije klase, budu¢nosni (g(X (p),v)) < 0) i proslosni (¢(X(p),v)) > 0).
Moguca su dva izbora vremenske orijentacije, koristenjem vektorskog polja X, ili
—X. Ukoliko (M, g) nije vremenski orijentabilna, moguce je konstruirati dvostruki
prekrivac (]\A/[/ ,g) koji jest vremenski orijentabilan, i tada njega koristiti za model
prostor-vremena. Dvostruki prekrivac¢ je moguce definirati kao skup svih parova
(p, ), gdje je p € M, a « je jedna od moguce dvije orijentacije vremena u p, sa
projekcijom 7 : (p,a) — p. Ako se M sastoji od dvije nepovezane komponente,
tada je M vremenski orjentabilna mnogostrukost. Ako je M povezana, tada M nije
vremenski orjentabilna, ali M jest.

Definicija 8. Krivulja na mnogostrukosti je neprekidno preslikavanje v : I — M gdje
jeI CR

Krivulje na mnogostrukosti takoder je moguce Kklasificirati; ako je u svakoj tocki
krivulje njen tangentni vektor vremenskog tipa, tada je i krivulja vremenskog tipa,
i analogno za prostorni i svjetlosni tip. Kauzalna krivulja je krivulja ili svjetlosnog
ili vremenskog tipa. Krivulja v : I — M je budu¢nosnog tipa ako je za svaku tocku
krivulje njen tangentni vektor budu¢nosnog tipa, i analogno za proslosni tip.

4.1 Svjetlosni stoZac

U uvodu smo opisno definirali svjetlosni stozac, a sada slijedi i formalna definicija, pa
po tome mozda i najvazniji teorem u podrucju kauzalne strukture. Za njegov iskaz i
dokaz potrebno je definirati eksponencijalno preslikavanje

Definicija 9. Eksponencijalno preslikavanje exp, : T,M — M je definirano na
sljede¢i nacin: za dani v € T,M, neka je c,(t) jedinstveni geodezik u M sa c,(0) = p i
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c,(0) = v. Tada je exp,(v) = ¢y(1). Neka je vy, vy, ..., v, baza za T,M. Za dovoljno mali
(21, 22, ..., x,) € R™, preslikavanje

T101 + ToVz + .. TpUp —> eXP,(T101 + Tovy + .+ Tp0,)

je difeomorfizam okoline ishodista od 1,M na okolinu U(p) € M. Drugim rijeima,
tocki exp, (7101 + 202+ ... +1,v,) mogemo zadati koordinate (1, xs, ..., T,,), Sto definira
koordinatnu kartu za M, koju zovemo normalne koordinate u p za U(p).

Definicija 10. Okolinu U(p) oko tocke p zovemo normalna okolina ako su na njoj
zadane normalne koordinate. Okolina U(p) je konveksna okolina ako je svake dvije
tocke p, q € U moguce spojiti dijelom geodezika potpuno sadrzanim u U.

Teorem 1. Neka je U normalna i konveksna okolina tocke p € M. One tocke unutar U
do kojih je od tocke p moguce doci krivuljama vremenskog ili svjetlosnog tipa sadrzanima
u U, su oblika exp,v,v € T,M uz uvjet da je g(v,v) < 0 za krivulje vremenskog tipa,
odnosno g(v,v) = 0 za krivulje svjetlosnog tipa.

Slikovitije prikazano, sadrzaj ovog teorema govori da ako odaberemo tocku p €
M, tada za nju postoji jedinstven geodezik v, (t), takav da ~,(0) = p i sa pocetnim tan-
gentnim vektorom v, (0) = v,v € T,M. Eksponencijalno preslikavanje exp, : T,M —
M je takvo da iz pocetne tocke p odabere tangentni vektor, i pridruzi mu tocku u
M takvu da je ona na geodeziku ,, i udaljena za jedini¢no vrijeme od tocke p. Od-
abirom svih onih vektora iz teorema 1 eksponencijalnim preslikavanjem definiramo
onaj dio mnogostrukosti do kojega je iz p moguce do¢i svjetlosnim signalom ili mater-
ijjalnom Cesticom. Drugim rije¢ima, svjetlosni geodezici ¢ine granicu podrudja unutar
U koje je moguce dostici od p krivuljama vremenskog i svjetlosnog tipa. Sljedeca je
lema korisna u dokazivanju teorema 1.

Lema 4. Unutar U, geodezici vremenskog tipa kroz tocku q su ortogonalni na 3-hiperplohu
konstantne o (o < 0), gdje je vrijednost o u tocki p, o(p) = g(exp, ' p, exp, ' p).

Dokaz Pokazat ¢emo da vektori koji predstavljaju udaljenost to¢aka izmedu dva
geodezika na jednakim razmacima po geodezicima ostaju ortogonalni ako su or-
togonalni bili i na pocetku. Ograni¢imo se na dvije dimenzije (s,t). Neka je X(¢)
krivulja u 7, M, tako da je g(X (¢), X(¢)) = -1 (odnosno da je vektorsko polje X (¢) vre-
menskog tipa). Moramo pokazati da su odgovarajuce krivulje \(t) = exp,(soX (1)),
(so = konst.) ondje gdje su definirane unutar U, ortogonalne na geodezike vremen-
skog tipa (s) = exp,(sX(t)), to = konst. U terminima 2-plohe (s, t) = exp,(sX (1)),

moramo dokazati da je
o 0

g (%7 a)
Dokazat ¢emo da je prethodni izraz neovisan o s, i vidjeti da to implicira da je

O (2 9\ _ (v, 2 9\, (2 v,2
0sI\os o) “ I\ Vgoas ot ) "9\ os Vo

24

=0

jednak nuli.



Slika 4.1: Ako vektorsko polje drzimo pod konstantim parametrom dobit ¢emo vektor
X(to). exp,(sX(to)) definira vremenski geodezik. Za s = 1 tocka eksponencijalnog
preslikavanja nalazi jedini¢no vrijeme nakon tocke ¢, a za ostale vrijednosti parame-
tra s, tocke eksponencijalnog preslikavanja nalaze na drugim vrijednostima vremena
nakon tocke ¢. Analogno za konstantan parametar s, exp,(soX(t)) definira prostornu
krivulju.

Prvi ¢lan na desnoj strani jednadzbe je nula, zato Sto je % jedini¢ni tangentni vektor

geodezicima vremenskog tipa iz ¢. Iz definicije Liejeve derivacije, a budu¢i da su

o 0

3> 5 koordinatna polja slijedi:

0 0
2ai = Vaos

O (0 9\_ (9 g, 9\ 10 (9 9)_,
osI\asat) " I\os Vaar) 2ot \as70s)

Prema tome, g(%, %) je neovisan o s. Zbog te proizvoljnosti slobodni smo naprav-

\%

iti odabir s = 0. No uz odabir s = 0, (2), = 0. Time smo dokazali da je g(Z, 2) =0

, odnosno, da su geodezici iz to¢ke ¢ uvijek okomiti na hiperplohu konstantne o(p) =
g(exp, ' p,exp; ' p). O

Dokaz teorema 1: Neka je C, skup svih vektora vremenskog tipa u ¢. Oni ¢ine
unutrasnjost stosca u 7}, sa ¢voriStem u ishodiStu. Neka je v(¢) krivulja vremenskog
tipa u U od ¢ do p, i neka je ¥(¢) po dijelovima C? krivulja u 7, definirana kao 7(t) =
exp, ' (7(t)). Identifikacijom tangentnog prostora nad 7, sa samim 7, dobijamo

0 0
(5310 = (55 )l
, $to povladi da je u to¢ki ¢ () vremenskog tipa. Prema tome, krivulja y(t) ulazi
u C,. No exp(C,) se nalazi u podru¢ju unutar U na kojem je prethodno definirana
o negativna, i po prethodnoj lemi, plohe sa konstantnom o su prostornog tipa (ekvi-
valentno tvrdnji da su geodezici ne-prostornog tipa uvijek okomiti na tu plohu). To
znaci da o mora jednoliko padati uz v(¢), buduéi da (%)7 zbog toga Sto je vremen-
skog tipa, nikada ne moze biti tangentan na plohu konstantne o, a i zbog toga Sto u
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svakoj mogucoj nediferencijabilnoj tocki krivulje v njeni tangenti vektori su u smjeru
iste polovice svjetlosnog stoSca. Prema tome, p € exp,(C,), i time je dokazan teorem
za krivulje vremenskog tipa. Krivulje svjetlosnog tipa su isto ukljucene u ovu tvrdnju,
(i proizvoljna kauzalna krivulja () ostaje unutar equ(ﬁq)) jer mozemo napraviti
malu promjenu na ~(¢) koja Ce je pretvoriti u krivulju vremenskog tipa. O

Korolar 2. Ako je q i p moguce spojiti kauzalnom krivuljom koja nije vremenskog tipa,
tada je ta krivulja svjetlosni geodezik.

Geodezici, krivulje dobivene paralelnim transportom vlastitog tangentnog vek-
tora, najdulje su moguce krivulje u nekoj normalnoj konveksnoj okolini, Sto je tvrd-
nja o lokalnim svojstvima geodezika. Globalno, ovaj rezultat ne mora vrijediti, a to
¢emo pomnije istraziti u poglavlju o konjugiranim tockama

Propozicija 1. Neka su q i p sadrzane u konveksnoj normalnoj okolini U. Tada, ako
je q i p moguce spojiti krivuljom kauzalnog tipa, najduza takva krivulja je jedinstveni
geodezik sadrzan u U od ¢ do p.

Lema 5. Duljina geodezika p(q, p) je neprekidna funkcija na U x U.

U konveksnoj normalnoj okolini postoji jedinstveni geodezik od tocke v(0) = ¢
do tocke (1) = p. Bududi da taj geodezik glatko ovisi o svojim krajnjim tockama,
mozemo definirati funkciju derivabilnu na U x U.

an=[o((5)] ()] )

Prema tome, p(q,p) bit ¢e neprekidna funkcija, buduéi da je p(q,p) = [—o(q, p)]l/ 2

ako je o < 0, a nula inace. O

Dokaz propozicije 1: Potrebno je pokazati tvrdnju za krivulje vremenskog tipa,
bududi da je za svjetlosne krivulje mogu¢ jedino svjetlosni geodezik. Neka je a(s,t) =
exp,(sX(t)) 2-ploha kao u lemi 4, gdje je g(X(t), X(t)) = —1. Ako je A(t) krivulja
vremenskog tipa od ¢ do p sadrzana u U, moZemo je zapisati kao A(t) = a(f(t),1).

ORI

(Parametar ¢ nas vodi po prostornom dijelu plohe, a buduéi da je A\ vremenska

Tada ¢e vrijediti

krivulja, na svakoj plohi odabiremo jedan parametar ¢ za realizaciju takve krivulje,
pa parametar s zabiljezavamo kao kao f(¢).)

Po rezultatu leme 4 znamo da su dva vektora na desnoj strani prethodne jed-
nadzbe ortogonalna. Takoder znamo da vrijedi

(@), (&),) -
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(Napomena: () . je vremenskog tipa, $to je poja$njeno slikom 4.1) pa vrijedi

o((5) - (5) ) ——wwr+a((5) (7)) z-vor @

gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je (%)a = 0 Sto vrijedi vrijedi samo ako je A
geodezik (ako je (%)a = 0 tada krivulja konstruirana eksponencijalnim preslikavan-
jem prati samo jedan parametar, i to onaj koji daje vremenski geodezik). Duljina

krivulje X tada je:

L\ g.p) < / f(t)dt = p(q.p) 4.3)

Gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je A jedinstveni geodezik u U od ¢ do p, §to
dokazuje da je geodezika lokalno krivulja maksimalne duljine. O

4.2 Proslosti i buduénosti
Za tocku p € M mozemo definirati:
e Kronoloska buduc¢nost: I*(p) =qge M :p < q
e Kronoloska proslost: /= (p) =qe M : g < p
e Kauzalna budu¢nost: Jt =qge M :p<gqg
e Kauzalna proSlost: J=(p) =qe M :q<p

gdje p < ¢ (odnosno p < ¢) znaci da je moguce konstruirati neprekidnu krivulju vre-
menskog (odnosno kauzalnog) tipa od p prema q. " (p) i I~ (p) su otvoreni skupovi u
M. Oko tocke ¢ moguce je odabrati otvorenu okolinu U, do ¢ijih je tocaka je moguce
sti¢i budu¢nosnom vremenskom krivuljom iz tocke q. Vazno je uociti kako sama tocka
p nije dio svoje kronoloske buduénostim, osim ako ne postoji neka zatvorena vremen-
ska krivulja. Kauzalnu budu¢nost tocke p definiramo tako da obuhvaca samu tocku p.
Kauzalna buducnost (proslost) nije nuzno ni otvoren ni zatvoren skup, jer je prilikom
proizvodnje modela prostor-vremena moguce odrezati komad mnogostrukosti koji bi
u jednostavnoj situaciji pripadao rubu kauzalne budu¢nosti (proslosti).

,/é:”(q) ¢ J*(q)
J*(q)

q

Slika 4.2: U ovom je primjeru jedna tocka izrezana iz mnogostrukosti, pa kauzalna
buduénost nije nuzno zatvoren skup
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Definicije proslosti i buduc¢nosti to¢aka jednostavno je poopditi i na cijele skupove:
IT(S)={q € M :p < ¢p e S} Zabuduénost skupa S unutar nekog skupa U
piSemo /7 (S,U), i analogno za proslost.

Definicija 11. Buduci horizmos skupa S sadrzan u skupu U zovemo skup
ET(S,U) = J"(S,U) - I"(S,U)

U prostor-vremenu Minkowskog E+(S) = 9J"(S), no opcCenito to ne vrijedi, kao
u primjeru na slici 4.2.

Definicija 12. Otvoreni podskup F prostor-vremena (M, g) ¢ini buduénosni skup ako
I*(F) C F, analogno P ¢ini proslosni skup ako I~ (P) C P.

Kada bismo dozvolili postojanje zatvorenih vremenskih krivulja, tada bi definicija
buduc¢nosnog, odnosno proslosnog skupa mogla glasitii /" (F') C F.

Slika 4.3: Najjednostavniji primjer budu¢nosnog skupa je kronoloska buduénost
nekog skupa.

Propozicija 2. Ako je F buduénosni skup, onda je F = {x € M : I*(z) C F}. Ako je P
proslosni skup, onda je P = {x € M : I~ (x) C P}

Dokaz: Pretpostavimo kako je I*(z) € F. Uzmimo {¢,} C I*(z) tako da je
lim,, ;0 ¢, = « bududi da je {¢,} C F vrijedi da je 2 € F. Obrnuto, pretpostavimo da
je z € F. Odaberemo bilo koji z € I (z). Tadaje € I (z), a I~ (z) je otvoreni skup.
Bududi da je z € F, postoji takav y € I~ (z) N F. To znadi da je y € F, a odabir y < z
implicira da je z € F, bududi da je F buduénosni skup, $to znac¢idaje I*(x) C F. [
Korolar 3. Ako je F buduénosni skup, a P proslosni skup, tada vrijedi:

e JF={zeM:x¢FI(x)CF}

e OP={zeM:x¢ P I (z)CF}

Definicija 13. Skup F zove se akronalni skup ako je IT(F)NF = ()
Drugim rije¢ima, u akronalnom skupu F ne postoje dvije tocke koje je moguce

spojiti krivuljom vremenskog tipa.
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Propozicija 3. Neka je M Ccetverodimengionalni model prostor-vremena. Ako je F
buduénosni skup, tada je OF zatvorena, uronjena i akronalna C'~ trodimengionalna
podmnogostrukost unutar M

Preslikavanje ¢ je C''~, ako su koordinate od ¢(p) Lipschitzove funkcije kordinata
od p. Lipschitzova funkcija je takva funkcija f : U — R koja za svaki par tocaka
p, q € U zadovoljava svojstvo | f(p) — f(q)| < konst.|p — q|.

Dokaz: Ako je q € OF, po definiciji I*(¢q) € F, odnosno I~ (q) € M — F. Ako je
r € I"(q), tada postoji okolina V' oko r takva da je V € I*(¢q) € F. Prema tome,
r ne moze pripadati rubu skupa F'. Na okolini U, oko ¢ mozemo uvesti normalne
koordinate (2!, 2%z, 2*), gdje bi s2; bio vremenskog tipa, i takav da krivulje kon-
stantnog jednog od z', i = (1,2, 3) presjecaju istodobno i I*(q,U,) i I~ (q,U,). Svaka
od tih krivulja tada mora presjecati F u to¢no jednoj toc¢ki. Koordinata z* mora biti
Lipschitzova funkcija od z* (takva da ako je Y} = (1, 2%, 23), Yy = (2, 22, 23) vrijedi
da |24(Y}) — 2*(Ya)| < const.|Y) — Ys|) jer dvije tocke iz OF nisu nikad razmaknute
vremenskom udaljenosti. Prema tome, preslikavanje ¢, : F N U, — R3, definirano
kao ¢,(p) = z'(p) je homeomorfizam. Iz toga slijedi da je (OF N U,, ¢,) C'~ atlas za
OF. O

Skup OF koji je zatvorena, uronjena i akronalna C'~1 podmnogostrukost zovemo
akronalni rub. Za neku tocku ¢ € OF moguce je da postoje ili ne postoje tocke
p,r € OF, takvedap € E~(¢) — ¢, r € E™(q) — q . Po tome, moguce je OF podijeliti
u Cetiri disjunktna podskupa (0Fx,0F,,0F_,0F)

Ip |
8FN 8F_ dr
8F+ 8F0 ﬂ?”
OF,
\/ OF
OF, N
OFn OF_ OF_

Slika 4.4: Akronalni rub podijeljen u podru¢ja. Na 0Fy mozZemo gledati kao na
onu komponentu ruba sacinjenu od komada svjetlosnih krivulja. 9F_ i F, su tada
proslosne, odnosno budu¢nosne krajnje tocke tih komada, dok je 0F; ona kompo-
nenta ruba sacinjena od prostornih krivulja

Propozicija 4. Neka je W okolina oko q € OF za F buduénosni skup. Tada:

D IT(q) CIT(F—-—W)=qe€ dFyUOJF,
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Slika 4.5: U ovom primjeru vidljivo vrijedi svojstvo (i). Naime, budu¢nost skupa
F — W kao da prebrise preko cijele okoline 1, pa je ocito buduc¢nost tocke ¢ sadrzana
u budu¢nosti skupa F' — W.

i) I"(qgcI" (M —F—-W)=qedFyUOJF_

Dokaz: (i): Neka je {z,} beskonacan niz to¢aka na /" (q) N W koje konvergiraju
ka ¢q. Ako je I'(q) C I"(F — W) tada ¢e postojati u proslost usmjerena vremenska
krivulja A\, prema (F' — W) za svaki z,,. Niz {\,} imat ¢e grani¢nu krivulju A od ¢
prema (F — 7).

Bududi da je I~ (q) otvoren skup i sadrzan u (M — F'), I~ (q) N F je prazan skup.
Prema tome A mora biti svjetlosni geodezik sadrzan u OF.

(ii) Ako promatramo JF' kao rub proslosnog skupa (M — F'), dokaz je jednak i tvrdnja

vrijedi. N

4.3 Granicne krivulje

e pje gomiliste niza {\, } ako svaka otvorena okolina O tocke p sjete beskona¢no
¢lanova niza {\,}

e p je tocka konvergencije niza { ), } ako svaka otvorena okolina O tocke p presi-
jeca sve osim kona¢no mnogo {\,}.

e ) je granitna krivulja niza {)\,} ako postoji podniz {\/,} C {\,} takav da svaka
okolina svake tocke p € ) sjece sve osim kona¢no mnogo ¢lanova {\/, }.

Propozicija 5. Neka je S otvoren skup i neka je A, beskonacan niz kauzalnih krivulja
unutar S koje su buduce beskrajne u S. Ako je p € S gomiliste niza {\,} tada kroz tocku
p prolazi kauzalna krivulja X buduce beskrajna u skupu S koja je granic¢na krivulja niza

{An}

Dokaz: Zbog jednostavnosti, skup S promatramo kao cijelo prostor-vrijeme, Sto
je moguce, jer je i S moguce promatrati kao zasebnu mnogostrukost sa Lorentzovom
metrikom. Nacin dokazivanja je konstrukcija trazene grani¢ne krivulje, tocku po
tocku.

Neka je U; konveksna normalna okolina tocke p. Neka je b > 0 takav da je
moguce definirati B(p,b) C U; otvorenu kuglu koordinatnog radijusa b oko tocke
p. Konstruirat ¢emo otvorene kugle oko tocke p redom sve manjeg radijusa. Za
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par vrijednosti i, j € N za koji vrijediilii > 57 > 1ilii > 57 = 0, otvorena kugla
imat ce radijus %b, a zapisivat ¢emo je kao B(p, %b) Cilj nam je za svaku kuglu
nadi niz presjecajuc¢ih krivulja ¢iji ¢e podniz A(i, j),, imati tocku konvergencije koja
¢e po definiciji biti dio grani¢ne krivulje (svaka tocka grani¢ne krivulje sjece sve osim
konac¢no ¢lanova podniza).

Sama tocka p nalazi se u svim kuglama koje mozemo konstruirati, pa tako i u
onima za koje je j = 0. Neka je A\(1,0),, odnosno u terminima i, j, A(i = j+1,j = 0),
podniz od A\, N U; kojem je p to¢ka konvergencije. Budu¢i da je 9B(p, b) kompaktan,
sadrzavat Ce tocke x, gomiliSta niza \(1,0),,. Svaka takva tocka » mora biti sadrzana
iliu J-(p,Uy) ili u J*(p,U;). Odaberimo onu u budu¢nosti koja se nalazi na rubu
kugle najveceg radijusa: xi;

xr11 € J+(p, Ul) N 8B(p7 b)

i odaberimo A(1,1),, podniz od \(1,0),, kojem je x; to¢ka konvergencije, pa ¢e tocka
x11 biti na grani¢noj krivulji A.

Ovu konstrukceiju nastavljamo induktivno, pa definiramo z;;, tocku na rubu svake
manje kugle:

vy € J(p,U2) N OB(p, 1)
koja ¢e biti gomiliste sljede¢ih nizova koji su sami podnizovi pocetnog niza {\,}.
e \Ni—1,i—1),zaj=0
o Ni,j—1),zai>j>1

i tada odabiremo (i, j), podniz navedenih nizova kojem je tocka konvergencije u

Lij-

An

Slika 4.6: Unutar konveksne okoline U; odabiremo sve manje i manje otvorene kugle
i pronalazimo sve viSe to¢aka z;;, od kojih konstruiramo kona¢nu grani¢nu krivulju A
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Zatvara¢ unije svih dobivenih tocaka z;;, (j < i) dat ¢e kauzalnu krivulju A\ od
p = i do x11 = Ty.

Kako bi A bila trazena grani¢na krivulja treba odabrati podniz N/, C )\, za koji
je svaka tocka ¢ € A tocka konvergencije. Neka je )\ c¢lan podniza A\(m,m), koji
presjeca svaku novu otvorenu kuglu B(z,,;, £) oko svake pronadene grani¢ne tocke
Tm; za 0 < j < m. Time smo pokazali da je A\ grani¢na krivulja niza \,, od tocke p do
tocke z1;.

Sada konstruiramo novu okolinu U, oko tocke x;; i ponavljamo cijeli postupak,
no ovaj puta kao pocetni niz koristimo X/, onaj koji nam je u prvoj iteraciji ve¢
iznjedrio grani¢nu krivulju. Na taj nac¢in mozemo beskrajno produljivati A i dobiti
trazeni rezultat. O

4.4 Uvjeti kauzalnosti i njihova snaga

Moguca je situacija u kojoj je p € I (p), i to je prvi primjer modela u kojem je
kauzalnost narusena. Ako je tocka prostor-vremena p dio svoje buducnosti, to znaci
da postoji zatvorena krivulja vremenskog tipa. Primjer modela prostor-vremena u
kojem je realizirana takva situacija jest M = S* x R, sa Lorentzovom metrikom ds* =
—df? + dt?. Krivulja konstantnog t je zatvorena. U ovom 2D primjeru identifikacija
nama intuitivno poznatih dimenzija mozda nije dobra, no za vizualizaciju, koordinata
t predstavlja kut, a koordinata ¢ vrijeme. Slican primjer bilo bi prostor-vrijeme M =
St x R3, gdje su identificirane hiperplohe t = 0it = 1.

identify :

Slika 4.7: Prostor-vrijeme sa povredom kauzalnosti

U ovom poglavlju proc¢i ¢emo po jacini kroz razlicite uvjete na modele prostor-
vremena koji osiguravaju kauzalnost.

¢ Kronolosko prostor-vrijeme je ono prostor-vrijeme koje ne sadrzi nijednu zat-
vorenu krivulju vremenskog tipa, to jest, p ¢ I (p),Vp € M

e Kauzalno prostor-vrijeme je ono prostor-vrijeme koje ne sadrzi nijednu zat-
vorenu krivulju kauzalnog tipa (ni vremenskog i svjetlosnog tipa), to jest ne
postoji par razlicitih toc¢aka p i ¢, tako da vrijedip < ¢ < p
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Uvjet da je prostor-vrijeme kronolosko, najslabiji je uvjet kauzalnosti. Kauzalno
prostor-vrijeme je malo ograniCeniji tip prostor-vremena, no ipak postoje jaci uvjeti.
Ipak, vec iz ovih uvjeta mozemo izvucdi jednu ¢injenicu o modelima prostor-vremena.

Propozicija 6. Bilo koje kompaktno prostor-vrijeme sadrzi zatvorenu krivulju vremen-
skog tipa, i time krsi uvjete kronoloskog prostor-vremena.

Dokaz: Buduéi da su I*(p) otvoreni skupovi, moguce je konstruirati otvoreni
pokriva¢ mnogostrukosti M, oblika {I"(p) : p € M }. Kako je M kompaktno, mozemo
odabrati konacan potpokriva¢ Py = {I"(p1),I"(p2),.....I"(pr)}. Sada odaberimo
nekiiiz 1 <i < kioznacimo gasai(1). Totka p; € I*(p;)), zataji(l), 1 <i(1) < k.
Nadalje, sada je to¢ka p;1y € I"(pi2)), za neki i(2), 1 < i(2) < k. Drugim rije¢ima,
budu¢i da je skup P; pokrivac¢ prostor-vremena M, za svaku tocku p € M, moZemo
naci element skupa Py ¢iji ¢e ona biti ¢lan. Ako induktivno nastavimo, dobit ¢emo
beskonacan niz tocaka ... < pi3) < pi2) < pi2) < p1. No s druge strane, imamo
konacan broj mogu¢ih indeksa 7, od 1 do k. To znaci da ¢e neke od tocaka iz naseg
beskonac¢nog niza biti ponovljene. Bududi da vrijedi tranzitivnost operacije <, vri-
jedit ¢e tvrdnja p;,) € I (pi(n)), odnosno, neka tocka prostor-vremena je dio svoje
budu¢nosti, ¢ime smo dokazali da u kompaktnom prostor-vremenu postoji zatvorena
krivulja vremenskog tipa, Sto krsi uvjete kronoloskog prostor-vremena. O

e Razlucivo prostor-vrijeme je takvo prostor-vrijeme u kojem za sve tocke p i g
u M, tvrdnja I (p) = I (q) ili I~ (p) = I~ (q) povlaci da je p = q.

U razluc¢ivom prostor-vremenu razlicite tocke imaju razlic¢ite kronoloske budué¢nosti
i kronoloske proslosti, odnosno, moguce ih je razluciti pomoc¢u njihove kronoloske
budu¢nosti, odnosno proslosti.

e Prostor-vrijeme je kauzalno kontinuirano ako je razlucivo, i ako skupovi I i
I~ nekih tocaka ili podskupova M imaju vanjsku kontinuiranost.

Skup I ima unutarnji kontinuitet u tocki p € M ako je za svaki kompaktni skup
K C I'(p), postoji okolina U (p), tako da je K C I*(q) za svaku tocku g € U(p). Skup
I ima vanjskii kontinuitet u tocki p € M ako za svaki kompaktni skup K C M —
I+(p), postoji okolina U(p) od p, takva da je K’ C M — I+(q) za svaku totku ¢ € U(p).
U konstrukciji ovih pojmova vazno je pamtiti kako su /™ i I~ otvoreni skupovi, K je
kompaktan, prema tome i zatvoren skup. Analogne definicije vrijede i za proslosne
skupove. Kauzalno kontinuirano prostor-vrijeme je ono razluc¢ivo prostor vrijeme
u kojem se kronoloska buduc¢nost i kronoloska proslost kontinuirano mijenjaju po

mnogostrukosti.

Definicija 14. Za svaku putanju ~ vremenskog ili svjetlosnog tipa, otvoreni skup U € M
je kauzalno konveksan ako je v N U povezan skup.
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Slika 4.8: Ovaj model prostor-vremena nije kauzalno kontinuiran, skup /= (¢) nema
vanjski kontinuitet, jer je u svakoj okolini tocke ¢ moguce naci tocku r tako da K

nece biti element skupa M — I~ (r)

/
/ I
/ I

Slika 4.9: Primjer povrede uvjeta jake kauzalnosti buduéi da v N U nije povezan skup

Drugim rije¢ima, otvoreni skup U je kauzalno konveksan ako i samo ako za svake
dvije tocke z iy € U, v < z < y povladi da je z € U. To znadi i da svaka putanja
vremenskog ili svjetlosnog tipa, otvoreni skup U presjeca samo jednom.

e Prostorvrijeme je jako kauzalno u tocki p ako p ima proizvoljno male kauzalno
konveksne okoline. Prostorvrijeme je jako kauzalno ako je jako kauzalno u
svakoj svojoj tocki.

Jako kauzalno prostor-vrijeme je takoder i razlucivo, te je tako to jaci kriterij kauzal-
nosti.

Takoder, moguce je pokazati da se Alexandrova topologija za (M, g) u kojoj su
baza skupovi oblika /7 (p) N I~(q) slaze sa topologijom u kojoj su otvoreni skupovi
otvorene m-dimenzionalne kugle ako i samo ako je (), g) jako kauzalno prostor-
vrijeme, pa se to slaganje moze koristiti kao alat za provjeru kriterija jake kauzalnosti.

Definicija 15. Neka je 7 : [a,b) — M buducénosna ne-prostorna krivulja. Za v kaZemo
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da je buducénosno zatocena u kompaktnom skupu K ako za neki t, < b vrijedi
~v(t) € K za svaki ty < t < b. Krivulja ~y je djelomi¢no buduénosno zatocena,
ako u kompaktnom skupu K postoji beskonacan niz t,, 1 b tako da je v(t,,) € K za svaki
n. (Djelomicno je zatocena jer za neke vrijednosti t koje nisu u nizu, krivulja moze biti
izvan K.)

Jako kauzalno prostor-vrijeme posjeduje i sljedec¢u odliku:

Propozicija 7. U jako kauzalnom prosor-vremenu nijedna beskrajna kauzalna krivulja
ne moge biti potpuno ni djelomicno buducnosno, odnosno proslosno zatocena u bilo
kojem kompaktnom skupu

Dokaz: Ako je (M,g) jako kauzalno prostor-vrijeme i K C M je njegov kom-
paktan podskup, K mozemo prekriti kona¢nim brojem kompaktnih konveksnih nor-
malnih kauzalnih okolina {U;} koje svaka kauzalna krivulja presjeca najvise jednom.
Pretpostavimo da postoji potpuno buduce zatocena kauzalna krivulja v C K. Tada
~ mora presjecati neki U; i iz njega izac¢i. U; je kompaktan, i svake dvije tocke un-
utar U; je moguce spojiti kauzalnom krivuljom, a + je beskrajna, tako da za dovoljno
velike vrijednosti svog parametra iscrpi sve tocke unutar U; koje mozZe pospajati pa
mora iza¢i. Bududi da je K kompaktan, za neku vrijednost svog parametra ~ bi opet
usla u neku od U; Sto je po pretpostavci jake kauzalnosti nemoguce. Kada bi bila
djelomi¢no zatocena postojala bi takva kauzalno konveksna okolina U; za koju bi
~ N U; bio nepovezan skup. O

4.5 Globalna hiperboli¢nost

e Jako kauzalno prostor-vrijeme M, g je globalno hiperboli¢no ako je za svaki
par to¢aka p,q € M, skup J*(p) N J~(q) kompaktan.

Cinjenica da je za svaki par to¢aka p,q € M, skup J*(p) N J (q) kompaktan,
odrazava svojstvo da J*(p) N.J~(¢q) ne sadrzi nikakve tocke na rubu prostor-vremena
(u beskonacnosti ili u singularnosti). Naziv "globalno hiperboli¢an" potjece od toga
da na N valna jednadzba za tocCkasti izvor u p € N ima jedinstveno rjeSenje koje
iScezavana N — J*(p, N).

Definicija 16. Cauchyjeva ploha S je podskup od M, kojeg svaka kauzalna krivulja
presjeca tocno jednom.

Sljededi rezultat nije nuzan za kasnije dokaze, no ukljuten je zbog lakSe inter-
pretacije znacenja globalne hiperboli¢nosti, naime za globalno hiperboli¢no prostor-
vrijeme vrijedi da je za svaki zamrznuti trenutak prostorni dio prostor-vremena Cauchy-
jeva ploha.

Teorem 2. Ako je otvoreni skup N globalno hiperbolican (N moze biti i cijelo prostor-
vrijeme) dimengije n, tada je N homeomorfan sa R x S; gdje je S (n— 1) dimenzionalna
topoloska podmnogostrukost od N, i za svaki t, t x S je Cauchyjeva ploha za N.
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S(t)

Slika 4.10: Svaku Cauchyjevu plohu svaka kauzalna krivulja presjeca samo jednom

Dokaz: Neka su p < ¢ € N. Odabrerimo mjeru x4 na N, takvu da je ukupni
volmen skupa N u toj mjeri jednak jedan. Za tocku p € N definiramo f*(p), volumen
skupa J*(p, N) u mjeri u. Globalno hiperbolicni skup je jako kauzalan, prema tome
f*(p) je ogranicena funkcija koja monotono pada uz svaku kauzalnu buduc¢nosnu
krivulju. Pokazimo da je f*(p) neprekidna na bilo kojoj kauzalnoj krivulji A. Neka je
r € A, i neka je x, beskonacan niz tocaka koji tezi u r na A strogo u proslosti od r.
Neka je FF = () J"(x,, N). Pretpostavimo da f*(p) nije polu-neprekidna, na gornjoj

polovici A u oglnosu na r. Tada bi postojala tocka ¢ € ' — J*(r, N). To bi znacilo da
r ¢ J (q,N), ali svaki z,, € J~ (¢, N), prema tome r € J—(¢q, N), no to je nemoguce
jer je J (¢, N) po uvjetu kauzalne jednostavnosti zatvoren skup. Dokaz analogno
vrijedi i za neprekidnost na donjoj polovici.

Kako se krecemo po A, vrijednost f*(p) tezi u nulu, jer inace postojala bi tocka ¢
koja bi bila u budu¢nosti svake tocke na ), Sto bi znacilo da bi A usla i ostala unutar
kompaktnog seta J*(r) N J (q), za bilo koju r € ), §to je nemoguce po uvjetu jake
kauzalnosti.

Promotrimo funkciju f(p) = f~(p)/f*(p). Svaka ploha sa konstantnim f biti
¢e akauzalni skup (granica budu¢nosnog skupa koja je prostornog tipa), i po lemi
o granici budu¢nosnog skupa, bit ¢e (n — 1) dimenzionalna mnogostrukost unutar
N. Takoder, ta ¢e hiperploha biti Cauchyjeva ploha, budu¢i da ¢e uzduz bilo koje
kauzalne f teziti ka nuli u buduc¢nosti, a f/~ u proslosti. Mozemo definirati vektorsko
polje V vremenskog tipa na N i neprekidno preslikavanje /5 koje preslikava tocke iz
N uzduz integralnih krivulja od V' u mjesto gdje presjecaju plohu S (f = 1). Tada je
(log f(p), 5(p)) homeomorfizam od N na R x S. ]

Definicija 17. C(p, q) je skup svih neprekidnih kauzalnih krivulja od p do q.

Propozicija 8. Neka na otvorenom skupu N vrijedi uvjet jake kauzalnosti i neka je
N=J (N)NJ"(N)=I"(N)nI"(N).

Skup N je globalno hiperbolican ako i samo ako je C(p, q) kompaktan za svaku tocku
p,q € N.

Dokaz: Pretpostavimo da je C(p, q) kompaktan skup. Neka je r, beskonacan niz
tocaka sadrzan u J*(p)NJ~(¢), i neka je A\, niz kauzalnih krivulja od tocke p do tocke
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Slika 4.11: U ovom primjeru globalno hiperboli¢nog skupa svaka je horizontalna
linija Cauchyjeva ploha

|%

Slika 4.12: Svaka prikazana krivulja dio je skupa C(p, q)

q kroz odgovarajucu tocku r,,. Kako je C(p,q) kompaktan skup, postojat ¢e krivulja
)\ takva da podniz )/, konvergira u nju. Neka je U C M okolina od \ takva da je U
kompaktan skup. Za n dovoljno velik U ¢e sadrzavati sve osim kona¢no mnogo )/, sa
pripadaju¢im 7/, te Ce postojati granicna toc¢ka r € U koja Ce leZati na \. Prema tome,
svaki beskonacan niz u J*(p) N J~ (¢) posjeduje svoje grani¢ne tocke u J*(p) N J~(q)
$to je dovoljan uvjet da je J*(p) N J~(¢) kompaktan.

Za dokaz s druge strane, pretpostavimo da je J*(p) N J (¢) kompaktan. Neka
je A, beskonacan niz kauzalnih krivulja od p do ¢. Za potrebu dokaza, privremeno
izrezemo tocku ¢ iz mnogostrukosti. Tada ¢e po —teoremu o grani¢nim krivuljama u
M — q sigurno postojati A buduce beskrajna kauzalna granicna krivulja koja pocinje
u p, i takva da postoji podniz X, koji konvergira u r za svaki » € A. Vratimo tocku
¢ u mnogostrukost pa po propoziciji 7 A mora imati budu¢u krajnju tocku u ¢ jer
ne moze biti potpuno buduce zarobljena u kompaktnom skupu J*(p) N J(g), a ne
moze izadi iz skupa, osim u tocki q. Neka je U okolina od X i neka je r; konacan
skup tocaka (1 < i < k) takav da r; = p, r, = ¢, i svaki r; ima okolinu V; za koju
vrijedi J*(V;) N J~(Viy1) C U. Za n dovoljno velik, X/ bit ¢e sadrzana u U. Prema
tome )/ konvergirat ¢e u \ u topologiji na C(p, ¢), prema ¢emu je C(p, q) kompaktan
skup. O

Sljedeci je rezultat najvaznija odlika globalno hiperboli¢cnih skupova, i bit ce
klju¢an u dokazivanju teorema Hawking, Penrose 1970.

Propozicija 9. Neka su p i q sadrZane u globalno hiperbolicnom skupu N, i neka vrijedi

37



q € J(p). Tada postoji kauzalni geodezik od p do q Cija je duljina veca ili jednaka
duljini bilo koje druge kauzalne krivulje od p do q.

J*(p) N J(q)
q

p

Slika 4.13: U globalno hiperbolicnom prostor vremenu postoji geodezik koji je
krivulja maksimalne duljine izmedu dvije tocke p i ¢

Za dokaz ove tvrdnje potrebno je promotriti neprekidnost duljina na skupu C(p, q).
Podskup skupa C'(p, ¢) koji sadrzi samo glatke vremenske krivulje ozna¢imo sa C (p,q).
Duljina jedne takve krivulje \ € C (p,q) je

- [ (=o(2.2)) " 1

q

gdje je t C* parametar na ). Definiciju duljine Zelimo pro$iriti na cijeli C(p, q), koji
sadrzi i samo neprekidne krivulje, uz one glatke, kako bismo mogli pokazati da pos-
toji krivulja u C'(p, q) ¢ija duljina postize maksimum. Funkcija L nije neprekidna jer
je za svaku \ u svakoj njenoj proizvoljno maloj okolini moguce naci krivulju koja
je po dijelovima skoro svjetlosna, i proizvoljno dobro aproksimira A, a duljina joj je
proizvoljno mala. Nedostatak neprekidnosti funkcije L dogodio se zbog definiranja
C(p, q) kao skupa neprekidnih krivulja i topologijom u kojoj se otvoreni skupovi oko
neke krivulje v na C(p, q) sastoje od onih krivulja A : I — M ¢ije su slike u M
sadrzane u otvorenim skupovima oko slike kriuvlje v. Kada bismo C(p, ¢q) definirali
samo kao skup glatkih krivulja, tada ne bi mogao biti kompaktan.

Iako L ne mozemo gledati kao neprekidnu funkciju na C(p, q), vrijedi nesto slabiji
rezultat:

Definicija 18. Funkcija f je gornje polu-neprekidna u tocki (z,) ako za svaki ¢ > 0
postoji okolina U oko x takva da vrijedi f(x) < f(xo) + € za svaki x € U.
Lema 6. L je gornje polu-neprekidna u C° topologiji na 5(p, q).

Dokaz: Neka je A\(t) C! krivulja od p do ¢ gdje je ¢t parametar odabran tako da
predstavlja duljinu krivulje pocevsi od p. Za dovoljno malu okolinu U od A moguce je
nadi funkciju f koja je jednaka ¢ na A i takvu da su hiperplohe {f = const} prostorne
i ortogonalne na tangentni vektor krivulje, odnosno da je normala tih hiperploha
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Slika 4.14: Funkcija koja je gornje polu-neprekidna u tocki x,

jednaka tangentnom vektoru krivulje \: ¢g®°f,|, = (9/0t)*. Takvu funkciju moZemo
definirati na nacin da konstruiramo prostorne geodezike ortogonalne na A. Za do-
voljno malu okolinu U oko A prostorni geodezici ¢e definirati jedinstveno preslika-
vanje sa U na \. Vrijednost funkcije f u nekoj tocki unutar U odaberemo jednaku
vrijednosti ¢ tocke na A\ na koju je tocka iz U preslikana. Na okolini U mozemo naci
neku drugu krivulju p koja ¢e biti parametrizirana sa f. Tangentni vektor krivulje

]
of

gdje je k* vektor prostornog tipa koji je tangentan na hiperplohu f = const., to jest
k*f., = 0. Tada je

mozemo izraziti kao

> :gabf;b‘l‘ka
I

s s N o u Lok
g(@fﬂ’ﬁf) 9% fafp + Gab
Z gabf;af;b
Jer je k® prostornog tipa. Buduéi da na X vrijedi g*f..f, = —1, za bilo koji ¢ > 0,

moZzemo odabrati U’ C U dovoljno malen tako da na U’ vrijedi g® f., fs > —1 + €.
L] > / (1— 02 dt — (1 — DL (4.5)

Odnosno za maleni e vrijedi
L) < (14 €)L[A] (4.6)

Sto analogno kriteriju iz definicije 18 dokazuje da je L gornje polu-neprekidna [

Uz ovaj rezultat definiramo duljinu svake kontinuirane kauzalne krivulje u C(p, q).
Neka je Uy C M okolina od )\ i [(U,) najmanja gornja granica duljina vremenskih
krivulja unutar U, od p do ¢. Definiramo

LN = inf{I(Uy)} 4.7)

Dakle za duljinu neprekidne kauzalne krivulje A\ promotrimo okolinu od ), i na toj
okolini izaberemo vremensku krivulju najvece duljine, ili najmanje gornje granice te
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Slika 4.15: Iscrtkana krivulja predstavlja krivulju najvece duljine (budu¢i da radimo
u Lorentzovim mnogostrukostima, kra¢u duljinu imaju krivulje koje su na ve¢em nag-
ibu). U svakoj okolini nademo krivulju najvece duljine, tada promotrimo sve okoline,
pa od svih promotrenih okolina izaberemo najkra¢u duljinu iscrtkane krivulje. Ta
najbolje opisuje duljinu neprekidne kauzalne krivulje.

duljine ako su te veli¢ine razlicite, te zabiljezimo tu duljinu kao /(U). Nakon toga pro-
motrimo sve okoline od ), i skupimo sve [(U) u jedan skup. 1z tog skupa tada izaber-
emo najmanju vrijednost, ili najve¢u donju granicu tih vrijednosti ako su te veli¢ine
razli¢ite. Tu vrijednost tada zadrzimo kao duljinu kauzalne krivulje. Ovim postup-
kom mozemo odrediti duljine svih kauzalnih krivulja koje u svojoj okolini imaju C*
vremenske krivulje, odnosno sve one \ € C (p,q). Vani su nam jo$ ostali samo svjet-
losni geodezici € C'(p, q) — 5(p, q), a za njihovu duljinu uzimamo 0.

Dokaz propozicije 9: Preslikavanje L : 5(p, q) — IR gornje je polu-neprekidno.
Buduéi da djeluje na kompaktnom skupu, postoji krivulja € C(p, ¢) za koju L postiZe
svoj maksimum, a po propoziciji 1, ona je geodezik. O

4.6 Domene ovisnosti i horizonti

Definicija 19. Buduc¢a domena ovisnosti skupa S je skup svih dogadaja p € M
takvih da svaka proslosno beskrajna kauzalna krivulja kroz tocku p presjeca S. Buducu
domenu ovisnosti oznac¢avamo kao D*(S)

Vrijedi da je S C D*(S). Proslosnu domenu ovisnosti D~ (.S) definiramo analogno
a ukupna domena ovisnosti je njihova unija D(S) = D*(S) U D~(5).

Slika 4.16: Akronalni skup S i njegova buduc¢a domena ovisnosti D*(.5)
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Definicija 20. Buduéi Cauchyjev horizont je skup H*(S) = D*(S) — I~ (D(9)) i
oznacava buduéu granicu buduce domene ovisnosti skupa S.

H™(5)

Slika 4.17: Akronalni skup S i njegov buduéi Cauchyjev horizont H*(S)

Proslosni Cauchyjev horizont definiramo analogno, a ukupni Cauchyev horizont
je njihova unija H(S) = H*(S)U H(S).

Definicija 21. edge(S) za akronalni skup S je skup svih toéaka q € S takvih da u
svakoj okolini U od q postoje tocke p € I~ (q,U) i r € I7(q,U) koje je mogucée povezati
vremenskom krivuljom koja ne presjeca S.

Propozicija 10. Za zatvoreni akronalni skup S vrijedi
edge(H"(S)) = edge(S) (4.8)

Dokaz: Neka je U, niz okolina toc¢ke ¢ € edge(H"(S5)), takvih da za dovoljno
veliki n bilo koja okolina tocke ¢ sadrzi sve osim kona¢no mnogo U,. U svakoj U,
postojat ¢e tocke p, € I7(q,U,) ir, € I7(q,U,) koje je moguce spojiti viemenskom

krivuljom )\, koja ne presjeca H*(S). To znaci da )\, ne mogu sje¢i D*(S). S druge

strane ¢ € D+(S) pa I (q) C I~ (D+(9)) C (I*(S) U D+(S)>. Prema tome p,, mora
biti sadrzan u /~(5). Takoder, svaka vremenska krivulja od ¢ koja je beskrajna u
proslosnom smjeru mora sjec¢i S. Za svaki n tada mora postojati tocka na S na svakoj
vremenskoj krivulji unutar U,, izmedu ¢ i p,, $to znaci da ¢ mora leZati na S. Bududi
da ), ne presjecaju S, ¢ moze biti samo u edge(.S).

Propozicija 11. Neka je S zatvoreni akronalni skup. Tada je H*(S) generiran svjet-
losnim geodetskim segmentima koji ili nemaju proslih krajnjih tocaka, ili su te tocke na
edge(S).

Dokaz: Definiramo proslosni skup F' = D*(S) U I~ (S). Prema propoziciji 3 OF
je akronalna C''~ podmnogostrukost. H*(S) je zatvoreni podskup od OF. Neka je
totka ¢ € H*(S) — edge(S). Ako ¢ ¢ S tada je ¢ € I1(S), buduéi da je ¢ € D+(S).
Bududi da je S akronalan skup moguce je naci konveksnu normalnu okolinu W od
¢ koja ne presjeca I~ (S). Cak i daje ¢ € S, tada bi bilo moguée naéi konveksnu
normalnu okolinu od ¢ takvu da nijedna toc¢ka u I*(¢q, W) ne moze biti spojena ni sa
jednom toc¢kom u I~ (g, W) vremenskom krivuljom u W koja ne bi presjecala S. U oba

slucaja, ako je tocka p € I7(q), tada mora postojati proslosno usmjerena vremenska
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kriuvlja od p do neke tocke u M — F — W, jer bi u suprotnom vrijedilo p € D*(S5).
Prema uvjetu (i) iz propozicije 4 primjenjenom na budu¢nosni skup (M — F') bududéi
da vrijedi I*(q) C I"((M — F) — W) to znaci da je ¢ € 0F,, U OF,.

Slika 4.18: Zelene linije oznacavaju podrudje skupa F'. Iz ovog je primjera vidljivo
kako I'*(q) C I (M — F — W), §to je vazno za zadnji korak dokaza.

Propozicija 12. Za S zatvoren i akronalan skup vrijedi da je int D(S) = D(S)—0D(S),
ako nije prazan, globalno hiperbolican.

Za dokaz ove tvrdnje potrebno je jos nekoliko lema

Lema 7. Ako je p € D (S)— H*(S), tada svaka proslosno beskrajna kauzalna krivulja
kroz tocku p presjeca I~ (S).

Dokaz: Neka je p € D*(S) — H(5), i neka je v proslosno beskrajna kauzalna
krivulja kroz tocku p. Tada postoji tocka ¢ € DT (S) N I1(S) i proslosno beskrajna
krivulja A kroz tocku ¢ takva da za svaki © € X postoji tocka y € I~ (z). Kako
¢e ) sigurno presjecati S, postojat ¢e takva y; € vy N I (z7) za x; € S, odnosno
yr€yNI=(9).

Korolar 4. Ako je p € intD(S) tada svaka beskrajna kauzalna krivulja kroz tocku p
presjeca 1= (S) i I*(S).

Dokaz: intD(S) = D(S) — (H*(S)UH(S)). Akojep € I7(S)ilip € I7(S) tada
rezultat slijedi po prethodnoj lemi. Ako je p € (D*(S)—17(S)) tadajep € S C
D~(S), a po pretpostavci korolara p € intD~(S), pa po prethodnoj lemi rezultat opet
vrijedi.

Lema 8. Uvjet jake kauzalnosti vrijedi na intD(S).

Dokaz: Za pocetak treba pokazati da na skupu vrijedi uvjet kauzalnosti. Pret-
postavimo suprotno, neka postoji zatvorena kauzalna krivulja A\ kroz tocku p €
intD(S). Po prethodnom korolaru sigurno bi postojale tocke ¢ € AN I (S)ir €
AN I7(S). Po konstrukciji zatvorene kauzalne krivulje vrijedilo bi » € J~(¢), pa bi r
takoder bila unutar /= (.S). To bi bilo u kontradikciji sa time da je S akronalni skup.
Prema tome, na intD(.S) vrijedi kauzalnost.
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Pretpostavimo da u tocki p € intD(S) ne vrijedi uvjet jake kauzalnosti. Kon-
struiramo beskonacan niz {V,,} okolina od p od kojih svaka posjeduje \,, kauzalnu
krivulju koja napusta i vraca se u V,,. Jednakom konstrukcijom kao u dokazu propozi-
cije 24, zakljucujemo da grani¢na krivulja v mora biti beskrajni svjetlosni geodezik
kroz toc¢ku p, no tada bi postojale tocke g € yNI~(S)ir € yNIT(S), Sto znaci da bi
za dovoljno veliki n postojala takva ), koja bi bar dvaput presjecala okolinu V, od ¢
iV, od p, a time bi bio naruSen uvjet da je S akronalni skup. O]

- i

An
p
Slika 4.19: Konstrukcija grani¢ne krivulje za slucaj p,q € I=(.5)

Dokaz propozicije 12: Zelimo pokazati kako je skup C(p,q) kompaktan za sve
p,q € intD(S). Dokaz ¢emo podijeliti u slucajeve ovisne o tome gdje se nalaze p, q.
1) Neka su p,q € I~(S5) i pretpostavimo da je p € J (q). Neka je )\, beskonacan
niz kauzalnih krivulja od p do ¢. Privremeno izrezemo ¢ iz mnogostrukosti. Tada
po teoremu o grani¢nim krivuljama 5 postoji budu¢e usmjerena beskrajna kauzalna
krivulja A od p, koja je grani¢na krivulja niza \,. Vratimo tocku ¢ u mnogostrukost.
A tada moze ili ostati beskrajna, ili zavrsiti u ¢q. Po rezultatu korolara, svaka beskra-
jna kauzalna krivulja kroz toc¢ku p presjeca i I-(S) i I1(S). Kako niti jedna A, ne
presjeca [1(.S) tako niti A ne presjeca I1(.S). Prema tome \ ima krajnju tocku u ¢ jer
bi inace morala sje¢i I7(.S), Sto je nemoguce jer je ¢ € I~(.S), prema tome C(p, q) je
kompaktan skup.

2) Neka su p,q € I"(S), tada dokaz vrijedi analogno kao u prvom slucaju

3) Neka je p € J7(S), ¢ € JT(S) N J*(p). Ako istim postupkom mozZemo konstru-
irati grani¢nu krivulju i njena krajnja toc¢ka bude ¢, tada je C'(p, q) kompaktan. No, u
prethodnom smo postupku koristili ¢injenicu da su obje tocke s iste strane skupa .S,
pa smo uz pomo¢ korolara vidjeli da je granicna krivulja, koja je beskrajna i usmjer-
ena ka ¢ morala nakon vracanja tocke ¢ zavrSiti u q. Sada A ve¢ po konstrukciji sjece
I=(S)iI*(S). Zato moramo promotriti slu¢aj da njena krajnja tocka nije u g.

Neka je ), beskonacan niz kauzalnih krivulja od p do ¢. Privremeno izrezemo g
iz mnogostrukosti, tada postoji A beskrajna kauzalna krivulja grani¢na nizu \, koja
posjeduje tocku r € AN I7(S). Odaberemo podniz N, takav da je svaka tocka na
segmentu od )\ izmedu p i r tocka konvergencije tog podniza. Vratimo tocku ¢
u mnogostrukost i okrenemo postupak. Izrezemo tocku p iz mnogostrukosti i pro-
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matramo isti podniz )/, kao niz proslosno usmjerenih beskrajnih kauzalnih krivulja
koje pocinju u ¢q. Ponovno po teoremu o grani¢nim krivuljama 5 dobijamo grani¢nu
krivulju X koja ulazi u /= (S). Vratimo to¢ku p i dobijamo krivulju koja sjece I~ (S) i
I7(S) pa i dalje zadrzava mogucnost biti beskrajna. " prolazi kroz toc¢ku r, bududi
da je r tocka konvergencije za \/,. Spajanjem segmenta krivulje A od pdo ri A od r
do ¢ dobili smo grani¢nu krivulju za )\, koja je sadrzana u C(p, ¢), prema ¢emu je taj
skup kompaktan.

Time smo do na preimenovanje tocaka p i ¢ iscrpili sve mogucnosti i dokazali da je
C(p, q) kompaktan, odnosno intD(S) globalno hiperboli¢an skup. O
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5 Energijski uvjeti

Neprekidna distribucija materije u prostorvremenu je opisana simetri¢nim tenzorom
T., - Tenzor tlaka energije i impulsa. Za promatraca sa 4-brzinom v*, komponentu
T,,v*® interpretiramo kao gustocu energije koju taj promatra¢ mjeri. Za vektor z¢
ortogonalan na v® veli¢ina —7,;,v%z® predstavlja gustoéu impulsa u 2 smjeru. Iako i
u opcoj teoriji relativnosti vrijedi uvjet:

V=0

on ne povlaci jednoznacno, kao u specijalnoj teoriji relativnosti, strogo ocuvanje en-
ergije, no upucuje na to u dijelovima prostorvremena malim u usporedbi sa referen-
tim radijusom zakrivljenosti.

5.1 Einsteinova jednadzba

Einsteinova jednadzba povezuje zakrivljenost prostor-vremena sa njegovim energet-
skim sadrzajem. Dana je sljede¢im izrazom.

1
R(zb - ERgab = 87TTab (51)

R, je Riccijev tenzor, R Riccijev skalar, g, metrika. Uzimajuci trag Einsteinove
jednadzbe dolazimo do

R = —-8&#T
odnosno,
1
Rap = 81(Top — §gabT) (5.2)

U kontekstu opce relativnosti, na tenzor energije i impulsa postavljamo neke uvjete
koje smatramo fizikalno opravdanima. u nastavku su navedeni oni uvjeti koji su
vazni u kasnijim teoremima.

5.2 Slabi energijski uvjet i svjetlosni energijski uvjet

Uvjet koji postavljamo je da je gustoca energije koju mjeri bilo koji promatra¢ u
svemiru ne-negativna.
T’ > 0 (5.3)

Vektor v* predstavlja 4-brzinu promatraca koji mjeri gustocu energije. Ako je taj vek-
tor vremenski, tada uvjet zovemo slabi, dok za vektor svjetlosnog tipa, uvjet zovemo
svjetlosni. Za ilustraciju, promotrimo mogu¢u dekompoziciju tenzora energije i im-
pulsa

T = pelel + prefel + paesel + psesel (5.4)
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Za savrSeni fluid vrijedilo bi p; = p» = p3s = p, pa bi tenzor energije i impulsa
poprimio oblik 7% = (p+p)elel+pg®. Proizvoljni normirani, vremenski, buduénosno
orijentirani vektor v* moZemo zapisati u sljede¢oj dekompoziciji

v® = y(eg + ael + be§ + cef), v=(1-— a? — b — 02)_%

gdje su a, b, c proizvoljne konstante ograni¢ene uvjetom a? + b*> + ¢* < 1. Kad bi se
radilo o svjetlosnom vektoru k%, njega mozemo zapisati u proizvoljnoj dekompoziciji

a __ _a ! _a / _a !/ _a
k" =eg+ael +be;+ces

gdje su ', V/, ¢ proizvoljne konstante ograni¢ene uvjetom a? + b2 + ¢? = 1.

U sljede¢em koraku mozemo pogledati sto bi slabi energijski uvjet znacio za
konkretan model tenzora energije i impulsa. Ako u (5.4) uvrstimo izraz za v%, i
slobodno odaberemo ¢ = b = ¢ = 0, slabi energijski uvjet postaje p > 0, dok uz
odabirb=c=0(lia =b =0, a = ¢ = 0) uvjet glasi p + p; > 0. Jednaki postupkom,
za svjetlosni energijski uvjet dobivamo p + p; > 0.

5.3 Jaki energijski uvjet

Veoma vazan uvjet u vecini teorema o singularitetima je jaki energijski uvjet. Moti-
vacija za njegovo uvodenje je definiranje gravitacije kao privlacne u svim smjerovima,
Sto ¢e biti vidljivo kasnije iz rjeSenja Raychaudhurijeve jednadzbe. 1z tog razloga jaki
energijski uvjet zove se i uvjet vremenske konvergencije (ako se radi o vremenskim
geodezicima).

(Top — %gabT)v“vb >0 (5.5)

Iz jednakosti (5.2) vidljivo je da je ovaj uvjet ujedno i uvjet na Riccijev tenzor,
odnosno, na zakrivljenost. Zanimljivo je primjetiti kako je jaki energetski uvjet, kada
se odnosi na svjetlosne vektore, ekvivalentan slabom svjetlosnom energijskom uvjetu.

1
(Tab - égabT) kakb >0

1
Topkok? — 3 g TE K> > 0

Bududi da je gokk® = k%, = 0
Tk K >0

5.4 Narusenja energijskih uvjeta

Ocekivano je da navedeni uvjeti vrijede za materiju klasi¢ne fizike, no ve¢ jednos-
tavne demonstracije poput Casimirovog efekta pokazuju da kvantni efekti mogu
dovesti do naruSenja slabog energijskog uvjeta. Buduci da je opca teorija relativnosti
jos uvijek klasi¢na teorija, za koju ocekujemo da bude klasi¢ni limes neke buduce
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kvantne teorije, takva se naruSenja aproksimativno mogu izbje¢i koriStenjem upros-
jecenih verzija istih uvjeta, poput f,y T k*kPd)\ > 0, integracije svetlosnog energijskog
uvjeta uzduz nekog svjetlosnog geodezika.

Vecu tezinu ima problem opravdavanja jakog energijskog uvjeta, buduéi da je
on u srediStu teorema o singularitetima, a po nekim modelima inflacije koje koriste
skalarna polja kao pogon za inflaciju i ¢ak trenutnim mjerenjima ekspanzije svemira,
u kojima je ona ubrzana, taj je uvjet narusen [7]. Ipak, u kotekstu ovoga rada,
pretpostavljeno je kako je prostor-vrijeme popunjeno samo klasicnom materijom, i
pretpostavka je da jaki energijski uvjet vrijedi. Ostaje za istrazivanje vrijede li isti ili
sli¢ni zakljucci u slucaju u kojem jaki energijski uvjet nije zadovoljen.
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6 Kongruencije geodezika

Neka je O otvorena okolina u prostor-vremenu (M, g). Kongruencijom nazivamo
familiju krivulja takvu da kroz svaku to¢ku sadrzanu u O prolazi to¢no jedna krivulja,
i one se medusobno ne presjecaju. Cilj nam je promotriti kako se geodezici ponasaju
jedan naspram drugog unutar iste familije, kako se udaljavaju ili priblizavaju u ovis-
nosti o njihovom parametru. Konkretno, trazimo ponasanje vektora devijacije £* u
vremenu, odnosno, uzduz geodezika u ovisnosti o afinom parametru. Konstrukcijom
skalara 0 kojega ¢emo interpretirati kao skalar ekspanzije, veli¢inu koja opisuje rel-
ativhu promjenu volumena razapetog kongruencijom, Zelimo pokazati da ¢e uz jaki
energijski uvjet svaka kongruencija geodezika konvergirati ka istoj tocki.

6.1 Kongruencija vremenskih geodezika

Neka je u* = ddita tangentan vektor na vremenski geodezik () gdje je ¢ afini param-
etar, odnosno vlastito vrijeme. Neka je £* vektor devijacije izmedu dva susjedna
geodezika u kongruenciji, ovisan o vlastitom vremenu geodezika. Sljedece jednakosti
vrijede:

uu, = —1 ufﬁ,ub =0 u%%, =0
i oznacavaju redom: normiranost tangentnog vektora, jednadzbu geodezika, ortog-

onalnost vektora devijacije i tangetnog vektora. Oznakom «¢ podrazumijevamo ko-
varijantnu derivaciju u% = Vyu®

5(1
/),
Slika 6.1: Kongruencija geodezika

Neka je 7, familija susjednih geodezika, gdje parametrom s € [0, 1] razlikujemo

jedan geodezik od drugoga. Vektor (okomit na u*) devijacije izmedu dva geodezika

tada je £* = %i:. Tangentan vektor je u* = %i:. Ako vektor devijacije parcijalno
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deriviramo po ¢, a tangentan vektor po parametru s, vidljivo je da vrijedi jednakost
Out _ 0&*
ds — 0t?

odnosno vrijedi i
uGet = Gu’ (6.1)

Definiramo novi tenzor - transverzalnu metriku h,, = g. + ugu, (transverzalnu u
smislu da je okomita na «*) i uvodimo novo tenzorsko polje By, = u,; koje je u
istom smislu transverzalno, a budu¢i da vrijedi (6.1) dobivamo jednadzbu koja mjeri
odstupanje vektora devijacije da bude paralelno transportiran uzduz u*

;‘Zub = B¢t (6.2)

Trag tenzora je B*, = 6. B,, moZemo rastaviti u simetri¢ni dio koji ukljucuje samo
trag 560, simetri¢ni dio bez traga oo, = Bay) — 50ha 1 antisimetri¢ni dio we, = Biay.-

1
Bab = g@hab + Ogp + Wap (63)

oq j€ tenzor smicanja, w,, je tenzor rotacije geodezika, a @ je skalar ekspanzije. In-
terpretaciju 6 kao skalara ekspanzije dodatno ¢emo pokazati kasnije. Znacaj tenzora
smicanja vidjet ¢emo iz njegove jednadzbe evolucije, a tenzor rotacije nece utjecati
na daljnje rezultate jer ¢emo pokazati da je w,, = 0. Svaki od ¢lanova na koji smo
rastavili tenzor B, je transverzalan na u“.

6.1.1 Raychaudhurijeva jednadzba

Cilj nam je do¢i do jednadzbe za evoluciju skalara ekspanzije 6. Pocinjemo jed-
nadzbom za evoluciju tenzora By.

c c
Bab;cu = Ug;pcU
dy\, c
- (ua;cb - Radbcu )U
_ c c R d. c
- (ua;cu );b — Ugq;cU b adbcW U

c d, c
= _BacB b Radbcu u

Izracunajmo trag prethodne jednadzbe

d de
habBa'c c__~pe —
bell = e T dr

= — BB — Ry.utu’

Drugi ¢lan sa desne strane je jednostavan, kontrakcijom Riemannovog tenzora dobi-
jamo Riccijev tenzor. Pogledajmo prvi ¢lan:

1 1
B,.B“ = (g(‘)hac + Oue + Wae) (0L + 0 + w™)

3

1 1 1 1
—0hach™ = =07hech™ = =67 x 3 = 67
9 9 9 3
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jer je h simetrican tenzor.
ca (ca) 1 ac 1
haeo™ = hae(B —geh):0—§9x3:0

haew®™ =0

jer je h,. simetrican, a w° antisimetrican tenzor. Sve zajedno, dolazimo do kona¢nog
izraza za Raychaudhurijevu jednadzbu

1
0 = 0% 4 00 — wWepw® (6.4)
dr 3

Vazno je primijetiti da su 04,,0% > 0 i wew® > 0.

6.1.2 Interpretacija ¢ kao skalara ekspanzije

Dokazujemo tvrdnju

1 d
0 — — =
(5VdT§V

Skalar ekspanzije opisuje normiranu promjenu komada volumena popre¢nog pres-
jeka kongruencije. Uvodimo pojmove popre¢nog presjeka i njegovog volumena. Od-
aberemo neki geodezik v iz kongruencije, na njemu odaberemo toc¢ku P u kojoj vri-
jedi 7 = 7p. U maloj okolini oko P konstruiramo mali skup 0% (7p) tocaka P’, tako
da kroz svaku tocku P’ prolazi to¢no jedan drugi geodezik iz kongruencije i vrijedi
Tpr = Tp.

0% (7p) zovemo poprecni presjek kongruencije. Namjera nam je izracunati prom-
jenu njegovog volumena u odnosu na susjednu to¢ku ) € v. Neka su 3¢, i = 1,2, 3 ko-

-

03

/

Slika 6.2: Kongruencija geodezika i promjena volumena poprecnog presjeka

ordinate na X (7p). Svaka to¢ka P’ dobija svoju koordinatu 3. Istozna¢no, mozemo
svaki geodezik iz kongruencije oznaciti sa y*. Time smo omogudéili kori$tenje istih
koordinata i na 0% (7g).
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Sada imamo konstruirani koordinatni sustav (7, y*) u okolini geodezika . Moguca

je koordinatna transformacija izmedu novog sustava, i originalnog sustava z* =
2%(7,y'). Bududi da je 3 konstanta uzduz geodezika, vrijedi relacija:

u = (85@ ) (6.5)
or iy

o Ox*
[ ayz 7—

su tangentni na poprecni presjek. Uvodimo novi tenzor dimenzije d = 3, koji ¢e nam

S druge strane, vektori

sluziti kao metricki tenzor na poprecnom presjeku,

b

a
hij = Jab€; €;

Za pomake po 63(7p) (ogranicene na dr = 0) vrijedi:
ds® = gabda:“d:cb
= gapeleldy'dy’
= hi;dy'dy’
3D element volumena je §V = y/det[h;;]. Buduéi da su y* konstantne uzduZ jednog

geodezika, d*y ostaje isti od 0% (7p) — 0%(7g). Prema tome, promjena volumena
dolazi samo od promjene \/det[h;;].

SV dr et a7V ol =5 ©o
dhz a b c
dTJ = (gabei ej) He u
= Yab (e?;cuc) 6?’ + anCi (eg;cuc)
= Gap (uacef) eg + ga€ (U?cej)
= ub;aeﬁe? + uaﬂ?e?e?
= (Bba + Bab) 6?6?
W= = (By, + Buy) h'lefe!

dr
= 2Byh™ = 2B,

=20

Prema tome, slijedi da je
1 d

1 d

0, skalar ekspanzije, jednak frakcionalnoj promjeni volumena poprecnog presjeka
kongruencije geodezika.
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6.2 Kongruencija svjetlosnih geodezika

Za razliku od vremenskih geodezika, tangentni vektor svjetlosnog geodezika je okomit
sam na sebe, pa ga moramo promotriti zasebno. Vrijede sljedece relacije

K'ka =0, k3K =0, k=0, k3¢ =&k (6.8)

Ponovo trazimo dio metrike koji je isklju¢ivo transverzalan, no u slucaju svjetlosnih
geodezika, problem nije toliko trivijalan. Ranije rjeSenje ), = g.» + k.k» nije zado-
voljavajuce jer hl,k* = k, # 0. RjeSenje traZzimo u odabiru pomoénog svjetlosnog
vektorskog polja N, takve normalizacije da je k*N, = —1. Transverzalna metrika
tada je dana izrazom:

hab = gab + kaNo + Ny (6.9)

Odabir svjetlosnog vektorskog polja NV, nije jedinstven, no kasnije ¢e se pokazati da
su zakljucci o skalaru ekspanizije neovisni o konkretnom odabiru N,. Nastavljamo
kao i ranije

EGkY = k5" = B¢ (6.10)

Bududi da bi £* mogao imati komponentu koja nije transverzalna, pocinjemo izo-
lacijom onog dijela koji je transverzalan.

go = B £¢ = £ 4 (N.£°) k* (6.11)

A njegovo je ponasanje dano sa

gc;bkb = hcd;bgdkb + hey B¢
— thBdbé-b + (Nd;bgdkb) ke
iz Cega je jasna komponenta uzduz k¢, koje se rjeSavamo projekcijom na h?,
(ga;bkb>~5 hac (gc;bkb> — hachdfd
= hachdgd
= et B8
= (ga;bk’b>N: éabgb

Gdje je B,, = h¢,h" B,, potpuno transverzalni dio od B,,. Eksplicitno zapisano,
koriste¢i novu transverzalnu metriku

By = (g + ka N+ Nok?) (9,5 + ko N® + Npk®) By
— (gad =+ kaNd —+ Na/{}d) (Bdb + ]{JdeeNe)
= By + k,NBy, + ky BugN® + k,kyBge N*N°¢ (6.12)
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Vektor B% &b oznadava transverzalnu relativnu brzinu izmedu dva susjedna geodezika.
Tenzor B, moZemo ponovo zapisati u dekompoziciji

~ 1
Bab = §6hab + Oap + Wap (6.13)
gdje vrijedi jednaka interpretacija komponenata kao i ranije. Skalar ekspanzije iznosi
0= gabgab - ka;a

i vidljivo je kako ne ovisi o odabiru pomo¢nog polja N

6.2.1 Raychaudhurijeva jednadzba za svjetlosne geodezike
Izvod Raychaudhurijeve jednadzbe za svjetlosne geodezike slijedi iste korake kao i

za vremenske geodezike. Ona glasi:

1
% B _502 — 004 + WPWap — Rapk®k" (6.14)

6.3 Tenzor rotacije i smicanja

Jednadzba evolucije za tenzor smicanja kongruencije vremenskih geodezika glasi

doy, 2
;\b = —gﬁaab — 0,00 — W, Wap + §hab (02 — w2) +

1 1
+ EhcahdbRCd — éhzzbhcdRCd — Coagpeuu®  (6.15)

i iz ovog kompliciranog izraza vazna nam je samo jedna stvar. U jednadZbu evolucije
tenzora smicanja ulazi Weylov tenzor C,.4, koji, ako je razli¢it od nule, ¢ini da i
tenzor smicanja postane razlic¢it od nule. Za sluc¢aj kongruencije svjetlosnih geodezika
jednadzba evolucije za tenzor smicanja glasi

dO’ab
dA

i njena vaznost nam je jednaka kao i za slucaj kongruencije vremenskih geodezika.

= —HO'ab — 04c0cb — WyeWeb + hab (0'2 — w2) — Cadbcuduc (616)

6.3.1 Frobeniusov teorem

Neke kongruencije geodezika ortogonalne su na familiju hiperploha prostornog tipa
koje raslojavaju otvorenu okolinu na kojoj je kongruencija definirana. Takve kongru-
encije imat Ce isCezavajuci tenzor rotacije.

Kongruencija nekih krivulja (ne nuzno geodezika) bit ¢e ortogonalna na familiju
hipreploha ako je njen tangnenti vektor u* proporcionalan sa normalom hiperploha
n®. Hiperplohe moZemo zadati preko neke funkcije ®(2%) = ¢ koja je na cijeloj
hiperplohi konstatnog iznosa. Tada je vektor normale n* « V,® = ®., pa i vrijedi

Ug = — P,y (6.17)
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za neki faktor ;1 koji je moguce odrediti iz zadane normalizacije. Deriviramo prethodni
izraz:
Ugy = —fPap — Poaftip (6.18)

Skoro pa iz rukava, promotrimo sada sljedec¢i tenzor, koji je potpuno antisimetrican

1

Ulaplie] = 3 (UaspUe + UesaUp + UpeUy — UpaUe — UgseUp — Uepla) (6.19)
1

= 3 [(=p Py — Poapip) ue — (—pPpa — Popfra) e + .| (6.20)

—0 (6.21)

jerje @4, = O,y
Prema tome, vrijedi sljedeci rezultat

Lema 9. Ako je kongruencija krivulja ortogonalna na familiju hiperploha prostornog
tipa tada vrijedi up,puq = 0.

Vrijedi i obrat ove tvrdnje, koja je u ukupnom obliku poznata kao Frobeniusov
teorem, no nije potreban za sljede¢e dokaze, a njegov je dokaz tehnicki zahtjevniji.
Sada usmjeravamo paznju na kongruenciju vremenskih geodezika.

3!u[a;bud =2 (u[a;b]uc + Ule;a)Ub + u[b;c]ua) (6.22)
=2 (B[ab]uc + B[ca]ub + B[bc]ua) (6.23)
= 2 (Waple + Weally + Whelly) (6.24)

Za kongruenciju vremenskih geodezika ortogonalnu na familiju prostornih hiper-
ploha lijeva je strana jednaka O po prijasnjem rezultatu. Desnu stranu pomnozimo
zdesna sa u¢, pamtimo da je tenzor rotacije transverzalan na tangentni vektor geodezika
Weat® = wpeu® = 0, pa dobijamo

0= —2wy (6.25)

Vrijedi sljedeca tvrdnja

Lema 10. Ako je kongruencija vremenskih geodezika ortogonalna na familiju prostorih
hiperploha, tada njen tenzor rotacije isCezava.

Po zakljuccima iz leme 4, kongruencija vremenskih geodezika je ortogonalna na
familiju prostornih hiperploha parametriziranih vlastitim vremenom geodezika, pa
za tu kongruenciju vrijedi wy, = 0.

Jednaki zakljucci vrijede i za kongruenciju svjetlosnih geodezika. Rezultat leme 9
je opcenit i mozemo ga primjeniti na vektorsko polje k* svjetlosnog tipa.

3kapkg =0=2 (B[ab}uc + Bieqyup + B[bc}ua) (6.26)
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Ponovo iskoristimo pomoc¢ni vektor N¢ svjetlosnog tipa definiran ranije za koji vrijedi

k.N¢ = —1, i njime pomnoZzimo prethodni izraz zdesna.
Biay) = Bieq)ky N + Bpgk N¢ (6.27)
= & By~ Bucks + Bucks — Buky) N° (6.28)
= Bejaky N + ki By N¢ (6.29)

Ako sada potpuno antisimetriziramo izraz (6.12), dobit ¢emo

Biay) = Bay) — BelahtyN® — ko By N° (6.30)

Uvrstavanjem prethodnog izraza za B, kona¢no dobivamo

B[ab] = wWap =0 (631)
pa kao i za kongruenciju vremenskih geodezika vrijedi rezultat

Lema 11. Ako je kongruencija svjetlosnih geodezika ortogonalna na familiju prostorih
hiperploha, tada njen tenzor rotacije isCezava.

6.4 Teorem o fokusiranju

Demonstrirat ¢emo znacaj Raychaudhurijeve jednadzbe i prikazati motivaciju za odrza-
vanje jakog energijskog uvjeta. Kre¢emo sa vremenskim geodezicima.

Teorem 3. Neka je kongruencija vremenskih geodezika okomita na familiju prostornih
ploha (w,, = 0) i neka vrijedi jaki energijski uvjet

Ryutub >0

Tada Raychaudhurijeva jednadzba povlaci:

do 1
e = —§92 — 00, — Ryuu’ <0

Dokaz: Na desnoj strani Raychaudhurijeve jednadzbe nalazi se kvadrirani skalar
ekspanzije, koji je pozitivno definitan, o,,0% je pozitivno definitna, a R, uu’ je po
pretpostavci vedi ili jednak nuli. Prema tome, cijela desna strane Raychaudhurijeve
jednadzbe je manja ili jednaka nuli. O

Zakljucak je da se ekspanzija smanjuje tijekom evolucije kongruencije. Pocetno
divergirajuca kongruencija (f > 0) ¢e u buduénosti manje divergirati, dok ¢e pocetno
konvergiraju¢a kongruencija (¢ < 0) naglije konvergirati. Fizikalna interpretacija
ovog teorema je "Gravitacija je privlacna sila kada vrijedi jaki energijski uvjet". 1z ove
je tvrdnje transparentno vidljiva motivacija za uvodenje jakog energijskog uvjeta.
Gravitacija kao sila privlatna u svim smjerovima koncept je ¢ak i intuitivno poznat

55



iz klasi¢ne fizike. Otvoreno je pitanje moze li se jaki energijski uvjet pomiriti sa
ubrzanom ekspanzijom svemira, ili je taj zahtjev pogresno formuliran.

Takoder je vazno kako je Raychaudhurijeva jednadzba izvedena na otvorenoj
okolini O koja ne mora predstavljati cijeli svemir, odnosno Raychaudhurijeva jed-
nadzba opisuje samo dobro ponasajuc¢a podrucja vremenskih i svjetlosnih geodezika
(iako zakljucci izvedeni iz nje dovode do nedefiniranih tocaka, sve "prije" prob-
lemati¢nih tocaka je dobro ponasajuce podrucje). Singulariteti, rupe ili drukcije de-
formacije nisu uklju¢ene u podrucje koje Raychaudhurijeva jednadzba opisuje, pa i to
treba uzeti u obzir prije odbacivanja jakog energijskog uvjeta kao globalno vazeceg.

Teorem 4. Neka je kongruencija vremenskih geodezika okomita na familiju prostornih
ploha (w,, = 0) i neka vrijedi jaki energijski uvjet

Raypu®u® > 0

Ako u nekoj tocki r € ~ skalar ekspanzije poprimi negativnu vrijednost 6, < 0, kongru-
encija vremenskih geodezika razvit ¢e kaustik za ili prije T < 3/6.

Slika 6.3: Kaustik u kongruenciji

Dokaz: 1z Raychaudhurijeve jednadzbe i teorema o fokusiranju (jer su %oy, > 0

, Rypyuu® = 0) moguce je zakljuéiti i

@ < _192

dr — 3
To je moguce odmah integrirati, Sto daje

0 (1) >0, + %

gdje je 0, = 6(0). To pokazuje da ¢e pocCetno konvergirajuca kongruencija (6, < 0) u
kona¢nom vremenu (7 < 3/|6y) razviti kaustik (0(7) — —o0), to¢ku u kojoj se neki
geodezici spajaju. Ta je tocka singularitet kongruencije, pa prethodne jednadzbe za

kongruenciju tu gube svoj smisao. O

Jednak oblik ima i teorem o fokusiranju za svjetlosne geodezike:
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Teorem 5. Neka je kongruencija svjetlosnih geodezika ortogonalna na familiju pros-
tornolikih hiperploha (w., = 0) i neka vrijedi jaki energijski uvjet ili slabi svjetlosni
energijski uvjet (za svjetlosne vektore, ovi su uvjeti ekvivalentni)

Rupk®k> >0

Tada Raychaudhurijeva jednadzba polvaci:

do 1, b b

- __ _ a _ a <

d\ 29 O Ogbp Rabk k ~ 0
Teorem 6. Neka je kongruencija svjetlosnih geodezika okomita na familiju prostornih
ploha (w,, = 0) i neka vrijedi jaki energijski uvjet

Rabu“ub Z 0

Kongruencija svjetlosnih geodezika u konacnom ¢e vremenu razviti kaustik.

Dokaz: Ponovo, moguce je zakljutiti % < —162 To je moguée odmah integrirati,
Sto daje 67'(\) > 6" + 3 gdje je 6y = 6(0). Poletno konvergiraju¢a kongruencija
svjetlosnih geodezika (6, < 0) u konacnoj duljini afinog parametra (A < 2/|6,) bit ¢e

fokusirana u istu tocku (6(\) — —o0). O
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7 Konjugirane tocke

Neka je u® tangentan vektor na geodezik v, a n* vektor devijacije. Ozna¢imo sa
v* = n%,u’ vektor koji mjeri promjenu vektora devijacije uzduz geodezika. Analogno
tome, a* = v u° predstavlja mjeru akceleracije prema infinitezimalno susjednom

geodeziku. U drugom obliku zapisano:
a® =uV, (ubvbn“)

= uV, (nbvbu“)

= (uVen') (Vyu®) + n*uV, Viyu

= (1°Veu’) (Vyu®) + n°uVyVeu® — Ry ntuu?

= Ve (W"Viu?) = Ry nuu

= —Rcbdaﬁbucud 7.1
Ova se jednadzba zove "jednadzba devijacije geodezika". 1z ove je jednadZbe jasno
vidljiva interpretacija Riemannovog tenzora. Neki geodezici Ce se priblizavati ili udal-

javati od svojih infinitezmalno bliskih susjeda samo ako je R,;.q # 0. Vektorsko polje
n® koje je rjeSenje jedadzbe (7.1) zovemo Jacobijevo polje.

Definicija 22. Dvije tocke p, q € M zovemo konjugirane ako postoji rjesenje Jacobijeve
jednadzbe takvo da nuzno isCezava i u p i u g, a opcenito je razlicito od nule.

q

|%

Slika 7.1: Par konjugiranih tocaka

7.1 Konjugirane tocke na vremenskim geodezicima

Za jednostavnije baratanje konjugiranim tockama uvodimo ortonormiranu bazu vek-
tora paralelno propagiranu uz vremenski geodezik ~.

{Eh E27 E37 E4 = U}

Tri su vektora prostornog tipa, a Cetvrti je vektor vremenskog tipa i jednak je tangent-
nom vektoru vremenskog geodezika kojeg promatramo. Ova se baza u opcenitom
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obliku (kada je adaptirana na proizvoljnu krivulju) zove Fermijeva propagirana baza,
a specijalni slucaj u kojem je adaptirana na geodezike je laksi za baratanje. U novim
koordinatama metrika uvijek ima dijagonalni oblik.

0i; zaij=1,2,3
9(Ei,Ej) =< —1 zaij=4
0 zai=1,23,j=4
Vektor devijacije ortogonalan je na tangentni vektor gedeozika, pa se sastoji samo

od linearne kombinacije prva tri vektora baze n = n*FE,, gdje a = 1,2, 3. Zapisano u
novoj bazi, Jacobijeva jedandzba glasi

d2 fe%
d:.]z = —Rsp, 0 u’u” (7.2)

a bududi da je u* = 1- 4%, i uz poneko premjeStanje i preimenovanje indeksa u
Riemannovom tenzoru, mozemo je zapisati i kao:
d277a
F

Svakako je vazno pamtiti da ova jednadzba u ovom obliku vrijedi samo u Fermi-

jevoj propagiranoj bazi. Buduc¢i da n* zadovoljava obi¢nu linearnu diferencijalnu
jednadzbu, mora linearno ovisiti o pocetnim uvjetima 7*(0) i dn®/dr(0) u tocki p.
Bududi da je po konstrukeiji u pocetnoj tocki n*(0) = 0, vrijedi:

dnP
n(r) =A% di (7.4)
T 1h()=p
Matrica A tada zadovoljava svoju verziju Jacobijeve jednadzbe
d>A°
dr b = _RQ4W4A75 (7.5)
Sto se ti¢e pocetnih uvjeta za matricu A%y vrijedi
A% 0=y =0 (7.6)
d - 604/8 (7.7)
T h)=p

Par konjugiranih tocaka postojat ¢e samo ako je vektor devijacije u tocki ¢ jednak
n*l, = 0, ali dn*/dr|, # 0, odnosno, vektor devijacije mora is¢ezavati u pocetnoj i
konac¢noj tocki, ali mora nesto raditi izmedu, pa njegova derivacija u pocetnoj tocki
mora biti razli¢ita od nule. Iz jednadzbe (7.5) tada vidimo da ¢e navedeni uvjeti
vrijediti ako je

det A% =0 (7.8)
Ovo je vazan i operativno veoma koristan uvjet kojim pokazujemo postojanje para
konjugiranih totaka. Matrica A, koja opisuje ponasanje Jacobijevog polja povezana
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je sa ranije definiranom matricom B,;, = u, koja opisuje ponasanje vektora devijacije
uzduz geodezika. Da bismo to vidjeli, promotrimo

O w T =0, (e ] 7.9)
= (€a), u"Var’ (7.10)
= (ea), B%1" (7.11)
= Bn” (7.12)

gdje smo iskoristili prijasnje Cinjenice o tenzoru B, iz jednadzbi (6.1) i (6.2). S
druge strane, iz jednadzbe (7.4) znamo

dn®  dA%; dn®

dr — dr dr » (7.13)
Usporedbom dva prethodna izraza
dA%, dnP dn®
82— pe oA, S (7.14)
dr dr v dr
p
Odnosno u matricnom zapisu
A
d— = BA (7.15)
dr
A
- 40 (7.16)
dr
i konacno najvaznija veza
A
0 =trB = tr [d—A_l} (7.17)
dr
Po Jacobijevoj formuli ovo mozemo prepisati u sljede¢em obliku
dA 1 d

Vaznost ove jednadzbe je gotovo klju¢na u dokazima teorema o singularitetima i u
potpunoj veli¢ini to mozemo vidjeti u sljede¢em rezultatu:

Lema 12. Nugan i dovoljan uvjet da bi tocka q bila konjugirana tocki p uzduz vremen-
skog geodezika v je § — —o0

Dokaz: Ako skalar ekspanzije § — —oo u tocki ¢, tada po jednadzbi (7.18) mora
vrijediti det A[, — 0.

Obratno, ako u tocki ¢ vrijedi det A|, — 0, tada po jednadzbi (7.18) mora vrijediti
6 — —oo u tocki q. ]

Sada mozemo navesti nekoliko vaznih rezultata vezanih za konjugirane tocke na
vremenskim geodezicima.
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Propozicija 13. Ako svugdje vrijedi jaki energijski uvjet R,,k*k® > 0, i ako u nekoj tocki
vremenskog geodezika ~y(t,) skalar ekspanzije 6 poprimi negativnu vrijednost 6, < 0,
tada ¢e postojati tocka konjugirana tocki q = ~(to) uzdugz ~(t) izmedu v(t1) i v(t1 + %),
uz uvjet da je v(t) definirana za te vrijednosti parametra t.

Dokaz: 1z leme 4 znamo da ¢e kongruencija vremenskih geodezika od tocke
r unutar vlastitog vremena 7 < 3/6, razviti kaustik, odnosno, skalar ekspanzije ¢e
divergirati 6 — —oo, S$to je po lemi 12 nuzan i dovoljan uvjet da bi nova tocka bila
konjugirana tocki q. O

Za postojanje para konjugiranih tocaka na dovoljno dugom geodeziku (definira-
nom na dovoljno velikom intervalu svog parametra) dovoljan je i puno slabiji uvjet.

Propozicija 14. Ako vrijedi uvjet vremenske konvergencije, odnosno jaki energijski uvjet
Rapv®0?, 1 ako je u nekoj to¢ki p = ~(t,) vremenskog geodezika ~ plimna sila R p.qu®v® #
0, tada e postojati vrijednosti ty 1 to takve da ée q = ~y(ty) i r = (t2) biti konjugirani
par toc¢aka, uz uvjet da je -y definiran za te vrijednosti.

Dokaz: Ako u Raychaudhurijevu jednadzbu uvrstimo zamjenu 6 = %%, te F(t) =
5 Rayv™v® + 02, ona poprima oblik

—J = _F(t)y. (7.19)

Slika 7.2: Za dovoljno $irok interval na kojem je definiran v postojat ¢e barem par
konjugiranih tocaka

Nadalje vrijedi F'(t) > 0, buduéi da vrijedi jaki energijski uvjet i uvjet vremenske
generi¢nosti. Naime, ¢lan R,.q0%0" # 0 pojavljuje se u jednadzbi evolucije tenzora
smicanja, i uvjetuje da ¢e tenzor smicanja sigurno postati razli¢it od nule, prema
¢emu ¢e o2 > 0. Iz oblika jednadzbe (7.19) vidljivo je kako ée rjeSenje sigurno imati
bar dvije nultocke, uz uvjet da parametar ¢ mozemo dovoljno produziti. Kako je
divregencija skalara ekspanzije nuzan i dovoljan uvjet za par konjugiranih tocaka,
propozicija vrijedi. O

7.1.1 Ekstrinzicna zakrivljenost hiperplohe

Neka je ¥ glatka (ili barem C?) prostorna hiperploha (uronjena trodimenzionalna
podmnogostrukost). Neka je u® jedini¢no tangentno polje kongruencije vremenskih
geodezika ortogonalnih na ¥..

Kap = Myq = Bra (7.20)
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Bududi da je kongruencija po konstrukciji ortogonalna na hiperplohu, vrijedi w,, =
—wp, = 0, pa je prema tome K, simetrican tenzor. K, je tenzor ekstrinzi¢ne zakrivl-
jenosti koji mjeri promjenu prostorne metrike h,;, (dio metrike g,;, koji je ogranicen
na djelovanje samo na hiperplohi ¥) uzduz kongruencije ortogonalne na . Njegov
trag jednak je skalaru ekspanzije K = K% = h®*K,, = 6.

Tocka p konjugirana je hiperplohi ¥ uzduz ~(¢) ako postoji Jacobijevo polje ra-
zlicito od nule na hiperplohi ¥, a jednako nuli u tocki p.

Propozicija 15. Ako svugdje vrijedi jaki energijski uvjet R,,k*k® > 0 i ako trag tenzora
ekstrinzicne zakrivljenost neke hiperplohe ima negativnu vrijednost K = 6; < 0, tada

e postojati tocka p konjugirana tocki hiperplohi ¥ uzduz ~y(t) koji prolazi kroz tocku

3

q € ¥ u ili prije nego ~(t) postigne vrijednost ~y(t; + B

), uz uvjet da je ~(t) definirana
za te vrijednosti parametra t.

Dokaz: Trag tenzora ekstrinzicne zakrivljenosti jednak je skalaru ekspanzije. Kao

i u propoziciji 13, ako je u nekoj tocki skalar ekspanzije negativan, matrica A, postat

3
611

isCezavati, odnosno, ta ¢e tocka biti konjugirana hiperplohi X. O

¢e singularna unutar vrijednosti parametra 7 < pa ¢e Jacobijevo polje u toj tocki

7.2 Konjugirane toCke na svjetlosnim geodezicima

Kao i za slucaj vremenskih geodezika, uvodimo tetradu paralelno propagiranih vek-
tora koji ¢e za svaku tocku na svjetlosnom geodeziku ¢initi bazu tangentnog prostora.
No sada je tangentni vektor geodezika K“ svjetlosnog tipa, Sto ga ¢ini ortogonalnim
na samog sebe. Potprostor tangetnog prostora koji se sastoji od svih vektora okomitih
na tangetni vektor geodezika sada sadrZi i sam taj tangentni vektor. Zelimo vektor
devijacije zapisati samo pomoc¢u onih vektora koji su ortogonalni na tangentni vektor
geodezika, ali ne i proporcionalni. Naime, devijacija geodezika u smjeru njegovog
tangentnog vektora nije niSta doli reparametrizacija. Iz tog razloga uvodimo pseudo-
ortonormalnu bazu
{E\,Ey,F3=L,E, =K}

gdje su vektori L i K svjetlosnog tipa i normirani tako da je g(L, K) = —1 (Sto znadi
da gledaju u istu buduc¢nost). Vektori F; i F, su prostornog tipa, ortonormirani su i
ortogonalni na L i K. Vektor devijacije ortogonalan na tangentni vektor geodezika
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bez komponente u smjeru tangentnog vektora geodezika mozemo zapisati kao n =
n™E,, zam = 1,2. Jacobijeva jednadzba tada glasi:

d277m
ds?

gdje je s afini parametar svjetlosnog geodezika. Ponovo mozemo definirati matricu
A™_ koja je u ovom slucaju 2 x 2

d
"= A", (7.22)
d*A™ ,

Povezanost sa skalarom ekspanzije potpuno je analogna kao i za sluc¢aj vremenskog

geodezika i vrijedi
1 d

~ det Ads

Lema 13. Nuzan i dovoljan uvjet da bi tocka g bila konjugirana tocki p uzduz svjet-

(det A) (7.24)

losnog geodezika v je 6 — —oo

Dokaz je jednak kao i za vremenski tip geodezika. Vrijede i naredni rezultati ciji
dokazi slijede iste korake kao i u sluc¢aju vremenskih geodezika.

Propozicija 16. Ako svugdje vrijedi svjetlosni energijski uvjet Rq,k?k® > 0, i ako u nekoj
tocki ~y(sy) skalar ekspanzije 6 poprimi negativnu vrijednost ¢, < 0, tada ¢e postojati
tocka konjugirana tocki q uzduz ~(s) izmedu v(s1) i y(s1 + %), uz uvjet da je ~(s)
definirana za te vrijednosti parametra s.

Dokaz: Jednako kao u slucaju propozicije 13. O

Propozicija 17. Ako svugdje vrijedi svjetlosni energijski uvjet R,k°k® > 0 i ako u tocki
p = 7(s1) vrijedi k°k ki, Ryjcaiek s) # 0 postojat ée vrijednosti s, i s; takve da ée g = ~(so)
i r = 7(s9) biti konjugirane uzduz ~(s), uz uvjet da je y(s) definirana za te vrijednosti
parametra.

Dokaz: Uvjet kckdk[aRb]cd[ekf] = 0 je ekvivalentan R,,4,4 # 0, kao $to ¢emo kasnije
pokazati u lemi 18. Tada je dokaz identican dokazu propozicije 14. O

Propozicija 18. Ako svugdje vrijedi svjetlosni energijski uvjet R,,k°k® > 0 i ako trag
tenzora ekstrinzicne zakrivljenost neke hiperplohe ima negativnu vrijednost K = 6, < 0,

postojat Ce tocka konjugirana hiperplohi S unutar afine duljine % od S

Dokaz: Jednako kao u slu€aju propozicije 15, uz to da umjesto promatranja vre-
menskog geodezika, promatramo svjetlosni geodezik, pa se sluZimo teoremom o
fokusiranju za svjetlosne geodezike 5.
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8 Varijacije krivulja

U ovom poglavlju primijenit ¢emo saznanja o konjugiranim to¢kama i vidjeti Sto nam
njihovo postojanje moze re¢i o modelu prostor-vremena. Osim Sto ¢e konjugirane
tocke na geodezicima iznjedriti druge krivulje ve¢e duljine izmedu tih to¢aka nego
na samom geodeziku, ta Ce Cinjenica imati i utjecaja na kauzalnu strukturu prostor-
vremena. Konkretno, uz relativnho opcenite uvjete na energiju i Riemannov tenzor
moci ¢emo iz kronoloskog uvjeta izvudi valjanost uvjeta jake kauzalnosti.

8.1 Varijacije vremenskih geodezika

Definicija 23. 2-parametarska varijacija geodezika ~(t) od ¢ = v(0) do p = 7(t,) je
preslikavanje o : (—e1, +€1) X (—€a, +€2) x [0,t,] = M, takvo da:

1. «(0,0,t) = ~(t)

2. « je C? derivabilna na svakom pojedinom intervalu (—e;,+€;) X {—¢o, +€3) X
[tis tiv1]

3- a(uh U, O) =4q a(“h Uz, 2fp) =D
4. za uy = const., uy = const. a(uy, uy,t) je vremenska krivulja

Varijacijske vektore definiramo kao

a1 Qs

q

Slika 8.1: Krivulja v, varijacijski vektori Z;, Z, i nekoliko varijacijskih krivulja «.
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Za vremenske geodezike, prva derivacija duljine geodezika iScezava, pa vari-
jacijske krivulje promatramo u visem redu. Za Lorentzove mnogostrukosti, druga
derivacija duljine za 2-parametarsku varijaciju je

n—1 tita

u1=u2=0 i=1 7
1

+ nig <Zh E (Za+9(V, Z2) V)D 8.1)

=2
gdje su 7, Z, varijacijski vektori, a V vektor tangentan na krivulju ¢iju duljinu pro-
matramo. Jednadzba vrijedi za krivulje dovoljno glatke po dijelovima [t;,t;+1]. In-
tegriranje se u formuli izvrSava upravo po tim glatkim dijelovima, a kasnije se sve
sumira po broju dijelova. R (V,Z,)V oznacava djelovanje Riemannovog tenzora i
u notaciji apstraktnih indeksa glasi R%,.,V°V*Z,%. Drugu derivacija duljine je izraz
simetri¢an u ¢lanovima Z;, 7, i mozemo ju dozivljavati kao funkcional L(Z, Z,).
Ovisno o predznaku, varijacijska krivulja bit ¢e dulja (L(Z;, Z2) > 0), kraca (L(Z;, Z3) <
0) ili jednake duljine L(Z,, Z,) = 0.
Propozicija 19. Geodezik vremenskog tipa +(t) od tocke q to tocke p je maksimalan ako
i samo ako ne postoji tocka konjugirana tocki q uzduz ~(t) unutar (q,p) C .

Dokaz: Neka na geodeziku v ne postoji par konjugiranih tocaka. Jacobijeva polja
koja iScezavaju u ¢, ali ne nuzno u p bit ¢e reprezentirana matricom A,z(t), koja je
regularna svugdje unutar (¢, p) (odnosno, u tom podruéju ima inverz). Zbog toga
vektorsko polje varijacije mozemo zapisati kao

Z% = Aq, WP

gdje su W* komponente nekog vektorskog polja nad v. (Integrale piS§emo bez granice,
a podrazumijevaju integriranje po glatkom dijelu, dok suma podrazumijeva sumi-
ranje po broju svih glatkih dijelova).

d2
L(Z,7) = Z / A WP {@ (AgsW°) + RM%A%W‘S}

d
+ Y AW ﬁ (AMW‘S)} (8.2)
d2
o (AgsW?) = ALW 4+ 24, W + A ;W

= —Rosya A, WO + 24, W + A W (8.3)
Drugi red uvu¢emo pod integral na nacin da cijeli izraz deriviramo, pa dobivamo
d
3 st [ (W) = [ 007 (a0 a0 +
+ AasW" (ALWO 4+ AgsW")
+ AasWP (ALsWO + Ags W™ + 2AL ;W) (8.4)
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L(Z.2)=)_ / A WP {2AL WP + A W}

+ AL WP (AW + As W) +
+ AagWP (AL + Ags W)
+ AasWP (ALWO + Ags W™ + 240 ;W) (8.5)

L(Z,Z)=) / +4A, WPAL W

+ 24, WP A s W

+ AL WP (AW + Ags W) +

+ AasW (AL WO + AgsW")

+ AasgW? (ALW) (8.6)

Parcijalno integriramo drugi red (A,,W” i$¢ezava u pocetnoj i kona¢noj tocki,
bududi da je to varijacijski vektor).

/ 240, WO AW = -2 / Al WP AW
+ Aaﬁ W/BAQ5W/6
+ Ag,WPAL W (8.7)

«

I uvrstimo rezultat
L(Z,2)=)_ / + 24, WP AL W

+ AL (AL — Ags W) +
+ AasW'? (AW — AsW")
+ AagW? (AL;W?) (8.8)

Parcijalno integriramo zadnji red

+ AgsWP AL W" (8.9)

i uvrstimo rezultat

L(Z,2) = Z / + ALWP (=AW — AgsW™) +

+ ApgW" (—AL W — A W) (8.10)
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L(Z,7) Z/ AL WP (AgsW?)

— AW’ (AasW?)’ (8.11)

LZ.2) == 3 [ (AuaW) (A5W7 + 205177)
= / (AasW*) (AasW?) <0 (8.12)

Cime smo pokazali da, ako nema konjugiranih to¢aka, svaka varijacija daje kra¢u
krivulju. Obratno, pretpostavimo da postoji to¢ka r € (g, p) konjugirana tocki ¢q. Tada
postoji Jacobijevo polje J koje iS¢ezava u ¢ i . Neka je vektor K € T, takav da vrijedi

9K, VrJ)|, = ~1

Neka je polje J definirano i od r do p, na nacin da je za te vrijednosti parametra
jednako nuli. Definiramo varijacijski vektor Z = eK + ¢ 'J za e > 0. Vrijedit ¢e

L(Z,Z) = L(eK + ¢ ' J,eK + ¢ 1))
=L(K,K)+2L(K, J) + € 2L(J, J)
=LK, K) +2 (8.13)

pa ¢e za dovoljno mali € varijacija dati krivulju vece duljine. O

8.2 Varijacije svjetlosnih geodezika

Definicija 24. Varijacija svjetlosnog geodezika ~(s) od ¢ = v(0) do p = ~(s,) je pres-
likavanje « : [0, s,] X (—€, +€) — M, takvo da:

1. a(0,1) = (t)
2. «je C? derivabilna na svakom pojedinom intervalu (—e, +€) X [t;, ;1]
3. a(u,0) =q a(u,ty) =p

4. za u = const. a(u,t) je vremenska krivulja

0
Z=ao,—
“ (au)

gdje je a% koordinatno vektorsko polje na (—e¢, +¢€)

Varijacijski vektor je

0/0s neka je koordinatno vektorsko polje na [0, s,|. Tada je tangentni vektor na
varijacijsku krivlju jednak 7' = «, (9/0s). Tangentni vektor na pocetni svjetlosni
geodezik je T, ,. Vektor varijacije iSezava u pocetnoj i konacnoj tocki geodezika
Z|Ou = lepo =0

67



Lema 14. Da bi varijacija svjetlosnog geodezika bila vremenska krivulja mora vrijediti

@ 9(Z.T7)|u0y=0 Vs €[0,5)
(i) 79(T.T)|,,

(i) Z(g(Vz2,T)+ g(Z,V7rZ)|s0) — 9(Z,V3Z + R(Z,T)T)|(50) < —c < 0

=0 Vs €|0,s,)

Dokaz (i): Da bi varijacija dala vremensku krivulju, njen tangentni vektor prijela-
zom sa pocetnog geodezika na varijaciju mora postati vremenskog tipa.

g (1T <0 614
bududida g(7,T)|su) <0zau#0,a g(T,T)|s0) = 0.
O (g (@ Ty =20 (VD Do) = 2 (V2.1
=2 (¢ (Z,T)l0) ~ 20 (2, VTl no
=22 (4(Z. )l (8.15)

gdje drugi ¢lan u drugom redu propada jer se radi o geodeziku. g (Z,T')|0) = f(s) je
po dijelovima glatka funkcija za koju (po konstrukciji varijacijskog vektorskog polja)
mora vrijediti f(0) = f(s,) = 0. Kada bi za neku vrijednost s € [0, s,] vrijedilo
f(s) # 0, tada bi morala postojati vrijednost s, za koju bi f’(sg) > 0. Tada bi

0
5u 9 (L T)ls0) = 2f'(s0) > 0 (8.16)
no to bi bilo u kontradikciji sa (8.14). Prema tome
9(Z,T)|(s0)=0 (8.17)
Dokaz (ii):
0 0
9u (9 (T, 1)|(s0) = 2% (9(Z.7))|(s0) =0 (8.18)
Dokaz (iii): Da bi varijacija dala vremensku krivulju, tangentan vektor 7" mora

postati vremenskog tipa. Bududi da je g (g(T,T))|s0) = 0, promatramo drugu

(7

derivaciju i zahtijevamo da bude ograni¢ena negativhom vrijednos¢u odozdo.

82
53 9 (1)) < —c <0 (8.19)
o2 )
52 (T Dleo = 5- <— )’
)
== <2—( (Z,T)) — 29 (Z, VTT))| (,0)
)
= 2% |:_ ]|(5 0) — 29 VZZ VT(Zj)|(5 0)
—29(Z,V2VrT)|s (8.20)
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Koristedi identitete:

R(Z,T)T =V ;YT — V1V ,T
=V VT — VVeZ (8.21)

Dolazimo do

0? 0
) (g(T,T))|(s0) = 2% 9 (V2Z,T) + g(Z,VzT))|(s0
0
= 2@ g (V2Z,T)+g(Z,V1Z)]|(s0

—29(Z,V3Z+ R(Z,T)T)|s0 < —c <0 (8.22)

O

Propozicija 20. Ako postoji tocka r € (q,p) konjugirana tocki q uzduz svjetlosnog
geodezika ~(t), tada ée postojati varijacija geodezika - koja ce biti vremenska krivulja
od tocke q to tocke p.

Dokaz: Kako bismo dokazali tvrdnju dovoljno je na¢i barem jednu krivulju vre-
menskog tipa, ujedno varijaciju geodezika ~(¢) od to¢ke ¢ do totke p. Dokaz se
stoga sastoji od konstrukcije jedne takve krivulje, za koju je potrebno pokazati da
je njen tangentni vektor uvijek vremenskog tipa. Ideja vodilja je pokazati da pos-
toji to € (to,t1] takav da postoji varijacija pocetnog geodezika koja daje vremensku
krivulju od ~(0) do ~(¢2). Tada vrijedi v(0) < ~y(t2) < (1), odnosno v(0) < (1), Sto
je i tvrdnja propozicije. Budu¢i da je dokaz dug, podijelit cemo ga u nekoliko lema.

Pretpostavimo da postoji par konjugiranih tocaka (¢, ) na svjetlosnom geodeziku
~(t) sa tangentnim vektorom Z = +/(t). Tada postoji Jacobijevo polje koje iS¢ezava u
~v(0) = giu~(ty) = r. Ono zadovoljava Jacobijevu jednadzbu

W’ = —R(W,T)T (8.23)

gdje ' oznacCava derivaciju po afinom parametru, a 7' je tangentni vektor na pocetni
geodezik. Mozemo pisati
W(t) = fF(W(t)

gdje je f(t) glatka funkcija, a 1V jedini¢ni vektor.
Lema 15. Funkcija f(t) zadovoljava jednadzbu
f'+hf=0

gdje je h = g(W,W" + R(W,T)T)
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Dokaz: f(0) = f(to) = 0, i odabiremo f(t) > 0, bududi da kasnije u konstrukeiji,
ako bude potrebno, moZemo promijeniti W u —W . Derivacija Jacobijevog polja je ne-
trivijalna u to¢kama ¢ i r, pa vrijedi W(to) = f'(to)W (to) + f (to) W' (to) = f'(to)W (Lo).
Dakle f’(tg) # 0, pa moZemo odabrati neki t; € (¢¢, 1] takav da je f(¢) < 0 za svaki
t € (to, t].

Uvrstavanjem W (t) = f(¢)W(¢) u jednadzbu (8.23) dolazimo do:

0=W"+RW,T)T = f"W +2f'W' + fW" + fR(W,T)T

0=g(W,W"+RW,T)T) = f"+0+g(W, fW"+ fRW,T)T) (8.24)
gdje drugi ¢lan zdesna u prvom redu propada jer g(W,W’) = %%Q(W, W) = o.
Uvodimo pokratu
h=g(W,W"+ R(W,T)T) (8.25)
Pa vrijedi jednadzba
ff+hf=0 (8.26)

]

Dakle, sada znamo kako se ponasa funkcija f, "norma" Jacobijevog polja. Kon-
struiramo takav vektor varijacije koji ¢e zadovoljavati uvjete iz (8.22), uz posebno
namjestene faktore:

Z(t) = [b(e™ — 1) + f(1)] W(t) (8.27)

gdie je b= —f(t1) (e* —1) " ia > 0 takav da zadovoljava:
a® + hopin(t) > 0 (8.28)

Uz ovakav b vrijedit ¢e Z(0) = Z(t5) = 0, Sto nam je potrebno da bi Z bio varijacijski
vektor. Pogledamo li (8.22), iz drugog clana vidimo da je potrebno da vektor 7
zadovoljava uvijet ¢(Z, 2" + R(Z,Z2)Z) > 0.

A

Lema 16. Varijacijski vektor Z(t) = [b(e™ — 1) + f(t)] W (t) zadovoljava uvjet

9(Z,2" + R(Z,2)Z) > 0

Uvodimo pokratu r(t) = b (e* — 1) + f, odnosno Z(t) = r(t)W (t)

9(Z.Z" + R(Z,T)T) = gorW, "W + 2F'W' + rW" + rR(W,T)T)
=" + 0+ r2g(W,W" + R(OW,T)T)
=" +1r°h
=r(r" +rh)
= r(ba*e™ + f" + h(b(e™ — 1) + f))
=r(ba*e™ + —hf + hf + h(b(e™ — 1)))
=rb((a®+ h)e™ — h) (8.29)
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b=—f(t;) (e —1)~" > 0 jer je po konstrukeiji f(t;) < 0. Clan u zagradi je takoder
((a®> + h)e™ —h) > 0, $to je vidljivo iz konstrukcije ¢lana a, pa nam jo$ preostaje
promotriti r(t) = [b(e® — 1) + f(¢)]. Zat € (0,t) vrijedi f(¢) > 0= r(t) > 0.

Za t; € [ty, 1] po konstrukciji faktora b vrijedi r(¢;) = 0. Zbog neprekidnosti, mora
postojati t, > t, takav da r(t) > 0 za t € [to,t2). Ako je taj t, > t,, tada odabiremo
to =ty ivrijedi r(t) > 0. ako je t, < t;, tada samo promijenimo konstrukciju vektora
varijacije tako da Z(ty) = 0 i svi zakljucci i dalje vrijede, kao i r(¢) > 0. O

Po uvjetu (8.22), jo§ moramo zadovoljiti da nam 2 [¢ (V2Z,T) + g (Z,V1Z)]|s0)
mora biti manji od 0.

Kako bismo mogli u potpunosti konstruirati neku krivulju, po teoriji diferencijal-
nih jednadzbi potrebna su nam dva pocetna uvjeta. Uvodimo pseudo-ortonormalnu
bazu (E1, F», L, T), za koju vrijedi:

9(Ev, Er) = g(Es, Eb) = 1,9(En, Ep) = g(Er, L) = g(E1,T) = 0,9(L, Z) = —1
(8.30)

Dakle (Fy, Es) su vektori prostornog tipa, dok su (L, T') vektori svjetlosnog tipa koji
su jednako budu¢nosno usmjereni, a 7' je ujedno i tangentan vektor pocetnog sv-
jetlosnog geodezika. Tu bazu paralelno propagiramo uzduZ geodezika pa imamo
pseudo-ortonormalnu bazu u svakoj tocki ¢ € [0, 1].

Definiramo pomo¢nu funkciju p(t) : [0, t5] — R i zadajemo pocetne uvjete za nasu
konkretnu varijacijsku krivulju:

—et fo<t<t
plt) =qe(t—%2) if2<t<i (8.31)
e(ta—t) if 32 <t <t
0
d '
VZ (Oé*%) ’(to) = [g(Z, Z )‘(t,O) — p(t)] L (833)

gdje je e > 0 posebno odabran tako da zadovoljava:

to 3t
€ < min {g(Z, 7"+ R(Z,T)T) : t € E %] } (8.34)
Uz ovakvu konstrukciju vidimo da:

)
5 g (V2Z,T)+ g(Z,V12)]|¢0) =
0

- ot [(9<Zv Z/>’(t70) - P(t)) (1) +g(Z, VTZ)] \(t,o)
='(t) (8.35)
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pPl)y=qe ifz<t<d (8.36)

(8.37)

Sada je konacno pokazano da ova konstrukcija zadovoljava uvjet (8.22) i da je
proizvedena varijacija zaista vremenska krivulja. O

Jednak rezultat vrijedi i za tocku konjugiranu hiperplohi, a dokaz slijedi iste ko-
rake.

Propozicija 21. Ako za hiperplohu S postoji tocka p konjugirana plohi S uzdug svjet-
losnog geodezika ~, tada postoji varijacija tog geodezika koja daje vremensku krivulju
od S do p.

8.3 Varijacije krivulja i kauzalna struktura

Ako je uvjet kauzalnosti narusen, no prostor-vrijeme je i dalje kronolosko, tada mora
postojati zatvoreni svjetlosni geodezik. Neka je njegov afini parametar v. Tada
mozemo usporedivati tangentni vektor geodezika svaki put kada paralelnim trans-
portom prode cijeli krug u to¢ki ¢ = y(v_1) = v(v1) = y(v2)... Buduéi da tangentni
vektor u tocki ¢ u prvom navratu d/dv|, sigurno gleda u istom smjeru kao i nekom
sliede¢em navratu d/dv|,, , oni moraju biti proporcionalni.

9
v

0
= qQ —

50 (8.38)

v1 U2

Afina duljina geodezika tada je vezana za parametar a. Konkretno, afina duljina
geodezika u jednom zatvorenoj putanji u n-toj iteraciji je

Ln[v] = (Upy1 —vp) (8.39)
=a "(v; — 1) (8.40)

Prema tome, potpunost geodezika ovisi o parametru a.
a < 1 = v je nepotpun u proslosnom smjeru
a > 1 = v je nepotpun u budu¢em smjeru
a=1 =~ je potpun

Propozicija 22. Ako je v zatvoren svjetlosni geodezik, nepotpun u bududem smjeru,
tada postoji varijacija od « koja daje zatvorenu vremensku krivulju.
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Dokaz: Prostor-vrijeme je vremenski orjentabilna mnogostrukost, pa odaberemo
neko vektorsko polje V' vremenskog tipa budu¢nosno usmjereno

Definiramo novu pozitivno definitnu metriku uz pomoc¢ navedenoga vektorskog polja
V:
g(X,Y) = g(X,Y) 4+ 29(X,V)g(Y, V) (8.41)

Neka je t ne-afini parametar na ~ koji iznosi ¢t = 0 za neku tocku ¢ € ~, tangentni
vektor parametriziran parametrom ¢ oznacavamo 1’ = % i neka za t vrijedi

g(V,T)Z—%

Takvim odabirom parametra ¢ postigli smo da on mjeri vlastitu duljinu uzduz geodezika
~ u novoj metrici ¢/, i neogranicen je —oo < t < 0.

Lyt = / Vo @ Tyt

~ [VOT 2TV TV
_ / dat (8.42)
Sada promotrimo varijaciju geodezika ~ gdje je varijacijski vektor Z = 9/0s = zV.
Tada vrijedi
9 (T, T) = 2¢ (V4T,T)
asg ) - g Z4
d
=2-9(2.T) - 29 (Z,VT) (8.43)
Prvi ¢lan zdesna je
1
9(Z2,T) = g2V, T) = —x— (8.44)

V2

a za drugi ¢lan zdesna iskoristimo geodetsku jednadzbu za ne-afinu parametrizaciju

VT = f(¢)T. 1

9(Z, f(O)T) = —f (t)xﬁ (8.45)
Prema tome
2 [dx

Neka je v afini parametar na ~. U toj parametrizaciji tangentni vektor je 9/0v = Ty i
proporcionalan je ne-afino parametriziranom tangentnom vektoru 75 = aT'.

VT2T2 =0= CLVT (CLT)
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dt
1da
aar ~ 1
Bududi da je v buduce nepotpun, njegov tangentni vektor se u jednom krugu

0:a<@T—|—afT)

poveca za ranije definirani faktor ¢ > 1. Prema tome
]{fdt = —loga <0 (8.47)

pa ako odaberemo takav varijacijski vektor Z = xV/, za koji je x(t)
t
z(t) = exp /f(t’)dt’ + b tloga (8.48)
0

gdje je b = § dt, dobivena varijacija v bit ¢e zatvorena vremenska krivulja, jer ¢e
zadovoljavati uvjete prije izvedene u lemi 14 O

Propozicija 23. Ako vrijede uvjeti:

(i) Rak°k®, Yk svjetlosnog tipa

(i1) Svjetlosni genericni uvjet ki, Ryjcaieky) kk? £ 0
(iii) Prostor-vrijeme je kronolosko
Tada nuzno vrijedi da je prostor-vrijeme kauzalno

Dokaz: Pretpostavimo da je kauzalnost narusena, a da kronoloski uvjet i dalje
vrijedi. Tada bi postojao zatvoreni svjetlosni geodezik. Ako bi bio nepotpun, prema
propoziciji 22 postojala bi varijacija koja bi dala zatvorenu vremensku krivulju. Ako
bi bio potpun, tada bi prema propoziciji 17 posjedovao par konjugiranih tocaka, a
prema propoziciji 20 postojala bi varijacija koja bi bila vremenska krivulja, $to bi
ponovno dalo zatvorenu vremensku krivulju. U oba slucaja dolazi do kontradikcije.

Propozicija 24. Ako vrijede uvjeti (i) - (iii) iz propozicije 23 i ako je prostor-vrijeme
svjetlosno geodetski potpuno, tada je ono jako kauzalno

Dokaz: Pretpostavimo da uvjet jake kauzalnosti ne vrijedi u tocki p € M. Neka je
U konveksna normalna okolina od p i neka je V,, C U beskonacan niz okolina od p
takav da za dovoljno veliki n bilo koja okolina od p sadrzi sve osim kona¢no mnogo
V.. Za svaki V,, postojala bi u budu¢nost usmjerena beskrajna kauzalna krivulja \,
koja bi napustila U i vratila se u V,,. Po teoremu o grani¢nim krivuljama 5 za {\,}
postojala bi beskrajna kauzalna grani¢na krivulja A kroz tocku p. Bududi da vrijedi
kauzalni uvjet, dvije tocke na A ne mogu biti vremenski udaljene. Pretpostavimo da
su ¢, € X vremenski udaljene. Tada bi postojale okoline U, i U, koje bi presijecale
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sve osim kona¢no mnogo \,. Za dovoljno male takve okoline I~ (q,U,) i I*(r, U,) pre-
sijecale bi istu \; € {\,}. Nekajeq € I (q,U,) N A, 7’ € IT(r,U,) N \;, 1 neka vrijedi
r" < ¢'. Posljednji odabir mozemo napraviti jer znamo da ¢e \; bar dvaput presjeci
I=(q,U,) i I"(r,U,). Tada bi krivulja ¢ — ¢ — r — r’ — ¢’ dala zatvorenu kauzalnu
krivulju. Prema tome, kako dvije tocke na A ne mogu biti vremenski udaljene, A
mora biti svjetlosni geodezik. No buduci da je beskrajna, A bi sadrzavala konjugirane
tocke, koje bi preko neke varijacije bile vremenski udaljene, te bismo ponovo dobili
zatvorenu kauzalnu krivulju $to vodi do kontradikcije. O
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9 Teoremi o singularnosti

Na pocetku poglavlja, demonstrirat ¢emo jedan od "slabijih" teorema o singularnosti
prostor-vremena. Naime, uz postavljene jake uvjete, lako je u dokazu posti¢i kon-
tradikciju i njome pokazati da je prostor-vrijeme geodetski nepotpuno. Iako ovaj
primjer mozemo dozivljavati kao ogledni, on ocrtava nacin na koji se ve¢inom dokazuju
teoremi o singularnosti.

Teorem 7. Neka je (M, gu) globalno hiperbolicko prostor-vrijeme u kojem vrijedi jaki
energijski uvjet (Ryu®u’ > 0 Yu® vremenskog tipa). Pretpostavimo da postoji glatka
(ili barem C?) prostorna Cauchyjeva ploha ¥ takva da za ortogonalnu proslosno ori-
jentiranu kongruenciju od ¥ vrijedi K < C < 0 svugdje na >.. Tada niti jedan proslosno
orijentirani geodezik od Y. nema duljinu veéu od 3/|C|, odnosno, svi proslosno orijenti-
rani vremenski geodezici su nepotpuni.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji proslosno orijentirana vremenska krivulja A od
¥ sa duljinom ve¢om od 3/|C|. Neka je p tocka na A na duljini ve¢oj od 3/|C| od X. Po
prethodnom teoremu 9, postoji geodezik sa maksimalnom duljinom od p do ¥, koja
tada isto mora imati duljinu ve¢u od 3/|C|. NuZan uvjet da geodezik ima maksimalnu
duljinu izmedu hiperplohe ¥ i tocke p je da ne posjeduje konjugirane tocke izmedu ¥
i p. No, po teoremu o fokusiranju (3), ako kongruencija u nekoj tocki ima negativan
skalar ekspanzije, u konacnom vremenu manjem od 3/|6, ($to je u ovom slucaju
jednako 3/|C|), divergirati ¢e u —oo, odnosno razviti tocku konjugiranu plohi ¥,
$to dovodi do kontradikcije. Prema tome, sve su proslosno orijentirane vremenske
krivulje A od ¥ duljine manje od 3/|C/|. O

Navedeni teorem ima dva veoma jaka uvjeta: jaki energijski uvjet ¢iju smo prob-
lemati¢nost ve¢ analizirali, i uvjet globalne hiperbolicnosti, koji je najjaci uvjet na
kauzalnu strukturu i zasigurno je nezeljen pri demonstraciji postojanja singulariteta,
gdje trazimo Sto manje specificnih uvjeta. Ovaj je teorem dobra polazisna tocka
za mehanizam funkcioniranja ostalih teorema o singularitetima, i na dobar nacin
pokazuje singularnost svemira kao nepotpunost vremenskih geodezika.

9.1 Uvjet generiénosti

Zelja nam je uvjete iz teorema ¢im viSe "olaksati". Primjerice, htjeli bismo svakako
odbaciti pretpostavku o globalnoj hiperboli¢nosti prostor-vremena, i osloniti se na
neki od slabijih uvjeta kauzalnosti. Takoder, pretpostavka da je na cijeloj Cauchyjevoj
plohi skalar ekspanzije ograni¢en negativhom vrijedno$¢u odozdo je takoder jaka
pretpostavka, pa bismo i nju htjeli oslabiti, bar na nacin da taj uvjet (koji se odnosi
na gravitacijsko djelovanje) postavimo u nekoj lokalnoj okolini.

Takoder, htjeli bismo opisati ¢im opcenitije prostor-vrijeme, ono koje nije puno
simetrija i idealnih situacija, i zato formuliramo uvjet generi¢nosti.
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Definicija 25. Za prostor-vrijeme kazemo da je generi¢no ako na svakom geodeziku
(vremenskom ili svjetlosnom) za njegov tangentni vektor k® postoji tocka na kojoj je
kckdk[aRb]cd[ekﬂ 7& 0

Njegovo uvodenje motivirano je promatranjem svojstvenih vektora Weylovog ten-
zora, $to je moguce naci u dodatku A. Fizikalno znacCenje koje je nama vazno iz ovog
uvjeta jest da ¢e u nekoj tocki negdje u svemiru postojati neka plimna sila, Sto zvuci
veoma uvjerljivo u odnosu na promatrani svemir. Za vremenske geodezike to je lako
vidljivo:

Lema 17. Uvjet k°k%ki,Rycqcks) # 0 2a vremenske geodezike ekvivalentan je uvjetu
Rapeak®ke # 0

Dokagz:

4+ Kk ko Ryearek p) = Kk ko Ryjeack s + Kk ko Ryjearke
= kk ko Rycack s + Kk kp Rocack i+
+ Kk ko Rycarke + Kk Ky Rocarke (9.1)

Sada sve pomnozimo sa k%k/

kg Ryjeaek kK =(—1)2kk" Ryeae — Kk kip Rucack®
— Kk Rycqrkek? 4 Kk oy Rocarkck® k7 (9.2)

Drugi i tredi ¢lan su nula jer zamjenama imena indeksa (¢ <+ a) i simetrijama Rie-
mannovog tenzora

kk¥ky Rocgek® = k k% Regaek® = —k“k%ky Rocqek® = 0 (9.3)
Na isti nacin propada i zadnji ¢lan
Ek Ky Racarkek k' = kK ky Reqarkek k! = —k°k%ky Rocarke kK =0 (9.4)

Pa vidimo da jedini na¢in da za vremenske geodezike vrijedi k°kk(, Ryjcaicky) # O jest
da je Rabcdk’bkc 7é 0 L]

Za svjetlosne geodezike interpretacija je ista, no ne mozemo iskoristiti isti postu-
pak pri dokazivanju, buduéi da je svjetlosni vektor ortogonalan sam na sebe.

Lema 18. Ako vrijedi k°k®ky, Ryjcaieks) # 0, tada je u paralelno propagiranoj pseudo-
ortonormalnoj bazi (E,, By, B3 = L, Ey = V) Ryna # 02am,n < 2.

Dokaz: U pseudo-ortonormalnoj bazi tangentni vektor V' = ¢} E,,. Komponente
dualnog vektora tada su V, = g,,0; = gu4. U pseudo ortonormalnoj bazi g4 = —1,
ostali ¢lanovi g4 su nula.
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4-VVIV, Ry Vi) =V VNV, Ryeac Vi + VV WV, Roeae Vit
+ VVV,Ryeat Ve + VVVyRoeqs Ve (9.5)

Ulazimo u bazu (Fy, Ey, E5 = L, B, = V) i izvrS§avamo sumaciju po 7 i 9.

4- VIV VaRgpo1,Ve) =VaRgaan Vi + VaRaaan Vit
+ VaRgaa Vi + Ve Raaa Vi)
= 0, Raaan0, + 63 Raaanb,+
+ 53354@52 + 5gRo¢441/5§] (9.6)

Kada bi «, 8,7, v bili jednaki 4, cijeli izraz bio bi nula. Ako je ovaj izraz razlicit
od nule, tada to¢no jedan od «, 5 mora biti jednak tri, ujedno to¢no jedan od 7, v
mora biti jednak 3. Prema tome, slijedi da za uvjet kckdk[aRb}cd[ekﬁ =# 0 mora vrijediti
Ryana #0zam,n < 2. O

Tehnicka vrijednost uvjeta generi¢nosti je u dokazivanju postojanja konjugiranih
tocaka, Sto mozemo vidjeti iz propozicija 141 17.

9.2 Hawking, Penrose 1970.

Teorem koji su formulirali Stephen Hawking i Roger Penrose 1970. godine, smatra se
jednim od najvaznijih rezultata vezanih uz op¢u teoriju relativnosti u drugoj polovici
20. stoljeca. Nakon nekoliko ve¢ objavljenih teorema o singularitetima od strane
oba autora, ujedno i turbulencije u znanstvenoj zajednici nastaloj kada su Landau i
Lifshitz objavili rezultat kojim su tvrdili da se singulariteti javljaju samo u idealno
simetri¢nim rjeSenjima, autori su dovoljno "izbrusili" argumente teorema i dali na
uvid rezultat koji nam daje jake indikacije da je upravo i na$ svemir singularan.
Landau i Lifshitz su kasnije sami povukli svoje rezultate nakon uocavanja greske u
racunu.
Originalan iskaz teorema je sljedeci

Teorem 8. (Hawking, Penrose 1970.) Neka je (M, g) prostor-vrijeme koje zadovoljava
sljedece uvjete:

1. Rypv™® > 0 za bilo koji kauzalni vektor v°

2. Vrijedi svjetlosna i vremenska generi¢nost, to jest v°v®vj, Ryjqievy) # 0 za bilo koji
kauzalni vektor v*

3. Ne postoji zatvorena vremenska krivulja

4. Postoji barem jedno od sljedeceg:
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(a) Kompaktni akronalni skup S bez ruba (edge(S) = ()
(b) Zatvorena zatocena ploha

(c) Tocka p takva da svaki proslosni (ili buduénosni) svjetlosni geodezik kroz
tocku p poprima negativnu vrijednost ekspanzije

Tada M sadrzi barem jedan nepotpun kauzalni geodezik.

Svakako treba napomenuti da je navedeni teorem u osnovi geometrijski, i sam po
sebi vaze¢ je u podruéju proucavanja pseudo-Riemannovih mnogostrukosti. Fizika u
pricu ulazi prilikom opravdavanja zahtjeva teorema.

Naime, R,,v%" > 0 moZemo preko Einsteinove jednadZbe povezati sa tenzorom
energije i impulsa, kao $to smo vidjeli u poglavlju o energijskim uvjetima. Prob-
lemati¢na je situacija ako u Einsteinovu jednadzbu uklju¢imo pozitivhu kozmolosku
konstantu. No, opravdanje koristenju ovakve formulacije dajemo time da o¢ekujemo
pojavu singulariteta u podrucju gdje je zakrivljenost prostor-vremena velika, i time
utjecaj kozmoloske konstante zanemarujemo. Ipak, prigovor je na mjestu, i postoje
poopcenja Raychaudhurijeve jednadzbe koja prilikom izvodenja teorema o fokusir-
anju uzimaju u obzir i kozmolosku konstantu.

Uvjet generi¢nosti ve¢ smo opisali, i ocekujemo da vrijedi u nekom, donekle real-
nom, modelu prostor-vremena.

Ne-postojanje zatvorene vremenske krivulje, odnosno odrzivost kronoloskog uvjeta
je svakako u sukladnosti sa svakidanjim iskustvom. Postojanje jedne takve petlje
svakako bi uvelo razne nedoumice i filozofske probleme vezane uz reinterpretaciju
kauzalnosti. Ipak, taj uvjet nije sam po sebi potpuno fizikalno motiviran. Iako nam
djeluje veoma prihvatljivo, odbacivanje zatvorenih vremenskih krivulja zbog izbjega-
vanja neugodnosti koje bi njihovo postojanje impliciralo nije potpuno opravdan pos-
tupak. Takoder, postoje moderniji teoremi o singularnosti koji se oslanjaju upravo na
postojanje podruc¢ja narusene kronalnosti. U svrhu znanstvenog razmisljanja, bolje
bi bilo promatrati koje bi sve posljedice takva krivulja imala na prostor-vrijeme, pa
ju odbaciti ako bi se pojavio jasniji argument, ili prihvatiti ako bi pri tome doslo do
nekog novog otkrica.

U Cetvrtom zahtjevu nalaze se glavni zahtjevi koji dovode do nepotpunih geodezika.
Kompaktni akronalni skup bez ruba se javlja u rjeSenjima Einsteinovih jednadzbi koja
su prostorno zatvorena, poput FLRW metrike sa pozitivhom zakrivljenos¢u, koju sma-
tramo najboljim grubim opisom vidljivog svemira

dr?
1+ 72

ds* = dt* + a*(t) + r2d? (9.7)

Zatvorena zatoCena ploha S ima svojstvo da svi (bilo izlazni ili ulazni) svjet-
losni geodezici ortogonalni na nju imaju negativan skalar ekspanzije. Primjer takvog
ponasanja mozemo vidjeti i u Schwarzschildovom rjeSenju. Svi svjetlosni geodezici
unutar horizonta dogadaja nuzno nastavljaju prema r = 0, Sto znaci da se unutar
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0, <0

Slika 9.1: Za zatvorenu zatoc¢enu plohu vrijedi da svi svjetlosni geodezici ortogonalni
na nju imaju negativan skalar ekspanzije. 6, pripada geodezicima koji su na izlaznoj
strani plohe, 6_ geodezicima na ulaznoj strani plohe. Ovaj crteZ ima smjer vremena
u papir.

horizonta dogadaja moze definirati zatvovena zatocena ploha. To mozemo slikovito
interpretirati, kao da je gravitacija toliko jaka, da ¢ak i ono fotoni koji su namjerili
pobjedi, bivaju povuceni unutra. U kolapsu zvijezda u crnu rupu takoder oceku-
jemo pojavu zatvorene zatocene plohe. Prednost tog koncepta je da takva ploha ne
mora biti sfera, niti nuzno na neki nacin simetri¢na, pa je primjenjiva na situacije
astronomskog kolapsa koje su na svakve nacine nepravilne.

Ako postoji toc¢ka p iz uvjeta (c), to bi znacilo da gledano u proslost, svjetlosni
stosci pocinju kovergirati. Analogno gledano, kada bi uvjet vrijedio za budu¢nosne
geodezike, svjetlosni stosci bi u buduénosti poceli konvergirati.

Slika 9.2: U nekoj tocki u proslosti tocke p, svjetlosni stosci pocinju se okretati "prema
unutra"

Ponovo, ako prihvatimo FLRW model za opis naseg svemira, uz mjerenja ekspanz-
ije svemira, ovaj uvjet vrijedi i za nas polozaj u svemiru.
Dokaz teorema napravit ¢emo na sljedecem obliku:

Teorem 9. (Hawking, Penrose 1970.) Sljedeca tri uvjeta zajedno ne mogu vrijediti:
(i) svaki beskrajni kauzalni geodezik posjeduje par konjugiranih tocaka
(ii) (M,g) je kronolosko prostor-vrijeme
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(iii) Postoji akronalni skup S takav da je E*(S) ili E~(S) kompaktan

Potrebno je jos pokazati da druga verzija teorema, iako nesto opcenitija, slijedi iz
prve.

Lema 19. Teorem 9 slijedi iz teorema 8
Dokaz:
e (L+@=0

Pretpostavimo da je prostor-vrijeme geodetski potpuno. Bududi da vrijedi jaki en-
ergijski uvjet i uvjet vremenske i svjetlosne generi¢nosti, po propozicijama 14117, a
budu¢i da smo zbog geodetske potpunosti sigurni da su geodezici definirani za sve
vrijednosti svojih parametara, znamo da ¢e svaki beskrajni kauzalni geodezik posje-
dovati par konjugiranih tocaka.

e (3) = (id)

Kronolosko prostor-vrijeme je definirano upravo kao ono koje ne posjeduje zatvorene
vremenske krivulje.

e (1) + (a) = (i)
Za ovaj dio dokaza potrebna nam je sljedeca lema

Lema 20. Neka je S C M neki skup. 0J7(S) — S generiraju svjetlosni geodezici bez
konjugiranih tocaka, koji su ili beskrajni, ili imaju proslosnu krajnju toc¢ku na edge(S)

Dokaz: Bududi da je J™(S) buduénosni skup, po propoziciji 3 0J7(S) je akro-
nalna Lipschitzova podmnogostrukost. Neka je » € 9J7(S) — S i neka je v mak-
simalno produljen proslosni svjetlosni geodezik, koji je ujedno i generator skupa
0J*(S) — S, $to znamo da je moguca situacija po propoziciji 4. Neka je = buduca
krajna tocka geodezika ~, i neka je y njegova proslosna krajnja tocka. Bududi da ~
generira 0.J7(S) — S postoji okolina W oko v — y koja ne presjeca S.

Pretpostavimo da je y € S — edge(S). Tada postoji konveksna okolina U oko y
takva da za svaki par tocaka z, € I*(y,U),z_ € I (y,U), svaka kauzalna krivulja
od z_ do z; presjeca S. Nekaje z_ € I~ (z,U), zo € [T (-, U) NI (2, U)N~yNW,
i neka je )\ vremenska krivlja od z_ do z,. Neka je z, € I (y,U) N W, i neka je
Ao C W vremenska krivlja od z; do z,. Spojimo li A\; i A\;, dobijamo vremensku
krivulju A koja sjete S, buduéi da je y € S — edge(S). Po konstrukciji okoline W,
znamo da )\, ne sjece S. Tada treba postojati tocka z € A\; N S. Time dobijamo da je
x € JF(z) C IT(z) C IT(S) $to je kontradikcija ¢injenici da je z € 9J1(55).

Sada pretpostavimo da y nije sadrzan u S. Tada postoji okolina U oko y koja ne
presjeca S. To znadi da za svaki z € I7(S) N U postoji vremenska krivulja od S do
z koja ne pocinje u U. Prema tome [*(S) = [T(I7(S)) = IT(I7(S) — U) $to bi po
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propozicji 4 znacilo da je y ili buduca krajnja tocka geodezika ~ ili samo dio 0.J7(5),
ali nikako proslosna krajnja tocka.

Jedine preostale opcije su da je v proslosno beskrajna ili da ima proslosnu krajnju
tocku na edge(.5) O]

Buduéi da je E(S) = J*(S) — I7(5), po lemi 20 kroz svaku to¢ku x € E*(S) —
S prolazi svjetlosni geodezik, generator skupa E*(S), koji presjeca edge(S) ili je
beskrajan. No, edge(S) = ), prema tome E*(S) = S, a kako je S kompaktan, i E*(.5)
je kompaktan.

e (1) + (b) = (ii)

Svi svjetlosni geodezici ortogonalni na zatvorenu zato¢enu plohu imaju nega-
tivan skalar ekspanzije. Prema propoziciji 18, a budu¢i da smo pretpostavili da
je prostor-vrijeme geodetski potpuno svi ¢e svjetlosni geodezici razviti konjugirane
tocke. Po propoziciji 20 postojati ¢e varijacijska krivulja koja ¢e biti vremenskog tipa
od pocetne tocke, do neke druge tocke koja je konjugirana prvoj ili nakon nje. To
znaci da nakon nekog trenutka, to¢ke na svjetlosnom geodeziku vise nece biti na
rubu kauzalne budu¢nosti, buduéi da ih je moguce dosti¢i vremenskim krivljama.
Prema tome, generatori skupa £ (S), koji moraju biti svjetlosni geodezici bez konju-
giranih tocaka, imat ¢e buduce krajnje tocke. Budu¢i da je zatvorena zatoCena ploha
kompaktna, i E*(S) bit ¢e kompaktan.

e (1) + (c) = (iid)

Svjetlosni geodezici koji generiraju kauzalnu budu¢nost tocke p imat ¢e konju-
girane tocke po propoziciji 13, pa ¢e zbog toga generatori skupa E*(p = S) imati
krajnje tocke, a kako je sama tocka p kompaktan skup, E*(p = S) ¢e biti kompak-
tan. [

Analogno vrijede i dokazi za proslosne slucajeve. Sada znamo da druga verzija
teorema slijedi iz prve. Druga je verzija opcenitija zbog toga sto je moguce da postoji
jo$ neka situacija zbog koje ¢e E*(S) biti kompaktan skup, a da nije navedena u 4.
uvjetu prvog teorema.

Kre¢emo u dokazivanje drugog oblika teorema. Pokazat ¢emo da, kada bi sva tri
uvjeta zajedno vrijedila, tada bi doslo do kontradikcije. Nakon dokaza, pokazat ¢emo
kako ta kontradikcija ukazuje na singularnost prostor-vremena. Postupak dokazi-
vanja je sljedeci: Pretpostavimo da vrijede sva tri uvjeta. Uz S zatvoren i akronalan
skup pokazat ¢emo da H"(E"(S)) nije kompaktan ili je prazan. Uz kompaktan E*(.S)
jednostavnim preslikavanjem sa £7(S) na H"(E*(S)) pokazati ¢emo da mora pos-
tojati buduce beskrajna kauzalna krivulja v sadrzana u D*(E*(S)). Uz sli¢nu kon-
strukciju u proslosti od E*(S)NJ~(y) konstruirat ¢emo beskrajnu kauzalnu krivulju u
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potpunosti sadrzanu u D(E*(S)). Bududi da je int(D(E*(S))) globalno hiperboli¢an
skup, na njemu mora postojati geodezik koji je krivulja maksimalne duljine izmedu
dvije tocke. No, uz uvjet (i) moguce je konstruirati dulju krivulju ¢ime dolazi do
kontradikcije.

Lema 21. Na prostor-vremenu M vrijedi uvjet jake kauzalnosti.

Dokaz: Ako je prostor-vrijeme kronolosko i vrijede jaki energijski uvjet i uvjet
genericnosti, tada je po propoziciji 23 ono kauzalno. Nadalje, ako je svjetlosno
geodetski potpuno, tada je po propoziciji 24 ono i jako kauzalno. O

Lema 22. Neka je S zatvoreni akronalni skup. Tada vrijedi inklugzija:

HT(E*(S)) Cc HT(0J"(S))

HT(E7(5))

Slika 9.3: Inkluzija iz tvrdnje vrijedit ¢e ako je E*(S) = 0J7(S). Bududi da to
nije opcenita tvrdnja, kao na ovom primjeru gdje su neke tocke sa ruba buduc¢nosti
izrezane, treba nam opceniti dokaz.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, neka je z € HY(E*(S)) — H*(0J1(S)). Buduci
da je ET(S) c 9J7(S) vrijedi i DT(E*(S)) € D*(J*(S)). Uz osnovna pravila za
razlike i presjek skupova

v € (HT(E7(S)) — HT(077(5)))

DH(E(S)) ~ I (D <E+<S>>] [DFOTF(S)) ~ I (D*(0T*(5))]
— [D (E+(S)) — I~ E+(s] ~(DH(BJH(S)) U
(

[

{ [P (E*() - <D+<E ()] - D7 (9) |

Iz prvog u drugi red dosli smo raspisivanjem H* po definiciji, a u tre¢i red smo presli
primjenom pravila za skupove C' — (B — A) = (C'N A) U (C — B). Clan u viti¢astim
zagradama u zadnjem redu je prazan skup jer vrijedi Dt (E*(S)) € D*T(J*(9)) iz
¢ega zakljutujemo da mora vrijediti x € I~ (D" (9J1(S5)). Za takav x sigurno postoji
y € IT(x) N DT(9JT(S)

Potrebna nam je tvrdnja /™ (x) N I~ (y) ne sjece dJ7(S). Pretpostavimo suprotno
dz € 0JT(S)NIT(x)NI~ (y). Tada je otovreni skup I~ (z) okolina tocke x € HT(E*(S))
i prema tome presjeca DT (E*(S)). Bududi da svaka proslosno beskrajna vremenska
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krivulja sa budu¢om krajnjom to¢kom u D*(E*(S)) presjeca E*(S) C 9J*(S), pos-
tojala bi tocka 2’ € [I~(z) NaJT(S)] C [I-(0JF(S)) NIJ*(S)], sto je u kontradikeiji
sa time da je 0J*(S) akronalan skup.

Po propoziciji 11 HT(E*(S)) je generiran proslosnim svjetlosnim geodezicima
koji su ili beskrajni ili imaju proslu krajnju tocku na edge(S). Bududi da je I~ (y)
okolina tocke x € H*(E*(S)), postoji proslosno beskrajna vremenska krivulja v C
I~ (y) sa krajnjom to¢kom u y koja ne presjeca E*(S). Cinjenica da I*(z) NI~ (y) ne
sjece 0J*(S) osigurava nam da v ne pocinje "iza" J*(S), pauz y € DY(J*(9)), v
sigurno negdje sjece 0J1(.S). Neka je = tocka presjcista. Tada po propoziciji 4 postoji
u, svietlosni generator skupa 0.J*(S) koji ima budué¢u zavr$nu toc¢ku u z, a proslosno
je beskrajan ili zavrSava u edge(S). Oba slucaja vode do kontradikcije i pokazuju da
pretpostavljeni x ne moZe postojati.

Ako postoji tocka 2’ € edge(.S) koju i sjeCe, tada ona mora biti sadrzana u S jer je
S zatvoren skup. 1z toga slijedi da je z € J*(S)NoJ T (S) = ET(S) $to je kontradikcija
konstrukciji krivulje ~.

Pretpostavimo da je u proslosno beskrajna i ne presjeca S. Bududi da je ~ vre-
menska krivulja sa budu¢om zavr$nom to¢kom u y € D*(9J"(S)) tada ona presjeca
intDT(0J7(5)). Neka je tocka y' € yNintD(9.J"(S)). Po korolaru 4 svaka proslosno
beskrajna kauzalna krivulja kroz to¢ku y' presjeca I~ (0.J"(S)). Jednu takvu krivulju
mozemo dobiti spajanjem ~ i p u tocki z. Tada bi i u presjecala I=(9.J7(S)), no kako
je € 0J7(9S) to je u kontradikciji sa akronalnosti skupa 0J(.5). O

Lema 23. Ako je S zatvoreni akronalni skup, i ako na J+(S) vrijedi uvjet jake kauzal-

nosti, tada H*(E*(S)) nije kompaktan ili je prazan.

Dokaz: Pretpostavimo da je H*(E+(S)) kompaktan. Tada postoji konacan pokri-
va¢ P = {U;} sacinjen od lokalnih konveksnih kauzalnih okolina sa kompaktnim
zatvaracem. Kako vrijedi uvjet jake kauzalnosti, nijednu U; nijedna kauzalna krivulja
ne presjeca dvaput. Neka je z; € HT(E1(S)). Zbog leme 22 sigurno postoji tocka
p € JT(S)N[U; — DT (0J7(S))] (kad ne bismo znali zaklju¢ak leme 22 mogli bismo
zakljuciti samo da postoji neka tocka sadrzana u J*(S) N [U; — DT (E*(S))], Sto je
specijalnija tvrdnja sa manje korisnosti u daljnjem dokazivanju).

Pocevsi od p; postoji proslosno beskrajna kauzalna krivulja \; koja ne presijeca
dJ(S) ni DT(E*(S)). A potinje u p; € J*(S), proslosno je beskrajna i nikad ne
presijeca 0J"(S). Zbog toga je sadrzana u J*(S). Bududi da U; imaju kompaktan
zatvaraC, \; mora napustiti U;. Neka je ¢; tocka na \, izvan U;. ¢; € \; je sadrzana u
JT(5), pa postoji takva kauzalna proslosna krivulja ; od ¢; do S, koja tada presijeca
neki drugi U;. Neka je to U,. Tada postoji p, € J*(S) N [Uy— DT (0JT(S))]. Od
p2 tada mozemo ponoviti konstrukciju dalje. Kako ima kona¢no mnogo U; koji su
ujedno kompaktni, a svaka )\; je beskrajna, u svakoj iteraciji \; mora napustiti U;.
Kad bismo postupak ponovili dovoljno mnogo puta, morali bismo ponovo uéi u neki
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Slika 9.4: Krivulja oznacena crvenom bojom dobivena je spajanjem dijelova krivulja
Ai 1 i, 1 sluzi ukazivanju na kontradikciju. Kad bi H(E7(S)) bio kompaktan, tada bi
bio pokriven kona¢nim brojem kauzalnih konveksnih okolina, pa bi dobivena krivulja
morala dvaput uéi u neku od okolina, §to je suprotno zahtjevu jake kauzalnosti

U; $to bi narusilo uvjet jake kauzalnosti. Prema tome H*(E+(S)) nije kompaktan ili
je prazan. O]

Sada u pri¢u ubacimo pretpostavku (iii), £7(S) je kompaktan. Cilj nam je nadi
beskrajni kauzalni geodezik, jer ¢e on imati par konjugiranih tocaka, koje ¢e nam tre-
bati za ukazivanje kontradikcije. Takav ¢emo geodezik mo¢i konstruirati pomoc¢u ko-
mada buduce beskrajne vremenske krivulje i proslosno beskrajne vremenske krivulje.

Korolar 5. Za S buduénosno zatoCen skup (takav da je E+(S) kompaktan) postoji
buduce beskrajna vremenska krivulja -y sadrzana u DT (E*(S5)).

Dokaz: Na M postavimo vektorsko polje vremenskog tipa. Bez gubitka opceni-
tosti mozemo pretpostaviti da je M vremenski orjentabilno prostor-vrijeme. Kada bi
sve integralne krivluje tog vektorskog polja koje sje¢u E*(S) presijecalei H*(E*(S5)),
tada bi one definirale neprekidno jedan na jedan preslikavanje sa E*(S) na H*(E™(S)),
pabi H*(E™(S)) takoder bio kompaktan skup. Prema tome, mora postojati bar jedna
buducée beskrajna vremenska krivulja sadrzana u D*(E*(5)). O

Sada kada znamo da postoji buduce beskrajna vremenska krivulja, ostaje nam
pronaci i proslosno beskrajnu, pa definiramo novi skup. Neka je v buduce beskrajna
vremenska krivulja sadrzana u DT (E*(S)), a kako je vremenska, sadrzana je i u

int DT (E*(S)). Neka je skup FF = E*(S) N J—(v). Kako je J~(v) zatvoren a E*(S)
kompaktan, i F' je kompaktan.

Lema 24. E~(F) C FUdJ (7)

Dokaz: Neka je x € (E~(F) — F). Ako bi postojala tocka =/ € I~ (z) N ET(S)
tada bi I*(2’) bila okolina tocke x i presijecala I~ (E™(S)), $to je u kontradikciji sa
akronalnosti skupa E*(S), pa vrijedi I~ (z) N E*(S) = 0.
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Slika 9.5: F = E*(S) N J—(v). Vazno je pamtiti kako je v buduce beskrajna, pa ne

postoje buduce krajnje tocke ruba njene kauzalne buducnosti.

Ako je x € I~ () tada bi postojala to¢ka z € I (xz) N I~ (7). Neka je ;. vremenska
krivulja od z preko z do v. Budu¢ida I~ (z) N ET(S) =0,i~v C DY(E*(S)), u mora
presijecati £7(S). Neka je p tocka tog presijecista. Tadajep € EX(S)NI (y) C F
$to bi znacilo da je x € I~ (F) u kontradikciji sa + € E~(F). Jedina preostala opcija
jexe(J-(F)=I-(M) CJ(7) =1~ () =93] (7). O

Lema 25. F je proslosno zatocen, odnosno E~(F') je kompaktan skup.

Dokaz: E~(F) — F je generiran svjetlosnim geodezicima {3} sa budu¢om kra-
jnjom to¢kom na F. Kad bi § bili proslosno beskrajni, mogli bi ih spojiti sa gen-
eratorima skupa 0./~ () koji su buduée beskrajni, i time dobiti beskrajne svjetlosne
geodezike, koji bi po (i) posjedovali par konjugiranih tocaka. Tada bi po propozi-
ciji 20 postojale bar dvije tocke na 9J () vremenski udaljene, $to bi bilo u kon-
tradikciji sa akronalnosti skupa 0. (y). Prema tome, {5} moraju imati proslosnu
krajnju tocku. Bududi da je konjugirane tocke moguce dobiti integracijom zakrivl-
jenosti preko Jacobijeve jednadzbe, one kontinuirano prelaze preko {3}, pa segmenti
krivulja {$} od njihovih krajnjih tocaka do skupa F' generiraju kompaktan skup C.
Dakle E~(F) = 0J (y) N (C U F) je kompaktan. O

Korolar 6. Postoji proslosno beskrajna krivulja A sadrzana u skupu D~ (E~(F)).

Dokaz: Ako primjenimo korolar 5 na proslosno zatoceni skup F' skup, vrijedi
da postoji proslosno beskrajna vremenska krivulja A sadrzana u intD~(E~(F)) C
D(E~(F)). O

Sada mozemo pristupiti zadnjem koraku. Znamo da postoji buduce beskrajna
vremenska krivulja v € int DT (E*(S)) i proslosno beskrajna vremenska krivulja A €
D= (E~(F)). Zbog same konstrukcije skupa F' vrijedi da je vremenska krivulja v €
intD(E~(F)), a isto vrijedi i za krivulju A € intD(E~(F)).

Neka je {a,} beskonacan niz to¢aka na A takav da vrijedi

® a,11 €1 (a,)
e u svakom kompaktnom segmentu krivulje A nalazi se kona¢no mnogo a,,.
Neka je {b,} slican niz na krivulji

86



Slika 9.6: Crvenom je bojom oznacen skup E~(F'). Postoji proSlosno beskra-
jna krivulja A\ sadrzana u intD~(E~(F')) i buduce beskrajna vremenska krivulja A
sadrzana u int D(E~(F))

e b € It (CL1>
e b,.1 €1 (by)
e u svakom kompaktnom segmentu krivulje + nalazi se kona¢no mnogo b,,.

Kako sui~yi\sadrzane uintD(E~(F)) koji je po propoziciji 12 globalno hiperboli¢an
skup, po propoziciji 9 izmedu svakog para a,, i b, postoji geodezik i, maksimalne
duljine. Niz toc¢aka {x, } N E™(S) imao bi gomiliste na kompaktnom skupu E*(S), au
sveznju smjerova geodezika {u,} koje je nad E*(S) takoder kompaktno postojalo bi
gomiliSte smjerova. Za neki podskup i/, N E™(S) tada bi postojala tocka konvergencije
sa pripadaju¢im smjerom, $to bi zajedno definiralo grani¢nu krivulju i. Po svojstvima
nizova {a,} i {b,} taj bi geodezik bio beskrajan.

Po pretpostavci (i) i posjeduje par konjugiranih tocaka x << y. Neka su tocke
¥ € I~ (x)iy € I™(y). Tada po propoziciji 19 postoji vremenska krivulja o za koju
vrijedi L(«|y—y) = € + L(pt|—,) na intervalu od 2’ do ¢/, za € > 0.

Neka su U i V konveksne okoline oko 2’ i ¢/, takve da svaka ne moze sadrzavati
krivulju dulju od je. Krivulja o presjeca njihove rubove u to¢kama z” = 90U N «,
y” = JV N a. Neka su =/, i y/, tocke na !, koje konvergiraju ka 2/ i 3/. Za n dovoljno
velik, duljina krivulje ./, od 2/, do y,, bit ¢e sigurno manja od e plus duljina krivulje
wod x' doy'.

1
Lty |ay5yr) < F€+ L(ft]2r—yy) (9.8)

Za n dovoljno velik vrijedit ¢e takoder z,, € I~ (2",U) iy, € IT(y",U). Sada
moZemo konstruirati kauzalnu krivulju 7 spajanjem tocaka z, — 2" — a|_, —
y" — vy, koja ima vecu duljinu nego ./, od tocaka 2/, do y/,. Naime, duljina krivulje
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Slika 9.7: 1 je beskrajan geodezik koji po pretpostavci (i) posjeduje par konjugiranih
tocaka z,y € u, zbog ¢ega smo sigurni da postoji krivulja «, takva da je udaljenost
izmedu tocaka ' << x iy’ >> y veca ako je mjerena uzduz krivulja o nego uzduz
geodezika p.

a od z” do 3" je sigurno donja granica konstruirane krivulje .
Linlayoy) = Laloroy) (9.9)

Pogledajmo s druge strane koja je gornja granica za duljinu krivulje o. Po kon-
strukciji okolina U i V' u njima se mozZe na¢i krivulja najvece duljine e. Prema tome
sigurno Ce vrijediti

1
L(Oz’xlﬁy/) < L(Oé‘x//%y//) + 2 x 16 (910)

Krivulju o smo odabrali tako da vrijedi L(c|,—,) = € + L(p|—,y), pa ako to iskoris-
timo u izrazu (9.10), te iskoristimo izraz (9.8)

€+ Dlplaroy) < Lalary) + ge
Ll sy) < Dlalor ) = e
L sy g) — 5 < Llthorsy) < Lalursy) = e ©0.11)
Uz (9.9) konacno dolazimo do
L(pinlat, ) < L7l ) (9.12)

$to je kontradikcija, jer za n dovoljno velik «/, bio bi sadrzan u proslosti tocke z/, € p!,
a b/, sadrzan u budu¢nosti tocke y/, € !, pa bi po propoziciji 9 i/, trebao imati najve¢u
duljinu. O
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Dakle, dobili smo kontradikciju, i fizikalnim argumentima opravdavamo inter-
pretirati ovaj teorem kao teorem o singularnosti prostor-vremena. Pogledajmo zato
pomnije gdje je stvar pukla.

Za uvjet (iii) ve¢ smo argumentirali koje su fizikalne situacije koje bi dovele
do njegovog ostvarenja, pa njega prihvacamo kao vazeteg. Uvjet (ii) zabranjivao
je postojanje zatvorenih vremenskih krivulja. Uz jaki energijski uvjet, generic¢ni
uvjet i pretpostavku geodetske potpunosti taj nam je uvjet osigurao jaku kauzal-
nost na prostor-vremenu. Uvjet (i) je uz jaki energijski uvjet, uvjet generi¢nosti i
pretpostavku o geodetskoj potpunosti garantirao postojanje konjugiranih tocaka na
beskrajnim kauzalnim geodezicima.

Jaki energijski uvjet i uvjet generic¢nosti takoder smo ve¢ opisali i opravdali, pa i
njih prihva¢amo kao vazece. Prema tome, kontradikcija moze rusiti samo jo$ dvije
stvari: geodetsku potpunost ili postojanje zatvorene vremenske petlje. Ako sada
zaista odbacimo zatvorene vremenske petlje kao ne-fizikalne pojave, jedino $to ostaje
je geodetska nepotpunost. Geodetski nepotpuno prostor-vrijeme je i b-nepotpuno, pa
po definiciji 6 ovaj teorem govori o singularnosti prostor vremena.

Modernija istrazivanja ipak ne odbacuju zatvorene vremenske krivulje a priori,
ve( istrazuju Sto se sa prostor-vremenom dogada ako one u nekom obliku postoje.
Marcus Kriele je 1991. formulirao sljedec¢i teorem:

Teorem 10. Neka je (M, g.) prostor-vrijeme koje zadovoljava svjetlosni energijski uvjet
i uvjet svjetlosne genericnosti. Ako je povezana komponenta ruba skupa sa povredom
kronoloskog uvjeta kompaktna, tada je M svjetlosno geodetski nepotpuno.

Dakle, ako postoji dio prostor-vremena koji sadrzi samo zatvorene vremenske
krivulje, i ako je rub tog dijela kompaktan, uz navedena dva uvjeta prostor-vrijeme
je svjetlosno geodetski nepotpuno. Ovo nam daje indikaciju da nas c¢ak prihvacanje
neCega poput zatvorenih vremenskih krivulja ne izbavlja iz singularnosti. Naravno,
ovaj argument nije opcenit, ve¢ samo naznaka alternativnih situacija.
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10 Zakljucak

Fenomen singulariteta, odnosno odliku nekih prostor-vremena da budu singularna
upoznali smo kroz pokusaje obuhvacanja znacenja raznih divergencija u opcoj teoriji
relativnosti. Definicija koju smo konacno koristili generalizira ideju rupe u prostor-
vremenu, opcenitija je od definicija koje bi bile vezane isklju¢ivo uz divergirajuce
ponasanje, a ujedno obuhvaca situacije u kojima "rupa" nije nuzno nastala zbog
"beskonacne zakrivljenosti". Odmakom od konkretnih jednadzbi, uporabom topoloskih
alata i promatranjem ponasanja krivulja na prostor-vremenu definirali smo i anal-
izirali svojstva brojnih alata kojima je moguce pristupiti modelu prostor-vremena i
ispitati njegovu singularnu ili ne-singularnu prirodu.

Naglasak rada svakako je na teoremu Hawking, Penrose 1970. Uz navedena
fizikalna opravdanja, taj nam teorem, iako geometrijski u svojoj naravi, daje in-
dikacije da je upravo i nase prostor-vrijeme singularno. Svakako, ostaje puno otvorenih
pitanja.

Energijski uvjet koji smo koristili ima svoje mane, navedene u poglavlju o narusen-
jima energijskih uvjeta, i iz tog je razloga vazno daljnja istrazivanja formulirati ima-
judi uvijek u vidu najnovije spoznaje o materiji koja nas okruzuje, te njenom tenzoru
energije i gustoce.

Mjerenja koja ukazuju na pozitivhu kozmolosku konstantu takoder bi bilo potrebno
uzeti u obzir, te promotriti moguce generalizacije Raychaudhurijeve jednadzbe i teo-
rema o fokusiranju.

Uvjet na kauzalnost takoder moZe biti podloZan izmjenama, kao $to smo i vidjeli u
posljednjem navedenom teoremu. Zatvorene vremenske krivulje cak se i pojavljuju u
nekim egzaktnim rjeSenjima Einsteinovih jednadzbi, poput Kerrovog rjeSenja, prostor-
vremena sa rotiraju¢om crnom rupom. Redovito se u istrazivanjima zatvorene vre-
menske krivulje zanemaruju i ignoriraju uz argument kako su egzaktna rjeSenja ide-
alna, i kako bi svaka perturbacija u stvari unistila njihovo postojanje. No, to je up-
ravo ono S$to se povijesno dogodilo singularitetima, i prezentirani teorem 8 jedan
je od dokaza da i generiCna situacija moze iznjedriti singularnost. Motivirani time,
mogli bismo krenuti u istrazivanje: koliko generi¢no prostor-vrijeme moZze biti, a
da se zatvorena vremenska krivulja ipak pojavi? Ta bi saznanja tada mogli takoder
ukljuciti u argumente kojima trazimo geodetsku nepotpunost u teoremima o singu-
laritetima.

Nastavak istrazivanja singularnosti prostor-vremena mogao bi se u tom smislu
sastojati od sve finijeg bruSenja argumenata. No, moramo imati na umu kako je
geodetska nepotpunost u duhu ovog rada jos uvijek stvar ne-kvantne fizike. Pitanje
je Sto bi se sa singularitetima dogadalo u nekoj kvantnoj teoriji gravitacije. Zasig-
urno su nam saznanja koja dobijemo iz promatranja singularnosti prostor-vremena
u opcoj teoriji relativnosti nit vodilja prema kvantnom ponasanju gravitacije, ili bar
provokacija koja nam govori kako nesto sa naSom teorijom nije u redu.
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Maleni dio ogromnog podrucja proucavanja kauzalne strukture prostor-vremena
prezentiran je u ovom radu i svakako uz pokazane kljuc¢ne rezultate moze sluziti kao
uvod u podrucje. NerijeSenih problema ima joS, mnogo je pitanja otvoreno i mnogo
odgovora samo ¢eka na otkrice.
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Dodaci

Dodatak A Spinori i genericnost

Kako bi dodatno pojasnili i opravdali uvjet generi¢nosti, demonstrirat ¢emo njegovo
znacenje kroz formalizam spinora u opcoj teoriji relativnosti, bez ulazenja u detalje o
spinorima. Spinore dozivljavamo kao objekte fundamentalnije od tenzora, u smislu
da tenzorske veli¢ine mozemo sagraditi od spinora.

Motivaciju za uvodenje spinora vucemo iz kvantne mehanike, konkretno, ako je
¢ matrica 2 x 2 na Hilbertovom prostoru valnih funkcija, i ako je « vektor u koordi-
natnom prostoru, tada je spin u smjeru « jednak

-G =uloy +uloy + uloy (A.D)
i ako matricu ¢ zapisemo preko Paulijevih spin matrica, ukupni operator spina je
3 1 -2
oL u U — 1
U0 = L 5 (A.2)
U +u —U

Za relativisticku generalizaciju ovog izraza matrici & dodajemo "vremensku" kom-
ponentnu o, = I, jedini¢nu 2 x 2 matricu. Tada nam prethodni izraz postaje

0 3 1 ;2

U +u U — U

U0 = (A.3)
<u1—i—iu2 uo—u3>

Determinantna ovog izraza upravo je norma 4-vektora u®. Taj izraz uzimamo kao
postupak upisivanja realnih 4-vektora u 2 x 2 Hermitske matrice.

00,01
u wu
u =l (A.4)
u” wu
Stupce dobivene matrice, kompleksne 2-vektore, proglasavamo fundamentalnim ob-
jektima spinorima.

A.1 Spinori izranjaju iz simplektickog linearnog prostora

Definicija 26. Simplekticki vektorski prostor je parno dimengzionalni vektorski pros-

tor S nad C sa definiranim unutarnjim produktom | , | sa svojstivma:
() Antisimetricnost [£,n] = —[n, ] za svaki vektor {,n € S
(i) [, | je nedegenriran

(i) [, ] je bilinearan

[, | zovemo antisimetri¢an unutarnji produkt
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Antisimetrican unutarnji produkt definira prirodan izomorfizam izmedu S i nje-
govog dualnog prostora S* na nacin da svakom elementu ¢ € S priduzuje [, |. Neka
je o,i baza za dvo-dimenzionalni S

[0,i] =1
Tada je neki vektor £ € S jednak
£ =8%+ ¢4 (A.5)
Komponentne vektora oznatavamo sa ¢4, i za ovu bazu vrijedi
ot =(1,0), i =(1,0)

Element dualnog prostora piSemo {4 = [£, | Antisimetri¢an unutarnji produkt mozemo
reprezentirati elementom prostora S* x S*, kojega oznacavamo sa e p = —€g4. Za
njega vrijedi

[57 77] = GABfAWB

U bazi (o, i) njegova reprezentacija je

0 1
€AB = <_1 0) (A.6)

Buduéi da ima inverz ¢*8 = — (e7!)”', moZemo ga koristiti za sputanje i podizanje
indeksa
¢ =e"Pep (A7)

Nadalje, vazno je da kompleksna konjugacija nekog ¢lana prostora S nije nuzno
opet ¢lan prostora S. Kompleksna konjugacija nekog a + ¢3, gdje su o, f € S,c € C
je @+ ¢f, ane @+ c¢f. Tako da ukupno imamo ¢&etiri prostora:

e Simplekticki prostor S

e njegov dual S*

e kompleksno konjugirani prostor S

e dual kompleksno konjugiranog prostora S

Prilikom kompleksne konjugacije, notacijski, objekt dobiva crtu preko, a njegov
sufiks dobiva crticu, kako bi se naglasilo da pripada drugom prostoru.
o — ad =a?

opceniti spinor je objekt koji je ¢lan produkta prostora

OSX .. XSxSx. xS xS5. . xSx5 .. x5
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A.2 Hermitski spinori generiraju realne vektore

Hermitski spinor je onaj za koji vrijedi 7 = 7. Najjednostavniji primjer za takav spinor
je element produkta S x S, odnosno 744", Neka su (o, i), (0,4) baze za S i S. Tada
postoje skalari juq, pio, 13, pg takvi da je

AA

A—A’ A=A A=A A
T = 10707 + H9t" 1t + U307T 44270

A

Prema tome, skup Hermitskih spinora 744’ razapinje 4-dimenzionalni realni vektorski

prostor koji identificiramo sa tangnetnim prostorom 7,(A/). Odabrana baza definira
tetradu vektora

A=A

—A’ . =A’ - CA—A!
1 =o'%Y, n*=iY%", mt=oY", m*=i'%" (A.8)

koja se linearnim kombinacijama mozZe pretvoriti u ortonormalnu tetradu. Mnemotehnika
generiranja vektora iz spinora je preimenovanje AA’ — a. Metricki tenzor dobivamo
iz

Jab = JABA'B' = €ABEA'B (A.9)
Lako je vidljivo da je [,l* = 0

454 = [0, 0][0,0] = 0 (A.10)

lala = oAEA/o 0

Svaki univalentan spinor (k* € S) definira realni svjetlosni vektor k% = kx4’

Teorem 11. Za potpuno simetrican spinor Tag..c = T(AB...c) postoje univalentni spinori
ag, BB, ..., Yo takvi da vrijedi

TAB..c = q(4BB..70)

Spinore a4, Oz, ..., Yo Zovemo svojstveni spinori za 7 i oni definiraju svojstvene
svjetlosne vektore.

A.3 Tenzori imaju svojstvene spinore
A.3.1 Elektromagnetski tenzor

Elektromagnetski tenzor F,;, koji je antisimetriCan mozZemo zapisati preko spinora na
nacin
FabHFABA’B’ = eapPap + Pagean (All)

Gdje je ® 4p simetrican spinor koji mozemo po teoremu 11 zapisati kao

D45 = aafp) (A.12)

Ako su a4 i 54 medusobno proporcionalni, tada je ¢ 45 algebarski specijalan. Ako
nisu medusobno proporcionalni tada je ® 45 algebarski opcenit.
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Pretpostavimo sada da vrijedi algebarska opcenitost. Kad bismo se uputili u
traZenje svojstvenih vrijednosti i svjostvenih vektora tenzora F;, u spinornoj reprezentaciji
to bi izgledalo (pomo¢ne relacije a’e g = ap, eapa® = —a4):

k‘aFab = OzAaA/FABA/B/ = aBaAla(A/BB,) + O{(ABB)OéAaB/ (A]_?))
L -
=3 (@ ayapfy +a* Byasbpy
+ CYA/CMA/@B/BB + OéBﬁAOéBaB/)
1

=3 [aA/BA’ + OZABA} aplp

= \kp (A.14)

Kada ® 45 ne bi bio algebarski opcenit, tada bi desna strana nuzno iszezavala (5 bi
bio proporcionalan «). Prema tome, znamo uvjet koji treba vrijediti da bi svojstveni
vektori imali razlic¢ite smjerove:

kEFop = Nk (A.15)

za \ # 0. Ekvivalentno, ako pomnozimo izraz sa k. i antisimetriziramo u indeksima
bic, on glasi
kK Fopkg =0 (A.16)

Ako sada promatramo neki geodezik i zelimo da situacija bude generi¢na, opcenita i
ni po ¢emu posebna, tada trazimo da svi svojstveni vektori tenzora F,;, budu razliciti,
i da se tangentan vektor geodezika v* nikada ne poklapa ni sa jednim od tih smjerova.
Prema tome, uvjet genericnosti elektromagnetskog polja glasi:

UaFa[bUc] 7& 0 (A. 17)

A.3.2 Weylov tenzor
U spinornom formalizmu Weylov tenzor mozemo zapisati kao
Cabed = Vapcpeamecp + W apcrpeapecn (A.18)

gdje je Y apep = aafBpycdp). Ako opet zahtijevamo da se nijedan svojstveni spinor
ne poklapa, i to prevedemo u tenzorsku notaciju istim postupkom (trazenje svo-
jstvenih vektora, antisimetrizacija za ekvivalentni zapis), tada dobivamo uvjet:

KieCappeak Kk = 0 (A.19)

Konacno, sada promatramo neki geodezik, i trazimo da situacija bude najopcenitija
moguca, da svi svojstveni smjerovi Weylovog tenzora budu razliciti, i da se nijedan
od tih smjerova ne poklapa sa tangentnim vektorom v* geodezika, uvjet glasi:

v[eCa}bC[dvf]vbvc #0 (A.20)
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Bududi da je Weylov tenzor

2! 1
Cac :Rac - 5 acR - cR a -—R a[cYe 10.21
bed bed n—Q((g[ db — GojeRaja) p— g[g]b) ( )
uvjet da je prostor-vrijeme generi¢no piSemo
Ve Rajpelav 100" # 0 (10.22)

jer jedino kada taj uvjet ne bi vrijedio bilo bi da je svugdje R, = 0, i tada da Weylov
tenzor nije generican.
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