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Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se asimetrijom u rasporedu podataka, odnosno
proucavat ¢emo na koje sve nacine i kojim sve mjerama mozemo detektirati
postoji li asimetrija u rasporedu podataka.

Na pocetku prvog poglavlja dan je pregled osnovnih pojmova i oznaka
koji ¢e se koristiti u nastavku rada.
Zatim opisujemo koncept asimetrije te definiramo tri osnovne, odnosno najcesée
koristene mjere asimetrije: koeficijent asimetrije, Pearsonova mjera asimetrije
i Bowlyjeva mjera asimetrije.

U drugom poglavlju istrazujemo postojanje drugih mjera, odnosno sta-
tistickih veli¢ina kojima bismo mogli detektirati asimetriju. Bavimo se testi-
ranjem asimetrije na simuliranim podacima te usporedujemo jakost pojedinih
statistickih veli¢ina u detekciji asimetrije u rasporedu. Glavni zakljucak po-
glavlja je da su mnoge statistike vjerojatne, no nisu sve dovoljno u¢inkovite.

Na pocetku treéeg poglavlja ,, Testovi omjera vjerodostojnosti za testira-
nje simetrije” definiramo pojam procjenitelja metodom maksimalne vjero-
dostojnosti te opisujemo metodu omjera vjerodostojnosti. U nastavku opi-
sujemo postavljene hipoteze te definiramo dvije testne statistike i njihove
asimptotske distribucije. Na kraju izvodimo simulacijsku studiju pomocu
koje usporedujemo jakost jednog od predlozenih testova. Glavni zakljucak
poglavlja je da novopredlozeni test mnogo bolji u odnosu na poznati neo-
graniceni test omjera vjerodostojnosti za testiranje simetrije.



1 Asimetrija podataka

U deskriptivnoj statistici razvijene su odredene metode i postupci za eg-
zaktno proucavanje statistickih podataka. Kada govorimo o brojnijem nizu
statistickih podataka, onda tabli¢ni i graficki prikaz tih podataka omogucuje
vrlo jasan i pregledan uvid u bitna svojstva promatranog statistickog obiljezja
X. No, bitna se svojstva promatranog statistickog obiljezja mogu izraziti jos
sazetije, odnosno karakterizacijom pomoéu mjere (broja) ili vise njih, koje
¢e se na odredeni nacin definirati pomoc¢u danog niza x, ..., x, statistickih
podataka o obiljezju X.

Jedna od najvaznijih mjera jest aritmeticka sredina niza izmjerenih vri-
jednosti zy, ..., x, obiljezja X koja pripada mjerama centralne tendencije, to
jest mjeri ,srednju vrijednost” podataka. Obi¢no se oznacava s T i definira

1zrazom:
n
1
n <
=1

Nadalje, uvodimo pojam disperzije koji oznacava rasprsenost ¢lanova nu-
merickog niza od neke srednje vrijednosti.
Mjere disperzije ili rasprsenosti su veli¢ine pomocu kojih se utvrduje velic¢ina
rasprsenosti ¢lanova numerickog niza od neke srednje vrijednosti, odnosno
utvrduje se reprezentativnost srednjih vrijednosti. Najvaznije mjere disper-
zije su varyjanca:

i standardna devijacija:

n

oc=Vo?= L Z(xi—T)Q.

n—14
1=1

Pretpostavimo sada da su izmjerene vrijednosti x1,...,x, obiljezja X
poredane po veli¢ini (u rastu¢em poretku), to jest vrijedi ) <z, < ... < zl.
Medijan podataka je mjera centralne tendencije numerickih podataka, a ima
znacenje izmjerene vrijednosti koja se nalazi na sredini niza podataka kada



je on ureden po veli¢ini. [zracunava se na sljede¢i nacin:

i, za neparno n
2

1 / /
(% +x za parno n
Me—{ 2 n g+1)v p

Postotna vrijednost x, za neki izabrani broj p € (0,100), definira se
postujuéi zahtjev da je barem p% izmjerenih vrijednosti manje ili jednako
x,,, dok je barem (100 — p)% vrijednosti vece ili jednako z,. Dvadeset pet
postotnu vrijednost nazivamo dongi kvartil i oznacavamo s )1 = x’( nt1) @ S€-
damdeset pet postotnu vrijednost gornji kvartil te oznacavamo Q3 = x’( antn) -

Donji i gornji kvartil su mjere koje pripadaju grupi mjera disperzije podataka.

Raspon podataka je takoder mjera disperzije te je definiran kao razlika
najvece i najmanje vrijednosti u danom nizu statistickih podataka.

R =maz{zy,...,x,} —min{zy,...,z,} =z, — 2.

Mod (Mo) podataka je vrijednost iz niza izmjerenih vrijednosti varijable
kojoj pripada najveca frekvencija, odnosno izmjerena je najvise puta. Mod
ne mora biti jedinstven.

Skup izmjerenih vrijednosti moze se graficki prikazati pomoc¢u dijagrama
pravokutnika (eng. box plot) koji prikazuje odnos pet numerickih karak-
teristika skupa izmjerenih vrijednosti: minimalna vrijednost, donji kvartil,
medijan, gornji kvartil i maksimalna vrijednost, koje ¢ine karakteristicnu pe-
torku danog niza statistickih podataka.

1.1 Koncept asimetrije

Asimetrija je pojam suprotan simetriji i pokazuje da se lijevi krak krivu-
lje ne preklapa s desnim krakom krivulje preko osi simetrije (okomice s vrha
krivulje).

Mjere asimetrije su velicine kojima se utvrduje postoji li simetrija ili asi-
metrija te u slucaju asimetrije, smjer i njezina jacina (velicina). Mjeri se
nac¢in rasporeda podataka prema nekoj srednjoj vrijednosti, odnosno osi si-
metrije.



Raspored podataka (distribucija) moze biti:
1. negativno asimetrican (lijevostran) — mjere asimetrije su manje od nule
2. simetrican — mjere asimetrije su jednake nuli
3. pozitivno asimetrican (desnostran) — mjere asimetrije su veé¢e od nule

Prema jacini asimetrija moze biti jaka (velika) ili slaba (manja).
Neke od najvaznijih mjera asimetrije su:

1. Koeficijent asimetrije, ag
2. Pearsonova mjera asimetrije, Si

3. Bowleyjeva mjera asimetrije, Sio

Za utvrdivanje asimetrije definiraju se tzv. statisticki moments.

Momenti oko sredine ili centralni momenti k-tog reda (uy) danog statistickog
niza predstavljaju aritmeticku sredinu odstupanja vrijednosti numerickog
obiljezja od aritmeticke sredine podignutih na k-tu potenciju, to jest

= =3 (@ — )" 1)

Ishodisni ili pomoéni momenti k-tog reda (my) koriste se radi lakseg
izracunavanja momenata oko sredine, a definirani su formulom:

1
=1

Ocigledno je mg = po =1, my =7, py = 014 pg = s°.
Iz (1) i (2) slijedi da je

[2 = my — m] (3)
3 = mg — 3mymsy + 2m} (4)
[y = my — dmamy + 6mom? — 3mj, (5)

pa se lako vidi da formule (3), (4) i (5) omogu¢uju da se centralni momenti
o, f3 1 g izraze pomocu ishodisnih momenata, koji su definirani jednostav-
nijim formulama.



Uloga momenta treceg reda ps moze se vidjeti iz sljedeceg rezoniranja.
Ako su podaci zq,...,x, simetricno rasporedeni oko tocke T, tada svakoj
vrijednosti x; odgovara simetri¢na vrijednost z}, tako da je

r,—T=—(2;—7) i
(2 —7)° = —(2} —7)°,

iz ¢ega slijedi da je

i=1

Ako je pus > 0, slijedi da je >, (z; —T)* > 0, to jest podaci su ,,razvuceniji”
desno od Z, odnosno ,,zbijeniji” su lijevo od Z, a ako je us3 < 0, onda su
podaci ,,razvuceniji” lijevo od 7, a ,,zbijeniji” desno od 7.

1.1.1 Koeficijent asimetrije

Koeficijent asimetrije as je standardizirana mgjera smjera i velicine asi-
metrije i definira se kao omjer treceg momenta oko sredine i standardne
devijacije podignute na tre¢u potenciju,

Q3 = @
o3
S obzirom da koristi sva odstupanja vrijednosti numericke varijable od arit-
meticke sredine, koeficijent asimetrije as je potpuna mjera asimetrije te u
pravilu zauzima vrijednosti u intervalu [-2,2], osim u slucaju vrlo jake asime-
trije, kada moze prijeéi tu granicu.
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Slika 1: Raspored podataka u uzorku



Dakle, u simetricnom rasporedu koeficijent a3 jednak je nuli, u pozitivno
asimetricnom je pozitivan, a u negativno asimetricnom negativan.

1.1.2 Pearsonova mjera asimetrije

Pearsonova mjera asimetrije Sy jest standardizirano odstupanje medijana
ili moda od aritmeticke sredine.

T — Mo
Sk: o 5

3(x — Me
S = ( > )

U pravilu se izracunava za neprekidne distribucije. Ako se izracunava za dis-
kretne distribucije, mjeru je potrebno interpretirati s oprezom ili zakljucak o
asimetriji temeljiti na drugim mjerama asimetrije.

Zauzima vrijednosti u intervalu [-3,3] ovisno o obliku krivulje i ja¢ini asime-
trije.
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Slika 2: Odnosi srednjih vrijednosti u rasporedu podataka



U simetricnom rasporedu podataka sve tri vrijednosti su jednake pa je
razlika moda i aritmeticke sredine ili medijana i aritmeticke sredine jednaka
nuli. U pozitivno asimetri¢nom rasporedu podataka ta razlika je pozitivna,
a u negativno asimetricnom rasporedu podataka razlika je negativna. Pe-
arsonova mjera je nepotpuna mjera asimetrije i manje je informativna od
koeficijenta asimetrije, no izracunava se brze i jednostavnije.

1.1.3 Bowlyjeva mjera asimetrije

Bowlyjeva mjera asimetrije Sq je mjera asimetrije koja se temelji na od-
nosima kvartila i medijana.

Sy — (Qs — Me) — (Me — Q1) :Q1+Q3—2Me
kQ Qs — G Qs —

U pravilu zauzima vrijednosti u intervalu [-1,1] ovisno o obliku krivulje i

jacini asimetrije.
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Slika 3: Odnosi kvartila i medijana u rasporedu podataka



U simetricnom rasporedu vrijednosti razlika gornjeg kvartila i medijana
jednaka je razlici medijana i donjeg kvartila, to jest Q1 + Q3 — 2Me =0. U
pozitivno asimetricnom rasporedu razlika gornjeg kvartila i medijana veca je
od razlike medijana i donjeg kvartila, a u negativno asimetricnom rasporedu
razlika gornjeg kvartila i medijana manja je od razlike medijana i donjeg
kvartila.

Takoder, kao i Pearsonova mjera, Bowlyjeva mjera je nepotpuna mjera asi-
metrije.



2 Testiranje asimetrije

Postavlja se pitanje na koje se sve nacine moze testirati postoji li simetrija
ili asimetrija u rasporedu podataka, odnosno uz ve¢ navedene mjere asime-
trije, postoje li jos neke koje bi bile relevantne te ukoliko postoje, koliko bi
bile pouzdane.
Navodimo primjer zadatka na temelju kojeg ¢e se u daljnjem nastavku rada
ispitivati asimetrija.

Primjer 2.1. Potrosacka organizacija provodila je istrazZivanje o potrosnji
goriva pretpostavljajuci da proizvodac automobila krivo navodi kupce pretje-
rujuéi u prosjecnoj efikasnosti goriva (mjereno u miljama po galonu, eng.
milles per gallon; mpg) odredenog modela automobila. Model je reklamiran s
27 mpg. Istrazivaci su odabrali slucajan uzorak od 10 automobila navedenog
modela. Svaki automobil je, na slucajan nacin, dodijeljen drugom vozacu.
Svaki automobil voZen je 5000 milja te je izracunata ukupna potrosnja go-
Tiva.

Nadalje, koristeéi jednostrani t-test, na razini znacajnosti 0.05 testiraju se
sljedece hipoteze:

Ho: populacija je normalno distribuirana s p==51 o0 =1
Hi: populacija je pozitivno asimetricna (desnostrana) s p=5 10 =1

Za provodenge jednostranog t-testa u ovoj situaciji, izmgjereni podaci (odnosno
potrosnja goriva) populacije automobila bi trebali biti normalno distribuirani.
Medutim box-plot i histogram, dani na slici ispod, navode na to da je distri-
bucija uzorka od 10 vrigednosti desnostrana, odnosno pozitivno asimetricna.
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Slika 4: Distribucija uzorka duljine 10

Jedna moguca testna statistika koja bi mjerila postojanje asimetrije je omjer

aritmeticke sredine i medijana, - .
Koje bi sve vrijednosti (male, velike, blizu jedan) navedene statistike mogle

ukazivati da je populacijska distribucija potrosnje goriva desnostrana?

lako je raspored izmjerenih vrijednosti u uzorku desnostran, moguce je da
podact dolaze 1z normalne distribucije te da je asimetrija posljedica uzoracke
varijabilnosti.

Kako bi se pojava asimetrije istraZila, generirano je 10000 uzoraka duljine
10 iz normalne distribucije s istim ocekivanjem i standardnom devijacijom
kao u originalnom uzorku. Izracunata je testna statistika, odnosno omgjer
aritmeticke sredine i medijana, za svaki od generiranih uzoraka.

U originalnom uzorku vrijednost testne statistike je 1.03.
Postavija se pitanje, je li moguce da originalan uzorak 10 automobila dolazi

1z normalne distribucije i simulirani uzorci ukazuju na to da je raspored
originalnog uzorka zaista desnostran.
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Dana je tablica karakteristicne petorke originalnog uzorka 10 automobila.

Minimum | ¢ | Medijan | ()3 | Maksimum
23 24 25.5 28 32

Tablica 1: Karakteristicna petorka originalnog uzorka mpg-a.

Koristeci samo minimalnu vrijednost, dongi kvartil, medijan, gornji kvartil i
maksimalnu vrijednost, definirat éemo razlicite testne statistike koje bi mje-
rile postojanje asimetrije.

Testne statistike prikazane su Tablicom 2 te su izracunate vrijednosti u ori-
ginalnom uzorku.

Testna sﬁtatistika Vrijednost
A = 1.03
B S 2.76
C S r—er 3.79
D Guae—C 4.68
E| 2lmetone) 1.15
pl| 2@ 1.07
6| Tt | s

Tablica 2: Testne statistike i njihove vrijednosti u originalnom uzorku

2.1 Omjer aritmeticke sredine i medijana

U ovom potpoglavlju obradujemo statisticku veli¢inu

z

Me
i njeno utvrdivanje postojanja asimetrije, toc¢nije pozitivne asimetrije u ras-
poredu podataka.
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Intuitivno, ukoliko je raspored podataka simetrican, omjer aritmeticke sre-
dine i medijana jednak je 1. S obzirom da je u pozitivno asimetri¢nom
rasporedu opéenito aritmeticka sredina ve¢a od medijana, omjer tih veli¢ina
bit ¢e veéi od 1. Uzimajuéi u obzir podatke iz uzorka, taj omjer bi vrlo malo
vjerojatno bio to¢no jednak 1, (¢ak i ako bi uzorak bio iz savrseno normalne
distribucije) zbog postojanja odredene varijabilnosti uzorkovanja.

Omjer aritmeticke sredine i medijana nema jednostavno definiranu dis-

tribuciju, no mozemo ju odrediti opetovanim uzorkovanjem iz normalne dis-
tribucije (parametarski bootstrap). Ozna¢imo taj omjer s 6.
Neka je xq,...,x1 realizacija slucajnog uzorka Xy, ..., Xy iz Primjera 2.1
te pretpostavljamo da taj slucajni uzorak dolazi iz normalne distribucije s
parametrima g = 510 = 1. Promatramo parametar 6 iz A/(5,1) i njegov pro-
cjenitelj 8 = t(Xy,...,X10). Zanima nas distribucija tog procjenitelja. S ob-
zirom da nam je poznata distribucija parametra, mozemo odrediti uzoracku
distribuciju od 0 opetovanim uzorkovanjem iz normalne distribucije s u =5
i 0 = 1. Dakle, osnovna ideja metode je generirati uzorak iz ve¢ postojeceg
i na temelju generiranih uzoraka procijeniti distribuciju odredene statisticke
velicine.

Pomocu R-a, programskog jezika i statistickog softvera za analizu poda-
taka, modeliranje i grafiku, generiramo 10000 uzoraka duljine 10 iz normalne
distribucije s parametrima y = 51 o = 1 te za svaki od 10000 uzoraka
racunamo omjer aritmeticke sredine i medijana.’

Slika 5 prikazuje histogram rezultata 10000 uzoraka. Distribucija ovog
omjera centrirana je u 1, najniza vrijednost jednaka je 0.845, a najvisa jed-

naka 1.190. 95%-tni percentil ove distribucije priblizno je jednak 1.07.

Dakle, testiranjem hipoteza iz Primjera 2.1:

Ho: populacija je normalno distribuirana s =51 o =1
‘H1: populacija je pozitivno asimetri¢na (desnostrana) s u=51i o =1,

na razini znacajnosti od 0.05 nultu hipotezu ¢emo odbaciti za svaki uzorak s
omjerom aritmeticke sredine i medijana ve¢im od 1.07.

Vrijednosti t = 51 0 = 1 su izabrane tako da bi se izbjegle negativne vrijednosti te
vrijednosti blizu 0.

12
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Slika 5: Simulirana distribucija omjera aritmeticke sredine i medijana nor-
malne populacije (n=10).

Vrijednost testne statistike u originalnom uzorku iz Primjera 2.1 iznosi
1.03, sto je manje od kriticne vrijednosti testa. Dakle, na razini znacajnosti
od 0.05 ne bismo odbacili nultu hipotezu H,.
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Nadalje, ispitujemo koliko uc¢inkovito ova testna statistika detektira asi-
metriju, odnosno ispitujemo jakost testa. Prethodno opisanim postupkom,
generiramo 10000 uzoraka duljine 10 iz jako pozitivno asimetri¢ne distribu-
cije (x? distribucije s jednim stupnjem slobode, reskalirane tako da o¢ekivanje
bude jednako 5, a standardna devijacija jednaka 1).2

Za svaki od uzoraka racunamo omjer aritmeticke sredine i medijana. Ako
je taj omjer veéi od 1.07, onda odbacujemo nul-hipotezu i toéno zakljucujemo
da je raspored podataka pozitivno asimetrican.

U ovom kontekstu, jakost testa je udio slucajeva kada je omjer bio veci
od 1.07. Jakost testa je vjerojatnost odbacivanja nul-hipoteze pretpostav-
ljajuci da je alternativna hipoteza istinita, Sto je u ovom slucaju vjerojatnost
zakljuc¢ivanja da je distribucija pozitivno asimetri¢na.

Kako je bilo i o¢ekivano, ve¢inom je omjer bio veci od 1, no znacajno veci
od 1 je samo onda kada je veéi od 1.07, a to se dogodilo u 43% slucajeva.
Dakle, iako je populacija iz jako pozitivno asimetricne distribucije, jakost ove
testne statistike za utvrdivanje asimetrije je samo 0.43 za uzorke duljine 10.

2Za generiranjne slucajnog uzorka iz navedene distribucije u R-u, koristena je sljedeéa

i
formula: f;g(l) +(5— %)
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Slika 6: Simulirana distribucija omjera aritmeticke sredine i medijana jako

pozitivno asimetri¢ne populacije (n=10).
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2.2 Istrazivanje drugih statistickih veli¢ina

U ovom potpoglavlju obradujemo statisticku veli¢inu

Tmaz — Q?)

Ql — Tmin

izvedenu iz karakteristi¢ne petorke uzorka (najmanja vrijednost, donji kvar-
til, medijan, gornji kvartil, najveéa vrijednost). Dakle, usporeduje se uda-
ljenost gornjeg kvartila do najvece vrijednosti s udaljenos¢u donjeg kvartila
do najmanje vrijednosti te koliko ta veli¢cina dobro detektira asimetriju u
rasporedu podataka. Promatrajuéi box-plot, usporeduje se desni brk s lije-
vim. Intuitivno, ukoliko je raspored podataka pozitivno asimetrican, omjer

Zmae=E3 hit e vedi od 1.
Ql_l’min

Koristedi postupak naveden u prethodnom potpoglavlju, generiramo 10000
uzoraka duljine 10 iz normalne distribucije s parametrima y =5i0 =1 te za
svaki od uzoraka racunamo omjer g?‘f—;fj Dobivena uzoracka distribucija je
jako pozitivno asimetri¢na, s vise od 99% vrijednosti koje se nalaze izmedu
01 15.

Slika 7 prikazuje procijenjenu uzoracku distribuciju omjera Zmaz—%s

Qlfxmin
nosti izmedu 01 15. 95%-tni percentil za tu distribuciju priblizno iznosi 4.68,

stoga svaki omjer veéi od 4.68 daje dovoljno uvjerljiv dokaz da je distribucija
podataka pozitivno asimetri¢na, odnosno tada odbacujemo hipotezu Hg na
razini znacajnosti 0.05.

za vrijed-

Vrijednost testne statistike u originalnom uzorku iz Primjera 2.1 iznosi
4.68. Dakle, na razini znacajnosti od 0.05 ipak ne odbacujemo nultu hipo-
tezu.
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Slika 7: Distribucija omjera (Zye: — @3)/(Q1 — Zmin) normalne populacije
(n=10). Vrijednosti veée od 15 su iskljucene iz grafa, ali su uklju¢ene u
numericko izra¢unavanje.

Nadalje, ispitujemo koliko uc¢inkovito ova testna statistika detektira asi-
metriju, odnosno ispitujemo jakost testa. Generiramo 10000 uzoraka duljine
10 iz jako pozitivno asimetriéne distribucije, to jest x? distribucije s jednim
stupnjem slobode reskalirane tako da ocekivanje bude jednako 5, a stan-
dardna devijacija jednaka 1. Za svaki od uzoraka racunamo omjer Z”j‘f—{m?j
Dobivena uzoracka distribucija navedenog omjera ekstremno je pozitivno asi-
metri¢na s nekim vrijednostima omjera vec¢ih od 200000, no vec¢ina vrijednosti

se nalazi izmedu 0 i 100 kako je prikazano na Slici 8.
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Slika 8: Distribucija omjera (e — @3)/(Q1 — Tmin) jako pozitivno asime-
tricne populacije (n=10). Vrijednosti ve¢e od 100 su iskljucene iz grafa, ali
su uklju¢ene u numericko izracunavanje.

Dakle, Slika 8 pokazuje da se vec¢ina vrijednosti u uzorackoj distribuciji
omjera, kada se uzorci generiraju iz pozitivno asimetri¢ne distribucije, na-
lazi iznad kritiéne vrijednosti koja iznosi 4.68. Od 10000 uzoraka, njih 86%
imaju omjere koje daju uvjerljiv dokaz da je distribucija pozitivno asime-
tricna. Stoga je jakost ovog testa 0.86 te s obzirom da je dvostruko veca od

jakosti dobivene sa statistickom velicinom 57 (0.43), mozemo zakljuciti da

je omjer g’f“j—;Q?’ bolja mjera za utvrdivanje asimetrije podataka. Naravno,
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to mozda ne bi bila istina ukoliko bi se promijenila veli¢ina uzorka ili jac¢ina
pozitivne asimetrije.

Tablica 3 prikazuje 10 statistickih velic¢ina testiranih koriste¢i metode opi-
sane u prethodnom potpoglavlju i njihove procijenjene jakosti za utvrdivanje
asimetrije u rasporedu podataka. Svakoj statistickoj veli¢ini pridruzeno je
slovo A-J te su rangirane po njihovim ja¢inama. Statisticke veli¢ine od A do
G definirane su koristec¢i karakteristicnu petorku uzorka te vrijednosti vece

od 1 ukazuju na to da je raspored podataka pozitivno asimetrican.

Jako Srednje Slabo
Ime Statistika Jakost Jakost Jakost Prosjecan
_ (Rang) (Rang) (Rang) rang
A = 0429 (7) | 0.211 (6) |0.097 (5) |6
B e 0.838 (2) |0.305(2) |[0.100 (4) |2.67
C = 0.253 (9) | 0.092 (10) | 0.061 (10) | 9.67
D Tmas =L 0.857 (1) | 0.261 (5) |0.089 (6) |4
E | 2bmefme) o570 5) 0309 (1) | 0118 (1) | 2.33
F 2(Q1+0s) 0.125 (10) | 0.100 (8) | 0.069 (8) |8.67
G | e Lo500(6) 0280 (3) |0112(2) | 3.67
%Z?:ﬂx*j)g
H w00 0.674 (3) | 0272 (4) | 0.104 (3) | 3.33
I SE—Me) 0.634 (4) ]0.197 (7) |0.082(7) |6
J | 0= 10261 (8) | 0.094 (9) | 0.061 (9) | 8.67

Tablica 3: 10 testnih statistika, procjena jakosti kada se uzorkuje iz distribu-
cija s razli¢itim jac¢inama asimetrije, rang i prosjecan rang (rang 1 = najveca
jakost).

Nadalje, statistike H, i J su standardne mjere asimetrije. Statistika H

je koeficijent asimetrije i ukljucuje rac¢unanje tre¢eg momenta oko sredine.
Statistika I je Personova mjera asimetrije, a statistika J Bowleyeva mjera
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asimetrije. Svaka od ovih statistika jednaka je 0 ukoliko se radi o simetri¢noj
distribuciji, a ve¢a od 0 ako je distribucija pozitivno asimetri¢na.

U prvom stupcu Tablice 3 uzorkovano je iz jako pozitivno asimetri¢ne
distribucije (x? distribucije s jednim stupnjem slobode, reskalirane tako da
ocekivanje bude jednako 5, a standardna devijacija jednaka 1). U drugom
stupcu uzorkovano je iz srednje jake pozitivne distribucije, toénije iz x? dis-
tribucije s 5 stupnjeva slobode reskalirane tako da ocekivanje bude jednako 5,
a standardna devijacija 1. U tre¢em stupcu uzorkovano je iz slabo jake pozi-
tivne distribucije, odnosno iz x? distribucije s 20 stupnjeva slobode, takoder
reskalirane tako da ocekivanje bude jednako 5, a standardna devijacija 1.

Dakle, za svaku od 10 navedenih statistika, generirano je 10000 uzoraka
duljine 10 iz svake od tri pozitivno asimetri¢ne distribucije (jake, srednje i
slabe jakosti) te je izrac¢unat udio slucajeva kada je uzorak bio veéi od 95%-
tnog percentila.

Procjene jakosti (i rangova) statistika prikazani su Tablicom 3 i Slikom 9.

Primijetimo, u Tablici 3 (prvi stupac) statistike imaju popriliéno velik
raspon ranga jakosti u slucaju kada se uzorkuje iz jako pozitivno asimetricne
distribucije. Statistika F ima samo 13% Sanse detektirati asimetriju, dok
statistika D ima 85% sSanse. Takoder, primijetimo da standardne mjere asi-
metrije dobro detektiraju asimetriju, iako nemaju toliko veliku jakost kao
statistike B ili D.
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Slika 9: Jakost testnih statistika za svaki tip distribucije.

Kako je bilo i oc¢ekivano, jakost statistika se smanjuje kako distribucija
postaje slabije pozitivno asimetri¢na, a vise simetri¢cna. Takoder, moze se
primijetiti da vrijednosti jakosti konvergiraju k 0.05, razlog tomu je 95%-tni
percentil koristen kao kriticna vrijednost. Ukoliko je nulta hipoteza isti-
nita, svaka statistika bi trebala i¢i iznad te vrijednosti, odnosno nalaziti se
u podrucju odbacivanja u otprilike 5% slucajeva, ¢ak i kad je uzorkovano iz
normalne distribucije.

Nadalje, statistika D, koja je imala najvec¢u jakost u jako pozitivno asi-

metriénoj distribuciji, pada na Sesto mjesto u slabo pozitivno asimetri¢noj
distribuciji. Statistika B, koja je u pocetku bila na drugom mjestu, pada na
cetvrto mjesto.
Koristed¢i prosjecan rang kao ukupnu mjeru jakosti prikazanu u Tablici 3,
¢ini se da od ukupno 10 testiranih statistika, statistike B i E imaju najbo-
lji uspjeh u detektiranju asimetrije u rasporedu podataka te obje statistike
sadrze iste komponente: minimalnu vrijednost, medijan i maksimalnu vri-
jednost. Na drugom kraju spektra, tri najgore statistike (C, F i J) sadrze
kombinaciju donjeg kvartila, medijana i gornjeg kvartila, Sto za posljedicu
ima slabu detekciju asimetrije u rasporedu podataka te potom i lo§ rang u
Tablici 3. Obrazlozenje loseg ranga je ¢injenica da kvartili ignoriraju 25%
vanjskog ruba distribucije gdje je asimetrija najocitija.
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2.3 Veli¢ina uzorka

U ovom potpoglavlju ispitujemo mijenja li se jakost testa povecanjem
velicine uzorka.

Koristit ¢emo testnu statistiku E,

(xmin + xmax)

1
E=2
Me ’

te velicine uzoraka 10 i 100.

Generiramo 10000 uzoraka duljina 10 i 100 iz normalne distribucije s pa-
rametrima g = 510 = 1, za svaki od uzoraka rac¢unamo vrijednost statistike
te za svaku veli¢inu uzorka odredimo kriticnu vrijednost. Nadalje, generi-
ramo 10000 uzoraka duljina 10 i 100 iz pozitivno asimetri¢ne distribucije s
parametrima p = 5 i o = 1, racunamo vrijednosti statistike te koliko puta je
ta vrijednost bila iznad kriticne vrijednosti.

Tablica 4 prikazuje rezultate koristenja testne statistike E za veli¢ine uzo-
raka 10 i 100.

Jakost (jako asi- | Jakost (srednje | Jakost  (slabo
metricna distri- | jako asimetricna | asimetri¢na

bucija) distribucija) distribucija)
n=10 | 0.56 0.30 0.12
n=100 | 1.00 0.98 0.41

Tablica 4: Usporedba jakosti testne statistike E za razlicite veli¢ine uzorka

Dakle, pove¢anjem uzorka definitivno se povec¢ava jakost statistike. Ako
imamo veliki uzorak (npr. uzorak duljine 100), opéenito se mozemo osloniti
na centralno granicni teorem pri testiranju aritmeticke sredine bez obaziranja
na oblik distribucije.
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Kao jos jedan primjer uzeli smo testnu statistiku B,

B Tomaz — Me
M€—$mm’

te prethodno opisanim postupkom dobili rezultate prikazane u Tablici 5.

Jakost (jako asi- | Jakost (srednje | Jakost  (slabo
metricna distri- | jako asimetricna | asimetri¢na

bucija) distribucija) distribucija)
n=10 | 0.83 0.28 0.09
n=100 | 1.00 0.99 0.45

Tablica 5: Usporedba jakosti testne statistike B za razlicite veli¢cine uzorka

Na temelju dobivenih rezultata, mozemo potvrditi prethodni zakljucak da se
povecanjem uzorka povecava i jakost testne statistike.
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3 Testovi omjera vjerodostojnosti za testira-
nje simetrije

U ovom poglavlju proucavamo dva testa omjera vjerodostojnosti za tes-
tiranje simetrije diskretne distribucije oko nekog parametra 6 u odnosu na
jednostrane alternative. Ukratko ¢emo opisati metodu omjera vjerodostoj-
nosti te potom opisati navedene testove.

Metoda omjera vjerodostojnosti

Procjenitelj metodom maksimalne vjerodostojnosti (MLE) u nekom sta-
tistickom modelu s klasom dopustenih distribucija P = {FP, : § € O}, pri
¢emu 6 moze biti i vektorski parametar, odnosno 6 = (01,...,0,) € © C
R¥, k € N, odreduje se na sljedeéi naéin:

Ako je rijec¢ o klasi diskretnih distribucija, tada se funkcija vjerodostojnosti
definira formulom

a ako je rije¢ o klasi neprekidnih distribucija, definira se formulom
LO) = f(z,|0)-...- f(zn | ), O€O. (7)

Vrijednost 6 = (1, ..., x,) € ©, za koju je

A

L(0) = L(#

(0) = max L(0)

zovemo procjena metodom maksimalne vjerodostojnosti.

Statistika 6( X, ..., X,,) je procjenitelj metodom maksimalne vjerodostojnosti.

Opce nacelo za definiranje kriticnog podrucja C nekog testa sastoji se u
tome da se u C ukljuce one tocke (z1,...,z,) € R" kojima pripada mala
vjerojatnost pod uvjetom da je H, istinita u usporedbi s vjerojatnoséu te
tocke uz uvjet da je istinita alternativna hipoteza H;. To je nacelo bilo jed-
nostavno operacionalizirati u slu¢aju jednostavnih hipoteza, sto je i uc¢injeno
Neyman-Pearsovom lemom, gdje je kljucnu ulogu u definiranju najboljeg

kriti¢nog podrucja imao omjer Iﬁggi’g Mala vrijednost tog omjer u nekoj
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tocki (z1,...,2,) € R™ upuéivala je na veliku moguénost da hipoteza H,
nije istinita, Sto bi znacilo da tu tocku treba ukljuciti u kriticno podrucje
testa.

Ako je rije¢ o testiranju jednostavne hipoteze, Hy : 0 = 0y, prema slozenoj
alternativnoj hipotezi, H; : 6 € ©4, tada za svaki § € O; funkcija vjero-
dostojnosti ima odredenu vrijednost L(6), tako da se ovdje ne moze govoriti
0 omjeru Ii((eeo)) kao konstantnoj veli¢ini pridruzenoj tocki (xy,...,x,) € R™.

Taj omjer je sada funkcija nepoznatog parametra #. Medutim, ako postoji

tada je vrijednost omjera % u tocki (z1,...,x,) odredeni fiksirani broj te

ako je taj broj dovoljno malen, onda to upucuje na to da tu tocku treba
ukljuciti u kriticno podrucje testa.

Primijetimo najprije da je % < 1. Ako je Iﬁgzg ~ 0, tada to oznacava da
je vjerojatnost L(6y) da se dobije bas izmjereni niz podataka x1,...,x,, uz
uvjet da nepoznati parametar ima vrijednost 6y, zanemarivo mala u odnosu
na najveéu mogucu vjerojatnost da se dobije taj niz podataka pri variranju
parametra 6 po cijelom skupu © dopustenih vrijednosti. Nadalje, za 0; €
O je ona vrijednost parametra nepoznate distribucije za koju dobiveni niz
podataka ima najveéu vjerojatnost pa je EEZ‘;; najmanja vrijednost omjera

L(6o)
L(9)

pri variranju parametra 6 po skupu ©.

Definicija 3.1. Velicina

L0 L6
Mzy, .. x,) = () = (O),
maxgeo L(0)  L(6,)
zove se omjer vijerodostojnosti u tocki (xq,...,x,) € R™.

Ako je i nul-hipoteza sloZena hipoteza, to jest Ho : 6 € Oq, i ako postoji

max L(¢) = L{6o),

onda se omgjer vjerodostojnosti definira formulom

maXgpeo, L(9> . L(eo)

Mo s ) = maxpee L()  L(61)’

Ocigledno je A(z1,...,x,) < 1.
Ako se dobije A(z1,...,z,) ~ 1, tada tocka (z1,...,z,) ne bi trebala pri-
padati kriticnom podru¢ju. Ako je A(xy,...,z,) =~ 0, tada niz izmjerenih
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podataka x1,...,x, upucuje na ¢injenicu da je njegova maksimalna vrijed-
nost L(fy), uz uvjet da je hipoteza H, istinita, zanemarivo mala u odnosu na
njegovu maksimalno moguéu vrijednost L(6;) i da bi stoga tocka (xy, ..., x,)
trebala pripadati kriticnom podrucju hipoteze H,.

Sada se ¢ini razumnim smatrati da ¢e se dobiti dobar test ako se kriticno po-
drugje C odabere tako da se u njega ukljuce one tocke iz prostora R™ (prostor
vrijednosti sluc¢ajnog uzorka) za koje je pripadni omjer vjerodostojnosti manji
od zadanog broja ¢ (0 < ¢ < 1).

Definicija 3.2. Ako kriticno podrucje C, za testiranje parametarske hipoteze
Ho : 0 € Oy, u odnosu na alternativnu hipotezu Hy : 0 € ©1, ima oblik

C={(z1,...,2,) ER" : Nay,...,2,) < c},

onda se kaze da je test dobiven metodom omjera vjerodostojnosti (LR-test).

Zajednicka pretpostavka koja se temelji na mnogim statistickim ana-
lizama jest da je osnovna distribucija simetricna. Valjanost nekih cesto
koristenih procedura ovisi upravo o toj pretpostavci.

Neka je X slucajna varijabla na R! s funkcijom distribucije F(z).

Definicija 3.3. Distribucija F(x) je simetricna oko ishodista ako vrijedi

F(z)+ F(—z) =1, Va. (8)

Kao alternativu simetriji oko 0, definirat ¢emo pozitivnu asimetriju (eng.
positive biasedness) u razlicitim znacenjima te ¢emo tu Cinjenicu oznaciti s

X =0 (B;) ili F(-) > 0 (B;) (Yanagimoto i Sibuya).
Definicija 3.4.

o X > 0 (By) ako i samo ako P(X > 0) =2 P(X < 0), ili ekvivalentno
1—F(0) = F(0-0).

e X >0 (By) ako i samo ako P(X > ay) 2 P(X < —av), Yoy > 0, ili
ekvivalentno F(x) + F(—xz) £ 1, Vo 2 0.

e X = 0 (By) ako i samo ako Play =2 X > o) 2 P(—ay > X 2
—ag), Yoy > a; > 0, ili ekvivalentno F(x +vy) — F(z) 2 F(—x) —
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o X = 0 (Bs3) ako i samo ako gggﬁiigf; > ﬁg:gi;;g;i, Yas > ag >
F(z+y)—F(y)

ay > 0 tako da su nazivnici pozitivni, ili ekvivalentno ako je ) F oy
neopadajuca u x >0 iy > 0.

e X > 0 (By) ako i samo ako ggzgiﬁix; > gE:Zfiﬁiizzg, Vasg > ag >
F(z+y)—F(y)

ay tako da su nazivnici pozitivni, ili ekvivalentno ako je oy (1)
neopadajuca v x >0 1 y.

Negativna asimetrija se definira na slican naé¢in i oznacava s X < 0 (B;).

Kako je simetrija (oko 0) ekvivalentna izrazu (8), mnogi su testovi zas-
novani u terminima empirijske kumulativne distribucije.

Ako nam je cilj odbaciti hipotezu o simetriji, tada je vazno poznavati
strukturu distribucije koja nas vodi do odbacivanja.
Ekvivalentno Definiciji 3.3, kazemo da slucajna varijabla X ima simetri¢nu
distribuciju (oko 0) ako i samo ako X i —X imaju jednaku distribuciju.
Mozemo razmatrati razlicite jednostrane alternative simetriji uzimajuéi u
obzir razli¢ite tipove stohastickog poretka izmedu slucajnih varijabli X i
—X. Najcesce, pozitivnu asimetriju povezujemo sa situacijom kada je X
stohasticki veéi od —X $to povlaci E[g(X)] > E[g(—X)] za sve neopadajuce
funkcije g¢.

Razmatramo problem kada su podaci diskretni ili grupirani te bez sma-
njenja opcenitosti pretpostavljamo da je 6 = 0.

Neka slucajna varijabla X poprima (2k+1) vrijednosti —k, —(k—1), ..., —1,
0,1,...,(k—1),k s pripadajucim vjerojatnostima redom p_g, p_(x—1y, - - . , P—1,
Do, P1s - - - Pi—1, Pk Oznacimo s p vektor dimenzije (2k + 1) koji sadrzi sve

pi, ©=0,£1,... £k

Pretpostavimo da imamo sluc¢ajan uzorak duljine n iz te populacije. Neka
je n; broj slucajeva kada je slucajna varijabla X poprimila vrijednost 7, za
i =0,%1,..., £k tako da je Zfszni =n.

Testiramo nul-hipotezu o simetriji oko 0:

Hoipj:p—j; j:1727"'7k7 (9)
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u odnosu na alternative Hy — Ho 1 Ha — Ho, pri cemu su:

k k
Hl: szZZPﬂ7 j:1727"'7k (10)
i=j i=j

H2pj2p—]a j:1727ak (11)

Ako je hipoteza H; (10) istinita, kazemo da je X pozitivno asimetri¢na
slucajna varijabla po kriteriju By (tip I), i ako je hipoteza Ho (11) istinita,
kazemo da je X pozitivno asimetri¢na sluc¢ajna varijabla po kriteriju By (tip
10).

3.1 Testiranje Hy u odnosu na H; — H,

Odredujemo procjenitelje maksimalne vjerodostojnosti (MLE) za vektor
p pod ogranicenjima obje hipoteze Hy 1 H;. Funkcija vjerodostojnosti pro-

porcionalna je
k

L(p|n) =ps" | |[P""Pi"]- (12)

i=1
Neogranicen MLE za p; je p; = n;/n, i = 0,£1,...,£k. MLE za p u
uvjetima istinitosti hipoteze Hy dan je s

L(0) _ ~0)  M—i+ Ny
=p =— =12 ...k 13
P = b, 5 12,0, (13)
i
~(0) A No
Py =Po= —.
n

U uvjetima istinitosti alternativne hipoteze H;, ograni¢enja na vektor p su

k k
S>pi=) p j=12... .k
i=§ i=j
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Ta ogranicenja ekvivalentna su

k k
szzzpfu j:_k7_(k_1>77k7 (14)
i=j i=j

sto zapisujemo kao p > p/, gdje p’ oznacava obrnuti (2k + 1) dimenzionalni
vektor (i, DPr—1,---,P1,P0,P—1-- - D—(k—1), P—k). Esencijalno, ovo je dvos-
trani problem procjenjivanja p i p’ unutar stohastickog poretka p > p'.
Dvostrani problem prouc¢avali su Barlow i Brunk (1972) te se ovdje mogu
primijeniti njihovi rezultati. Pretpostavljamo da su operacije mnozenja i di-
jeljenja vektora definirane na sljede¢i nacin:
T,y €ER" x-y=(x1 -Y1,. ., Tn"Yn) z%z(%,,i—z)

Nadalje, maksimiziranje produkta vjerodostojnosti, L(p | m), unutar H;
ekvivalentno je maksimiziranju

k

k
L(p|n) =[] p" Pt (15)
i=—k i=—k

Teorem 3.5. Ako jep; >0 zai=—k,—(k—1),...,—1,-0,1,...,k— 1,k,
tada je MLE za p, u uvjetima istinitosti hipoteze Hy, dan s

p+p

> _ 5.

ok (16)

gdje Ew(z | I) oznacava najmanju kvadratnu projekciju s tezinama w vektora
xna konus [ ={x : v, <...<zx_1 <y <2 <...<a} neopadajuéih
vektora.

Dokaz. S obzirom da vrijedi sljedece

sup L*(p | m) <supL(p | n)L(q| n')
p>p p>q

te je rjeSenje desne strane dano s
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R . P + p
¢V =By (S | A),
pri cemu je A konus neopadajuc¢ih vektora7 rezultat direktno slijedi provje-

ravanjem da je ¢ = p(V)’. O

Koristeéi (13) i (16), mozemo dobiti procjenitelje maksimalne vjerodos-
tojnosti za funkciju distribucije od X pod ogranic¢enjima hipoteza Hg i H;.
Slijedi da test omjera vjerodostojnosti za testiranje Ho u odnosu na H; — Hy
odbacuje Hy za dovoljno velike vrijednosti od

k
Ty =2 Z n;{In ]32(-1) —1In ﬁgo)}. (17)

i=—k

Asimptotska nul-distribucija statistike T}

T, je statistika testa omjera log-vjerodostojnosti za navedeni problem.
Pokazujemo da je distribucija od T} tipa ¥? (mjesavina nezavisnih x? distri-
bucija).

Prosirujuci lnﬁgl) i 1n]5§0) oko p; pomoc¢u Taylorovog teorema s ostatkom
drugog stupnja i koristeéi ¢injenicu da je Zf:_k }351) = Zf:_k ﬁ§0) = 1, slijedi
da je pod Hg (uz pretpostavku p; > 0, Vi),

k
L o A 1 ~
T= 3 il =5 = =60 = 5o,
i—r N B;
pri cemu su «; i f; koeﬁcuen‘m iz Taylorova prosirenja i za i = —k,... .k, o;

je uvijek izmedu p; i pl , a f; izmedu p; i pg te konvergiraju gotovo sigurno
k p; (pod uvjetima 7-[0).

Posebno, vrijedi da je p — p = (p' — p)/2 i p¥) — p = pE, ( P,
stoga mozemo zapisati

1, 0 — P 1 p—p
r=n Y al b ERe o L n R )
i——k Qa5 [
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1
sz sz P B B | D7)

i=—k

pri ¢emu je ¥ = /n(p’ — p)/p. Po centralnom grani¢nom teoremu,
slucajni vektor y/n(p — p) po distribuciji konvergira k p(U — UE), gdje su
U_k, U_(k—1), - - ., Uy, nezavisne normalne sluéajne varijable s ocekivanjem 0
i odgovaraju¢im varijancama p:i,p:%k_l), e ,p,C LU = Zf:_k pU; 1 E =
(1,1,...,1)7.

S obzirom da pretpostavljamo da je hipoteza H, istinita, mozemo zapisati

—(U-U)=V.

Nadalje, neprekidnost od Ep(% | I) u p i 9 povlaci

Zpu (V[ D?). (18)

i=—k

Primijetimo da je Vo =01 V_;, = =V}, sto slijedi iz pretpostavke da pod
uvjetima hipoteze Hy vrijedi p; = p—; i maxmin formule za E,(V | I) pri
cemusu E,(V|1)g=01EyV|I)_;=—-E,(V|I),.

Neka su V, i p, restrikcije od Vi pna {1,...,k} i neka je J = {x =

(X1, . 2) » 0< 2y <@xg... <y}
Tada je
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(EPT<VT|J)i7 i:1,2,...,k}

E,(V|1);= 0, 1=0
—E, (V| J)esy  i=—k,..., —1

Dakle, sada imamo:

Ty = Ve = Ep(Ve | )1(B)

= Zz’:l[vi - EPT(VT‘ | J)z] (%)

Primijetimo da su Vi, V5, ..., Vi nezavisne, normalne slucajne varijable s
ocekivanjem 0 i varijancom (2/p;). Asimptotska distribucija od T je tipa Y2
koja ovisi o konusu J i o nepoznatim vrijednostima parametara pg, p1, ..., P-
Sljede¢im teoremom dana je najmanje povoljna distribucija.

Teorem 3.6. Ako p zadovoljava Hy i ako je p; >0, i = —k,...  k, tada za
svaki realan broj t vrijedi:

lim Py[Ty > 6] =Y p(lk, p,) Plxi; = 1] (20)

n—oo
=0

pri cemu je p(0, k, p,) vjerojatnost da je E, (V, | J) jednaka nuli i p(l, k, p,.)
zal =1,2,...,k vjerojatnost da E, (V, | J) ima | razlicitih ne-nul vrijed-
nosti.

X3 je x*-sluéagna varijabla s X stupnjeva slobode (x3 =0).

Nadalje,

P, > + = Pl > 1) 1)

sup lim P,[T7 > t] = 5

p n—0o0

DO | —

Vrlo je vjerojatno da ¢e test temeljen na najmanje povoljnoj distribuciji,
danoj u Teoremu 3.6, biti konzervativan (ovisno o pravim vrijednostima pa-
rametara py, P, .. .,pr). Medutim, ako vrijednosti parametara p1,po, ..., p
ne variraju previse (na primjer ako je omjer najveée i najmanje vrijednosti
p; manji od 3), tada ¢e kriticna vrijednost testa temeljenog na jednakim
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tezinama (p; = p2 = ... = pg) imati znacajnu razinu razumno blizu opazenoj
vrijednosti.

Ako imamo dodatnu informaciju da vrijedi p; > ps > ... > pg, tada je
najmanje povoljna distribucija dana s:

k

> () Gren 2 )

=0

Kriti¢na vrijednost odabrana iz ove distribucije rezultirat ¢e manje konzerva-
tivnim testom u odnosu na kriticnu vrijednost dobivenu iz najmanje povoljne
distribucije dane izrazom (21).

Druga alternativa jest aproksimacija P,[T7 > t] s

> ok, p9) P > 1],

pri ¢emu je f)(o) procjenitelj za p dan s (13). Ovaj izraz ima istu asimptotsku
distribuciju kao i 7} u uvjetima hipoteze H, i osigurava dobru aproksimaciju.

33



3.2 Testiranje Hy u odnosu na Hy — H,

Odredujemo procjenitelje maksimalne vjerodostojnosti (MLE) za vektor
p pod ogranicenjima Hy i Hs. Kao u prethodnom potpoglavlju, funkcija
vjerodostojnosti proporcionalna je

k
L(p | n) = pp* [ [ "5 ).

=1

Kako bi pronasli procjenitelje maksimalne vjerodostojnosti za p, parame-
triziramo na sljedec¢i nacin. Neka su

Di .
= @Z:pfz—i—pl, 221,2,...,k, 23)
D—i +Di ( ) (
tako da vrijedi
pi=0ipi i pui=pi(1-0;), i=12..k (24)

Funkcija vjerodostojnosti u terminima novih parametara proporcionalna
je
k k k
Lo(@, [ m) = [[ 67" (1= 0™ [ [ ™ (1 =D _wa)™].  (25)
i=1

i=1 =1

Procjenitelji maksimalne vjerodostojnosti pod ogranicenjima Hy su

A 1 i —i .
OO L R T W N (26)
2 n
Pod alternativnom hipotezom H, vrijedi da je 6; > %, 1= 1,2,....k

i nema ogranicenja na vrijednosti od ;. Tako da je MLE za ¢ isti kao i
procjenitelj pod nul-hipotezom Hj:

=t =12,k (27)



MLE za 6 dan je s

nyyl (28)

60— My, L
! (nl +n_; 2

pri ¢emu a V b (a A b) oznacava maksimnum (minimum) od a i b.

Koristedi (27) i (28), MLE za p u uvjetima istinitosti hipoteze Hs dan je
u sljede¢em teoremu.

Teorem 3.7. Procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti za p podvrgnut Hs
dan je s

(M=) (v g

P = (29)

Koristeéi (13) i (29), mozemo dobiti procjenitelje maksimalne vjerodos-
tojnosti za funkciju distribucije od X pod ogranicenjima hipoteza Hg i Ho.
Slijedi da test omjera vjerodostojnosti za testiranje Ho u odnosu na Hy — Hy
odbacuje Hg za dovoljno velike vrijednosti od

k
=2 ni{lnp? —n p”}. (30)
i=—k

Asimptotska nul-distribucija statistike 75

Testna statistika omjera log-vjerodostojnosti za testiranje hipoteze Hy u
odnosu na Hy — Ho dana je s

7, =23 fne{nd? ln(%)} + i1 — ) - ln(%)}] (31)
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Istim postupkom kao u Potpoglavlju 3.1, vrijedi sljedece

k
T 53 1ZivOP, (32)

i=1
pri cemu su Zy, Zs, . . ., Zy nezavisne standardno normalne sluc¢ajne varijable.

Teorem 3.8. U uvjetima istinitosti hipoteze Ho vrijeds

im P17, > 0= 3 () (3" P = 1 (33

n—00
=0

za svaki realan broj t (x3 =0).

Primijetimo da asimptotska nul-distribucija ne ovisi o p.
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3.3 Simulacijska studija

U ovom potpoglavlju napravit ¢emo simulaciju pomoc¢u koje ¢emo uspo-
rediti jakosti predlozenog testa T5.

Fokusirat ¢emo se na pomaknutu binomnu distribuciju:

.= jd 1— J =0,=%1,...,%k.
p] (] k‘) ( p) ) ] ’ I )

Neka je k = 3, tada imamo ukupno 7 ¢elija. Dakle, distribucija je sime-
tricna kada je p = 0.5, Hg, dok zadovoljava alternativnu hipotezu H, kada
je p > 0.5.

U nasoj simulaciji, duljina uzorka je fiksna, n = 100, a broj replikacija 10000.
Razina znacajnosti je o = 0.05.

U prethodnom potpoglavlju opisana je testna statistika 75 i dana je for-
mulom (31):

Ty, =2 Z[ni{lnéf) - ln(%)} +n_{In(1 —4?) — ln(%)}].

Nadalje, koristit ¢emo jos dva testa kako bi $to bolje usporedili jakost
predlozenog testa.

Oznacimo s X1, ..., X, nezavisne, jednako distribuirane sluc¢ajne varijable
s navedenom distribucijom. Za pomaknutu binomnu distribuciju, uniformno
najjaci test jest odbacivanje hipoteze H, u korist alternativne hipoteze H,
ako je suma Y " | X; prevelika. Taj éemo test oznaciti s UMP te éemo ga
koristiti kao mjerilo pomoc¢u kojega ¢emo bolje usporediti jakost testa T5.
Dakle, testna statistika je sljede¢eg oblika:

UMP = zn:Xi.
i=1
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Kriti¢na vrijednost za ovaj test dobivena je na sljede¢i nacin. Ako sa Z
oznacimo binomnu sluc¢ajnu varijablu s parametrima 2k = 2 -3 i p = 0.5,
tada mozemo zapisati X = Z — k, odnosno X = 7 — 3.

>

%Q[M.\/ENN((),D

iy X —E[X]
Jo?

/n ~ N(0,1)

Vrijedi: E[X] = E[Z]—k = 2k-p—k =0i0%(X) = 0*(Z) = 2k-p-(1—p) = 1.5.

Drugi test koji razmatramo jest neogranicen test omjera vjerodostojnosti
za testiranje simetrije u odnosu na asimetriju (koji je esencijalno ekvivalentan
uobicajenom x? testu pripadnosti za simetriju). Oznacit ¢emo ga s H.

Ako je p = 0.5, slucajna varijabla X = Z — k je simetricna oko 0. Testna
statistika je sljedeceg oblika:

pri cemu su f; = n-p; i f; = n; (broj slucajeva kada je slucajna varijabla
poprimila vrijednost j), j = —3,-2,...,2,3.

Dakle, za razliku od testa T,, navedeni test nema nikakva ogranicenja na
alternativnu hipotezu. Kriti¢na vrijednost ovog testa je 95%-tni percentil y?
distribucije s 3 stupnja slobode.

Generiramo 10000 uzoraka duljine 100 iz pomaknute binomne distribucije
s parametrima 7 i p € {0.5,0.51,0.52,...,0,59,0.60}. Za svaki od uzoraka
racunamo vrijednosti 3 navedene testne statistike (7o, UM P, H). Jakost
pojedinog testa je udio slucajeva kada je vrijednost testne statistike bila
iznad kriticne vrijednosti.
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1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1 H
0
0.5 0.51 0.52 0.53 0.54 0.55 0.56 0.57 0.58 0.59 0.6

PARAMETAR BINOMNE DISTRIBUCHE, p

JAKOST

-T2

=== |JMP

Slika 10: Krivulje jakosti testova za k = 3, n = 100, o = 0.05.

Na razini znacajnosti od 5% dobivamo da su pod nultom hipotezom p-
vrijednosti sljedece: 0.0537 za test T5, 0.0581 za UMP test i 0.0762 za test
H. Funkcije jakosti tri navedena testa prikazane su na Slici 10.

Sa Slike 10 jasno se vidi da je krivulja jakosti testa T, blize krivulji jakosti
UMP testa u odnosu na krivulju jakosti testa H. S obzirom da smo uzeli
UMP test kao mjerilo, mozemo zakljuciti da je novopredlozeni test T, mnogo
bolji u odnosu na neograniceni test omjera vjerodostojnosti za testiranje si-
metrije Sto je posljedica ¢injenice da test 75 sadrzi ogranicenja na parametre
pod alternativnom hipotezom, odnosno vise je restriktivan pa je stoga i ja-
kost testa ve¢a u odnosu na test H.

Takoder, slicno ponaSanje mozemo ocekivati i kod testa T} opisanog u Pot-
poglavlju 3.1. Tako u uvjetima alternativne hipoteze tog testa postoje neka
ogranic¢enja na parametre, ona su restriktivnija kod testa T, tako da pret-
postavljamo da bi test 77 bio losiji od testa 75, no ipak bolji u odnosu na
neogranicen test H.

Dakle, ukoliko imamo diskretnu distribuciju i zelimo provjeriti postoji
li simetrija oko odredene tocke, ili se ipak radi o asimetriji (pozitivnoj ili
negativnoj) mozemo s dovoljnom pouzdanoscéu koristiti test 75 opisan u Pot-
poglavlju 3.2.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu obradili smo mjere asimetrije podataka, od-
nosno nacine mjerenja rasporeda ¢lanova statistickog skupa prema nekoj vri-
jednosti, to jest prema osi simetrije.

Za razumijevanje tematike u prvom poglavlju dan je pregled osnovnih
pojmova statistike. Opisan je koncept asimetrije te tri najcesce koriStene
mjere asimetrije. Nadalje, istrazene su druge statisticke velic¢ine te njihova
ucinkovitost, odnosno jakost tih statistickih veli¢ina u detekciji asimetrije pri
cemu je bilo vazno razumijevanje koncepta uzorkovanja distribucije te kako
koristiti uzorkovanje za testiranje hipoteze za nepoznatu statistiku.

Obradeni su testovi omjera vjerodostojnosti za testiranje simetrije u od-
nosu na jednostrane alternative te su opisane pripadne dvije testne statistike
i njihove asimptotske distribucije. Na kraju, u simulacijskoj studiji ispitu-
jemo jakost drugog testa te zakljucujemo da uspjesno konkurira poznatom
neogranicenom testu omjera vjerodostojnosti za testiranje simetrije.

Naposljetku, naglasimo opsirnost ove tematike te da je ovim radom obu-
hva¢en samo mali dio. Uz veé trenutno bogatu literaturu, konstantno se
nadopunjava te se istrazuju novi testovi za testiranje asimetrije i njihove
ucinkovitosti u primjeni.
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Summary

In this paper we discussed measures of skewness and ways to measure
the distribution of members of a statistical set according to the point of
symmetry.

At the beginning of the first chapter, a basic statistical results are gi-
ven. We described the concept of skewness and the most common measures
of skewness. Furthermore, we have investigated different ways to measure
skewness. Using simulations, we have estimated the power of each statis-
tic to detect skewness where it was important to understand the concept of
a sampling distribution and how to use the sampling distribution to test a
hypothesis for an unfamiliar statistic.

Then we studied likelihood ratio tests for symmetry of a descrete distri-
bution against one-sided alternatives. In the process, two test statistics and
their asymptotic null distributions had been obtained. In addition, we per-
formed a simulation study to compare the power of the second test and had
concluded that this test successfully compete with the known unrestricted
likelihood ratio test for testing symmetry vs. non-symmetry.

At the end, let us emphasize extensiveness of this topic and that this
paper contain only a small part of it. Along with the already rich literature,
new tests for testing skewness and their efficiency are being investigated, so
it is continuously being updated.
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