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Uvod

Funkcijske jednadzbe su jednadzbe u kojima su nepoznanice funkcije. Ponekad se za-
htijeva da funkcije zadovoljavaju odredene uvjete (na primjer: neprekidnost, monotonost,
ogranicenost, ...). Najpoznatija takva jednadzba je aditivna Cauchyjeva funkcijska jedna-
dZba koju ¢emo opisati u prvom poglavlju ovog rada, sa i bez pretpostavke neprekidnosti.
Neprekidno rjeSenje ove funkcijske jednadzbe odredio je Cauchy 1821. godine, a rjeSenje
bez pretpostavke neprekidnosti Hamel 1905. godine. Osim toga, proucit ¢emo aditivne
Cauchyjeve funkcijske jednadzbe u kompleksnoj ravnini, kao i aditivne Cauchyjeve funk-
cijske jednadzbe u viSe varijabli. U drugom, treCem i Cetvrtom poglavlju proucavamo
redom eksponencijalnu, logaritamsku i multiplikativnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzbu,
¢ije se rjeSavanje svodi na aditivihu Cauchyjevu funkcijsku jednadzbu. U petom poglavlju
opisat ¢emo Cauchyjevu NQR metodu rjeSavanja funkcijskih jednadzbi te ju primijeniti na
rjeSavanje svake od navedene Cetiri vrste Cauchyjevih funkcijskih jednadzbi, ali i na neke
druge primjere.



Poglavlje 1

Aditivne Cauchyjeve funkcijske
jednadzbe

1.1 Neprekidno rjesenje aditivne Cauchyjeve funkcijske
jednadzbe

Neka je f: R — R funkcija koja zadovoljava jednadZbu
fx+y) = f0)+f) (1.1)

za sve x,y € R. Ovu jednadzbu nazivamo aditivnom Cauchyjevom funkcijskom jed-
nadZbom, a svako njeno rjeSenje aditivnom funkcijom.

Primjer aditivne funkcije je funkcija x — cx, pri ¢emu je ¢ proizvoljna realna konstanta.
Prema sljede¢em teoremu, to je jedino rjeSenje aditivne Cauchyjeve funkcijske jednadzbe
koje je neprekidno.

Teorem 1.1.1. Neka je f: R — R neprekidna funkcija koja zadovoljava aditivnu Cauchy-
Jjevu funkcijsku jednadzbu. Tada je f funkcija oblika x — cx pri Cemu je c proizvoljna
realna konstanta.

Dokaz. Najprije fiksiramo x te integriramo obje strane jednadZzbe (1.1) po varijabli y te
dobivamo

1 1
furiﬂfumw=l:Uu+w—f@n@

1 1
iﬂﬂﬂw@—ﬁf@@=

1+x

1
J(u)du - j; f(dy,
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pri ¢emu je uvedena supstitucija u = x + y. Kako je f neprekidna funkcija, iz osnovnog
teorema diferencijalnog i integralnog racuna dobivamo

0= f0+x) - f(x), (1.2)
a zbog aditivnosti od f vrijedi
fA+x) = f(1)+ f(x). (1.3)
Uvrstimo 1i (T3) u (T.2), dobivamo da je
f=c

pri ¢emu je ¢ = f(1). RjeSavanjem dobivene diferencijalne jednadZzbe prvog reda dobivamo
da je
f(x) =cx+d, (1.4)

pri ¢emu je d proizvoljna realna konstanta. Uvrstimo 1i (T.4)) u (I.1)), dobivamo da je
cx+y)+d=cx+d+cy+d

odnosno
d=2d

iz Cega slijedi da je d = 0. Dakle, f(x) = cx za svaki x € R. O

Napomena 1.1.2. Svaka funkcija f: R, — R koja zadovoljava jednadZbu f(x +y) =
f(x) + f(y) za sve x,y € R, moze se proiriti do aditivne funkcije f: R — R. Dovoljno je
definirati f(x) = f(x) ako je x > 0, £(0) = £(0) i f(x) = —f(—x) ako je x < 0. Naime, ako
sux,y<0,tadajeix+y<0,paje

fx+y)=—f(=x=y) = =(f(=20) + f(=y)) = —f(=x) — f(=y) = f(x) + ).

Akojex >0,y<0ix+y>0,tada je

fx+y) = fO) = fx+y) + f(=) = f((x +Y) + (=) = fx) = f(x),

odakle slijedi f(x +y) = f(x) + f(y). Analogno bi se provjerili i ostali slucajevi. Funkcije
f: R, — R koje zadovoljavaju aditivau Cauchyjevu funkcijsku jednadZbu c¢emo takoder
nazivati aditivnim funkcijama. Posebno, svaka neprekidna aditivna funkcija f: R, — R je
oblika x — cx, gdje je c proizvoljna konstanta.
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Prisjetimo se da za funkciju f: R — R kazemo da je lokalno integrabilna ako je inte-
grabilna na svakom ograni¢enom skupu. Prema teoremu 1.1.1, svako lokalno integrabilno
rjeSenje aditivne Cauchyjeve funkcijske jednadzbe je oblika x — cx za neku realnu kons-
tantu c. Da bismo to dokazali, pretpostavimo da je f lokalno integrabilno rjeSenje aditivne
Cauchyjeve funkcijske jednadzbe. Vrijedi da je

"y
V) = fo F) dz
Y
=f[f(x+z)—f(z)]dz
0

X+y Y
= )f(u)du—f f(2)dz
0

= fx+yf(u)du— fxf(u)du— fyf(u)du.
0 0 0

Zamijene li varijable x i y mjesta, zadnja jednakost u gornjem nizu jednakosti ostaje nepro-
mijenjena te zbog toga vrijedi da je

yf(x) = xf(y)
za sve x,y € R. Iz toga slijedi da je, za x # 0,
J&x) _
- = C,
X

gdje je ¢ proizvoljna realna konstanta. Iz posljednje jednakosti slijedi da je f(x) = cx za
svaki x € R\ {0}. UvrStavanjem u (I.1)) dobivamo da je f(0) = 0. Dakle, f(x) = cx za svaki
xeR.

Dokazat ¢emo teorem 1.1.1 na jo§ jedan nacin. Za to ¢e nam trebati sljedeca lema.

Lema 1.1.3. Ako je f: R — R rjesenje aditivne Cauchyjeve jednadZbe, tada je f raci-
onalno homogena, to jest f(rx) = r f(x) za svaki x € R i za svaki r € Q. Stovise, f(x) =cx
za svaki x € Q, pri ¢emu je c¢ proizvoljna realna konstanta.

Dokaz. Uvrstavajuéi x = y = 0 u (I.1)), zakljucujemo da vrijedi
f(0) = 0. (1.5)
Uvrstavajuéi y = —x u (I.1)), dobivamo da je
f(x=2x) = f(x) + f(=x),

odnosno

J0) = f(0) + f(=x).
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Koriste¢i (1.5)), zakljuCujemo
f(=x) = —f(x) (1.6)

za svaki x € R. Dakle, do sada smo dokazali da je svako rjesenje aditivne Cauchyjeve jed-
nadzbe neparna funkcija. Dokazimo sada da je takoder i racionalno homogena. Uzmimo
bilo koji x te promatrajmo

J2x) = fx+x) = f(0) + f(x) = 2f(x).

Indukcijom lako dokaZzemo da vrijedi

f(nx) =nf(x) (1.7)

za svaki n € N. U slucaju da je n negativan cijeli broj, tada je —n € N te koristeci tvrdnje

@7 i dobivamo da vrijedi

f(nx) = = f(-nx)
= —=(-=n)f(x)
=nf(x).

Dokazali smo da vrijedi f(nx) = nf(x) za svaki n € Z i za svaki x € R. Stavimo sada da je
r proizvoljan racionalan broj, odnosno da je

r =

k
)

gdje je k cijeli broj, a [ prirodan broj. Vrijedi jednakost kx = I(rx). Iskoristimo li ¢injenicu
da je f homogena za cijele brojeve, dobivamo da je

k f(x) = fkx) = f(l(rx)) = 1 f(rx),
odnosno "
fr2) =5 f(0) = 7 f().

Dakle, f je racionalno homogena. Nadalje, stavimo li da je x = 1 i definiramo li ¢ = f(1),
iz prethodne jednadzbe dobivamo da je

f(r)=rf),

odnosno
fo)=cr

za svaki racionalan broj r, Sto je i trebalo dokazati. O
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Slijedi dokaz teorema 1.1.1 na drugaciji nacin.

Dokaz. Neka je f neprekidno rjeSenje aditivne Cauchyjeve jednadzbe. Za svaki realan broj
X postoji niz racionalnih brojeva {r,} takav da vrijedi r, — x. Kako f zadovoljava aditivnu
Cauchyjevu jednadzbu, prema lemi 1.1.3 postoji ¢ € R takav da je

f@rn) = cry
za svaki n € N. Koriste¢i neprekidnost funkcije f, imamo
f@ = f(limr,)
= lim f(r,)
= e
= cX.

O

Teorem 1.1.4. Neka je funkcija f rjesenje aditivne Cauchyjeve funkcijske jednadzbe. Ako
Jje f neprekidna u tocki, onda je neprekidna na cijeloj svojoj domeni.

Dokaz. Neka je f neprekidna u tocki 7 i neka je x proizvoljna tocka. Tada je lim,_,, f(y) =
f(t). Dokazimo da je f neprekidna u x.

lim f(y) = lim f(y = x+ x =1 +1)

. :ii_rg[f(y—x+t)+f(x—t)]
:i@;f(y—x+t)+1j_t}1}f(x—t)
=fO+fx-1

=[O+ f(x) = f()
= f().

Dakle, vrijedi da je f neprekidna u x, a kako je x proizvoljna tocka, zakljucujemo da je f
neprekidna na cijeloj svojoj domeni. O

Iz teorema 1.1.4 1 1.1.1 slijedi:

Korolar 1.1.5. Neka je f: R — R aditivna funkcija koja je neprekidna u tocki. Tada je
f(x) = cx za svaki x € R, gdje je c proizvoljna realna konstanta.

U sljedecim primjerima rijeSit cemo neke funkcijske jednadZzbe koje se svode na Cauchy-
jevu funkcijsku jednadzbu. U svim tim primjerima traze se neprekidna rjesenja jednadzbi.
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Primjer 1.1.6. Odredimo sve neprekidne funkcije f: R — R koje zadovoljavaju jed-
nadzbu

fx+y)=Af(x) + A f(y),
za sve x,y € R, gdje je A pozitivna konstanta.

Definiramo funkciju g: R — R sa g(x) = A7 f(x). Kako je f neprekidna, te je i g
neprekidna. Vrijedi

gx+y) = AT f(x +y)
= ACDA() + ATF()
=AT () + A7 f(x)
= 8(x) + 8(y).
Ovime smo zadanu funkcijsku jednadzbu sveli na aditivhu Cauchyjevu funkcijsku jed-

nadZbu cije je jedino neprekidno rjeSenje funkcija oblika g(x) = cx, gdje je ¢ € R. Dakle,
vrijedi da je cx = A7 f(x), odnosno f(x) = cxA*, za svaki x € R.

Primjer 1.1.7. Odredimo sve neprekidne funkcije f: R — R koje zadovoljavaju Jense-
novu funkcijsku jednadZbu

x+y\_ f)+ )
f( 2 )_ 2
za sve x,y € R.

Uvrstimo prvo y = 0 u zadanu jednadzbu i dobivamo

f(x) _ f(x)+b

2 2

gdje je f(0) = b. Uvedemo li supstituciju x = y + z, dobivamo

f(ygz): f(y+2Z)+b'

Iz zadane jednadZzbe znamo da je

f(y;rZ) _ f(y);rf(z)'

Izjednac¢imo li desne strane prethodnih jednadzbi, dobivamo

fO+f@ fO+2)+b
2 Bl 2 ’




POGLAVLIJE 1. ADITIVNE CAUCHYJEVE FUNKCIJSKE JEDNADZBE 8

Sto je ekvivalentno sa
fo+2)=fO)+ f2)-D.
Definiramo funkciju g: R — R sa g(x) = f(x) — b. Vrijedi

gx+y)=f(x+y)-b
=fO+fM-b->b
=f-b+f)->b
= g(x) + g(y).

Ovime smo zadanu jednadZzbu sveli na aditivhu Cauchyjevu funkcijsku jednadzbu cije je
jedino neprekidno rjeSenje funkcija g(x) = cx, gdje je ¢ € R. Slijedi da je cx = f(x) — b,
odnosno da je rjeSenje zadane jednadzbe funkcija f(x) = cx + b, gdje su b, c € R. Prema
napomeni 1.1.2, isto rjeSenje dobivamo i ako je f funkcija sa R, u R.

Primjer 1.1.8. Odredimo sva neprekidna rjesenja f: R — R funkcijske jednadzZbe

SRR+ = f@) + £,
za sve x,y € R, gdje je n € N konstanta.
Neka je funkcija g: R — R definirana sa g(x") = f(x). Tada je
X" +y") = f({x" +y")

= f(x) + f(y)
= g(x") + g("),

za sve x,y € R. Promatramo dva moguc¢a slucaja. Prvi je da je n € N neparan broj. Tada
izrazi x" 1 y" mogu poprimiti bilo koju realnu vrijednost te vrijedi da je

gx+y) =gl +g0),

za sve x,y € R. Neprekidna rjeSenja ove jednadzbe su oblika g(x) = cx, gdje je ¢ € R.
Vradanjem u izraz za f, dobivamo da je f(x) = g(x") = cx". Drugi slucaj je dajen € N
paran broj. Tada argument funkcije g(x") = f(x) poprima samo nenegativne vrijednosti.
Dakle, izrazi x" i y" poprimaju vrijednosti iz intervala [0, +o0) te vrijedi da je

gx+y) =g+ g0,

za sve x,y € R,. Neprekidna rjeSenja ove funkcijske jednadZbe su funkcije oblika g(x) =
cx, gdje je ¢ € R. Dakle, i u drugom slucaju rjeSenja zadane funkcijske jednadzbe su
funkcije oblika f(x) = g(x") = cx".
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Primjer 1.1.9. Odredimo sve neprekidne funkcije f: R — [0, co) koje zadovoljavaju funk-
cijsku jednadzbu
fOE+y%) = f(2 =y + fQ2xy)

za sve x,y € R.

Uoc¢imo da tri argumenta funkcije moZzemo povezati sa
O+ = (o =y + 2xy)*,
Uvedemo li supstituciju @ = x> —y?* i = 2xy, pocetna jednadzba je ekvivalentna sljedecoj:

f(Ne? + %) = f(@) + f(B)

za sve «, 8 € R. Naime, za zadane «, 8 € R stavimo

@+ \a? + [ ; \/—a + \Ja@? +
— y fod .
2

2

X =
Uocimo da je ovo funkcijska jednadzba koju smo rjesavali u primjeru 1.1.8 zan = 2. 1z
toga slijedi da je rjeSenje zadane jednadZzbe f(x) = cx?, gdje je c € R.

Primjer 1.1.10. Odredimo sve neprekidne funkcije f: R — R koje zadovoljavaju funkcij-
sku jednadzbu

fx+y)=f(x)+ f(y) +xy

za sve x,y € R.

Definiramo neprekidnu funkciju g: R — R sa g(x) = f(x) — "—22 Imamo

2
g = flaey) - 2
B X2 y2
=f@O+fO)+xy- -y ==
2 2
= [0 =5+ f0) -5

=g(x) + g,

¢ime smo jednadzbu sveli na aditivnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzbu. Njena neprekidna
rjeSenja su funkcije oblika g(x) = cx za neku realnu konstantu ¢, pa su neprekidna rjeSenja
zadane jednadzbe funkcije oblika f(x) = g(x) + £ = £ + cx, gdje je c € R.
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Primjer 1.1.11. Odredimo sve neprekidne funkcije f: R — R koje zadovoljavaju funkcij-
sku jednadzbu

fx+y) =Xy +xy* = 2xy + f(x) + f()

za sve x,y € R.
Definiramo neprekidnu funkciju g: R — R sa g(x) = f(x) — %3 + x%. Vrijedi

3
(x+y) +(x+y)2

gx+y)=flx+y -

1 1
= x2y + xy2 - 2xy+ f(x)+ f(y) — §x3 - xzy - xy2 - §y3 + X0+ 2xy + y2
2 3

= f@) =T PO S+

= g(x) + g(y).
Neprekidna rjeSenja ove aditivne Cauchyjeve jednadZbe su funkcije oblika g(x) = cx, gdje
je ¢ € R. Slijedi cx = f(x) — ’;i + x?, odnosno neprekidna rjeSenja pocetne jednadzbe su
funkcije f(x) = £ — x* + cx, gdje je ¢ € R.

Primjer 1.1.12. Odredimo sve neprekidne funkcije f: R — R koje zadovoljavaju jed-
nadzbu

fx+y) =)+ f) +ald -1 - b,

za sve x,y € R, pri cemu su a, b realne konstante i b > 0.

Definiramo funkciju g(x) = f(x) — a(b* — 1). Promatramo

gx+y)=fx+y)—a®™ -1)
= f(x) + fO) +a(l = b1 = b)) —a*™ - 1)
= f(X) + f) +a(l = b* —b* + b — b 1+ 1)
=f(x)+ fO)+a—-ab’ —ab* +a
= f) —a" = 1) + f() — a®’ = 1)
= g(x) + g).
Neprekidne funkcije koje zadovoljavaju ovu jednadzbu su oblika g(x) = cx, gdje je ¢ € R,

pa su rjeSenja pocetne jednadzbe funkcije oblika f(x) = a(b* - 1) + cx, a,b,c € R, b > 0.

Primjer 1.1.13. Odredimo sve neprekidne funkcije f: R — R koje zadovoljavaju jed-

nadzbu
+y2 ) [P+ )]
/ 2 ) 2
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za sve x,y € R.

Uocimo da je f(x) > 0 za svaki x € R, zbog toga Sto se radi o kvadratnom korijenu
nenegativnog broja. Definiramo funkciju g: R — R sa g(x) = [f(x)]?, za svaki x > 0.
Uvedemo li supstituciju u = x> i v = y?, vrijedi

gw) = [F(VAP = [f@F i g0) = [F(WDP = [FOP
Zadana jednadzba ekvivalentna je sljedecoj:

(u + v) g+ g(v)

N\ )T

za sve u,v € R,. Uocimo da je ovo Jensenova funkcijska jednadzba koju smo rijesili u
primjeru 1.1.7 te je njeno rjeSenje funkcija

g(u) =cu+b,

gdje su b, c € R. Funkcija g ¢e poprimiti pozitivne vrijednosti za sve vrijednosti # ako su b i
¢ nenegativne konstante. Dakle, za sve x € R, je f(x) = Vex? + b, gdje su b, ¢ nenegativni
realni brojevi.

Da bismo pronasli rjeSenja za x < 0, zamijenimo x sa —x u zadanoj jednadzbi te do-
bivamo [f(x)])* = [f(-x))? iz Cega slijedi f(—x) = +f(x). Ako je f(—x) = f(x) za svaki
x € Ry, tada je f(x) = Vex? + b za svaki x € R. Ako je f(—x) = —f(x) za svaki x € R,
tada je f(0) = 0, paje b = 01 stoga je f(x) = ax za svaki x € R, gdje je a nenegativan
realan broj. Ako postoje x;, x, € R, takvi da je f(—x;) = f(x1) > 01 f(—x3) = —f(xp) <0,
tada zbog neprekidnosti funkcije f postoji xy izmedu —x; 1 —x, takav da je f(xp) = O (pri-
mijetimo da ne mogu oba f(—x;) i f(—x,) biti jednaka nuli). Odatle slijedi cxj + b = 0, pa
je xo = 01b =0. Tada je f(x) = alx|. Dakle, vrijedi jedna od sljede¢ih moguénosti:

f(x)=0 zasvaki xeR,

f(x)= Vex?+b zasvaki x€R,
f(x) =alx|] zasvaki xe€R,
f(x)=ax zasvaki xeR,

gdje sua,b > 0,c > 0 realni brojevi.

1.2 Aditivna Cauchyjeva funkcijska jednadzba bez
prepostavke neprekidnosti

Lema 1.2.1. Ako je f: R — R rjesenje aditivne Cauchyjeve funkcijske jednadzbe, koje
nije oblika x v cx za neku realnu konstantu c, tada je graf funkcije f gust u ravnini R,
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Dokaz. Graf G funkcije f je {(x, f(x)|x € R}. Uzmimo proizvoljan x; € R razlicit od O.
Kako f nije oblika x — cx, postoji broj x, € R takav da je

S(xp) " f(xz).

X1 X2

(1.8)

Kada to ne bi vrijedilo, mogli bismo uzeti ¢ = fon) (x’) te supstituirati x; = x te bismo dobili
f(x) = cx za svaki x # 0. Znamo da je f(0) = 0 pa zakljuCujemo da je f(x) = cx za
svaki x € R, §to je u kontradikciji s poCetnom pretpostavkom. Dakle, vrijedi (I.§), a to je
ekvivalentno sa

xi f(xr)
X2 f(x2)

pa su vektori vi = (xq, f(x1)) 1 v2 = (x2, f(x7)) linearno nezavisni. To povlaci da za svaki
vektor v = (x, f(x)) postoje realni brojevi ry 1 r, takvi da je

#0,

vV =rv; + rnv.

Ako umjesto realnih brojeva ry, r, uzmemo racionalne brojeve py, p,, linearnom kombina-
cijom p;v; +p,v, moZemo se proizvoljno pribliZiti zadanom vektoru v. Koristimo ¢injenicu
da je skup racionalnih brojeva Q gust u skupu realnih brojeva R pa je skup Q* gust u R?.
Nadalje,

p1vi + pava = p1(xy, f(x1)) + pa(x2, f(x2))
= (p1x1 + paxa, p1f(x1) + p2f(x2))
= (p1x1 + paxa, f(p1X1 + p2X2)),

pri ¢emu smo u zadnjem koraku koristili racionalnu homogenost funkcije f. Prema tome,
skup G = {(x,y) | x = p1x1 + p2X2,y = f(x),p1,p02 € Q} je gust u R%. Kako je G C G, graf
G je takoder gust u R, O

Da bismo konstruirali aditivnu funkciju koja nije neprekidna, bit e nam potreban po-
jam Hamelove baze. Neka je skup S = {s € R|s = u + vV2 + w3, u, v, w € Q}. Njegovi
elementi su racionalne linearne kombinacije brojeva 1, V2, V3. Ako element s € S ima
dvije razlicite racionalne linearne kombinacije, primjerice

s=u+vV2+gV3=u +vV V2 +w V3,
pri cemu su u, v, w,u’,v',w’ € Q, tada je

u—u)+@=")V2+w-w)V3=0.
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Ako supstituiramoa =u—-u' € Q, b =v-v € Q, c = w—-w" € Q, gornja jednakost je
ekvivalentna jednakosti
a+bV2+cV3=0

odnosno

bV2+cV3 = —a.

Kvadriranjem obje strane dobivamo
2be N6 = a* - 2b% — 3¢%.
Iz ove jednakosti zaklju¢ujemo da je b = 0 ili ¢ = O jer u suprotnom vrijedi da je

a® —2b* = 3¢
Vo = 2bc ’

a to je u kontradikciji s ¢injenicom da je V6 iracionalan broj, a brojevi a, b, ¢ racionalni.
Akoje b = 0, tada je a+c V3 = 0 iz &ega slijedi da je i ¢ = 0 jer bi u suprotnom vrijedilo da
je V3 = —%, 8to je u kontradikciji s Cinjenicom da je V3 iracionalan broj. Analogno, ako je
¢ = 0, tada mora biti i b = 0. Iz toga zakljucujemo daje b = 0ic = Opaslijedidajeia = 0.
Prema tome, svaki element skupa S mozemo zapisati kao jedinstvenu linearnu kombina-
ciju elemenata skupa {1, V2, V3}. Skup {1, V2, V3} nazivamo Hamelovom bazom skupa
S. Opcenito, skup B zovemo Hamelovom bazom skupa R ako svaki realan broj mozemo
zapisati kao jedinstvenu (kona¢nu) racionalnu linearnu kombinaciju elemenata skupa B.

Propozicija 1.2.2. Neka je B Hamelova baza za skup R. Ako dvije aditivne funkcije imaju
istu vrijednost u svakom elementu baze B, onda su one jednake.

Dokaz. Uzmimo da su f; 1 f, dvije aditivne funkcije koje imaju istu vrijednost u svakom
elementu od B. Tada je funkcija f = f; — f, takoder aditivna. Neka je x bilo koji realan
broj. Tada postoje brojevi by, b,, ..., b, iz B i racionalni brojevi ry, r,, ..., r, takvi da je

x=rby+nrby+---+r,b,.
Vrijedi da je
Sito) = fa(x) = f(x)
= f(rlbl + r2b2 + -+ rnbn)
f(riby) + f(rb2) + -+ - + f(r,b,)
rif(by) + raf(by) + - + 1, f(by)

rilfi(by) = fo(b)] + [ fi(b2) = fo(b)] + - -+ + 1y f1(By) — fo2(by)]
0.

Dakle, vrijedi da je f; = f> Sto je i trebalo dokazati. m|
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Propozicija 1.2.3. Neka je B Hamelova baza za R i neka je g: B — R proizvoljna funkcija
definirana na B. Tada postoji aditivna funkcija f: R — R takva da je f(b) = g(b) za svaki
b € B.

Dokaz. Za svaki realan broj x postoje by, b, ...,b, iz B i racionalni brojevi ry, s, ..., 1,
takvi da je
X = l"]b] + I"zbz + -+ rnbn-

Stavimo f(x) = r1 f(by) + rof(by) + - - - + 1,,f(b,), odnosno, ako iskoristimo €injenicu da je
f(b) = g(b) za svaki b € B, vrijedi da je

F(x) = r1g(by) + r28(b2) + - -+ + 1,8(by).
Neka su x, y bilo koja dva realna broja. Vrijedi da je

= na +nrna+---+ra,,

= Slbl + Szbz + -+ Smbm,

priemu su ry, 7y, ..., 7y, S1, 52, . - . » Sy racionalni brojevi, a ay, as, . . . ,a,, by, by, . .., b, ele-
menti Hamelove baze. Skupovi {a;, ay, ...,a,}1{b, b, ..., b,} mogu imati neke zajednicke
elemente. Neka unija ova dva skupa bude skup {ci,cs,...,c;} pri ¢emu vrijedi da je

[ < m + n. Sada brojeve x 1 y mozemo zapisati kao
= UjCy1 + urcy + - -+ + uycy,
= ViCy +VCy + -+ +ViCy,

pri emu su uy, U, . . ., U, V1, va, . . . , v; racionalni brojevi, od kojih neki mogu biti 0. Vrijedi

X+y=(u+vier + (up+vr)ea + -+ (u + vy,
odnosno
fx+y) = f((u +vi)er + (up +va)ep + -+ + (uy + vy)ey)
= (uy +vy)glcr) + (uy +v2)g(ca) + -+ + (uy + vy)gley)

= [u1g(ct) + urg(cy) + -+ - +uge)] + [vigler) + vag(cr) + -+ + vig(epl

= f(0) + f().
Dakle, f je aditivna na skupu realnih brojeva Sto je 1 trebalo dokazati. O

Pomoc¢u Hamelove baze mozemo konstruirati aditivnu funkciju koja nije oblika x — cx
za neki ¢ € R. Neka je B Hamelova baza na skupu realnih brojeva R i neka je b € B bilo
koji element iz B. Definiramo

0 akojexe B\ {b},
g(x) = .
1 akojex=0b.
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Prema propoziciji 1.2.3 postoji aditivna funkcija f: R — R za koju vrijedi f(x) = g(x) za
svaki x € B. Uo¢imo da f ne moZe biti oblika x — cx jer za x € B\ {b} vrijedi da je

GO
= i

X b
Napomenimo da nije poznat niti jedan konkretan primjer Hamelove baze za skup realnih
brojeva R, poznato je jedino da ona postoji.

Do sada smo dokazali da je aditivna funkcija x +— cx, gdje je ¢ proizvoljna realna
konstanta, jedino rjeSenje Cauchyjeve funkcijske jednadzbe koje je neprekidno. Osim ne-
prekidnosti, postoje joS neki uvjeti da aditivna funkcija bude oblika x — cx.

0

Teorem 1.2.4. Ako je aditivna funkcija f: R — R s jedne strane ogranicena, tada je ona
oblika x — cx za neku realnu konstantu c.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno da f nije oblika x — cx za neki ¢ € R. Tada
iz leme 1.2.1 slijedi da je graf funkcije f gust u R?. Kako je f ogranifena s jedne strane,
recimo odozgo, zakljuujemo da postoji realna konstanta M takva da vrijedi

fx) <M, xeR,
pa je graf funkcije f disjunktan sa skupom {(x,y) € R?*|y = f(x) > M}. Prema tome, graf
funkcije f nije gust u R? $to je kontradikcija. O

Napomenimo da aditivna ograni¢ena funkcija mora biti nul-funkcija. U suprotnom
moZemo odrediti neki realan broj x, takav da je f(xy) # 0. Matematickom indukcijom
se moze dokazati da je f(nxy) = nf(xy) za svaki n € N. Vrijednost [nf(x()| moZe biti
proizvoljno velika ovisno o broju n $to je u kontradikciji s ¢injenicom da je f ograni¢ena
funkcija.

Teorem 1.2.5. Ako je aditivna funkcija f: R — R ogranic¢ena na skupu [a, b], tada postoji
realna konstanta c takva da je f(x) = cx za svaki x € R.

Dokaz. Najprije dokazimo da je f ograni¢ena i na intervalu [0, b—a]. Kako je f ograni¢ena
na intervalu [a, b], postoji pozitivan realan broj M takav da je | f(x)| < M za svaki x € [a, b].
Ako je x € [0,b —a], tada je x + a € [a, b] i vrijedi f(x) = f(x + a) — f(a) pa zakljuCujemo

lfCOl < M +1f(a)l.
Nekajec=b—-ainekajed = @ Definirajmo funkciju g: R — R sa g(x) = f(x) — dx.
Vrijedi g(c) = f(c) —dc =01
gx+y) = flx+y)—d(x+y)
=f) + f(y) —dx—dy
= f(x) —dx+ f(y) —dy
= 8(x) + 8(y).
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Kako je g(c) = 0, to je g(x + ¢) = g(x) za svaki x € R, pa zakljucujemo da je g periodi¢na
funkcija s periodom c. Kako je g razlika funkcija koje su ograni¢ene na intervalu [0, c],
ona je takoder ograniCena na tom istom intervalu. Kako je g periodi¢na s periodom c, to
je ogranicena na cijelom skupu R. Slijedi g(x) = 0 za svaki x € R, odnosno f(x) = dx za
neku realnu konstantu d. O

Pretpostavku neprekidnosti moZzemo zamijeniti i pretpostavkom monotonosti, kao u
sljedecoj propoziciji.

Propozicija 1.2.6. Pretpostavimo da funkcija f: R — R zadovoljava aditivau Cauchyjevu
Sfunkcijsku jednadZbu

fx+y)=f)+f)
za sve x,y € R. Neka je bez smanjenja opcenitosti funkcija f rastuca, odnosno neka vrijedi
fx) < f»
za sve x,y € R, x < y. Tada je dana funkcija oblika x — cx, za neki ¢ > 0.

Dokaz. 1z leme 1.1.3 znamo da je f(q) = cq za svaki g € Q, gdje je ¢ proizvoljna pozitivna
realna konstanta. Za svaki realan broj x vrijedi

cq = flg) < f(x) < f(r) =cr
zasve ¢, r € Q takve da je ¢ < x < r. Promatramo dva niza racionalnih brojeva

GI<@G<-<Xx 1 r>rn>-->x

takvih da je
lim g, = lim r, = x.
n—oo n—oo
Vrijedi
o= B0 0 = g e = B () = g o = ox
Prema teoremu o sendvicCu, f(x) = cx za svaki x € R. O

Primjer 1.2.7. Odredimo sve neprekidne funkcije f: R — R koje zadovoljavaju funkcijsku
nejednadZbu

S+ < f)+ )

za sve x,y € R.
Zadanu funkcijsku nejednadzbu zovemo Cauchyjeva nejednadzba.
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Kako bismo smanjili broj op¢ih rjeSenja, pretpostavimo da vrijedi
f(x)<x

za svaki x € R.
Uvedemo li supstituciju x = y = 0 u zadanu nejednadzbu, dobivamo

f(0) <2£(0),
odnosno
0 < f(0).
Iz (L.9) slijedi
f(0)<0
pa zaklju¢ujemo da mora vrijediti
f(0)=0.

Uvrstimo 1li y = —x u zadanu nejednadZbu, imamo

FO) < f(x) + f(=x),

odnosno

J(x) = =f(=x).
Iz (T9), (TI0) i £(0) = O slijedi
fx) =2 —f(=x) > —(-x) = x.

Kako istovremeno vrijedi (1.9), zakljuujemo da je f(x) = x.

1.3 Aditivna Cauchyjeva funkcijska jednadzba u vise

varijabli
Teorem 1.3.1. Opce rjesenje f: R — R funkcijske jednadzbe
JGa+y1,x0+y2) = f(xn, x2) + f(1,32)
za sve x1,y1, X2, Y2 € R, dano je sa
Sf(x1,x2) = Ar(x1) + Az(x2),

gdje suA(,Ay: R — R aditivne funkcije.

17

(1.9)

(1.10)

(1.11)
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Dokaz. Uvrstimo x, =y, = 0 u (I.T1)) i dobivamo

Jr +y1,0) = f(x1,0) + f(31,0).

Definiramo li funkciju A;: R — R sa A;(x) = f(x,0), prethodna jednakost je ekvivalentna
jednakosti

Ai(xr +y1) = A1(x1) + A ().
Dakle, A;: R — R je aditivna funkcija.
Analogno, uvrstimo li x; = y; = 0 u (I.T1)), dobivamo

SO, x +y2) = (0, x2) + f(0, y).

Definiramo li funkciju A,: R — R sa A(x) = f(0, x), prethodna jednakost je ekvivalentna

Ar(xz +y2) = Ax(x2) + Ay (32).

Dakle, A,: R — R je takoder aditivna funkcija.
Uvrstimo li y; = x, = 0 u (I.T1)), dobivamo

Fx1,y2) = f(x1,0) + (0, y2)
= A1(x1) + A2(2).
ZakljuCujemo da je
fG,y) = Ai(x) + Ax(y)
za svaki x,y € R, gdje su Ay, A,: R — R aditivne funkcije. O
Jednadzbu (I.T1) zvat ¢emo aditivnom Cauchyjevom funkcijskom jednadZbom dviju

varijabli, a svako njeno rjeSenje aditivnom funkcijom dviju varijabli.
Dokazat ¢emo prethodni teorem na drugi nacin.

Dokaz. Nekaje f: R? — R aditivna funkcija i neka je a € R proizvoljan. Vrijedi:

fG,y) = fx,y) +2f(a,a) - 2f(a,a)
=f(x+a+a,y+a+a)—2f(aa)
=f((x+a)+a,a+ (y+a)—-2f(a,a)
= f(x+a,a)+ f(a,y+a)—2f(a,a)
=fx+a,a)- fla,a) + fa,y + a) - f(a,a)
=A1(0) + Ax(y),

gdje su A, A;: R — R funkcije takve da je
Al(x) = f(x + a,a) - f(a9a)9 A2(y) = f(a’y + a) - f(a9a)-
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Preostaje dokazati da su A; 1 A, aditivne funkcije.

Ai(x+y) = f(x+y+a,a) - fla,a)
= f(x+y+a,a)+ f(a,a)—2f(a,a)
=f(x+y+a+a,a+a)—2f(a,a)
= f(x+a,a)+ f(y+a,a)—2f(a,a)
= f(x+a,a)— f(a,a) + f(y +a,a) — f(a,a)
=A1(x) + A1 (y).

Dakle, A; je aditivna funkcija. Na analogan nac¢in dokaZemo
Ary(x +y) = Ax(x) + As(y),

odnosno da je A, aditivna funkcija. O

Dakle, svaku aditivnu funkciju dviju varijabli moZemo zapisati kao zbroj dviju aditiv-
nih funkcija jedne varijable.

Korolar 1.3.2. Ako je funkcija f: R* — R aditivna u R?, tada postoje aditivne funkcije
A1,A>: R — R takve da je
Fx, x2) = A1(x1) + Az(x2)

za sve x1, X € R.

Korolar 1.3.3. Ako je f: R?> — R neprekidna aditivna funkcija u R?, onda postoje realne
konstante cy, c; takve da vrijedi

f(x1,x2) = c1x1 + c2x2

za sve x1,x, € R.

Dokaz. Ako je f: R* — R aditivna u R?, iz korolara 1.3.2 slijedi

fx1,x) = A(x1) + Ax(x2),

gdje su Aj, A,: R — R aditivne funkcije. Kako je f neprekidna, to sui A, A, neprekidne
funkcije. Teorem 1.1.1 povlaci Aj(x) = c;x 1 Ay(x) = cpx, gdje su ¢y, ¢, proizvoljne realne
konstante. O

Lema 1.3.4. Aditivna funkcija f: R*> — R je neprekidna ako je neprekidna u svakoj vari-
jabli.
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Dokaz. Kako je f: R? — R aditivna, po korolaru 1.3.2 vrijedi
fxy) = Ai(x) + Ax(y)

zasve x,y € R, gdjesuAi,A,: R — R aditivne funkcije. Funkcija f je neprekidna u svakoj
varijabli, pa su i funkcije A, i A, neprekidne. Dakle,

}L‘i}) A(x) = Ai(xo) i ylirg Ax(y) = Ax(yo).
Slijedi
fG,y)=lim | [A;(x) + Ax(»)]

(x,y)—(x0,y0) (x.y)—(x0,y0

= lim A;(x) + lim A,(y)
Y=o

= A(x0) + Az(yo)
= f(XO’ )’0)

Dakle, f je neprekidna. O

Korolar 1.3.5. Opce rjesenje f: R" — R funkcijske jednadzbe

Si+yLx+ Y0, Xt y0) = f(X, X0, 000, %) + fO1L, Y2505 Y0) (1.12)

zasve x;,y; € R (i=1,2,...,n), dano je sa

S, x0,..0,x,) = Z Ar(x)
=1

zasvex; e R(i=1,2,...,n),gdjesuA;: R - R (k=1,2,...,n) aditivne funkcije.

Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom.
Zan = 2 tvrdnja vrijedi prema teoremu 1.3.1, odnosno

f(x1,x2) = Ai(x1) + Ax(x2)

za sve x;, x; € R, gdje su A, A;: R — R aditivne funkcije.
Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

f,x,.00,x,) = ZAk(xk)
P

zasvex; e R(i=1,2,...,n),gdjesud;: R > R (k=1,2,...,n) aditivne funkcije.
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Provjerimo vrijedi li tvrdnja za n+1. Neka je g: R” — R definiranasa g(x, x2,...,X,) =
fOe, X2, %0, 0) 1At R > Rsad, 1 (x) = £(0,0,...,0,x). Iz (1.12) slijedi
———

n

gx1 +yn, X+ Yo, Xy ) = f(X1+H Yy, X0+ Y2, X + Y0, 0)
= f(xlax25'°'axn50) +f(yl,)’2,~--,yn,0)
= g(XI,XQ,. -'axn) +g()’1,}’2,-- ,}’n)

Prema pretpostavci indukcije je

g0x1, X0, %) = > Ax(xe)
k=1

zasve x; € R (i = 1,2,...,n), za neke aditivne funkcije Ay,: R — R (k = 1,2,...,n).
Takoder,

Api(x+y) = f(0,...,0,x+y)

n

= f(0,...,0,x)+ f(0,...,0,y)

— y
= Apr1(0) + Apr (),
paje A, aditivna funkcija. Konac¢no,
JxX1, X0, 0y Xy Xnp1) = f(x1 0,0 4+0,...,x,+0,0 + x,11)

= f(x1,x2,...,%,,0)+ f(0,0,...,0, x,:1)
= g(x1’x2’ LI 7xl’l) + An+1(xn+1)

= Z Ar(x) + A1 (X041)
=1

= > Aw).
k=1

Dakle, tvrdnja vrijedi za n + 1 ¢ime je korolar dokazan. O

Jednadzbu (1.12) zvat ¢emo aditivnom Cauchyjevom funkcijskom jednadzbom u n va-
rijabli, a svako njeno rjesenje aditivnom funkcijom n varijabli.
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1.4 Aditivne funkcije u kompleksnoj ravnini

22

Kompleksan broj z mozemo poistovijetiti s uredenim parom (x, y) realnih brojeva. U zapisu
kompleksnog broja z = x + iy, realan broj x zovemo realni dio 1 oznaCavamo ga sa Re z,
a realan broj y imaginarni dio broja z i oznaCavamo ga sa Imz. Na skupu kompleksnih

brojeva definirane su operacije zbrajanja i mnoZenja na sljedeci nacin:

x,y)+@W@,v) = (x+u,y+v),
(x,y)(u,v) = (xu—yv,xv+yu).

Proizvoljnu funkciju f: C — C moZemo zapisati u obliku

@) = filx) +if2(2),

pri cemu su funkcije fi: C - R, f,: C — R definirane sa

fik)=Ref(@), fo(x) =1Imf(2).
Ako je f aditivna funkcija, tada koristec¢i (I.13)) i (T.14) dobivamo

Sfi(z1 +22) = Re f(z1 + 22)
= Re[f(z1) + f(22)]
= Re f(z1) + Re f(z2)
= fiz1) + f1(z2),

f(z1+22) =1Im f(z1 + 22)
=Im([f(z1) + f(22)]
=1Im f(z1) + Im f(22)
= fa(z1) + fa(z2)

(1.13)

(1.14)

Lema 1.4.1. Ako je f: C — Caditivna funkcija, onda postoje aditivne funkcije fj.: R — R

(j,k =1,2) takve da je

f@) = fiilRe2) + fioImz) + if21(Rez) + ifpn(Imz).

Dokaz. 1z (I.13) slijedi
f@) = fi(2) + i f(2).

Kako je f aditivna funkcija, to sui fi, fo: C — R aditivne funkcije. Funkcije f; i f>

mozZemo promatrati kao funkcije dviju varijabli pa prema korolaru 1.3.2 slijedi

f@) = fiilRe2) + fio(Imz) + if21(Rez) + ifn(Imz),

gdje su fx: R = R (j, k = 1,2) aditivne funkcije.
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Teorem 1.4.2. Ako je f: C — C neprekidna aditivna funkcija, tada postoje kompleksne
konstante c, i c, takve da je
f@=caz+cz

za svaki z € C.

Dokaz. Kako je f aditivna funkcija, prema lemi 1.4.1 vrijedi

f@) = fiilRez) + fio(Imz) + ifr1(Rez) + ifn(Imz),

pri cemu su fi: R — R(j,k = 1,2) aditivne funkcije na skupu realnih brojeva. Zbog
neprekidnosti funkcije f, zakljuCujemo da su i funkcije fj neprekidne i da vrijedi fjx(x) =
cjxx za realne konstante cj (j, k = 1,2). Vrijedi da je

f(2) =ciiRez+ cipImz +icoiRez + icplmz
= (C]] + iCz])REZ + (C12 + isz)Imz
=aRez+ blmz,

gdje je a = (cy1 + ica1), b = (c12 + icy). Dalje imamo

f(@) =aRez—i(bi)Imz

a+ bi a—bi a+bi. a-—bi.

= Rez + Rez - ilmz+ ilmz
2 2 2

_a—biR +a—bi_1 +a+biR a+bi_1

= > ez 3 umz > ez 1Imz
— bi + bi

=4 > l(Rez+iImz)+ a > Z(Rez—ilmz)

_a-—bi +a+bi_

T2 T e

=ciz+ 03,

gdjesucy = "‘Tbi 1c = %’” kompleksne konstante. O

Za funkciju f: C — C ¢emo reci da je analiticka funkcija ako je f derivabilna na C.

Teorem 1.4.3. Ako je f: C — C analiticka aditivna funkcija, tada postoji kompleksna
konstanta c takva da je

f@=cz

za svaki z € C.
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Dokaz. Kako je f analiticka funkcija, ona je i derivabilna. Ako deriviramo izraz

@+ 22) = f(z1) + f(22) (1.15)

po varijabli z;, dobivamo
(@ +2)=f(z1)
zasve 71,22 € C. Zaz; = 01z, = z vrijedi
f@=c,
gdje je ¢ = f’(0) kompleksna konstanta. Iz toga slijedi da je
f(@) =cz+b,

pri cemu je b kompleksna konstanta. Vraéanjem ovog oblika u izraz (1.15]) zakljuCujemo
daje b =0, Sto znaci da je f(z) = czzasvaki z € C. O
1.5 Pexiderova funkcijska jednadzba

Pexiderova jednadZba je funkcijska jednadzba oblika

f(x+y) =gk + hy), (1.16)

zasve x,y € R, gdje su f, g,h: R — R neprekidne funkcije.
Uvrstimo li y = 0 u (1.16)) i definiramo li 4(0) = b, dobivamo

g(x) = f(x) - b.
Uvrstimo li x = 0 u (I.16) i definiramo 1i g(0) = a, dobivamo
h(y) = f(y) - a.

Vracanjem u (I.16)) imamo

fx+y)=f(x)+ fO)—a->b.

Definiramo funkciju fy: R — R sa fy(x) = f(x) — a — b. Kako je f neprekidna, to je 1 f
neprekidna. Vrijedi:

Jolx+y)=f(x+y)—a-b
=f(x)+fO0)—a-b—-a->b
=fx)—a-b+fQy)-a->b
= fo(x) + fo().
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Ovime smo zadanu funkcijsku jednadzbu sveli na aditivhu Cauchyjevu funkcijsku jed-
nadZbu cije je jedino neprekidno rjeSenje funkcija fy(x) = cx, gdje je ¢ proizvoljna realna
konstanta. Dakle, rjeSenja Pexiderove funkcijske jednadZzbe su

f(x) = cx+a+b,
glx) = cx+a,
h(x) = cx+b,

gdje su a, b, c proizvoljne realne konstante.



Poglavlje 2

Eksponencijalne Cauchyjeve funkcijske
jednadzbe

2.1 RjeSenje eksponencijalne Cauchyjeve funkcijske
jednadzbe

Neka je f: R — R funkcija koja zadovoljava jednadZbu
fx+y) = f0fQ) (2.1)

za sve x,y € R. Ovu jednadzbu nazivamo eksponencijalnom Cauchyjevom funkcijskom
JjednadZbom, a svako njeno rjeSenje eksponencijalnom funkcijom. Jasno je da je funkcija
x — e”* rjeSenje te jednadzbe. Opcenitije, ako je A: R — R aditivna funkcija, tada je
funkcija f: R — R zadana sa f(x) = ¢*™ takoder rjeSenje eksponencijalne Cauchyjeve
funkcijske jednadzbe:

F+y) = 00 = ADHO = A0 A0 2 () £(y)

za sve x,y € R. Dokazat ¢emo da su sva rjeSenja eksponencijalne Cauchyjeve funkcijske
jednadzbe ovog oblika.

Teorem 2.1.1. Neka je f: R — R nenul-funkcija koja zadovoljava eksponencijalnu Ca-
uchyjevu funkcijsku jednadzbu. Tada je f funkcija oblika x — e’ gdje je A: R — R
aditivna funkcija.

Dokaz. Dokazimo da je f(x) # 0 za svaki x € R. Pretpostavimo suprotno, odnosno da
postoji y takav da je f(yo) = 0. Tada vrijedi

fO) = f((y=y0) +y0) = fOy=y0)f(o) =0

26
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za svaki y € R. To je kontradikcija pa je f(x) # 0 za svaki x € R. Uvrstimo li supstituciju

x =y = % u (2.I) dobivamo
2

0|1

za svaki t € R. Ovime smo dokazali da je vrijednost funkcije f za svaki realan broj po-
zitivna pa zbog toga jednadzbu (2.1) moZemo logaritmirati prirodnim logaritmom. Dobi-
vamo

In f(x+y) =1n f(x) + In f(y).
Definiramo funkciju A: R — R sa A(x) = In f(x) i imamo
Ax+y) = Ax) + A®Y).
Dakle, funkcija oblika f(x) = e*™ je rjeSenje jednadzbe (2.1)). O

Korolar 2.1.2. Neka je f: R — R neprekidna nenul-funkcija koja zadovoljava eksponen-
cijalnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzbu. Tada je f funkcija oblika x — e“* = a*, gdje su
a > 0 i c proizvoljne realne konstante.

Dokaz. 1z teorema 2.1.1 slijedi f(x) = ¢*™, gdje je A: R — R aditivna funkcija. Kako
je f neprekidna, to je i A neprekidna jer je A(x) = In f(x) za svaki x € R. Teorem 1.1.1
povlaci A(x) = cx, gdje je ¢ proizvoljna realna konstanta. O

U sljede¢im primjerima pokazat ¢emo neke funkcijske jednadzbe koje se rjeSavaju
svodenjem na eksponencijalnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzbu.

Primjer 2.1.3. Neka je n € N te neka je

Jx+y+nxy) = f()f() (2.2)

za sve x,y € R sa svojstvom x > —i iy > —%. Odredimo sva neprekidna nenul-rjesenja
f: R — R funkcijske jednadzbe (2.2).

Danu funkcijsku jednadZbu moZzemo zapisati u obliku

f((l + nx)(1n+ ny) — 1

) = f()f).

Stavimo daje 1 + nx = e* i1 + ny = ¢” iz Cega slijedi da je u = In(1 + nx) i v = In(1 + ny).
Gornju jednadZbu moZemo zapisati kao

f(e”“’— 1) :f(e“— 1)f(e”— 1)
n n n
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za sve u,v € R. Stavimo li

‘o
¢(u)=f(en )

prethodna jednadzba prelazi u
Pu +v) = pw)p(v)

za sve u,v € R. Kako je f nenul-funkcija, to je i ¢ nenul-funcija. Teorem 2.1.1 povlaci
P(x) = &A™ za svaki x € R, gdje je A: R — R aditivna funkcija.
Slijedi da je f(x) = e*™1*) za svaki x > —i. Ako je f neprekidna, tada je A oblika
x — cx, gdje je ¢ proizvoljna konstanta, pa je f(x) = (1 + nx)“.

Primjer 2.1.4. Neka je a pozitivna realna konstanta. Odredimo sva neprekidna nenul-
rjeSenja f: R — R funkcijske jednadZbe

fx+y) =a” f()fy)
za sve x,y € R.

Definiramo funkciju g: R — R sa g(x) = oz‘% f(x). Tada je

_ ()2

gx+y)=a 7 f(x+y)
@Y f() ()

@ F f 07T f()
8(x)g ().

Ovime smo zadanu funkcijsku jednadzbu sveli na eksponencijalnu Cauchyjevu funkcijsku
jednadzbu cija su neprekidna rjeSenja funkcije g(x) = a*, gdje je a pozitivan realan broj.

Slijedi f(x) = a%ax, gdje je a pozitivan realan broj.

Primjer 2.1.5. Odredimo sve neprekidne nenul-funkcije f: R — R koje zadovoljavaju
Sfunkcijsku jednadzbu

Jx+y) =)+ f) + f)fO)

za sve x,y € R.

Neka je funkcija g: R — R zadana sa g(x) = f(x) + 1. Vrijedi

glx+y) = flx+y +1
=fO+ O+ f)f)+1
=+ f(0))(1+ f()
= g(0)g).
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Neprekidna rjeSenja ove jednadzbe su oblika g(x) = 0 za svaki x € R ili g(x) = a* za
svaki x € R, gdje je a pozitivan realan broj. Iz toga slijedi f(x) = —1 za svaki x € R ili
f(x) = a*—1zasvaki x € R, gdje je a pozitivan realan broj. Uo¢imo da je f nenul-funkcija
akojea # 1.

Primjer 2.1.6. Odredimo sva neprekidna nenul-rjesenja f: R — R funkcijske jednadzbe

(522 = reoron

za sve x,y € R.

Uvrstimo prvo y = 0 u zadanu jednadzbu i dobivamo

#(3)] = rwro.

Ako je f(0) = 0 slijedi da je | f(g)]2 = 0 za svaki x € R, pa je f(x) = 0 za svaki x € R.
Dakle, f(0) # 0. Zamijenimo x u prethodnoj jednakosti sa x + y i dobivamo

7(22) = s+ s

Uocimo da su lijeve strane dobivene jednakosti i zadane jednadzbe jednake pa vrijedi

Fx+nf0) = fFfQ).
Neka je b = f(0). Definiramo funkciju g: R — R sa g(x) = % Vrijedi

gy =12

S fO)
==

b b
= g(x)g(y).

Kako je f nenul-funkcija, to je i g nenul-funkcija, pa je g(x) = a*, gdje je a pozitivan realan
broj. Zaklju¢ujemo f(x) = ba*, gdje sua > 01 b proizvoljni realni brojevi.

Primjer 2.1.7. Odredimo sva neprekidna nenul-rjesenja f: R — R funkcijske jednadZbe
J(NX+y) = f(0f()

za sve x,y € R.
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Uzmimo x, € R takav da je f(xo) # 0. Vrijedi

Fxo)f(=y) = f({[x5 + Y2 = fx) fQ).

Slijedi da je f(y) = f(-y) za svaki y € R. Dakle, f je parna funkcija pa je dovoljno
promatrati vrijednosti od f za x > 0. Definiramo funkciju g: R, — R sa g(x) = f(+/x).
Uvedemo li supstituciju u = x> i v = y, dobivamo

gu+v) = gu)g(v)

za sve u,v € R,. Kako je f nenul-funkcija, to je i g nenul-funkcija, pa je g(u) = a“, gdje je
a pozitivan realan broj. Slijedi da je f(x) = a*, gdje je a pozitivan realan broj.

2.2 Eksponencijalna Cauchyjeva funkcijska jednadzba u
viSe varijabli
Teorem 2.2.1. Opce rjesenje f: R" — R funkcijske jednadzbe

fGa+yLx+y2) = f(x,x2) f(i,y2) (2.3)

za sve X1, X2, V1, Y2 € R, dano je sa

e, x2) = Ei(x1)Ex(x2)
za sve x1,x, € R, gdje su E, E;: R — R eksponencijalne funkcije.

Dokaz. Uvrstimo li x, = y, = 0 u (2.3)), dobivamo
f(-xl +)’1,0) = f(xl’ O)f(.YDO)

Definiramo funkciju E;: R — R sa E{(x) = f(x,0). Prethodnu jednakost sada moZemo
zapisati kao
Ei(x1 +y1) = E1x(x1)E1(y1).

Uocimo da E; zadovoljava Cauchyjevu eksponencijalnu funkcijsku jednadzbu pa se radi o
eksponencijalnoj funkciji.
Uvrstimo li x; = y; = 0 u (2.3)), dobivamo

SO, x2 +y2) = f(0, x2) (0, y2).

Definiramo funkciju E,: R — R sa E»(x) = f(0, x) pa prethodnu jednakost moZemo zapi-
sati kao

E>(x3 + y2) = Ey(x2)Ex(y2).
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Dakle, E; je takoder eksponencijalna funkcija.
Uvrstimo li y; = x, = 0 u (2.3)), dobivamo

S(x1,y2) = f(x1,0)£(0,y2)
= Ei(x)E>(y2).

ZakljuCujemo da je
Jf(x1,x2) = E1(x1)Ex(x2)
zasve x,y € R, gdje su E; i E, eksponencijalne funkcije. O

Jednadzbu (2.3) zvat ¢emo eksponencijalnom Cauchyjevom funkcijskom jednadzbom
dviju varijabli, a svako njeno rjesenje eksponencijalnom funkcijom dviju varijabli.

Korolar 2.2.2. Opce rjesenje f: R" — R funkcijske jednadzbe
JOo+ynx+yo,. X+ yn) = fxn X2, X)L Y25 V) (2.4)

zasve x;,y; € R(i=1,2,...,n), dano je sa

fx,x,.00,x,) = nEk(xk)
k=1

za sve x; € R (i = 1,2,...,n), gdje su E;: R - R (k = 1,2,...,n) eksponencijalne
funkcije.

Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom.
Za n = 2 tvrdnja vrijedi prema teoremu 2.2.1, odnosno

f(x1,x2) = E1(x1)Ex(x2)

za sve x1, x; € R, gdje su Ey, E;: R — R eksponencijalne funkcije.
Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

S, x0,.0.0,x,) = nEk(xk)
k=1

zasve x; € R (i = 1,2,...,n), gdjesu Ex: R - R (k = 1,2,...,n) eksponencijalne
funkcije.
Provjerimo vrijedi li tvrdnja za n+1. Neka je g: R” — R definirana sa g(xy, x5, ..., X,) =
fOex, %, )1 E: R > RsaE,y(x) = £(0,0,...,0,x). Iz (2.4) slijedi
~——————

X1+ YL Xo+ Yo, Xy + V) = fX1 H YL, X2+ Y2, Xy + Y, 0)
= f(x1, %2, .., X0, 0) f (1, Y25 -+, Y0, 0)
= g(xl’xz, . --,Xn)g(yl’)b,---,yn)-
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Prema pretpostavci indukcije je

g(xl9 X2y eees -xn) = H Ek(xk)
k=1

zasve x; € R (i = 1,2,...,n), za neke eksponencijalne funkcije E,: R — R (k =
1,2,...,n). Takoder,

En+l(x+y) :f(09"'907x+y)

n

= f(0,...,0,x)f(0,...,0,y)

n n

= En+l(x)En+1 (y)’

pa je E,, ekponencijalna funkcija. Konacno,

f(x19x27"',xnaxn+1) :f(xl +O9-x2+0"'-axn+0’0+x}1+1)
:f(xl9x29'~"xn’0)+(0505"~5O9xn+1)

= g(X1, X2y eees xn)An+1(xn+1)

= l_[ Ak(Xk)An+1 (xn+1)

k=1

= [ | Auw.
k=1

Dakle, tvrdnja vrijedi za n + 1 ¢ime je korolar dokazan. O

Jednadzbu (2.4) zvat cemo eksponencijalnom Cauchyjevom funkcijskom jednadzbom u
n varijabli, a svako njeno rjeSenje eksponencijalnom funkcijom n varijabli.

2.3 Vinczeova funkcijska jednadzba
Vinczeova jednadzba je funkcijska jednadZzba oblika

F(x +y) = g0k(y) + h(y), (2.5)

zasve x,y € R, gdje su f, g, h, k: R — R neprekidne funkcije.
Neka je k&(0) = a1 h(0) = b. Ako je a = 0, tada je

fxX)=f(x+0)=gx)a+b=0>.



POGLAVLIJE 2. EKSPONENCIJALNE CAUCHYJEVE FUNKCIJSKE JEDN.

33

Dakle, f je konstantna funkcija. Pretpostavimo da je a # 0. Uvrstimo li y = 0 u (2.5)),

dobivamo
_J)-b
gx) = pat

Neka je ¢(x) = ]% i Y(x) = h(x) — b ¢(x). JednadZbu (2.5)) mozemo zapisati kao

-b
Fo+ 3 = T2 =L ag) + w) + by

= f()p() = bp(y) + ¥ (y) + bg(y)
= f()e() + Y (y).

Vrijedi da je ¢(0) = 2 = ¢ = 1 y(0) = h(0) - b¢(0) = b — b = 0.
Definiramo funkciju

x(x) = f(x) = f(0).
Vrijedi

x(x+y) = f(x+y) — f(0)
= f(0e() +y () — f(0)
= (x(x0) + f(0) o) + ¢ (y) — f(0)
= x(0e) + (f(0)p(y) + ¢ () — f(0)
= x(0¢(y) + f(0+y) - f(0)
= x(0e() + f(y) = f(0)
= x(0)p(y) + x (),

pri ¢emu smo dva puta primijenili (2.6). Slijedi
X)) +x(y) = x(x +y) = x(y + x) = x(N(x) + x(x),

odnosno

[6() = 1x(x) = [¢(x) — LIy ().

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

Ako je ¢(y) = 1 za svaki x € R, tada vrijedi y(x + y) = y(x) + x(y) za sve x,y € R. Dakle,
x zadovoljava aditivnu Cauchyjevu jednadzbu pa postoji d € R takav da je y(x) = dx za

svaki x € R. Slijedi da je
f(x)=dx+c,

gdje je ¢ = f(0). 1z slijedi da je
Yy = flx+y) - f(OS0)
=dx+y)+c)—(dx+c)-1
=dy.

(2.10)
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Dakle, rjeSenja zadane funkcijske jednadZbe su

f(x) = dx+ec,
k(x) = a,

g = T2
h(x) = dx+b.

U drugom slucaju vrijedi ¢(yo) # 1 za neki yy € R. Uvrstimo li y = y, u (2.9)), dobivamo

x® _ xGo)
) =1 $(yo) =1

za svaki x € R. Slijedi
X(x) = s[¢(x) = 1]. (2.11)
Uvrstimo li (2.1T)) u (2.8)), dobivamo
slo(x +y) = 1] = [¢(x) — 1]sp(y) + s[p(y) — 1].

Ako je s = 0, tada je y nul-funkcija, odakle slijedi da je f konstantna funkcija. Kako je
s # 0, vrijedi da je

P(x +y) = (X))
Dakle, ¢ zadovoljava ekponencijalnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzbu pa je

P(x) =17,

gdje je t pozitivan realan broj. Iz (2.11)) slijedi da je y(x) = st* — s. Iz (2.7) slijedi da je
f(x) = st* + ¢, gdje je c realna konstanta. Iz (2.6)) slijedi

W) = (st +c)—(st"+ o) =c(1 -7)

za svaki y € R. Dakle, rjeSenja pocetne funkcijske jednadZzbe su

flx) = st'+c,
k(x) = at,
st*+c—b
glx) = ——,
a

h(x) = c+(b-o)x.



Poglavlje 3

Logaritamske Cauchyjeve funkcijske
jednadzbe

3.1 Rjesenje logaritamske Cauchyjeve funkcijske
jednadzbe

Logaritamskom Cauchyjevom funkcijskom jednadzbom zovemo jednadZzbu oblika

Jxy) = f(x) + f(») (3.1)

za sve x,y € R,. Svako rjeSenje logaritamske Cauchyjeve funkcijske jednadzbe nazivamo
logaritamskom funkcijom. Funkcija x — Inx je rjeSenje logaritamske Cauchyjeve funk-
cijske jednadzbe, a vrijedi 1 opcenitije: funkcija f: R — R zadana sa f(x) = A(Inx) je
rjeSenje te jednadzbe za svaku aditivnu funkciju A: R — R jer je

f(xy) =A(nxy) =A(nx+1Iny) = A(lnx) + A(lny) = f(x) + f(y)

za sve x,y € R,. Dokazat ¢emo da su sva rjeSenja logaritamske Cauchyjeve funkcijske
jednadzbe ovog oblika.

Teorem 3.1.1. Neka je f: R, — R funkcija koja zadovoljava logaritamsku Cauchyjevu
jednadZbu. Tada je f funkcija oblika

f(x) = A(n x),

gdje je A: R — R aditivna funkcija. Ako je f neprekidna, tada je f(x) = clnx, gdje je c
proizvoljna realna konstanta.

35
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Dokaz. Uvedimo supstituciju x = e* iy = €', gdje su 5,7 € R. 1z toga slijedi da je s = Inx
it =Iny. Jednadzbu (3.1)) sveli smo na

f(e™) = f(e’) + f(e).
Definiramo funkciju A: R, — R sa A(s) = f(e*) i imamo
A(s +1) = A(s) + A1)

zasve s,t € R,. Dakle, A je aditivna funkcija. Vrijedi da je f(x) = A(In x) za svaki x € R,.
Ako je f neprekidna, tada je 1 A neprekidna, pa je A(x) = cx za neku realnu konstantu c,
odakle slijedi f(x) = cInx. O

Napomena 3.1.2. Opce rjesenje funkcijske jednadzbe f(xy) = f(x) + f(y) za sve x,y € R
je nul-funkcija. Naime, uvrstavanjem 'y = 0 dobivamo

) = f(x) + f(0),

odnosno
f)=0

za svaki x € R.

Napomena 3.1.3. Opce rjesenje funkcijske jednadZbe f(xy) = f(x) + f(y) za sve x,y €
R\ {0} je funkcija
f(x) = A(In |x]),

gdje je A: R — R aditivna funkcija. Takve cemo funkcije takoder zvati logaritamskim
funkcijama. Naime, prema teoremu 3.1.1, restrikcija funkcije f na x,y € R, je oblika
x — A(Inx), gdje je A: R, — R aditivna funkcija. Ako je x < 0, tada je

2f(x) = f(x) + f(x) = f(X*) = f(=x)%) = f(=x) + f(=x) = 2f(x),
pa je f(x) = A(In(—x)). Dakle, f(x) = A(In|x|) za svaki x € R \ {0}. Ako je f neprekidna,

tada je f(x) = cIn|x| za svaki x € R\ {0}, gdje je c proizvoljna realna konstanta.

3.2 Logaritamska Cauchyjeva funkcijska jednadzba u
viSe varijabli
Teorem 3.2.1. Opcée rjesenje f: (R \ {0})> = R funkcijske jednadzbe

FCay, x2y2) = f(xr, x2) + f(1,y2) (3.2)
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za sve X1, Y1, X2, Y2 € R\ {0}, dano je sa
S, x2) = Li(x)) + La(x2)
za sve x1,x; € R\ {0}, gdje su Ly, L,: R\ {0} — R logaritamske funkcije.
Dokaz. Uvrstimo li x, =y, = 1 u (3.2)), dobivamo
SGayn D) = fxa, D+ fOr, D).
Definiramo funkciju L;: R\ {0} = R sa L;(x) = f(x, 1). Vrijedi da je
Li(xyr) = Li(xr) + Li(yn).

ZakljuCujemo da L; zadovoljava logaritamsku Cauchyjevu funkcijsku jednadzbu pa se radi
o logaritamskoj funkciji.
Analogno, uvrstimo li x; = y; = 1 u (3.2), dobivamo

S, xoy2) = f(1,x0) + f(1, y2).
Definiramo funkciju L, : R\ {0} = R sa L,(x) = f(1, x). Vrijedi da je
Ly(x2y2) = La(x2) + La(y2).

Dakle, L, je takoder logaritamska funkcija.
Uvrstimo li y; = x, = 1 u (3.2)), dobivamo

fxy) = flx, D)+ f(1,y2)
= Li(x)) + Ly(y2).

Dakle, vrijedi
S(x1, x2) = Li(xy) + La(xz)
za sve x, x; € R\ {0}, gdje su L, L,: R\ {0} — R logaritamske funkcije. |

Jednadzbu (3.2) zvat cemo logaritamskom Cauchyjevom funkcijskom jednadZbom dviju
varijabli, a svako njeno rjeSenje logaritamskom funkcijom dviju varijabli.

Korolar 3.2.2. Opce rjesenje f: (R \ {0})" — R funkcijske jednadzbe

f(xlyl, X2Y25 0 ey Xn)’n) = f(xl, X2y Xy) + f(yl,YZ, cee ,}’n) (3.3)

zasve x;,y; € R (i=1,2,...,n), dano je sa
Fln 2,00 = ) L),
k=1

za sve x; € R (i = 1,2,...,n), gdje su L;: R\ {0} - R (k = 1,2,...,n) logaritamske
Sfunkcije.
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Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom.
Zan = 2 tvrdnja vrijedi prema teoremu 3.2.1, odnosno

f(xi,x2) = Li(xy) + Ly(x2)

zasve x;,x; € R, gdjesu Ly, L,: R\ {0} = R logaritamske funkcije.
Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

S, x2,..0,x,) = Z Li(xp),
=1

zasve x; € R (i = 1,2,...,n), gdjesu L;: R\ {0} - R (k = 1,2,...,n) logaritamske
funkcije.
Dokazimo tvrdnju za n + 1. Neka je g: (R \ {0})" — R definirana sa g(xi, x2, ..., x,) =
fOerx0, ooy Xy, 1)1 Lyt R\ {0} > Rsa L, (x) = f(1,1,..., 1,x). Iz (3.3) slijedi
— e

n

8(x1y1, X2Y2s - o s X Yn) = f(X1Y1, X2Y2, -« oy XY, 1)
= f(xi,x2, . X D+ fOLy2, 0000 Y0 1)
= g(x1, X2, ..., %) + 81, Y2, - -, V)

Prema pretpostavci indukcije je
g(-xl’ xZ’ L] -xl’l) = Z Lk(xk)
=1

zasve x; € R (i = 1,2,...,n), za neke logaritamske funkcije L;: R\ {0} - R (k =
1,2,...,n). Takoder,

Ln+1(xy) = f(19 R l’xy)

——
=f(,...,1, I,...,1,

S, x) + f( y)
= n+l(x)+Ln+l(y)’

paje L, logaritamska funkcija. Konacno,

S, x, o X Xe) = fx - Lxp- 1,000, x,- 1,1 - x40)
:f(-xl,-x27'-',xl’l9 1)+f(17 1"-',1’xn+1)

= g(x1, X2, ..., X)) + Ly 1 (Xn41)
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Lk(-xk) + Ln+1(xn+1)
1

n

k

Dakle, tvrdnja vrijedi za n + 1 ¢ime je korolar dokazan. O

Jednadzbu (3.3)) zvat ¢emo logaritamskom Cauchyjevom funkcijskom jednadZbom u n
varijabli, a svako njeno rjesenje logaritamskom funkcijom n varijabli.



Poglavlje 4

Multiplikativne Cauchyjeve funkcijske
jednadzbe

4.1 RjeSenje multiplikativne Cauchyjeve funkcijske
jednadzbe

Multiplikativna Cauchyjeva funkcijska jednadzba je jednadzba oblika
fGxy) = f(0f() 4.1

zasve x,y € R. Svako rjeSenje multiplikativne Cauchyjeve funkcijske jednadzbe zvat cemo
multiplikativnom funkcijom. Funkcija signum definirana sa

1 akojex>0
sgn(x) =40 akojex=0
-1 akojex <0

zadovoljava multiplikativnu funkcijsku jednadZbu.
Teorem 4.1.1. Opca rjesenja multiplikativne Cauchyjeve funkcijske jednadzbe su funkcije

f(x) = 0 zasvaki x €R,
f(x) = 1 zasvakixeR,

) A gko je x € R\ {0},
x) =
0 ako je x = 0,
A gko je x > 0,
f(x) = <0 ako je x =0,
—eAD - gko je x < 0,

40
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gdje je A: R, — R aditivna funkcija.
Dokaz. Uvrstimo li x = y = 0 u @.1)), dobivamo

f0) = f(0)£(0),

odnosno

FOII = f(0)] =0,
iz Cega slijedi da je f(0) = 0 ili f(0) = 1. Analogno dobivamo, uvrstimolix =y =1u
@.1),

S = f(D] =0,
iz Cega slijedi f(1) = 0 ili f(1) = 1. Pretpostavimo da postoji xo € R, xo # 0, takav da je
f(xp) = 0. Neka je x € R proizvoljan. Vrijedi

f(x):f(XO'xiO)Zf(xo)f(xio):O

za svaki x € R. Time smo dobili prvo rjeSenje.
Pretpostavimo da je f(x) # 0 za svaki x € R \ {0}. Postoje dvije mogucnosti: f(0) = 0
ili f(0) = 1. U slucaju da je f(0) = 0, tvrdimo da f ne poprima vrijednost 0 na R \ {0}.
Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji yy € R, yy # 0, takav da je f(yo) = 0. Uvrstimo
liy = yo u @), dobivamo
F(xyo) = f(0)f(yo) =0
odnosno
f(x)=0
za svaki x € R\ {0}. To je kontradikcija. Dakle, f(0) = 1. Uvodenjem supstitucije y = O u
(4.1)) dobivamo
f(0) = f(x)f(0)
1z Cega slijedi da je
fx) =1
za svaki x € R. Time smo dobili drugo rjesenje.
Neka je x pozitivan realan broj. Ima smisla promatrati +/x te vrijedi

fe = [fVR] 2 0.

Iz ove nejednakosti i1 Cinjenice da f ne poprima vrijednost O na R \ {0} imamo f(x) > 0
za svaki x > 0 realan broj. Uvedimo supstituciju x = ¢’ iy = €', gdje su s, € R. 1z toga
slijedi da je s = Inx it = Iny. UvrStavanjem u (4.1]) dobivamo

f(e™) = fleHf(e).
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Kako je f(r) > 0 za svaki t > 0, mozemo logaritmirati posljednju jednakost prirodnim
logaritmom. Dobivamo
A(s+ 1) = A(s) + A1),

gdje je funkcija A: R, — R definirana sa A(s) = In f(s) za svaki s € R. Slijedi da je

f()C) — eA(lnx)

za svaki x € R,.

Ako je f(1) = 0, uvrStavanjem u @.1)) dobivamo f(x) = 0 za svaki x € R\ {0}. To
je kontradikcija s ¢injenicom da f ne poprima vrijednost 0 na R \ {0}. Dakle, f(1) = 1.
Uvrstimo li x = y = —1 u (4.1)), dobivamo

f() = [f-DP

iz Cega slijedida je f(—1) = —11ili f(-1) =1.
Ako je f(—1) = 1, uvrStavanjem y = —1 u (#.1I) dobivamo

f=x) = f)f(=1) = f(x)

za svaki x € R\{0}, paje f parna funkcija. Iz toga iiz Cinjenice da je f(0) = 0 zakljuCujemo

o) = Ak ako je x € R\ {0},
1o ako je x = 0.

Time smo dobili trece rjesSenje.
Ako je f(—1) = —1, uvrstavanjem y = —1 u (4.1) dobivamo

f=x) = f0f(=D) = -f(x)

za svaki x € R\ {0}, pa je f neparna funkcija. Slijedi

00 AUk ako je x > 0,
xX) =
—eAIn) ako je x < 0.

Zajedno s ¢injenicom da je f(0) = 0, vrijedi

Al ako je x > 0,
f(x) =140 ako je x = 0,
—eAUnkD - ako je x < 0.

Time smo dobili Cetvrto rjesenje. |
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Primijetimo da u slucaju kada je A nul-funkcija, za f dobivamo funkcije x — [sgn(x)|
1 x — sgn(x) koje nisu neprekidne. Neprekidna rjeSenja multiplikativne Cauchyjeve funk-
cijske jednadZbe opisana su u sljedeéem korolaru.

Korolar 4.1.2. Neprekidna rjesenja multiplikativne Cauchyjeve funkcijske jednadzbe su

f(x) =0 zasvaki x € R,

f(x) =1 zasvaki x € R,

f(x) =|xI" zasvaki x € R,

f(x) = |x|*sgn(x) za svaki x € R,

gdje je a pozitivna realna konstanta.

Dokaz. Kako je f neprekidna funkcija, to je i aditivna funkcija A: R, — R iz teorema
4.1.1 takoder neprekidna. Dakle,
A(x) = ax,

gdje je a € R proizvoljna konstanta. Tada je

a
eA(ln ) — ealn Il — (elnlxl) — |x|a

za svaki x € R, pa tvrdnja slijedi iz teorema 4.1.1.

Dokazimo joSdaje @ > 0. Akoje @ = 0, a f nije oblika x  Oniti x - 1, tada je f(x) =
|sgn(x)| = 1 za svaki x # 0 ili f(x) = sgn(x) za svaki x # 0. U prvom slucaju neprekidnost
funkcije f povlaci f(0) = 1, pa je f(x) = 1 za svaki x € R, suprotno pretpostavci. U
drugom slucaju je f(x) = 1zax > 01 f(x) = —1 za x < 0, pa f ne moZe biti neprekidna
funkcija. Ako je @ < 0, tada je

lim /() = oo,

pa f ne moze biti neprekidna u 0. Dakle, o > 0. O

Propozicija 4.1.3. Neka funkcija f: R — R zadovoljava aditivnu i multiplikativnu Cauchy-
Jjevu funkcijsku jednadzbu

f(x+y) f&x)+ ()
fxy) ff)

za sve x,y € R. Tada je f(x) = 0 za svaki x € R ili f(x) = x za svaki x € R.

Dokaz. Uo&imo da za svaki realan broj z > 0 postoji realan broj w takav da je z = w?.

Uvrstimo i x = wiy = w u multiplikativhu Cauchyjevu funkcijsku jednadzbu, dobivamo
f(2) = [f(W)]? iz Cega mozemo zakljuciti da je

f(2)=20 4.2)



POGLAVLIJE 4. MULTIPLIKATIVNE CAUCHYJEVE FUNKCIJSKE JEDN. 44

zasvakiz e R,z > 0.
Pretpostavimo da je x < y, x,y € R pa y zamijenimo sa y — x u aditivnoj Cauchyjevoj
funkcijskoj jednadzbi. Dobivamo:

JO) = f)+ fO—x).

Iz @.2) slijedi da je f(y—x) > 0 paje f(y) > f(x). ZakljuCujemo da je f padajuca funkcija
pa iz propozicije 1.2.6 slijedi da je f(x) = cx za neku realnu konstantu c.

Uvrstimo 1i dobiveno rjeSenje i x = y = 1 u multiplikativhu Cauchyjevu funkcijsku
jednadzbu, dobivamo ¢ = ¢? iz &ega slijedi da je ¢ = O ili ¢ = 1. Uvrstimo li f(x) = Ou
aditivnu i multiplikativnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzbu, vidimo da jednakosti vrijede
pa je to jedno rjesenje. Analogno provjerimo uvrStavanjem f(x) = x pa zakljuCujemo da je
1 to rjeSenje. O

4.2 Multiplikativha Cauchyjeva funkcijska jednadzba u
viSe varijabli
Teorem 4.2.1. Opce rjesenje f: R* — R funkcijske jednadzbe
FCayi, x2y2) = f(x1, x2) f(y1y2) (4.3)

za sve x1,y1, X2, Y2 € R, dano je sa

Sf(x1,x2) = Mi(x1)Ma(x2),
za sve x1, Xy € R, gdje su M, M, : R — R multiplikativne funkcije.
Dokaz. Uvrstimo li x, =y, = 1 u (.3)), dobivamo

FGay, D) = fOa, Df (s, 1.

Definiramo funkciju M;: R — R sa M (x) = f(x, 1). Vrijedi

M, (x1y1) = M(x)M(y).

ZakljuCujemo da je M; multiplikativna funkcija.
Uvrstimo li x; = y; = 1 u (@.3)), dobivamo

S, x2y2) = f(1, x2) f(1, y2).
Definiramo funkciju M,: R — R sa M,(x) = f(1, x). Vrijedi

My (x2y2) = Ma(x2) Ma(y2).
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ZakljuCujemo da je M, takoder multiplikativna funkcija.
Uvrstimo li y; = x, = 1 u (@.3)), dobivamo

f(xl,)’Z) = f(-xl’ l)f(l’yZ)
= M, (x1)M(y>).

Dakle, vrijedi
f(xi, x2) = Mi(x1)M>(x2),
za sve x1, X, € R, gdje su M, M,: R — R multiplikativne funkcije. |

Jednadzbu (@.3) zvat éemo multiplikativnom Cauchyjevom funkcijskom jednadzbom
dviju varijabli, a svako njeno rjesenje multiplikativnom funkcijom dviju varijabli.

Korolar 4.2.2. Opce rjesenje f: R" — R funkcijske jednadzbe
JGayn XYz, oy Xayn) = f(X1, %2, 0o X)) fO1, Y2, -+ -5 Yn) (4.4)

zasve x;,y; € R(i=1,2,...,n), dano je sa
fxi,x,..00,x,) = n M (xp),
k=1

za sve x; € R (i = 1,2,...,n), gdje su M;: R — R (k = 1,2,...,n) multiplikativne
funkcije.

Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom.
Za n = 2 tvrdnja vrijedi prema teoremu 4.2.1, odnosno

f(xi, x2) = Mi(x1)M>(x7)

za sve x1, x; € R, gdje su My, M,: R — R multiplikativne funkcije.
Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

fxi,x,..00,x,) = n M (xp),
k=1

zasve x; € R (i = 1,2,...,n), gdje su M;: R —- R (k = 1,2,...,n) multiplikativne
funkcije.
Provjerimo vrijedi li tvrdnja za n+1. Neka je g: R” — R definirana sa g(xy, x5, ..., X,) =
fOox, s, DiMy : R - RsaM,(x) = f(1,1,...,1,x). Iz (@.4) slijedi
~—

8(X1y1, X2Y2, - o XnYn) = f(X1Y1, X2Y25 + ooy XYy 1)
= f(xl’xz’ .. -’xn’ 1)f()’1,y2, .. '7yrl7 1)
= g(-xhxz’ .o ,Xn)g(yl»)’z, .. ,)’n)
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Prema pretpostavci indukcije je

g1, x, - x) = | | Mo
k=1

za sve x; € R (i = 1,2,...,n), za neke multiplikativne funkcije M;: R — R (k =
1,2,...,n). Takoder,

Mn+1(xy) = f(l” 1axy>

n

= f(1,...,L,Of,....1,y)
~—— ~——

= n+1(-x)Mn+l(y)’

pa je M, ., multiplikativna funkcija. Konacno,

S xo, o X X)) = fOx - Lixo - Lo x, - 11 x40)
:f(x17x27-'-7xn7 1)(19 1’..-,1,Xn+l)

= g(xl’ X2y ovoy xn)Mn+l(xn+l)

= | [ MMy 1)
k=1

= l_[ M (xi).
k=1

Dakle, tvrdnja vrijedi za n + 1 ¢ime je korolar dokazan. O

Jednadzbu (@.4)) zvat ¢emo multiplikativnom Cauchyjevom funkcijskom jednadZbom u
n varijabli, a svako njeno rjeSenje multiplikativnom funkcijom n varijabli.



Poglavlje 5

Cauchyjeva NQR metoda

5.1 Opis Cauchyjeve NQR metode

U ovom poglavlju promatrat ¢emo funkcijske jednadzbe opceg oblika

fx+y) = F(f(x), f().

Navest ¢emo korake u pronalaZenju neprekidnih rjeSenja funkcijske jednadzbe

S&x+y)=F(f(x), f(y), f(x = y);x,y). (5.1)

Prvo uvodimo supstituciju x = y = 0 u (5.1)) te dobivamo:
f0) = F(f(0), £(0), £(0); 0,0).

RjesSavajuci ovu jednadzbu dobivamo vrijednost funkcije f za x = 0. Zatim umjesto x

uvrStavamo redom 2x, 3x, . . ., (n — 1)x, a umjesto y uvrStavamo x i dobivamo:
f@2x) = F(f(x), f(x), f(0); x, x) = F2(f(x), x),
fBx) = F(f2x), f(x), f(x);2x, x) = F3(f(x), x),
= F(f(3x), f(x), f(2x); 3x, x) = F4(f(x), X),

f(4x)

fx) = F(f((n = Dx), f(x), f((n = 2)x); (n = Dx, x) = F,(f(x), ). (5.2)

Ako u posljednjoj jednakosti uvedemo supstituciju x = =y, dobivamo:
m\ m
fomy) = Fu£(25). 2v).
n/) n

47
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Zbog jednakosti (5.2), lijevu stranu moZemo zapisati kao F,,(f(y),y), pa imamo
m\ m
FulfO0.) = Fa £ (29). ).
n'/ n
Pretpostavimo da se ova funkcijska jednadzba mozZze rijeSiti po f (%y) , odakle je

m m
f(Zy)=7 (1o %)
n n
za neku funkciju ¥ (a, y; x). Uvedemo li supstituciju y = 1, dobivamo

f@)=F (D), 19,

za svaki g € Q,. Neka je x proizvoljan nenegativan realan broj. Tada postoji niz nenegativ-
nih racionalnih brojeva {g,} koji konvergiraju u x. Pretpostavimo li da su f i ¥ neprekidne
funkcije, iz posljednje jednakosti slijedi

J) = F(f(1), 15 %),

za svaki x € R,. Da bismo pronasli funkciju f za x < 0, uvodimo supstituciju y = —x pa
uvrStavanjem u (.1 imamo:

f0) = F(f(x), f(=x), f(2x); x = x)
= F(f(x), 7 (f(1), 15 =x), F2(f(x), x); x, —x).

Posljednju jednadZbu rijeSimo po f(x) te dobivamo konacno rjesSenje

f(x) =G,

zasvaki x e R, x < 0.

5.2 Primjena Cauchyjeve NQR metode na odredivanje
neprekidnih rjeSenja Cauchyjevih funkcijskih
jednadzbi

Aditivna Cauchyjeva funkcijska jednadzba

Cauchyjevom NQR metodom odredimo sve neprekidne funkcije f: R — R koje zadovo-
ljavaju aditivnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzbu

Jx+y) = f()+ f()
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zasve x,y € R.

49

Uvrstimo i x = y = 0 u zadanu jednadZbu dobivamo f(0) = 2f(0) iz Cega slijedi da je

£(0) = 0.

Uvrstimo li x = —y u zadanu jednadzbu imamo f(0) = f(x) + f(—x) iz Cega slijedi da

je
f(=x) = —f(x).
DokaZimo matemati¢kom indukcijom da za svaki n € N i za sve xi, xa,
vrijedi
FO+x+ -+ x) = fx) + fx) +--- + fx).
Za n = 2 tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi
S +x+-+x) = )+ fO) +-- -+ f(x)

7a sve Xxi, X2, ..., X, € R. DokaZimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Imamo:

FOr+x+ -+ x4+ X40) = f((xp + X204 -+ X)) + X41)
:f(x1+x2+"'+xn)+f(-xn+l)

(5.3)

. Xx, €R

5.4)

= fx) + fQ) + -+ ) + f(Xnr)-

Dakle, vrijedi jednakost (5.4). Uvrstimo li x; = x za svaki i u (5.4), dobivamo

f(nx) = nf(x).

Zax ="y, gdjesuy € R,m,n € N, imamo

m
fmy) =nf (;y),
odnosno " "
21w =£ ().
n n
1z posljednje jednakosti i (5.3) zakljucujemo da vrijedi i
m m
£(-25) = -2,
n n

Konacno,
flqy) = qf(y)

za svakiy € R i za svaki g € Q. Definiramo li ¢ = f(1), imamo da je

f(@) = cq
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za svaki g € Q.
Neka je r € R. Postoji niz racionalnih brojeva {g,} takav da je

limg, =r.

n—oo

Kako je f neprekidna funkcija, vrijedi
f(r) = f(lim g,) = lim f(g,) = lim cq, = cr.

Dakle, rjesenje zadane funkcijske jednadzbe je f(x) = cx, pri Cemu je ¢ € R.

Eksponencijalna Cauchyjeva funkcijska jednadzba

Cauchyjevom NQR metodom odredimo sve neprekidne funkcije f: R — R koje zadovo-
ljavaju eksponencijalnu Cauchyjevu funkcijsku jednadzbu

Jx+y) = f(0f)

zasve x,y € R.
Uvrstimo li x = y = 0 u zadanu jednadzbu, dobivamo f(0) = f(0)? iz ega slijedi da je
f(0) =0ili £(0) = 1. Ako pretpostavimo da f nije nul-funkcija, onda je f(0) = 1.
Uvrstimo li x = —y u zadanu jednadZbu, dobivamo f(0) = f(x) f(—x) iz Cega slijedi

1
(%) = f()™ = —. (5.5)
TED =02 56
DokazZimo matematickom indukcijom da za svaki n € N i za sve x;, x5, ..., x, € R vrijedi
S+ x4+ x,) = f(x)f(x2) -+ f(x) (5.6)

Zan = 2 tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi
JOo+ x4+ x,) = f(x)f(x2) - -+ f(x0)
7a sve X, X2, ..., X, € R. DokaZimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Imamo:

FOr+ x4+ X+ X0p1) = f(( + X2+ -+ X) + Xpp1)
:f(-xl +x2+"'+xn)f(xn+1)

= fOe)f(x) - f) f (i)
Dakle, vrijedi jednakost (5.6). Uvrstimo li x; = x za svaki i u (5.6), dobivamo

fnx) = f(x)".
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Ako je x = 'y, gdje suy € R,m,n € N, slijedi redom
m n
fmy) = f(;y) :
m m "
for = (%) .
n
m m
£(%y) = rot.
n
Iz posljednje jednakosti i (5.3) zaklju¢ujemo da vrijedi i
m _m
f(-25) = ror®.
n

Konacno, f(qy) = f(y)? za svaki y € R i za svaki g € Q. Definiramo li a = f(1), imamo da
je

flg) =a’

za svaki g € Q.
Neka je r € R. Postoji niz racionalnih brojeva {g,} takav da je

limg, =r.

n—oo

Kako je f neprekidna funkcija, vrijedi
£r) = £lim g,) = lim f(g,) = d"™=% = a.

Dakle, rjeSenje zadane funkcijske jednadzbe je f(x) = a*.

Logaritamska Cauchyjeva funkcijska jednadzba

Odredimo sve neprekidne funkcije f: R, — R koje zadovoljavaju logaritamsku Cauc-
hyjevu funkcijsku jednadZbu

fy) = f(x) + f(»)

zasve x,y € R,.
Uvrstimo i x = y = 1 u zadanu jednadZzbu, dobivamo f(1) = 2f(1) iz Cega slijedi da je

f(1) =0.
Uvrstimo li y = % u zadanu jednadzbu, dobivamo f(1) = f(x) + f(x7') iz &ega slijedi da je

f&h = =f(0). (5.7
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DokaZimo matematickom indukcijom da za svaki n € N i za sve xy, X2, ..., x, € R, vrijedi

JOaxy---xn) = fOx) + fO) + -+ fxn). (5.8)
Za n = 2 tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi
Saxa---x) = f(x) + fx2) + -+ f(x)
za sve Xxi, Xp, ..., X, € R,. Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Imamo:
Sixa - xpXni1) = f((X122 -+ X0)X1)
= f(xix2 -+ %) + f(Xs1)
= fx) + fO) + -+ f(x) + f(Xn11).
Dakle, vrijedi jednakost (5.8]). Stavimo li x; = x za svaki i, dobivamo
J&) = nf(x).
Ako je x = y», gdje suy € R,m,n € N, slijedi redom
£ =nf (y%),
mf(y) =nf (y7).
(") = =0
n
1z posljednje jednakosti i (5.7) zakljuCujemo da je

m

FOF) = =210,

Konacno,
FO) =qf)
za svakiy € R1izasvaki g € Q.
Neka je r € R. Tada postoji niz racionalnih brojeva {g,} takav da je

limg, =r.

n—oo

Prema dokazanom vrijedi
JO™) = guf Q).

Zbog neprekidnosti funkcije f imamo
£67) = lim fG)" = lim g,/ () = ().

Stavimo li y = a, gdje je a proizvoljna realna konstanta i x = a’, vrijedi

f(x) = f(a)log, x =

log b log, x = log, x,

a

1
log,b*

gdje je b pozitivna realna konstanta takva da je f(a) =
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Multiplikativna Cauchyjeva funkcijska jednadzba

Odredimo sve neprekidne funkcije f: R, — R koje zadovoljavaju multiplikativhu Cauc-
hyjevu funkcijsku jednadzbu

Jxy) = f)fQ)

zasve x,y € R.
Uvrstimo li najprije x = y = 0 u zadanu jednadzbu, imamo

FOLf(0) - 1] =0,
paje f(0) =0ili £(0) = 1. Uvrstimo li x = y = 1 u zadanu jednadZbu, imamo
FLFA) =11 =0,

iz Cega slijedi da je f(1) = O ili f(1) = 1. Neka je f(1) = 0. Tada za svaki x € R vrijedi

f(x)=f(x-1)=f(x)f(1) =0, pa je f nul-funkcija.
Neka je f(1) = 1. Ako je y = 1 za x # 0, imamo

Q) = ff™,

odnosno
f&h = (5.9)
Primijetimo da za svaki n € N i za sve xy, x,, ..., x, € R vrijedi
Sxaxa - x,) = fx)f(x) - f(x), (5.10)

Sto se lako dokaze matemati¢kom indukcijom. Za n = 2 tvrdnja slijedi iz same definicije
multiplikativne Cauchyjeve funkcije. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

JOrxg - x) = fQe) f(a) -+ fxn)

za sve Xxi, X2, ..., X, € R. Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Imamo

FOox - XuXerr) = f((X1X2 -+ X)) Xns1)
= f(x1x2 tte xn)f(xn+1)
= fx)f(x2) -+« f(x) f(Xnsr)

Dakle, vrijedi jednakost (5.10). Uvrstimo li x; = x za svaki i u (5.10), dobivamo

J&) = f".
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Ako je x = y%, zay € R,,m,n € N, slijedi redom
oM = ()
for = ).
Fi%) = for.
Iz posljednje jednakosti i (5.9) zakljucujemo da vrijedi i
FO77) = oy

Konacno,
fO =)
zasvakiye R,izaqg e Q.
Neka je r € R. Tada postoji niz racionalnih brojeva {g,} takav da

limg, =r.

n—oo

Prema dokazanom imamo
JO™) = fo)r.
Zbog neprekidnosti funkcije f vrijedi
fG7) = Tim f() = lim fG)" = .
Stavimo li y = a, gdje je a proizvoljna realna konstanta i x = a’, vrijedi
fx) = f@) = fl@) = f(a)*".

Ako je f(a) = 1, tada je f(x) = 1 za svaki x > 0. Ako je x < 0, tada je f(x)* = f(x?) =1,
paje f(x) = 1ili f(x) = —1. Zbog neprekidnosti funkcije f zakljuCujemo f(x) = 1 za svaki
x € R. Ako je f(a) # 1, onda je f(a) = a°, gdje je @ € R\ {0}. Slijedi da je, za svaki x > 0,

J(x) = x°,
gdje je € R\ {0}.

5.3 JoS neki primjeri

Primjer 5.3.1. Odredimo sve neprekidne funkcije f: R — R koje zadovoljavaju funkcijsku
JjednadZbu

Jx+y) =a” f(x)fO),

za sve x,y € R, pri cemu je a pozitivna realna konstanta.
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Funkcija f(x) = 0 za svaki x € R je oCito rjeSenje zadane jednadzbe. Da bismo dobili
preostala rjeSenja, uvrstimo x = y = 0 te dobivamo

f0) = f(0)£(0),

odnosno
SOOI - f(0)] = 0.
Kako promatramo netrivijalna rjeSenja, promatramo slucaj kada je f(0) = 1, inace je

fx)=f(x+0) = f(0)f(0) =0

za svaki x € R.

Uvrstimo li redom y = x, 2x, ..., (n — 1)x u zadanu jednadZbu, imamo
2x) = flx+x)=a" f(x?

f f S

fBx) = f@x+x) =a"PCf(x),

f@x) = fGx+x) =a"7 f(x,

f(nx) — f((n _ l)x + x) — a(l+2+3+---+(nfl))x2f(x)n.
Posljednju jednakost mozemo zapisati kao

fx) = a7 () (5.11)

: e . .
U (5.T1)) uvedimo supstituciju x = *y, gdje sum,n € N, pa imamo

Flomy) = "G p (2

n

Ako u (5.11)) uvrstimo (i, y) umjesto (n, x), dobivamo

m(m—1) 2

flmy) =a =7 f(y".

Izjednacavanjem desnih strana dobivenih jednakosti dobivamo

e R
n

Slijedi da je

£(By) = att G0 .

n
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Neka je y = 1 ineka je ¢ = f(1). Primijetimo da je
11y (1Y
1) = — —|=a?* -1 > 0.
r=r(3+5)=air(3) 20
Ako je f(1) =0, tada je
f) = f(x=D+ D =a""flx=-1)f1)=0

za svaki x € R. Dakle, ¢ > 0. Vrijedi

x(x—1)

fx)=a 7 ¢, (5.12)

za svaki x € Q,.

Neka je r € R, 1 neka niz racionalnih brojeva {g,} konvergira u r. Kako je f neprekidna,
vrijedi:
qnign—1) M r

£ :f(lim q,,)= lim £(g,) = lim a™4 "¢ = a"5" ¢

Da bismo odredili f za x < 0, koristimo Cinjenicu da je f(0) = 1 1 supstituiramo y = —x,
pri ¢emu je x > 0. Dobivamo

1 =a™ f(x)f(=x),

odnosno e

f-x)=a“fx)y'=a 7

Dakle, uz trivijalno rjeSenje, rjeSenje zadane funkcijske jednadzbe je

x(x—1)

f=a 7 c,
za svaki x € R, gdje je ¢ pozitivna realna konstanta.

Primjer 5.3.2. Odredimo sve neprekidne funkcije f: R — R koje zadovoljavaju funkcijsku
JjednadZbu

O+ fxe=y) = f)*F),

za sve x,y € R.

Uvrstimo li x = y = 0 u zadanu jednadzbu, dobivamo

fO* = f0y?

1z Cega slijedi da je f(0) =01 f(0) = £1.
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Ako je £(0) = 0, uvrtavajuéi y = x u zadanu jednadzbu dobivamo f(2x)f(0) = f(x)*

iz Cega slijedi da je
fx)=0
za svaki x € R jedno rjeSenje zadane funkcijske jednadzbe.

Primijetimo da f nema nulto¢aka ako nije nul-funkcija. Naime, ako postoji xop € R
takav da je f(xo) = 0, tada je f(x+ xo)f(x — xp) = 0 pa za svaki x € R vrijedi f(x+ xp) =0
ili f(x — xo) =0, odakle je f(x) = 0 za svaki x € R.

Ako je f(0) = 1, zamijenimo redom x 1y sa x, 2x, 22x,... te imamo

f2x) = f* = f)7,
fdx) = fQx)* = f0*,
f8x) = fdx)* = f(x)¥

MozZemo naslutiti da za svaki n € N vrijedi

fox) = f". (5.13)

Dokazimo tu slutnju matematickom indukcijom. Za n = 1 tvrdnja o€ito vrijedi. Pretposta-
vimo da tvrdnja vrijedi za 1,2, ...,n i dokazimo da vrijedi i za n + 1. Uvrstimo x = ny u
zadanu jednadZbu te dobivamo

f(+ DY) f(Gr = Dy) = f(y)* fO).
Prema pretpostavci indukcije je f((n — 1)y) = f()® Y i f(ny) = f(y)", pa imamo

S+ 1y) = fO) " O OP = FO)

iz Cega zakljuCujemo da (5.13) vrijedi za svaki n € N.
Neka je x = Ty, gdje suy € R,m,n € N. Kako je

2

fo =1 = 1(%) i s = 10,

to je

7(5y) = 1o,

Stavimo li y = 1 definiramo li ¢ = f(1) = £ (2 1) = f(%)4 > 0, dobivamo

f) =c"
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za svaki x € Q.. Zbog neprekidnosti funkcije f, vrijedi da je f(x) = ¢ za svaki x € R,.
Da bismo odredili f za x < 0, uvrstimo x = 0 u zadanu jednadzbu. Vrijedi

FOf=y) = fO)%

odnosno
fE) =f0)
iz Cega slijedi da je i
f(x)=c"

za svaki x € R.
Preostaje slucaj kada je f(0) = —1. Uoc¢imo da funkcija — f takoder zadovoljava zadanu
funkcijsku jednadZbu. 1z prethodnog sluc¢aja mozemo zakljuditi da je

—fx) =",

odnosno ,
f(x)=~-c",

za svaki x € R, gdje je c pozitivna realna konstanta.

Primjer 5.3.3. Odredimo sve neprekidne funkcije f: R — R koje zadovoljavaju jednadZbu

Sx+y) =)+ f)+ f(0)f»)
za sve x,y € R,

Uvedimo supstituciju x = y = 5 pa uvrStavanjem u zadanu jednadZbu imamo

2 2
ro=21(3)+ () =(1es(3)) -
ZakljuCujemo da je f(x) > —1 za svaki x € R. Ako je f(1) = —1, slijedi
) =fx-1+D=fx-D+f()+flx-Df(1)=-1

za svaki x € R. Promatramo slucaj kada je f(1) > —1. Uvrstimo li u zadanu jednadzbu
redom y = x,2x,... dobivamo

2f(0) + f(x)° = (f(x) + 1) = 1,
fQ0)+ f(0) + fQROf(0) = fO) +3f(x)° +3f(0) = (f) + 1)’ = 1

f(2x)
f(3x)
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MozZemo naslutiti da za svaki n € N vrijedi

fx) = (f(x)+1)" - 1. (5.14)

Dokazimo tu slutnju matematickom indukcijom. Za n = 1 tvrdnja o€ito vrijedi. Pretposta-
vimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N te dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Imamo:

f((n+ Dx) = f(x) + f(nx) + f(x)f(nx)
=fO+(@O+D"=1+ fO)fx)+ 1" = f(x)
=(f(x)+ D - 1.

Zakljucujemo da (5.14)) vrijedi za svaki n € N.
Uvedemo supstituciju x = 2y, gdje suy € R,m,n € N i uvrstimo u (5.14) te dobivamo
m n
fomyy = (1 (%) + 1) - 1.

Iz (5.14) slijedi i
flmy) =(f(»+1)" -1

IzjednaCavanjem desnih strana gornjih jednakosti dobivamo
m m
(%)= gw+ni-1.
Uvrstimo li y = 1 i definiramo li ¢ = 1 + f(1) > O, slijedi da je

f@=c -1

za svaki x € Q,. Zbog neprekidnosti funkcije f vrijedi da je f(x) = ¢* — 1 za svaki x € R,.
Da bismo odredili f za x < 0, uvrstimo y = —x, x > 0, u zadanu jednadzbu te imamo

0= f(x)+ f(=%) + f(0) f(=%).

Ako postoji x takav da je f(x) = —1, tada iz gornje jednakosti dobivamo 0 = -1, Sto je
kontradikcija. Dakle, f(x) # —1 za svaki x, pa imamo
-fx)  —c"+1 1

= =—-1l+—=c"-1.
I+ f(x) c* c* ¢

f=x) =

Dakle,
f(x)=c"-1

za svaki x € R, gdje je ¢ pozitivna realna konstanta.
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Sazetak

Cauchyjeve funkcijske jednadZzbe se smatraju najvaznijim funkcijskim jednadzbama (to su
jednadzbe u kojima su nepoznanice funkcije, ovdje prvenstveno realne funkcije realne va-
rijable). U ovom radu dana su rjeSenja za Cetiri tipa Cauchyjevih funkcijskih jednadZzbi:

1. aditivnu f(x +y) = f(x) + f(),

2. eksponencijalnu f(x +y) = f(x)f(y),

3. logaritamsku f(xy) = f(x) + f(y),

4. multiplikativou f(xy) = f(x)f(y).
Opisana je i takozvana Cauchyjeva NQR metoda za rjeSavanje funkcijskih jednadzbi opéeg

oblika f(x +y) = F(f(x), f(y)). Dobiveni rezultati i koriStena metodologija se Cesto pri-
mjenjuju u rjeSavanju nekih drugih funkcijskih jednadzbi.



Summary

The Cauchy functional equations are considered the most important functional equations.
Functional equations are equations in which the unknowns are functions, here mostly real
functions of a real variable. In this thesis we give solutions for four types of the Cauchy
functional equations:

1. additive f(x +y) = f(x) + f(y),

2. exponential f(x +y) = f(x)f(y),

3. logarithmic f(xy) = f(x) + f(y),

4. multiplicative f(xy) = f(x)f(y).

We also describe Cauchy’s NQR method for solving the functional equations of the form
f(x+y)=F(f(x), f()). The results obtained and the methodology used are often applied
when solving some other functional equations.
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