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Uvod

Temelj ovog rada je znanstvena disciplina koju nazivamo kartografija. Zadatak kartogra-
fije je graficki prikazati u ravnini prostornu stvarnost, odnosno pronaci najprikladniju vrstu
kartografskog prikaza kako bi korisnik mogao dobiti $to bolju predodzbu prostorne stvar-
nosti. Razne su podjele kartografije, a mi ¢emo se baviti matematicCkom kartografijom,
odnosno kartografskim projekcijama.

U prvom poglavlju definirat ¢e se op¢i pojmovi u kartografiji te ¢e se navesti nekoliko
podjela kartografskih projekcija i njihove karakteristike.

U drugom poglavlju bavit ¢emo se polaznom toCkom ovog rada, a to je Mercatorova
karta koju je flamansko-njemacki kartograf Gerardus Mercator dizajnirao 1569. godine.
Mercator, roden na podrucju danasnje Belgije, je koristio latinizirani oblik imena, a zapravo
se vjerojatno zvao Gerhard Cremer. Svojim suvremenicima i kasnijim znanstvenicima je
najbolje poznat po izradi karata i globusa jer je bio prvi koji je koristio pojam atlas kako
bi opisao zbirku karata. Takoder je bio poznat po svojoj kaligrafiji te imenovanju Sjeverne
Amerike kao takve na svojoj karti 1538. godine. U ostatku svijeta se njegovo ime povezuje
s projekcijom koju je posebno izradio kako bi pomogao u plovidbi.

Zatim Ce se spomenuti i izvesti relacije stereografske projekcije koja naizgled nema veze s
Mercatorovom projekcijom, ali e se utvrditi da su Mercatorova i stereografska projekcija
granic¢ni slucajevi Lambertove konusne projekcije, koju ¢emo takoder proucavati.

Nadalje, u tre¢em poglavlju ¢e se pokazati neka zanimljiva svojstva koja povezuju Mer-
catorovu projekciju s drugim matemati¢kim pojmovima, odnosno konkretno ¢e se izvesti
veze s kompleksnom funkcijom exp z 1 s krivuljom traktrisom.

I na kraju, u Cetvrtom poglavlju izloZit ¢e se sloZenije varijante Mercatorove projek-
cije. Tako ¢e se umjesto konstrukcije Normalnog Mercatora na sferi prikazati konstrukcija
Transverzalnog Mercatora na sferi s ciljem postizanja vece preciznosti projiciranja Citave
sfere.

Takoder ¢e se ukratko opisati Mercatorove projekcije na elipsoidu pa ¢emo se poblize
upoznati i s geometrijom elipsoida.



Poglavlje 1

Kartografske projekcije

1.1 Uvod u kartografske projekcije

Kartografska projekcija je nacin preslikavanja plohe sfere ili elipsoida, kojima se u karto-
grafiji aproksimira ploha Zemlje, ostalih nebeskih tijela i nebeskog svoda, u ravninu. Opcéa
svrha izu€avanja kartografskih projekcija je stvaranje matematicke osnove za izradu karata
1 rjeSavanje teorijskih i prakti¢nih zadataka u kartografiji, geodeziji, geografiji, astronomiji,
navigaciji 1 ostalim srodnim znanostima.

Za kartografsko preslikavanje vaZzno je ustanoviti relacije izmedu koordinata to¢aka na
Zemlji, odnosno na elipsoidu ili sferi, 1 koordinata njihovih slika u projekciji. Te relacije
najcesce se zadaju analiticki, tj. osnovnim kartografskim jednadzbama

X = fl(% 9)’ y= fZ(Qo, 9)’

gdje su ¢ 1 6 geografske koordinate na elipsoidu ili sferi, a x 1 y pravokutne koordinate u
ravnini projekcije. Projekcija se jo§ moZe zadati i tablicom koordinata ili opisom konstruk-
cije mreZe meridijana i paralela, jer su tocke na plohi elipsoida ili sfere odredene upravo
presjekom meridijana i paralela.

Jedan od glavnih ciljeva kartografa i matematicara koji su se bavili kartografskim pro-
jekcijama bio je dobiti projekciju s minimalnim izobli¢enjem (deformacijom). Hipotet-
ska kartografska projekcija koja vjerno reproducira sve znaCajke originalne sfere bila bi
savrSeno ekvidistantna, tj. udaljenosti izmedu svake dvije toCke zadrZale bi isti omjer na
karti i sferi pa bi stoga i svi oblici bili satuvani. No, na ravnoj karti ovo svojstvo jednos-
tavno nije moguce, Sto se lako moZe vidjeti u tockama na rubu karte. Ako karta pokriva
kontinent ili cijelu Zemlju izobli¢enja Ce biti izrazita, a ukoliko je regija veli¢ine manjeg
grada onda se izobli¢enje moZe jedva izmjeriti pomocu viSe projekcija, ali ipak moZe biti
primjetno koriStenjem neke druge projekcije.
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Doslovno postoji beskonacan broj kartografskih projekcija koje se mogu izraditi, a
objavljeno ih je nekoliko stotina te one Cesto nose ime svog autora, npr. Mercatorova,
Sansonova, Robinsonova.

Op¢i pojmovi u kartografiji

Definirajmo neke vazne pojmove koje ¢emo viSekratno spominjati u ovom radu. Kako bi se
utvrdio poloZaj tocaka na Zemlji, javlja se potreba za uvodenjem geografskog koordinatnog
sustava na sferi ili elipsoidu te se stoga na povrSinu Zemlje postavlja mreza meridijana i
paralela.

Meridijan je linija na Zemljinoj sferi koja je dobivena presjekom te sfere poluravninom

Ciji se rubni pravac podudara s osi rotacije te sfere, odnosno s pravcem koji prolazi polo-
vima Zemlje. Taj pravac takoder nazivamo i1 obrtna (rotacijska) os. Analogno definiramo
meridijan na Zemljinom elipsoidu. Kao glavni meridijan je odabran Grinicki meridijan
koji je kao medunarodni standard postavljen 1884. godine. Ime je dobio po gradu Gre-
enwich u Engleskoj, kroz koji prolazi, a najéesce ga zovemo nulti ili po€etni meridijan.
Prema pocetnom meridijanu se odreduje geografska duljina.
Geografsku duljinu (Cesto se piSe geografska duzina) definiramo kao kut izmedu ravnine
pocetnog meridijana i ravnine meridijana zadane tocke, a oznacavamo s ¢. Mjeri se od
pocetnog meridijana od 0° do 180° prema istoku te od 0° do 180° prema zapadu. Time raz-
likujemo isto€nu 1 zapadnu geografsku duljinu. Vrijednost tog kuta u smjeru istoka smatra
se pozitivhom.

Paralela je linija (kruZnica) na Zemljinoj sferi koja je dobivena presjekom te sfere
ravninom koja je okomita na obrtnu os te sfere, odnosno na pravac koji prolazi polovima
Zemlje. Analogno definiramo paralelu na Zemljinom elipsoidu. Glavna paralela je jed-
nako udaljena od polova, te je ujedno i najveca paralela i nazivamo je ekvator. Ekvator
dijeli Zemljinu sferu na sjevernu 1 juznu polutku, odnosno hemisferu. Prema ekvatoru se
odreduje geografska Sirina.

Geografsku Sirinu definiramo kao kut od ekvatorske ravnine do smjera normale na Zem-
ljinu sferu kroz danu tocku. Geografska Sirina moze biti sjeverna ili pozitivna i juZna ili
negativna, a ozna¢avamo je s 6.

Osnovna kartografska mreZa je predocena slikama meridijana i paralela. Najjednos-
tavniji oblik kartografske mreze u danoj projekciji je normalna kartografska mreza.

Azimut je kut u to¢ki promatranja izmedu meridijana te to¢ke i smjera prema drugoj
tocki ili drugim rije¢ima kut izmedu sjevera i pravca kretanja, orijentiran u smjeru kazaljke
na satu. Liniju (krivulju) koja sve meridijane sijee pod istim azimutom nazivamo lokso-
droma (pogledaj sliku[I.2). Primjerice, kaZemo da brod plovi po loksodromi kada na putu
izmedu dviju tocaka stalno plovi u istom kursu. Na nekim kartama su loksodrome ravne
linije, odnosno pravci.
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nulti
meridijan

Paralele Meridijani Osnovna kartografska mreia

Slika 1.1: Paralele, meridijani i osnovna kartografska mreza

Opcenito, geodetsku liniju geometrijski interpretiramo kao najkracu spojnicu dviju
toCaka na plohi. Najkracu spojnicu dviju tocaka na sferi nazivamo ortodroma. Na sferi
su ortodrome lukovi velikih kruZnica (pogledaj sliku [1.2). Velika kruznica na sferi je
kruznica Cije je srediSte ujedno i srediSte sfere, a dobiva se tako da se sfera presijece rav-
ninom kroz njezino srediSte. Kada se iz srediSta sfere projicira velika kruznica na neku
ravninu, koja ne prolazi tim srediStem, dobiva se pravac (vidi sliku[1.7).

Ortodroma

Loksodroma

Slika 1.2: Ortodroma i loksodroma na sferi

Koliko je umanjen prikaz na karti u odnosu na stvarne udaljenosti, pokazuje nam mje-
rilo. Mjerilo duljina je omjer diferencijala duljine luka u projekciji i diferencijala odgo-
varajuceg luka na plohi kojom se aproksimira Zemlja, odnosno na elipsoidu ili sferi. Na
karti se mjerilo duljina mijenja od to¢ke do tocke, a u danoj to¢ki se mijenja promjenom
azimuta. Stoga razlikujemo mjerilo prema meridijanima, mjerilo prema paralelama, mje-
rilo prema glavnim pravcima.
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Glavni pravcei su dva okomita pravca u bilo kojoj tocki na plohi, kojom se u kartografiji
aproksimira ploha Zemlje, te njima odgovaraju¢i okomiti pravci u projekciji uzduz kojih
mjerilo duljina ima najveéu i najmanju vrijednost. Ako u nekoj tocki u odredenome pravcu
nema deformacija duljina, mjerilo duljina jednako je jedinici.

Buduéi da mjerilo ne moZe imati istu vrijednost u svakoj tocki karte, razlikujemo
glavno i mjestimi¢no mjerilo.
Glavno ili opée mjerilo je ispisano na karti, a mozemo ga zamisliti kao mjerilo u kojem
Zemljinu plohu prvo smanjimo, a zatim preslikavamo u ravninu. Karakteristika glavnog
mjerila je da ne moZe nakon projiciranja ostati sacuvano na cijeloj karti, ve¢ samo uzduz
nekih karakteristi¢nih linija ili u nekim tockama, a to ovisi o vrsti projekcije.
Mjerila u ostalim toCkama karte nazivamo mjestimicna ili lokalna mjerila. Mjestimi¢no
mjerilo moZe varirati s poloZajem ili sa smjerom.
Primjerice, ako je glavno mjerilo 1 : 1000000, mjestimi¢na mjerila mogu biti 1 : 998000,
1 : 1010000 i sli¢no.

qemljing kyo /s

Ty KARTA
“‘--.._______..-/
lavno a=TTTE S
globus glavno mjestimitno
mjerilo mjerilo

Slika 1.3: Glavno 1 mjestimi¢no mjerilo na karti

Na slici [I[.3] glavno mjerilo je uzeto duZ ekvatora, a mjestimi¢no mjerilo duz neke
druge paralele.
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1.2 Podjela kartografskih projekcija
Razlikujemo nekoliko podjela kartografskih projekcija.

Po svojstvima preslikavanja projekcije se dijele na konformne, ekvivalentne, ekvidis-
tantne i uvjetne projekcije.
Konformna projekcija ¢uva kutove. U konformnim je projekcijama mjerilo duljina u
svakoj tocki jednako u svim smjerovima, pa je u tim projekcijama saCuvana sli¢nost be-
skona¢no malih likova.
Ekvivalentna projekcija cuva povrSine, odnosno u svakoj je tocki mjerilo povrsina jed-
nako jedinici, tj. u niti jednoj tocki nema deformacije povrsina.
Ekvidistantna projekcija cuva duljine u odredenom smjeru. Kod ekvidistantnih projek-
cija je uzduz jednoga glavnog pravca u svakoj tocki mjerilo duljina jednako jedinici, od-
nosno u svakoj tocki postoji smjer uzduz kojega nema deformacije duZina.
Uvjetna projekcija nije ni ekvivalentna, ni konformna, ni ekvidistantna. Kod te se projek-
cije sfera ili elipsoid preslikava u ravninu pod nekim posebnim uvjetima.

Mnoge kartografske projekcije mogu se zadati tako da se promatrana ploha (sfera,
povrsina elipsoida) najprije preslika na neku razvojnu (razmotljivu) plohu kao Sto je ci-
lindri¢na ili konusna (stoZasta) ploha, a zatim se ta pomo¢na ploha “razmota”u ravnini i
time se dobije konacna slika. S obzirom na nacin kako je spomenuta pomo¢na razvojna
ploha postavljena u odnosu na Zemljinu plohu, razlikujemo uspravnu, poprecnu i kosu pro-
jekciju.

Uspravna (normalna) projekcija je ona kod koje se os simetrije pomoc¢ne plohe podudara
s obrtnom osi sfere ili elipsoida.

Poprecna (transverzalna) projekcija je ona kod koje je os simetrije pomoéne plohe oko-
mita na obrtnu os sfere ili elipsoida.

Kosa projekcija je ona kod koje je kut medu navedenim osima bilo koji kut izmedu 0° i
90°.

Slika 1.4: Uspravna, poprecna 1 kosa projekcija
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Po obliku mreZe meridijana i paralela uspravnih projekcija dijele se na konusne, cilin-
dri¢ne, azimutalne, pseudokonusne, pseudocilindri¢ne, polikonusne i ostale projekcije.
Konusna ili stozasta projekcija je ona kod koje se meridijani uspravne projekcije pres-
likavaju kao pravci koji se sijeku u jednoj tocki, pod kutovima proporcionalnim odgo-
varaju¢im razlikama geografskih duljina, a paralele kao lukovi koncentri¢nih kruznica sa
srediStem u presjeku slika meridijana.

Cilindricna ili valjkasta projekcija je ona kod koje se meridijani uspravne projekcije
preslikavaju kao medusobno paralelni pravci na razmaku proporcionalnom odgovarajuéim
razlikama geografskih duljina, a paralele takoder kao pravci okomiti na meridijane, i to na
udaljenostima koje ovise o uvjetu preslikavanja.

Azimutalna projekcija je ona projekcija kod koje se meridijani uspravne projekcije pres-
likavaju kao pravci koji se sijeku u jednoj tocki, pod kutovima jednakim odgovaraju¢im
razlikama geografskih duljina, a paralele kao lukovi koncentri¢nih kruZnica sa srediStem u
presjeku meridijana.

Azimutalna projekcija Cilindri¢na projekcija Konusna projekcija
Slika 1.5: Azimutalna, cilindri¢na i konusna projekcija

Pseudokonusna projekcija je ona projekcija kod koje se meridijani uspravne projekcije
preslikavaju kao krivulje simetricne u odnosu na srednji meridijan koji se preslikava kao
pravac, a paralele kao lukovi koncentri¢nih kruZnica sa srediStem na srednjem meridijanu.
Pseudocilindri¢na projekcija je ona projekcija kod koje se meridijani uspravne projekcije
preslikavaju kao krivulje simetricne u odnosu na srednji meridijan koji se preslikava kao
pravac, a paralele kao medusobno paralelni pravci okomiti na srednji meridijan.
Polikonusna projekcija je ona projekcija kod koje se meridijani uspravne projekcije pres-
likavaju kao krivulje simetri¢ne u odnosu na srednji meridijan koji se preslikava kao pravac,
a paralele kao lukovi ekscentri¢nih kruZnica sa srediStima na srednjem meridijanu.

Kao posebna skupina kartografskih projekcija Cesto se izdvajaju geodetske projekcije,
tj. projekcije za potrebe drZzavne izmjere.
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Pseudokonusna projekcija Pseudocilindriéna projekeija Polikonusna projekeija

Slika 1.6: Pseudokonusna, pseudocilindri¢na i polikonusna projekcija

Vratimo se na ve¢ spomenute konformne projekcije koje cuvaju kutove. U konformnim
je projekcijama mjerilo duljina u svakoj tocki jednako u svim smjerovima, pa je u tim
projekcijama saCuvana sli¢nost beskonacno malih likova.

Za mnoge aplikacije preslikavanja, kao Sto su topografija i odredene vrste navigacije,
konformnost ili vjernost oblika je najvazniji uvjet. Na krizanju bilo koje dvije linije na
karti, kut izmedu njih je isti kao kut izmedu tih linija na sferi. Posebno, svaka paralela
mora sijeci svaki meridijan pod pravim kutom. Konformnost je strogo lokalno svojstvo, t.
ne ocekuje se da ¢e kutovi i oblici biti o¢uvani daleko iznad tocke sjecista. U stvari, ravne
linije na sferi obi¢no su zakrivljene duZz ravnine, i obrnuto.
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1.3 Karakteristike kartografskih projekcija

Prilikom odabira kartografske projekcije u obzir se najcesée uzimaju sljedece karakteris-
tike:

1. PovrSina

Mnoge kartografske projekcije su konstruirane tako da primjerice nov¢i¢ bilo koje
veli¢ine na jednom dijelu karte, pokriva tocno istu povrsinu Zemlje kao taj isti nov¢ic¢
na bilo kojem drugom dijelu karte. Oblici, kutovi 1 razmjeri na ovakvim kartama na
vecini dijelova nisu saCuvani, ali obi¢no postoje neki dijelovi karte jednake povrSine
koji su konstruirani da zadrZe ta obiljeZja pravilno ili barem vrlo pribliZno.

2. Oblik

Najcesc€e 1 najvaznije kartografske projekcije su u vecini slucajeva konformne ili or-
tomorfne E] u kojima su uglavnom oko svake tocke na karti lokalni kutovi ispravno
prikazani. Iako su velika podrucja prikazana izobli¢eno, male su znacajke u biti pra-
vilno oblikovane. VaZna posljedica konformnosti je da je lokalno mjerilo u svakom
smjeru oko svake tocke konstantno, a budu¢i da su lokalni kutovi to¢ni, meridijani
presijecaju paralele pod pravim kutom na konformnoj projekciji, kao i na Zemlji.

3. Mjerilo

Nijedna kartografska projekcija ne prikazuje na cijeloj karti to¢no mjerilo, ali na
karti obi¢no postoji jedna ili viSe linija na kojima mjerilo ostaje istinito. Prikladnim
odabirom polozaja tih linija, pogreske mjerila se mogu svesti na minimum, iako neke
pogreske mogu 1 dalje ostati velike, a to ovisi o veliCini podrucja koje se projicira te
o projekciji.
4. Smjer

Dok konformne karte daju lokalno pravilne smjerove u bilo kojoj tocki, postoji jedna
Cesto koriStena skupina kartografskih projekcija, zvana azimutalne projekcije, u ko-

jima su smjerovi ili azimuti svih to€aka na karti pravilno prikazani s obzirom na
srediSte.

5. Posebna svojstva

Neke kartografske projekcije pruzaju posebne karakteristike koje ni jedna druga pro-
jekcija ne pruza. Primjerice, Mercatorova projekcija sve linije konstantnog smjera
prikazuje kao pravce. Nadalje, u Gnomonskoj projekciji (centralnoj projekciji iz

"Projekcija u kojoj je mijerilo isto u svim smjerovima i svim tokama tako da se vrlo mala podrudja
prikazuju ispravnim oblikom i kutovi su ocuvani.
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srediSta sfere) su sve velike kruznice, odnosno najkraci putovi izmedu to¢aka na
sferi, prikazane kao pravci (vidi sliku [I.7). U stereografskoj projekciji se sve velike
i male kruZnice prikazuju kao kruznice na karti.

6. Metoda konstrukcije

U danima prije lake dostupnosti raCunala i programa za crtanje, jednostavnost kons-
trukcije je bila od velike vaZnosti. S pojavom racunala i dZepnih kalkulatora, moZze
se gotovo rutinski rukovati s vrlo kompliciranim formulama kao §to se u proslosti
moglo s tek vrlo jednostavnim projekcijama.

Iako se prethodno navedene karakteristike trebaju uzeti u obzir prilikom odabira karto-
grafske projekcije, one nisu tako ocite pri prepoznavanju projekcije. Primjerice, ako regija
prikazana na karti nije mnogo veca od Sjedinjenih Americ¢kih DrZava, ¢ak i iskusno oko
¢esto ne moze razlikovati da li se radi o ekvivalentnoj ili konformnoj projekciji. Potrebno je
provesti mjerenja kako bi se otkrile male razlike u razmaku ili mjestu meridijana i paralela,
ili napraviti druge provjere. Vrsta konstrukcije kartografske projekcije se lakSe prepoznaje
s iskustvom ako se radi o projekciji koja spada u jednu od uobicajenih kategorija.

Slika 1.7: Gnomonska projekcija



Poglavlje 2

Normalni Mercator na sferi i srodne
projekcije

2.1 Mercatorova projekcija

Najpoznatija Mercatorova karta je upravo ona iz 1569. s nazivom “Nova et aucta orbis ter-
rae descriptio ad usum navigantium ementate accommadata”, odnosno u prijevodu "Novi
i prosireni opis Zemlje s ispravcima za uporabu u plovidbi” (slika [2.1). Karta je izvorno
dizajnirana za potrebe navigacije te se i dalje koristi u te svrhe, a korisna je i za ucrtavanje
meteoroloskih ili oceanografskih podataka.

%wgw

Slika 2.1: Mercatorova karta

Glavna navigacijska znacajka Mercatorove projekcije se nalazi u Cinjenici da je plo-
vidba izmedu dvije tocke prikazana kao ravna linija na karti ako brod plovi pod konstant-
nim kutom s obzirom na sjever, odnosno konstantnim azimutom.

11
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Na pravokutnoj karti, orijentacija istok-zapad je obi¢no vodoravan smjer, a orijentacija
sjever-jug je vertikalan smjer. Linije konstantnog azimuta ne moraju nuzno odgovarati
ravnim crtama. Takvu liniju nazivamo loksodroma te je definiramo kao liniju na rotacij-
skoj plohi koja sve meridijane sijece pod istim kutom.

Mercatorova karta je dizajnirana tako da sve linije jednakog azimuta « na sferi, gledano
od sjevera u smjeru kretanja kazaljke na satu, postanu ravne linije kuta o na karti. Upravo
zbog toga je lako ucrtati ili i$¢itati o smjeru putovanja, morskim strujama, vjetru i ostalim
podacima.

75

[EY]

:_,:‘S;D’(FEF[" - 30

30

|
{
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Slika 2.2: Loksodroma na sferi i u Mercatorovoj projekciji

Dakle, Mercatorova ideja je bila projiciranje sfere na ravninu uz ocuvanje sljedecih svoj-
stava:

e smjer sjever-jug je vertikalan smjer,
e smjer istok-zapad je vodoravan smjer pri ¢emu je oCuvana duljina ekvatora,
e sve linije jednakog azimuta na sferi su ravne linije na karti.

Zbog jednostavnosti pretpostavimo da je zadana sfera polumjera 1. Iz prva dva uvjeta
Mercatorove ideje slijedi da se slika sfere nalazi u traci Sirine 27 jer je toliki opseg velike
kruznice koja lezi u ekvatorskoj ravnini.

Nadalje, meridijani su projicirani na vertikalne linije, a paralele na vodoravne linije pa
preostaje odrediti razmak izmedu paralela.

Parametrizirajmo jedini¢nu sferu. Neka je P toCka na sferi pa iz toga slijedi da je |OP| = 1.
Primjenom trigonometrije u pravokutnom trokutu OQP imamo da je

_1091 109 _ o

0 = -
Y= 0p T 1
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Slika 2.3: Parametrizacija jedini¢ne sfere

a iz trokuta OXQ imamo da je

OX]  x
00| cos6

cosp =

odnosno
X = cospcosé.

Nadalje, primjenom trigonometrije u pravokutnom trokutu OY Q dobivamo da je

paje

y = singcos 6.
Preostalu varijablu z moZemo odrediti primjenom trigonometrije na pravokutni trokut OQP
te dobivamo da je

N
sinf = — = —
|OP] 1
odnosno
z = siné.

Dakle, imamo da je:

X = Ccosgcos b, y = singcosf, z =siné,
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mn
gdje je ¢ € [—m, ] duljina, a 6 € [—5, 5] je Sirina. Za matematicke svrhe je pogodnije
mjeriti duljinu i Sirinu u radijanima nego u stupnjevima.

U ravnini smo uveli pravokutni koordinatni sustav gdje je u = u(yp, #) vodoravni smjer i
v = v(p, 0) je vertikalni smjer.

Slika 2.4: Mali pravokutnik na sferi

Sada promotrimo na sferi liniju konstantnog azimuta «. Iz drugog uvjeta Mercatorove
ideje imamo da je u = ¢, jer se ekvator “razmota” u ravnini tako da se ta kruznica, koju
¢ini ekvator, 1 svaki njen luk prenose u svojoj stvarnoj duljini.

Promotrimo mali pravokutnik na sferi u tocki (¢, 6) pri ¢emu su Ag i Af odredeni konstant-
nim azimutom « kao §to je prikazano na slici 2.4

sl + M)

Al N
A cogx[)’ B

i) b
PRIV
u&o

Slika 2.5: Presjek sfere
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Radi lakSeg uocavanja, promotrimo i presjek sfere po glavnoj kruZnici koja sadrzi
srediste, tocku (¢, 0) i os koja prolazi sjevernim i juznim polom (pogledaj sliku[2.5).
Paralela, tj. kruznica paralelna s glavnom kruznicom koja sadrzi ekvator, na Sirini 6 ima
polumjer duljine cos 6, $to lako mozemo zakljuciti primjenom trigonometrije u pravokut-
nom trokutu AOB.

Stoga stranica malog pravokutnika koja lezi na toj paraleli ima pribliZznu duljinu Ag cos 6,
a stranica pravokutnika paralelna s meridijanom ima duljinu A6 (pogledaj sliku [2.6]).

cos (0 4+ A} - Ay

Al A

cos - Ay
Slika 2.6: Mali pravokutnik u ravnini

Primjenom trigonometrije u pravokutnom trokutu uocavamo da je

A6 A6

t = = .
= Ao cos(@+A0) . Ag - cos()

2.1

Slika te putanje na karti je ravna linija koja s v-osi zatvara kut «, kako je prikazano na slici
Kako bi bio zadovoljen i treci uvjet Mercatorove ideje, mora biti

Av  Av
tgar ~ — = —. 2.2
clga s =1 (2.2)
Izjednacavajuéi izraze (2.1)) i (2.2)) dobivamo
Af Av
= = /- Ay
Ap-cosf Agp
Af
= Av.
cos 6 Y
Kako je —— = sec 6, imamo
A6

= Afsecl ~ Av.
cosd
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+v (North)

FAN T 2]

FANTS

» u (East)

Slika 2.7: Koordinatna mreza Mercatorove projekcije

Ako pustimo A6 da tezi u nulu, dobivamo

d
d—; = sec6,
V'(0) = sech.

Integriranjem ¢emo dobiti:

1
0) = ——deo,
V@) f cos 6
v(6) = f €059 4o
~J cos?o
0
W) = f _S07 4.

1 —sin’6

16

(2.3)
(2.4)
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Uvodimo supstituciju ¢ = sin 6, pa je dt = cos 6d6, te imamo:

o= [ 15

o= | #

W0) = f G Tty M
[t [,
v(@)—iln(l+t)——ln(l—t)+C

1 (1
v(@)—iln(lit)+c.

Vracanjem supstitucije dobivamo:

v(0) = % (1 + sinG)

1 —-sin@

1+sin@ 1+sind
v(H):ln\/ LI LN,
1—sin@ 1+sin@

/1 in 6)2
v(®) = In w.kc’
cos- 6

1+sind
W@ = In—21% 4 ¢
cos @

1 in 6
w(6) = In FLLLA Be
cosf cos6
v(0) = In(sec 6 + tg ) + C.

Zahtijevamo da je v(0) = 0, pa je C = 0. Iz toga slijedi da karta
up,0) =¢
v(p,0) =In(sec+tgh)

zadovoljava sva tri uvjeta Mercatorove ideje.
Dakle, to¢ka P(yp, 0) na sferi se preslikava u tocku Q(x, y) na karti tako da je:

X =9
y =In(sectd+tgh)

17

(2.5)
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Predo¢imo na joS$ jedan nacin Mercatorovu projekciju. Kako je ve¢ spomenuto, Mer-
catorova projekcija preslikava sferu, ali bez sjevernog i juZznog pola, na ravninu. Zbog
jednostavnosti smo pretpostavili da je zadana sfera polumjera 1. Svaka tocka P na sferi je
oznacena sa svojim sfernim koordinatama (¢, 6), koje oznacavaju duljinu i Sirinu. Smjes-
timo tangencijalni cilindar oko sfere na nacin da cilindar dira jedini¢nu sferu duz ekvatora,
kako je prikazano na slici[2.8]

Slika 2.8: Tangencijalni cilindar oko sfere

Svaku to¢ku P na sferi projiciramo u tocku Q' na cilindru. Zatim tocku Q' pomicemo
okomito prema dolje do to¢ke Q. Postupak je prikazan na slici 2.9 koja prikazuje presjek
sfere duz osi koja sadrzi i sjeverni i juZni pol.

+— izvodnica cilindra

Slika 2.9: Mercatorova projekcija
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Posljednji korak konstrukcije je razmotavanje cilindra u ravninu pa time dobivamo
Mercatorovu kartu. Pokazimo detalje takve projekcije.

Razmotavanjem cilindra u ravninu, na cilindar stavimo Kartezijeve koordinate. U¢inimo
to tako da y-os predstavlja ekvator, a x-os odgovara okomitoj liniji na povrSini cilindra, od-
nosno izvodnici cilindra.

Neka je tocki P pridruzena Sirina 6. Promotrimo krug Cy na sferi, paralelan s glavhom
kruznicom koja sadrzi ekvator, a nalazi se na Sirini §. Primjenom Pitagorinog poucka na
pravokutni trokut lako uo€avamo da je radijus kruga Cy jednak cos 6 (slicno smo vec¢ pro-
matrali na slici[2.5). Krug Cy je sadrzan u krugu C, koji se nalazi na visini x(6) na cilindru.
Kako je cilindar postavljen tangencijalno oko jedini¢ne sfere, iz toga slijedi da je radijus
kruga na svakoj visini cilindra jednak radijusu sfere, odnosno jednak 1. Stoga je i radijus
kruga C, jednak 1.

Omjer opsega tih dvaju krugova je

opseg kruga C,  2n

opseg kruga Cy 2mcost’
odnosno ako skratimo razlomak s 2 imamo da je

opseg kruga C, 1

= . 2.6
opseg kruga Cy cos6 2.6)

Za bilo koji drugi dio na krugu Cy, udaljenost na cilindru i stvarna udaljenost na sferi imaju
taj isti omjer (slika[2.10).

Temeljna ideja Mercatorove projekcije je projicirati tocku P u tocku Q na cilindru, tako
da omjer u izrazu bude lokalno zadrzan duZ x-osi.

Dakle, na S$irini 6, Zelimo
x(0+A0)—x(0) 1

A cos @’
a iz toga slijedi da mora biti

dx 1

df  cosf’

Uoc¢imo da smo dobili izraz vrlo sli¢an izrazu (2.3), samo s druk¢ijom oznakom. Dakle,
i rezultat integriranja je isti kako smo i prethodno pokazali. Dakle, veza izmedu tocke
P(¢p, 0) na sferi i tocke Q(x, y) na cilindru je sljedeca:

(2.7)

x =In(secH+tgh)
y =¢
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Slika 2.10: Omjer udaljenosti na cilindru i stvarne udaljenosti na sferi

20
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2.2 Stereografska projekcija

Sljedeca, naizgled nesrodna projekcija je stereografska projekcija. Nju nije uobicajeno
koristiti za preslikavanje Zemlje, nego za preslikavanje neba. JoS prije 2000 godina se
koristila u astrolabovima za mjerenje i prikaz astronomskih promatranja. Mnogi satovi
astrolaba, pa tako i jedan od najpoznatijih iz 1410. godine, Astronomski sat u Pragu,
prikazuju kretanje planeta, sunca i zodijaka.
Pretpostavlja se da je stereografska projekcija u polarnom obliku bila poznata Egipéanima,

a grcki astronom, geograf 1 matematic¢ar Hiparh je bio prvi koji ju je koristio te se smatra
njenim izumiteljem. Danasnji naziv je 1613. dodijelio Francois d’Aiguillon. Do 1507. je
polarna stereografska projekcija bila koriStena iskljucivo za preslikavanje zvijezda.

sjeverni pol ravnina projekcije
7 i

Slika 2.11: Geometrijska interpretacija polarne stereografske projekcije

Stereografska projekcija je takoder konformna karta. U kompleksnoj analizi se koristi
za predstavljanje proSirene kompleksne ravnine. Stereografska projekcija ima svojstvo da
su sve kruznice na sferi preslikane u kruZnice ili pravce u ravnini, pa je stoga lako preslikati
astronomska promatranja. Stereografska projekcija preslikava sferu s jednog od polova na
ravninu paralelnu s ekvatorom. Najcesce je to ravnina koja sadrzi ekvator ili tangencijalna
ravnina na sferu u polu suprotnom od pola iz kojeg projiciramo.

Promatrat ¢emo projekciju iz juZznog pola S na tagencijalnu ravninu sfere koja sadrzi
sjeverni pol N. Neka je tocka P tocka na sferi. Tada je tocka Q projekcija tocke P, pri
¢emu je toCka Q sjeciSte tangencijalne ravnine i pravca koji prolazi juznim polom 1 sadrzi
tocku P, kako je prikazano na slici[2.12
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»— ravnina projekcije

5

Slika 2.12: Stereografska projekcija tocke

Kako bismo odredili koordinate totke Q, moramo odrediti njenu udaljenost » = NQ od
sjevernog pola kao funkciju u ovisnosti o kutu 6 koji predstavlja Sirinu.
Iz slike[2.12)uo¢avamo da su trokuti AS PT i AS ON sli¢ni pa je

INQI _ INS]|

= ) 2.8
TPl |TS]| (2.8)

Prethodno smo ozna&ili da je r = NQ. Buduéi da promatramo sferu radijusa 1, vrijedi da
je |OP| = 1. Tada primjenom trigonometrije u pravokutnom trokutu AOPT dobivamo da
je |ITP| = cos@, a |TO| = sin6. Kako je radijus sfere jednak 1, slijedi da je [NS| = 2, a
TS| =|TO|+|0S|=sin6+ 1.

Sada uvr$tavanjem u jednadzbu 2.8 dobivamo da je

r 2

cosf  sinf+ 1’
2

sin@+1°

cos 6
2

r= ——mm,
sin 0 1

_.|_
cosf cosb
2

r=——
tg 6 + secd
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Zelimo zapisati projekciju u Kartezijevim koordinatama, gdje je u horizontalna os, a v je
vertikalna os. Negativni dio v-osi trebao bi predstavljati nulti meridijan. DuZinu ¢ mjerimo
u smjeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu, kako bi ishodiste odgovaralo sjevernom
polu. Stoga je stereografska projekcija zadana s

,0) = ———si
u(p. ) tg9+sec98m¢ (2.9)

vip,0) = S

—— O
tgd + secd

Stereografsku projekciju nije uobicajeno koristiti za prikaz karte svijeta jer dolazi do
velikog iskrivljenja na juznoj hemisferi, $to se moZe vidjeti na slici[2.13]

Slika 2.13: Stereografska projekcija Zemlje
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2.3 Lambertova konformna konusna projekcija

Do kraja 18. stoljeca se smatralo da su Mercatorova i stereografska projekcija potpuno ne-
povezane. Johann Heinrich Lambert je 1772. godine promijenio pristup kartografskim pro-
jekcijama. Zapoceo je sa Zeljenim svojstvima karta, kao Sto su konformnost i1 oblik plohe
projekcije, a zatim je izgradio cijele familije projekcija. Jedna od projekcijskih ploha koje
je promatrao je bio stoZac. Pripadajuce karte su danas poznate kao Lambertove konformne
konusne projekcije.

Promotrimo projekciju sfere na stozac, koju je proucavao Lambert. Kako bi mogli
konstruirati mapu, stoZac presje¢emo po jednoj njegovoj izvodnici te ga rastvorimo u rav-
ninu. Pretpostavimo da meridijani odgovaraju ravnomjerno rasporedenim pravcima od
vrha stoSca, odnosno izvodnicama stoSca, a paralela zemljopisne Sirine 6§ odgovara luku
kruZnice radijusa p(6) sa srediStem u (0, py), kako je prikazano na slici [2.14}

u

Slika 2.14: Konusna projekcija

Izvodimo konstrukciju tako da paralela Sirine 6, prolazi kroz ishodiSte, odnosno da je
p(6y) = po. Kut kruznog isjecka, kojeg dobijemo rastvaranjem stoSca u ravninu, iznosi 2zt
i odreden je parametrom ¢ € (0, 1].

Dakle, kruZnica baze stoSca se preslikala u luk koji je umanjen za faktor ¢, pa se i svaki
kut kruZnice baze sto$ca preslikava u kut koji je umanjen za faktor z. Zelimo odrediti
koordinate neke tocke P(¢p, 6) u konusnoj projekciji.
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Slika 2.15: Konusna projekcija tocke P

Primjenom trigonometrije u pravokutnom trokutu AABP na slici[2.15] dobivamo da je:

i 8
cos(tp) = p();(—;)(P) /- p(0),

p(0) - cos(tp) = pg — v(P),
V(P) = po — p(0) - cos(ty),

te imamo da je:

sin(ry) = "%'
sin(t) = % /- p(6),

u(P) = p(6) sin(tep).
Stoga su jednadzbe sljedeceg oblika:

{u(% 6) = p(6)sin(tp)

(2.10)
W, 0) = po— p(6) cos(ty).

Kako bi karta bila konformna, potrebno je odrediti razmak izmedu paralela. Kao i
pri konstrukciji Mercatorove karte, promatramo putanje jednakog azimuta a gledano od
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sjevera u smjeru kretanja kazaljke na satu. Na jednoj takvoj putanji razmotrimo mali pra-
vokutnik na sferi s duljinama stranica Ay cos(6) 1 Af, kao Sto smo prethodno promatrali pri
konstrukciji Mercatorove karte na slici[2.4]
Stoga slijedi, kao i u odjeljku[2.1] da je

Af
Agpcos()
Odgovarajuci pravokutnik na karti, osjencan na slici [2.14} ima duljine stranica tpAg 1 —Ap
gdje je

ctga = (2.11)

Ap = p(6 + AB) — p(6).

Negativan predznak slijedi iz ¢injenice da se p(6) smanjuje kako se 6 povecava. Primjenom
trigonometrije u pravokutnom trokutu uocavamo da je

Ap
tga x ———. 2.12
L TV (2.12)
Izjednacavajudi izraze i dobivamo
A6 Ap

Apcos(d)  toAg
MnoZenjem jednadzbe s Ay te sredivanjem izraza dobivamo:

A0 Ap / tp
cos(d)  1p AG’
Ap o p
A0~ cos(d)’
do ___tp
do  cos(6)’
Kako je Cols 5 = sec ), imamo
d
d—g = —tpsech.

Dakle, dolazimo do diferencijalne jednadzbe uz pocetni uvjet da je p(6y) = po. Dobivenu

jednadzbu pomnoZimo s — i dobivamo:
p

d
@ _ —tsec 6d0,
e,

| 0
f —dp = —tf sec 6d0,
oo P 6o

9
Inp—Inpy = —tf sec 6dé.
6o
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Integral s desne strane jednakosti smo izracunali u odjeljku2.1| pa slijedi da je:

me - —t[In(sec 8 + tg 0) — In(sec 6y + tg Gy)],
Lo

Y L
00 sec By + tg by

-t
ne :ln( secd +tgo )
00 secty + tg by

o _( secd +tgo )_t

Fo) sec Oy + tg by
secHO+tg90t
0) = —.
PO po( secQ+tg9)

Uocimo da imamo dva parametra koja moZemo mijenjati, a to su paralela 6, 1 kut
kruZnog isjecka odreden parametrom ¢. Odaberimo ¢ takav da je duljina paralele na Sirini
8y ocuvana. Na jedini¢noj sferi duljina te paralele iznosi 2 cos 6y. U konusnoj projekciji
duljina te paralele iznosi 2ntp(6,), odnosno 2rtpy. Stoga trazimo da bude

21 cos 6y = 2ntpy,

odnosno da je

1= % o011, (2.13)
Po

Paralela geografske Sirine 6, bez deformacija, naziva se standardna paralela. Stoga je
konusna projekcija standardne paralele na S$irini 6, dana s:
cosf
secty +tgby\ ro
secH +tg 6 ) ’

p(8) = po (

uz uvjet da je py > cos @ jer inace izraz (2.13)) ne bi bio zadovoljen.

Odaberimo p, tako da stoZac dodiruje sferu duz paralele na geografskoj Sirini 6, kako
je prikazano na slici Ako je stoZzac tangencijalan sferi, onda je py = ctg 6, Sto se lako
vidi primjenom trigonometrije u pravokutnom trokutu, pa slijedi da je

sin 6y
sec By + tg b,
0) =ctgfy| —
PO go(sec@+tg9)

Uvrstavanjem jednakosti (2.13)) i (2.14)) u izraz (2.10)), dobivamo:

(2.14)

sec 6y + tg by inf . cos6
sin(—— - ¢)

,0) =ctgly| ——
tay (p, 6) ce 0[ secH +tg o

< 0
secty +tghy) cos 6
cos

Vo (0, 60) = po —ctgby ( Q).

secd +tg6 £0
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Slika 2.16: Stozac dodiruje sferu duz standardne paralele

Na kraju, uvrStavanjem uvjeta py = p(6y) dobivamo da je:

sin 6y
0 0 secty + tg by in g
R =Ct — .
ug, (¢, 0) ctgb| —— o oy sin(sin 6y - )

sin 6y
6) =ctgfy— ctgb, w cos(sin by - ¢)
Veo (% - clgfo et secd +tgh 0" %)

28

(2.15)
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2.4 Stereografska i Mercatorova projekcija kao granicni
slucajevi konusne projekcije

U ovom odjeljku ¢emo pokazati da su Mercatorova i stereografska projekcija granicni
slucajevi Lambertove konusne projekcije, kao $to je prikazano na slici

vrh u beskonacnost

Slika 2.17: Stozac i njegovi grani¢ni slucajevi koji odgovaraju Mercatorovoj i stereograf-
skoj projekeiji

Stereografska i konusna projekcija

m
Prvo pokazimo da se grani¢ni slucaj kada 6, — 5‘ u jednadZbama (2.15)), svodi na stere-

ografsku projekciju.
V4

Uocimo da za svaki 6, € (0, 5) vrijedi da je:

1 -sinfy < cosfy < 1.
To vidimo iz pravokutnog trokuta sa stranicama duljine cos 6, sinf, i 1. Zatim, za svaki

Vs

6y € [0, 5] vrijedi

1 —sinfy <cosby < 1.
Potenciranjem sa s = 1 — sin f, dobivamo:

s* < (cos )’ < 1°.

Koriste¢i poznati rezultat da je lim,_o+ s* = 1, moZemo primjeniti Teorem o sendvicu.
Dakle, vrijedi da je

lir(I)l (cos )’ =1,

s—0*
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to jest
lim (cos@)' "% = 1,
90—)71'/2_( 0)

Izraz (2.14) iz prethodnog odjeljka
sec @ + tg Oy )Si“ o

) = ctg 6
pO) =ctg O(sec@+tg9

moZemo srediti na sljedeéi nacin:

1 sin 6y
_ cos b {Cosgo +1ig 90)

sinf, | secH+tgb
sin B . sin
©) = cos 6 (Coigo) - (sin g + 1)*%
P = in [N (sec O + tg G)sinéo ’
© = cos - (cosBp) "% [ sinfy + 1\
P sin 6 secH +tgb
© = (cos 6p)' % [ sin@y +1 \™"®
pP= sin 6 secH +tgd
ﬂ- . .
Kada 6, — 5‘ onda sin§y — 1 pa tada imamo:
(cos 6p)' =M% [ singy +1 \*"% 2
pO) = ; . S —
sin 6y secld+tgf secd+tgf

T
Nadalje, primjecujemo da ctgf, — 0 kada 6, — 5‘. Iz toga slijedi da jednadzbe (2.15

Vi
konusne projekcije, kada 6y — 5‘, glase ovako:

2
,0) = ——sin(1 -
ug, (¢, 0) el i 6,sm( ®)
2
O =0— —— 1),
Ve, (¢, 6) el (g HCOS( ®)
odnosno
ug,(p,0) = —————singy
secl +tg6
; ) (2.16)
Va (> 6) __seCH+thCOS(p’

a to je ekvivalentno jednadZbama u izrazu (2.9) kojima je zadana stereografska projekcija
1z sjevernog pola.
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Mercatorova i konusna projekcija

Pokazat ¢emo da se jednadzbe (2.15) konusne projekcije svode na Mercatorovu projekciju
kada 6, — 0.
Najprije raspiSimo prvu jednadzbu u izrazu (2.15):

sin 6y
sec Oy + tg by o
ug,(p, 0) = ctg by echrigl sin(sin 6y - ¢)

sin 6y . ind
)" - (sinp + 1y

COos 90 (cos 6o

R 6 = . - Sin sin@ . ,
0,0 sin 6 (sec O + tg @)sinto ( b - )
cos By - (cos )% [ sinfy + 1 st
’9 - i ' : 9 * ’
ug, (¢, 0) sin 0, secO+ 120 sin(sin 6 - ¢)
i sinfy + 1 \"™*  sin(e sin 6)
s 6) = o, 1-sinfp | ) ' .
ol 0= gteost) (sec 0+1tg 9) ¢ sin (2.17)
. Sin(‘p sin 90) . .
Budu¢i da ————— — 1 kada ¢ - sinf, — 0, a cos 6y — 1, imamo
@ sin 6

6101310 Uug, (¢, 0) = .

Buduci da limes ne ovisi o Sirini 8, meridijani postaju vertikalni pravci kada 6, — 0. Nada-
lje, primijetimo da py = ctg 6y, — oo kada 6, — 0. Ovo posebno znaci da se kruzni lukovi
koji predstavljaju paralele u konusnoj projekciji priblizavaju horizontalnim pravcima.
Radi pojednostavljivanja racuna uvodimo funkciju

g(0) = In(tg 6 + secH),

koja se pojavljuje u Mercatorovoj projekciji (2.7). Tada moZemo izraz za vy, (¢, 0) iz (2.15)
napisati u obliku

sin 6y
0) = ctg 6y — ctg b w cos(sin 6y - )
Veo (. 6) = ctg b = ctg bo secd +tgf 0" ¢

sec By + tg b,

sin 6y
Ve, (i, 0) = ctg Gy (1 - [ J cos(sin 6 - sO)] ,

secfd+tgf

sec 6y + tg by

sin 6
1 1“[ 0+ 120 ]
sec .
Ve (, 0) = — (1 —e 8 cos(sinéy - )|,

tg 00
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sec By + tg by
1 inforln secO+tg 0
l-e g

Ve (e, 0) = . cos(sin 6y - ¢) |,
0
Vgo((p, 0) _ t 16 (1 _ esin00.(]n(sec60+tg€0)—ln(sec6+tg6)) COS(Sil’l 00 X QO)) ,
g 0o
1 .
Vo, (@, 0) = tg_G (1 — sn8E)=80) ¢o5(0p sin 90)) ,
0
1 — 8inbo-(g(60)-5(9) ing
Voo (0, 6) = e cos(y sin 0). 2.18)

tg 90

Limes kada 8, — 0 se moZe izracunati primjenom L’Hopitalovog pravila jer brojnik i na-
zivnik konvergiraju u nulu. Uvedimo oznake za funkciju u brojniku i funkciju u nazivniku:

f(By) = 1 — M 6OI=80) co5(p sin 6)), h(6o) = tg 6p.

Dakle, primjenom L’Hopitalovog pravila vrijedi da je:

fim L) _ 4, L)
a0—0 h(By) ~ 60—0 W'(6p)

Uocimo da je g’(6) = secd jer je f sec 0df = In(tg 6 + sec 6), Sto smo pokazali u odjeljku
pri izvodenju Mercatorove projekcije. Deriviranjem funkcije u brojniku imamo da je

f'(Bo) = ¥ @ s (sin( sin 6y)e cos By — [cos By(g(6) — 8(6)) + tg 6] cos(e sin by},
a deriviranjem funkcije u nazivniku dobivamo
K (6y) = sec? 6.

Najprije se bavimo slucajem kada je ¢ = 0. Koriste¢i L’Hopitalovo pravilo i ¢injenicu da
g(6y) — 0 kada 6y — 0, dobivamo:

e85 . [cos by - (g(6) — g(6h)) — tg bo]

9101% vg,(0,60) = lim

o—0 sec? 6,
0O 1. (g(6) - 0) - 0]
B 1
_1-g(0)

1
= g(0)

= In(tg 8 + sec 0).
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Napomenimo da za op¢i slucaj izraz (2.18)) mozemo zapisati kao:

1 — sinfo-(8(60)-5()) cos(¢ sin )

b 9 = 9
v90 ((10 ) tg 00

(1 — e5in6@)=8O)) cog(p sin By) + 1 — cos(g sin bp)
v90(909 9) = s

tg 90

1 — ¢sinbo-(g(60)-5(9) 1= iné

v (0.6) = e - cos(osinéy) + cos(psin 0)’
tg 6o tg 6o

1 — cos(¢p sin 6p)
tg 90 ’

Ve, (0, 0) = vy, (0, 0) - cos(p sin bp) +

Primjenom L"Hopitalovog pravila dobivamo:

lim

1 —cos(psinfy) lim sin(¢ sinfy) - ¢cosfy 0-¢-1
6o—0 tg 6y 60 sec? 6, 1

1z toga slijedi da:

. ) ) 1 — cos(¢ sin 6)
91013) Ve (e, 0) = 9101310 vg,(0, 0) - cos(p sinGy) + 2o
1 — cos(¢p sin 6y)

tg 9()

= (}012%) v,(0,0) - eloli% cos(y sin ) + eloli%
= In(tgf +sech)-1+0
= In(tg 6 + sec ).

Dakle, jednadzbe (2.15) konusne projekcije, kada 8, — 0, glase ovako:

{MHO(SD, 9) =@ (2.19)

Ve, (¢, 0) = In(tgd + secH),
a to je ekvivalentno jednadzbama u izrazu (2.5) kojima je zadana Mercatorova projekcija.

Slika [2.1§] prikazuje kontinuiranu deformaciju karata iz Mercatorove na stereografsku
kartu kada se 6, povecava od 0 do .
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Slika 2.18: Od Mercatorove do stereografske projekcije preko konformnih konusnih karti



Poglavlje 3

Svojstva povezana s Mercatorovom
projekcijom

3.1 Veza s kompleksnom funkcijom exp z

U ovom odjeljku ¢emo pokazati povezanost Mercatorove projekcije s kompleksnom funk-
cijom exp z. Kako bismo otkrili tu vezu, promotrit ¢emo jo§ jednu poznatu kartografsku
projekciju koju smo ve¢ spomenuli, a to je stereografska projekcija.

0 | R(r¥)

Slika 3.1: Stereografska projekcija

Kao $to smo ve¢ definirali u odjeljku [2.2] stereografska projekcija preslikava Zemljinu
sferu s jednog od polova na ravninu paralelnu s ekvatorom. Tada smo promatrali projek-
ciju iz juznog pola S na tangencijalnu ravninu sfere koja sadrzi sjeverni pol N. Neka je
sada centar projekcije sjeverni pol N, a ravnina projekcije ona ravnina koja sadrzi ekva-

35
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tor. Dakle, tocka P(yp, #) na sferi se projicira u to¢ku R(r, ) na ravnini projekcije, kako
je prikazano na slici [3.1] Uocavamo da je ravnina projekcije upravo ekvatorska ravnina,
odnosno ona koja sadrzi ekvator.

Radi jednostavnosti, opet pretpostavljamo da je radijus sfere jednak 1. Kako bismo
odredili koordinate tocke R, moramo odrediti njenu udaljenost » = OR od sredista sfere
kao funkciju u ovisnosti o kutu 6 koji predstavlja Sirinu. Buduéi da se ravnina projekcije
podudara s ekvatorskom ravninom, slijedi da je = ¢. Preostaje odrediti udaljenost r.

Iz slike [3.TJuocavamo da su trokuti ANT P i ANOR sli¢ni pa je

|OR| _ |ON]
ITP| ~ |TN]|
Prethodno smo ozna¢ili da je r = OR. Buduéi da promatramo sferu radijusa 1, vrijedi
da je |OP| = 1. Tada primjenom trigonometrije u pravokutnom trokutu AOPT dobivamo
daje |TP| = cos6, a|OT| = sin 6. Kako je radijus sfere jednak 1, slijedi da je |ON| =1, a
|TN| =|ON|—-|0T| =1 —siné.
Sada uvrStavanjem u jednadzbu 3.1/ dobivamo da je

(3.1)

ro 1
cosf 1—sind
1
y = —
1-sin@
cos 6
1
r= —
1 sin @
cosf cosf
3 1
 secO—tgh
Nadalje, sredimo dobiveni izraz:
B 1 secd +tgf
secld —tgfh secH+tgl
0+tgd
r= u_ (3.2)
sec2d —tg? 6

Ako podijelimo trigonometrijski identitet sin® 6 + cos? 6 = 1 sa cos? 6, dobivamo sljede¢i
identitet:
1+ tg2 0 = sec? 0,
te uvrstavanjem u izraz[3.2] dobivamo sljedece:
secd +tg6
r =
1+tg>6—tg?d
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secl +tg6

1
r=secf+tgf

r =

Dakle, veza izmedu tocaka P(p, 6) 1 R(r, ) glasi:

r =secH+tgh
(3.3)

yo=9

Nadalje, promotrimo vezu izmedu Mercatorove i stereografske projekcije.

Neka je zadana tocka P(¢p, 6) na sferi. Stereografska projekcija preslikava sferu, iskljucujuci
sjeverni pol, na dvodimenzionalnu ravninu V. Juzni pol odgovara ishodiStu O u ravnini V.
Kao $to smo pokazali u odjeljku Mercatorova projekcija preslikava sferu, iskljucujuci
sjeverni 1 juzni pol, na podskup U dan s:

{x = In(sec 6 + tgH) 3.4)

y =¢

Iz toga slijedi da postoji preslikavanje izmedu skupa U i skupa V\{O}, odnosno dvodi-
menzionalne xy-ravnine bez ishodista O. Oznacimo to preslikavanje s F. Na slici[3.2] su
prikazane veze izmedu tocke P(¢p, 6) na sferi, njene slike Q(x, y) u Mercatorovoj projekciji
i njene slike R(r, ¥) u stereografskoj projekciji.

P(g,f) na sferi

A

i
Q(x,y)EU *  R(ra) €V
{x = In(secd +tg ) {'r =secd +tg b
P v=e

Slika 3.2: Graficki prikaz preslikavanja

Sada mozemo lako opisati preslikavanje F kombiniranjem izraza[3.3|i[3.4] te dobivamo:

r =e'
(3.5)
{w =y
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jer je

r=secf+tgb

= eln(sec 6+tg 0)

r=e'.
Skup U, podskup u dvodimenzionalnoj ravnini, moze takoder biti prikazan kao podskup u
kompleksnoj ravnini. Taj podskup je tada dan s:
U={z|z=x+iy,-n1<y<n}.

Takoder i slika preslikavanja F, prethodno zadana kao skup V\{O}, odgovara podskupu
C\{O}. Kao kompleksna funkcija, F preslikava z = x + iy € U u vrijednost w € C\{O}.
Izrazimo vrijednost w u polarnim koordinatama:

w = rcos 6 +irsinf.
1z preslikavanja F zadanog jednadZzbama u izrazu (3.5)), slijedi da je:
w = e cosf + ie* siné.

Ova veza se takoder moZe zapisati kao w = ¢, odnosno F kao kompleksna funkcija je
zadana s
F(z) = ¢

Kako su i stereografska i Mercatorova projekcija konformne, slijedi da je i preslikavanje F
konformno te je takvo da je orijentacija oCuvana.
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3.2 Mercatorova projekcija i krivulja traktrisa

U ovom odjeljku ¢emo prikazati vezu izmedu Mercatorove projekcije i krivulje traktrise.
Prvo se pobliZe upoznajmo s krivuljom traktrisom i njenim jednadzbama. Traktrisa je
transcedentna krivulja u ravnini za koju je duljina dijela tangente od diraliSta do sjeciSta sa
zadanim pravcem stalna. Opisat ¢emo kako nastaje traktrisa.

Pretpostavimo da se neki objekt nalazi u ishodiStu koordinatnog sustava te je, vrpcom
duljine 1, povezan s osobom koja se nalazi u tocki (1,0). Kako osoba hoda prema gore,
duz pravca x = 1 u prvom kvadrantu, objekt ostavlja trag koji iscrtava krivulju traktrisu,
kako je prikazano na slici

" |

p SNVt gy

- X

=
—

Slika 3.3: Traktrisa

Najprije odredimo jednadzbu traktrise. Parametar ¢ predstavlja kut izmedu x-osi i
tangente na krivulju. Lan¢ano pravilo osigurava da za svaki parametar ¢ vrijedi
dy dy dx

W (3.6)
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Nagib tangente poloZene na graf krivulje u nekoj tocki moZemo izraziti kao tgy, pri cemu
je ¥ kut Sto ga tangenta zatvara s pozitivnim dijelom x-osi. Nadalje, kako derivacija funk-
cije u nekoj tocki daje nagib tangente, znamo da je nagib tangente u odredenoj tocki jednak
1 %. Iz toga slijedi da je

dy

I tgy.

Primjenom trigonometrije u pravokutnom trokutu AS RT dobivamo da je |S R| = cos ¥, jer
je duljina |S T'| jednaka duljini vrpce, odnosno jednaka 1. Iz toga slijedi da je

x=1-cosy. (3.7
Dakle, imamo da je:
d
E); = (1 —cosy),
dx siny
— =siny.
dy
Sada uvrStavanjem dobivenih vrijednosti u [3.6|dobivamo:
ﬂ =tgy - siny
ay ~° ’
dy siny .
— = - siny,
dy  cosy
dy sin® ¥
dy  cosy’
dy _1-cos’y
Ay cosy
dy
% = cosw —cosy,
odnosno )
") = — - . 3.8
Y (W) cosy cos i (3.8)
Pocetni uvjet ove jednakosti je
y(0) =0,

jer kada se objekt nalazi u ishodiStu, osoba se nalazi u tocki (1, 0). Kako bismo odredili y,
potrebno je integrirati izraz s desne strane jednadzbe (3.8)) pa imamo:

1
V) = f (COS  —os w) dy
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1
VW) = f dy - f cos ydy (3.9)

cos Y

Integral f cosydy je tablini integral, a f L_dy smo veé odredili u odjeljku pa

cosyr
uvrStavanjem veé poznatih rjeSenja u jednadzbu (3.9), dobivamo da je

y() = In(secy + tgy) — siny. (3.10)

Dakle, jednadZzbe (3.7) i (3.10) predstavljaju parametarsku jednadZbu traktrise:
=1-
X cosy ' 3.11)
y = In(secy + tgy) — siny.

Sada kad smo odredili jednadZbu traktrise, zanima nas u kakvom je ona odnosu s Mer-
catorovom projekcijom. Stoga, pretpostavimo da se objekt nalazi u tocki S na traktrisi 1
time odreduje parametar . Tada se osoba koja povlaci taj objekt nalazi u tocki 7', kako je
prikazano na slici[3.3] Znamo da je duljina vrpce jednaka 1 pa lako moZemo odrediti koor-
dinate tocke T'(xr, yr) kada znamo koordinate tocke S (xs,ys), koje smo prethodno izveli

(pogledaj izraz (3.T1)). Slijedi da je
xr=xs+|SR=1-cosy+cosy =1,
Sto slijedi 1 iz Cinjenice da tocka T lezi na pravcu x = 1, te imamo da je

yr =ys + |RT| = In(secy + tgy) — siny + siny = In(sec ¥ + tgy).

Dakle, to¢ka T ima sljedece koordinate:

{x =1
(3.12)
y = In(secy + tgy).

Ako usporedimo koordinate tocke 7' u izrazu (3.12)) i koordinate tocke Q u izrazu (2.7),
uoCavamo da je tocka T na slici [3.3|jednaka tocki Q na slici Dakle, to¢ka T je takoder
slika tocke P(cos ¢, sin ) na jedinicnom krugu, koji je presjek jedini¢ne sfere po glavnoj
kruznici, u Mercatorovoj projekciji.

ZakljuCujemo da je, za tocku na sferi sa Sirinom ¥, njen okomiti poloZaj na Mercatorovoj
karti, jednak poziciji osobe kada je kut koji zategnuta vrpca zatvara s pozitivnim dijelom
x-0si jednak .



Poglavlje 4

Slozenije varijante Mercatorove
projekcije

4.1 Transverzalni Mercator na sferi: TMS

U poglavlju 2| smo prikazali konstrukciju Normalnog Mercatora na sferi (NMS) Cija je
najveéa prednost bila konformnost, odnosno o¢uvanje kutova i oblika na lokalnoj razini.
Nadalje, meridijani su se preslikavali u pravce okomite na ekvator, dok je konformnost
povlacila to da se loksodrome preslikavaju takoder u pravce te je time osigurana korisnost
NMS kao pomo¢i pri navigaciji.

Nedostatak Normalnog Mercatora na sferi kao topografske karte sfere je u tome Sto ta
projekcija veoma deformira oblike kako se pribliZava polovima. Medutim, NMS ima to¢no
mjerilo na ekvatoru i vrlo je precizan unutar uskog pojasa oko ekvatora. Upravo tu to¢nost
u blizini ekvatora Zelimo iskoristiti kako bismo konstruirali projekciju koja ¢e meridijan,
odnosno veliku kruznicu na kojoj lezi meridijan, uzeti kao neku vrstu ekvatora te koristiti
NMS kako bi postigli konformnu 1 tocnu projekciju unutar uskog pojasa koji je povezan s
odabranim meridijanom. To je upravo Transverzalni Mercator na sferi (TMS) kojeg je
prvo demonstrirao Lambert 1772. godine.

Kljucna posljedica je da ako imamo projekciju koja je vrlo precizna u blizini jednog
meridijana, onda Ce skup takvih projekcija osigurati preciznu pokrivenost Citave sfere.

U Normalnoj Mercatorovoj projekciji na sferu je cilindar omotavao sferu tako da ju je
dodirivao duz ekvatora, a u ovom slucaju omotavamo cilindar oko sfere, koja predstavlja
Zemlju, tako da dodiruje sferu uzduz srediSnjeg meridijana umjesto da slijedi ekvator, Sto
moZemo vidjeti na slici 4.1} Tada je uzduZ sredi$njeg meridijana precizno mjerilo, bez
obzira koliko se karta proteZe na sjever i jug, a regije u njegovoj blizini su preslikane s
malim iskrivljenjem.

Problem je izgraditi funkcije x(¢, 8) i y(¢, 6) tako da projekcija bude takoder konfor-
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Slika 4.1: Transverzalni Mercator na sferi (TMS)

mna. Prvo uvedimo novu mrezu meridijana i paralela koja je zapravo normalna mreza
prikazana na slici[4.2p, ali rotirana tako da se njen “ekvator”’poklapa s odabranim meridi-
janom, odnosno velikom kruznicom na kojoj on leZi, kako je prikazano na slici [.2p.

a poetni A b pocerni A
( ) meridijan ( ) meridijan o }]{NT
3 .
, H f ! :
Los ' i
% e e N AR ]
L] Qo= EEEE )
— atpr |~k E“N ator | ﬁ‘ E
H X H
: @ : S, X'
; ) i
' :
5
¥x'

Slika 4.2: Transverzalni Mercator na sferi

Zbog jednostavnosti pretpostavimo da je zadana sfera polumjera 1.

Neka su 8" = <PCM’ i ¢’ = <OCM'’ koordinate tocke P s obzirom na novu mreZu meridi-
jana i paralela. Uo¢imo da je ¢’ pozitivan od ishodiSta O prema tocki M’, Sto je suprotno
orijentaciji kuta ¢ u standardnoj mreZzi meridijana i paralela na slici[4.2h.

Na slici 4.2b su prikazane osi x’" i y’ koje su povezane s novom mrezom meridijana i pa-
ralela na isti nacin na koji su osi bile dodijeljene za Normalnu Mercatorovu projekciju na
sferi na slici [4.2h.

Stoga, s obzirom na orijentaciju kuta ¢ i rotiranu mreZu meridijana i paralela, jednadzbe
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za Normalnu Mercatorovu projekciju na sferi su

¥ = _90/

Yy =In(sect +1tgh’)
Sada je odnos izmedu stvarnih osi Transverzalne Mercatorove projekcije na sferi i temelj-
nih osi jednostavan, odnosno x =y’ i y = —x’, §to moZemo vidjeti i na slici 4.2b. Dakle,

odmah dobivamo formule projekcije s obzirom na kutove (¢, ¢’) u rotiranoj mrezi meridi-
jana i paralela:

x =In(secd +tgd)
{y =¢
Dobiveni izraz za prvu koordinatu se joS moZe zapisati na drugaciji nacin:
x =In(secd’ +tg8’),
x = In(sec8d’ + m),
a kako je arch x = In(x + Va2 = 1), slijedi da je
x = arch(sec &).

Takoder moZemo zapisati 1 na sljedeci nacin:

x =1In(secd + Vsecz@ — 1),

1 sin® @’
x=In +\——
cos &’ cos2 @
( 1 + sin 9’)
x =
cos @
(1 + sin@)?
cosz @

(1 + sin tﬂ)’)2

1 —sin?@ ~
/1 + sin ¢’
1—sing’
L l+x
a bududi da je arth x = In T— slijedi da je
- X

x = arth(sin 8").

x=In

x=1In
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Dakle, formule projekcije s obzirom na kutove (€', ¢’) u rotiranoj mreZi meridijana i para-
lela moZemo zapisati i ovako:

_ =1/ ’
{x =th ' (sin &) @.1)

y =¢

Preostalo je izvesti vezu izmedu (€', ¢") 1 (6, ¢) primjenom sferne trigonometrije na
trokut ANM'P koji je odreden meridijanom koji prolazi kroz ishodiSte O, proizvoljnom
tockom P i velikom kruznicom WM’'PE koja predstavlja “meridijan” u rotiranoj mreZi

(slika @-3p).

S

Slika 4.3: Primjena sferne trigonometrije u TMS

Na slici .3p je prikazan slican sferni trokut, na jedini¢noj sferi, sa standardnim oznakama
za koji vrijedi pravilo sinusa:

sinA sinB sinC

sina  sinb  sinc’
pri cemu su A, B, C kutovi sfernog trokuta, dok su a, b, ¢ njima nasuprotne stranice.
Takoder vrijedi 1 pravilo kosinusa:

cosa =cosbcosc +sinbsinccosA,
cosb = cosccosa + sinc sinacos B,

cosc =cosacosb +sinasinbcosC.



POGLAVLIJE 4. SLOZENIJE VARIJANTE MERCATOROVE PROJEKCIJE

Standardne oznake zamijenimo oznakama zadanim na slici {.3h:

A—>(p, B—>72—T, C—)ﬁ,
g b2 _p T
a—0, - - -6, c— - —¢.
2 2 ¥

Tada po pravilu sinusa za nasSu sferu:

sing sin 5 sinf3

sin@ ~ sin(Z - 0) - sin(3 — ¢’)’
a po pravilu kosinusa su:
cosf = cos(g -0) cos(g —-¢)+ sin(g - 0) sin(g —¢')cos ¢,
cos(g -0) = cos(g —¢)cosO + sin(g —¢')sin @ cos g
T / / T . ’ e T
cos(z —¢') =cosf cos(z —6)+sind s1n(§ —6)cosp.
Iz prva dva uvjeta pravila sinusa (4.2)) imamo da je

. : s
sme sin 35
sing’  sin(§ - 6)’

y Y . g _ . .
Sto moZemo pojednostavniti jer je sin 7 = 11 sin(5 — x) = cos x pa imamo da je:

sinp 1

sin@ cosf’
sing-cosf =sinf’ - 1,

sin@ = sing - cos 6.

Uocimo kako smo dobili jednostavan izraz za sin & preko ¢ 1 6.

46

4.2)

4.3)
(4.4)

(4.5)

(4.6)

Nadalje, prvi uvjet pravila kosinusa ({#.3)) moZemo pojednostavniti tako da iskoristimo for-
mule svodenja na prvi kvadrant, odnosno sin(§ — x) = cosx i cos(§ — x) = sinx, pa

dobivamo:
cos @’ = sin@sing’ + cosHcos ¢’ cos g,

a drugi uvjet pravila kosinusa (#.4) moZemo takoder pojednostavniti te imamo da je:

sinf = sing’ cos @ + cos ¢’ sinf’ - 0,
sinf = sing’ cos @’ + 0,

sinf = sing’ cos &'.

4.7)

(4.8)
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Sada iz jednadzbi i (4.8)) eliminirajmo cos ¢ tako da prvu jednadZbu uvrstimo u drugu,
a time dobivamo:
sin@ = sin ¢’(sin #sin ¢’ + cos 6 cos ¢’ cos @),
sin @ = sin” ¢’ sin @ + sin ¢’ cos 6 cos ¢’ cos ¢, / :cosf
tg 6 = sin® ¢’ tg 6 + sin ¢’ cos ¢’ cos ¢, / —sin’ ¢’ tg 6
tg O(1 — sin” ¢’) = sin ¢’ cos ¢’ cos ¢,
tgHcos® ¢’ = sing’ cos ¢’ cos @, / : cos’ ¢’
tgh =tgy’ cos g,

tgegp =tgh- ,
gy =tg cos g

tg ' = tghsec . (4.9)

Konacno, uvrtavanjem izraza @.6) u @.I)), te izraZzavanjem kuta ¢’ u (@.9) i takoder
uvrStavanjem u (4.1), dobivamo jednadZbe Transverzalne Mercatorove projekcije na sferi
s obzirom na pocetni, odnosno Grini¢ki meridijan:

{x(cp, 0) =th'(sing-cosb),

W, 0) =tg ' (tghsecy).

Slika 4.4: Transverzalni Mercator na sferi s obzirom na Grinicki meridijan
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4.2 Mercatorove projekcije na elipsoidu

Geometrija elipsoida

Zemlju najcesce zamisljamo kao sferu, ali ona je preciznije modelirana oblikom rotacij-
skog elipsoida. Ako za os simetrije uzmemo z-os, Kartezijeva jednadzba elipsoida s obzi-
rom na centar u ishodiStu koordinatnog sustava glasi:

E-'_?-i_ﬁ:l’ a>b. (4.10)

Zemljopisna duZina ¢ je ista kao i kod sfere, dok je geodetska Sirina 6 kut pod kojim

normala u tocki P, koja leZi na elipsoidu, sijeCe ekvatorijalnu ravninu koja ima jednadzbu

Z = 0. Za razliku od sfere, u slucaju elipsoida normala ne prolazi njegovim srediStem,
osim ako tocka P lezi na ekvatoru ili se poklapa s polovima.

(b) Z

Slika 4.5: Elipsoid u Kartezijevom koordinatnom sustavu i njegov presjek duz osi simetrije

Kut koji zatvara spojnica srediSta elipsoida i to¢ka P na Zemljinom elipsoidu s ravninom
ekvatora definiramo kao geocentri¢nu Sirinu .. Uvedimo oznaku za udaljenost tocke P

na elipsoidu od osi simetrije
p(6) = |PN|,

te oznaku za udaljenost tocke P od tocke C koja je sjeciSte normale kroz toCku P s osi
simetrije elipsoida:
v(0) = |PC|.

Primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta na trokut APNC, §to moZemo vidjeti na
slici[4.5b, slijedi da je:

cosf = —, “4.11)
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N0
cosf = 0)’ (4.12)
p(0) = v(6)cos . 4.13)

Ako projiciramo to¢ku P na ravninu ekvatora, lako uocavamo da vrijedi i sljedeca relacija:
p@) = VX2 + Y2 (4.14)

Definirajmo parametre koji odreduju elipsoid.
Parametar a je ekvatorijalni radijus, a parametar b predstavlja udaljenost sredista elipso-
ida od pola. Zbog toga se on Cesto naziva polarnim radijusom iako to nije tocno jer se ne
radi o kruZnici. Ovi parametri predstavljaju veliku i malu poluos meridijanske elipse koja
je odredena bilo kojim meridijanom i njegovim produljenjem preko polova.
Umjesto upotrebe (a, b) kao osnovnih parametara elipse, mozemo koristiti kombinaciju
(a, e) gdje e predstavlja ekscentricitet, ili (a, f) gdje f predstavlja spljoStenost.
Spomenuti parametri su definirani i povezani na sljedec¢i nacin:
2 _ 2 2 a-b 2 2
b =a'(1-¢), f= ; e =2f-f=f2-f).

a

smijer rotacije Zemlje

geocentar

Slika 4.6: Graficki prikaz elipsoida WGS84

Kao primjer navedimo vrijednosti za WGS84 (World Geodetic System) elipsoid koji se
koristi kao referentni koordinatni sustav Zemlje:
a = 6378137m, e =0.0818191908, f =0.00335281,

b = 6356752.314m, e’ = 0.0066943799, = 299.3249753.

~|—
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Temelji se na skupu konstanti i parametara koji opisuju Zemljinu veli¢inu, oblik, gravita-
cijui geomagnetska polja. To je takoder referentni sustav za Globalni sustav pozicioniranja
(GPS).

Spljostenost Zemlje je jako mala. Primjerice, na slici [4.5]razlika izmedu sfere radijusa a i
elipsoida kojemu je ekvatorijalni radijus jednak takoder a, bila b1 otprilike kao “debljina”
jednog pravca na toj slici. SpljoStenost elipsi koje su prikazane ovdje, a 1 u drugim izvo-
rima, obi¢no je znatno preuvelicana.

Elipsoid moZemo parametrizirati geodetskom Sirinom 6. Najprije zapiSimo jednadzbu bilo

kojeg meridijana koja slijedi iz (4.10) i (4.14):

x: y: z
2ta b
X2+y? 77
a? 2 L
2 2
p VA
Diferencirajamo prethodnu jednadZbu po p:
272 d
Py2 o1 )L
a’>  b? dp
1 1 ,
;-2p-dp+ﬁ-2Z-Z -dp =0,
2p-dp 2Z-dZ
2 T T 0,
22-dZ  2p-dp
2
Z-dZ A dp / b?
o a? Z-dp’
dz pb?
— =, 4.16
dp Za? (4.16)

Derivacija funkcije krivulje u tocki predstavlja koeficijent smjera tangente u toj tocki pa
stoga vrijedi da je koeficijent smjera tangente jednak:

pb?

Za?
Bududéi da su normala i tangenta medusobno okomite, umnozak njihovih koeficijenata
smjera je jednak —1. Stoga je koeficijent smjera normale jednak

kt:

1 Za? V4
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jer je b*> = a*(1 — €?*). Takoder znamo da je koeficijent smjera pravca jednak tangensu kuta
koji taj pravac zatvara s pozitivnim dijelom x-osi, pa vrijedi da je:

tgl = ——,
T -

Z=1g0-p(1-é>. (4.17)
Uvrstavanjem jednakosti (4.17)) u jednadzbu (4.15]) eliminiramo Z i dobivamo:

P L (e pQ - )’ _

272
s B 1, /-ab

prZ + thH . p2(1 _ 62)2(12 — aZbZ’

PP +1g2 0 - p*b*(1 — &%) = a*b?, /b

pPHtg?0-pi(l—e’) =,
I’a [1 +tg26-(1 - ez)] =d’.
Nadalje, sredivanjem jednakosti dobivamo:

2

2_ a
P = Tige-(1-&)
a
P = s
VI+tg26- (1 -e?)
a
p= - = 5
Ve att (e
a
pP= 1 ) ’
m\/cosze+sm 0-(1-e3
acosd
p= 2 2,
\/00529+sin 6 —e2sin” 0
acos@

(4.18)

b=
1 —e?sin“ 6
Ako prethodnu jednakost (4.18]) uvrstimo u (4.17)), dobivamo:

0
Z=tg6-L-(l—eZ),
1 - e?sin® 6

_a-(1-¢€%)sinf

7 =
1 —e2sin’ @
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Dakle, potrebna je parametrizacija:

acosf
|IPN| = p(0) = ———, (4.19)
1 —e2sin’@
(1 =¢€*)sind
M| = 7(0) = 40 Z¢)sinb (4.20)
1 —e2sin’@

Budu¢i da iz jednakosti (4.13)) slijedi da je v(0) = |PC| = psec6, uvrStavanjem (4.18]),
imamo da je:

fsec o
IPC| = v() = 28757
1 —e2sin’@
IPCl = v(6) = ——2— @.21)
1 —e2sin’@

Konac¢no, uvrstavanjem jednakosti (.21) u (.19) i (.20), dobivamo parametrizaciju
elipsoida geodetskom Sirinom 6:

p(@) = v(6)cosb,
Z(0) = (1 - e*)v(0) sin 6.

Z

C /< CP = v(6)

Slika 4.7: Trokut OCE definiran normalom i njenim odsje¢cima na osima

Lako se izvedu sljedece relacije za duljine stranica trokuta AOCE, koji je definiran
normalom i odsje¢cima Sto ih ona odsijeca na osima (slika {.7):

OE = ve® cos 0, CE = vé?, OC = ve’ sin 6.
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Nadalje, mogu se izvesti razliCite relacije koje povezuju geodetsku i geocentri¢nu Sirinu,
zatim veze izmedu kartezijevih i geografskih koordinata i tako dalje. Navest ¢emo samo
neke od osnovnih relacija:

tgf, = (1 — e*)tgh.

Ocito su 61 6, jednake samo na ekvatoru kada je 6 = 0 ili na polovima kada je 6 = 7.
Koriste¢i parametrizaciju elipsoida geodetskom Sirinom 6, moZemo odrediti Kartezijeve
koordinate tocke na plohi:

X(6) = p(6) cos ¢ = v(8) cos b cos g,
Y(0) = p(0) sinp = v(#) cos sin ¢,
Z(0) = (1 — e*)v(H) sin 6.

Ako su zadani X, Y, Z onda vrijedi:

et Y) ) z
Qo_arcg(?_(’ Na-evxr+ 12

Normalni Mercator na elipsoidu: NME

Normalna Mercatorova projekcija na elipsoidu (NME) je jednostavna, ali ne i trivijalna,
generalizacija Normalnog Mercatora na sferi (NMS u odjeljku[2.1), a obje dijele iste pred-
nosti i nedostatke. Projekcija je konformna, ¢uva kutove i preslikava loksodrome na elipso-
idu u pravce jednakog azimuta. Konformnost osigurava da mjerilo u svakoj tocki ne ovisi
o smjeru, tako da priblizno ¢uva male oblike.

Kao 1 kod NMS, myjerilo varira mijenjanjem zemljopisne Sirine, pri tome je to¢no na ek-
vatoru, a vrlo je precizno unutar uskog pojasa oko ekvatora. Opseg tog podrucja visoke
preciznosti se moZe povecati koriStenjem sekantnog oblika projekcije.

Veé smo utvrdili da su kvantitativne razlike izmedu NMS i NME reda €2, oko 0.007, od-
nosno manje od 1%.

Projekcijske jednadzbe su napisane u kontekstu modificiranog Mercatorovog parame-
tra Y(6) = In(tgd + sec ), koji je u literaturi obi¢no nazvan izometrickom zemljopisnom
Sirinom:

x(p,0) = ap, (e, 0) = ay(0).
Mercatorov modificirani parametar je izveden usporedbom infinitezimalnih elemenata na
elipsoidu 1 projekcijske ravnine te nametanjem uvjeta konformnosti. Geometrija infinitezi-
malnih elemenata daje

_vcosB6p
- pod

ox  aodyp

€h =5 = awreoe

tga
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tako da je
psech
t = tga
gp @)
(b) (c)
K’ %
S Q o.s0 = y+dy
5 35 088 ﬁ 55‘ 3},
g
P veosBép (M P i M‘}J
¢ @+ 6 X x+0x

Slika 4.8: Izravna transformacija za NME

Konformna projekcija ¢uva kutove, stoga mora biti @ = S. 1z toga slijedi da je:

d_tp _ p(B)sect
()

Funkcije v(6) 1 p(6) su dane jednadzbama:

a a(l —é?)
) = —, pO) =
V1 - e%sin* 6 /l—ezsmH

pa slijedi da je

(1-2¢? 1
0 de.
o= f cos 1 —e2sin’f
Rastavom na parcijalne razlomke dobivamo:
o 2
1 e”cosf 1 1
0) = - + de,
w®) j(: cos 6 2 (1+esin9 l—esine)

0 2
1 e“cost 1 1
0) = —_— = + do
wi) o cosf f: 2 (1+esin9 1—esin9)

1+esinf
1 —esinf)’

Y(0) = In(tgd + sec ) — g ln(

W (0) = arth(sin ) — e arth(e sin 6).

54
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Naglasimo da se iz relacije za y/(6) ne moZe dobiti inverzna relacija 6(yy) u zatvorenom
obliku, nego se primjenjuju numericke metode za racunanje 6 kao funkcije od y, npr.
pomocu Taylorovog red i metodom iteracije.

Bududéi da je NME konformna cilindri¢na projekcija, linije koje zatvaraju isti kut s
elipsoidnim meridijanima se preslikavaju u pravce. Djelovanje loksodroma na sferi, iz
odjeljka[2.1] prenosi se i na elipsoid i NME s vrlo malim promjenama.

JednadZzba loksodrome kroz tocku (¢, 6;) pod azimutom « je dana pravcem

y=yi =(x—-x)ctga,

gdje je x = ap,y = ay(0), Yy(0) = arth(sin d) — e arth(e sin 6).
Dakle, imamo da je:

ay(0) — ay(0,) = (ap — ap;) ctg a,
Y(0) —y(6)) = (¢ —p1) ctga,
Y(0) = y(6) + (¢ —¢1)ctga,

a odatle slijedi i:

w(0) — () = pctga — ¢ ctga,
pctga = ¢ ctga + y(0) — y(6),
() = @1 +tga (Y(0) — Y(61))

Ne postoji jednadzba kojom se moze izraziti 6(¢) jer ¥(6) nema inverznu relaciju u zatvo-
renom obliku.
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Sazetak

U ovom su radu najprije prikazana osnovna svojstva familija konformnih projekcija sfere
na ravninu, koje se primjenjuju u kartografiji. Te projekcije obuhvacaju Mercatorovu i
stereografsku projekciju, koje smo poblize upoznali, a upravo one su grani¢ni slucajevi
Lambertove konusne projekcije.

Izvedene su najvaznije relacije te je ukazano na zanimljive veze Mercatorove projekcije s
kompleksnom funkcijom exp z i s krivuljom traktrisom.

U zavr$nom dijelu rada su ukratko izloZene sloZenije varijante Mercatorove projekcije u
kojima se umjesto normalne projekcije na sferi koristi poprecna (transverzalna) projekcija
te se upoznajemo s geometrijom rotacijskog elipsoida, kojim je Zemlja preciznije modeli-
rana nego sferom.



Summary

This paper presents the basic features of a family of conformal projections of the sphere
onto the plane, applied in cartography. These projections include Mercator’s and stere-
ographic projection, which we have studied in more detail, and precisely those are the
limit cases of Lambert’s cone projection. The most important relations were presented and
we indicated some interesting connections of Mercator projection with the complex func-
tion exp z and the tractrix curve.

In the final part of the work, we briefly exposed more complex variants of Mercator pro-
jection in which, instead of normal projections, we use transversal projections, and we get
acquainted with the geometry of the rotational ellipsoid, which is a more precise model of
the Earth than a sphere.
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