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Sazetak

Oscilacije kinetohora primijeéene su u razli¢itim organizmima od kvasca do sisavaca.
Te se oscilacije javljaju dok stanica provjerava jesu li sve kinetohore ispravno spojene, $to
je poznato kao kontrolna tocka diobenog vretena. Stoga je vazno razumjeti mehanizam
oscilacija kinetohora kako bi se razjasnilo kako stanica regulira sile napetosti izmedu
sestrinskih kinetohora. Oscilacije kinetohora ovise o dinamici mikrotubula koja ukljucuje
rast mikrotubula i njihovo skracivanje, a time i o specificnim faktorima koji upravljaju

vjerojatnos$¢u da se mikrotubul nade u stanju rasta ili skra¢ivanja.

Cilj ovog istrazivanja je pokazati na koji nacin se mijenja gusto¢a motora na
mikrotubulima koriStenjem Laplaceovog transformata te derivacijom pomocéu metode
konacnih razlika. Nakon toga se izraduje model oscilacija kinetohora - jedan fizikalni i jedan
maksimalno pojednostavljeni, te se usporeduje ponasanje ta dva modela za razli€ite sustave

mikrotubula i kinetohora.



Kinetochore oscillations in metaphase

Abstract

Kinetochore oscillations have been observed in a variety of organisms, from yeast to
mammals. These oscillations occur while the cell checks whether all the kinetochores are
properly merged, which is known as the mitotic checkpoint. Therefore, it is important to
understand the mechanism of kinetochore oscillation to clarify how cells regulate the tension
force between sister kinetochores. Kinetochore oscillations depend on the microtubule
dynamics which involves the growth and shrinkage of the microtubule, and thus on the
specific factors that control the probability that the microtubule finds itself in a state of

growth or shrinkage.

The aim of this study is to show how the motor density is changing by using the
Laplace transform and by derivation using finite difference methods. Afterwards, two
kinetochore oscillation models are created. One physical and one completely simplified. The
models are then compared for different microtubule and kinetochore systems.
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1. Uvod

Za pravilnu podjelu genetskog materijala potrebno je da se sestrinske kromatide
svakog kromosoma veZzu na mikrotubule putem kinetohora, proteinskih kompleksa na
kromosomu, nakon ¢ega ovaj sustav oscilira oko ekvatorijalne ravnine diobenog vretena.
Oscilacije kinetohora primije¢ene su u razli¢itim organizmima od kvasca do sisavaca. Te se
oscilacije javljaju dok stanica provjerava jesu li sve kinetohore ispravno spojene, $to je
poznato kao kontrolna tocka diobenog vretena. Stoga je vazno razumjeti mehanizam
oscilacija kinetohora, kako bi se razjasnilo kako stanica regulira sile napetosti izmedu
sestrinskih kinetohora. Oscilacije kinetohora ovise o dinamici mikrotubula, koja ukljucuje
rast mikrotubula i njihovo skraéivanje. Ta svojstva mikrotubula reguliraju proteini poput
motora kinezina-8, za koje je pokazano da poti¢u katastrofu mikrotubula i njihovo

skra¢ivanje. Medutim, uloga kinezina-8 u oscilacijama jos uvijek nije teorijski istrazena.

1.1 Mikrotubuli i dinamic¢ka nestabilnost

Mikrotubuli su unutarstani¢ne strukture koje se nalaze u citoplazmi eukariotskih
stanica, te u nekim bakterijama. Sudjeluju u diobi stanice, medustanicnom transportu, te

osiguravaju mehanicku potporu u stanici.

Sve eukariotske stanice proizvode tubulin - protein od kojega se grade mikrotubuli u
strukturu dugog i Supljeg cilindra. Stanice imaju najmanje dva tipa tubulina — o 1 B tubulin,
koji zajedno ¢ine gradevni element mikrotubula, a to je af heterodimer. Kada su uvjeti
pogodni, nastale strukture tubulina se slazu u mikrotubule, koji mogu biti dugacki ¢ak i do

50 pum. [1].

Mikrotubuli imaju odredenu polarnost koja je nuZzna za njihovu biolosku
funkcionalnost (slika 1.1). Polarnost nastaje zbog svojstva grupiranja o i  tubulina u vece
strukture, te posljedi¢no jedan kraj mikrotubula ima izlozene o, a drugi B tubuline.
Dogovorno je minus dio mikrotubula onaj u centru stanice, dok je plus dio na vanjskim

dijelovima.



B-tubulin o-tubulin

Slika 1.1: Grupiranje a i  tubulina unutar mikrotubula [2].

Individualni MT" su dinamicki nestabilni, te se spontano prebacuju iz stanja rasta
(polimerizacije) u stanje skracivanja (depolimerizacije) i obrnuto [3]. Rast i skraéivanje
mikrotubula primarno se dogada na plus-krajevima mikrotubula (odnosno, na B tubulinu),
Sto daje osnovu dinamicke nestabilnosti. Promjena iz stanja rasta u stanje smanjivanja se
naziva katastrofa, a obrnuti proces se naziva spas. Brzina rasta, smanjivanja i ucestalost

promjene stanja je regulirana silama na krajevima mikrotubula.

Dinamika mikrotubula je klju¢na za diobu stanice, tijekom koje se formira diobeno
vreteno - struktura koja se sastoji od mikrotubula koji rastu iz polova na suprotnim krajevima

stanice.

Dinamicki nestabilne MT diobenog vretena stvaraju veze s kinetohorama [4] —
proteinskim kompleksima koji se okupljaju na centromeru svakog kromosoma. U
slucajevima nekih eukariota, na pojedinu kinetohoru je vezano vise mikrotubula, §to vodi na
kolektivno ponasanje mikrotubula koje se ne razumije posve, te moze biti potpuno drugacije

od njihovog individualnog ponasanja.

Mikrotubuli diobenog vretena se dijele na dvije klase ovisno o tome da li su vezani
na kinetohoru ili ne (slika 1.2). Ukoliko se na kinetohoru veze vise mikrotubula, oni tvore

paralelne MT-snopove, poznatije pod nazivom kinetohorna (k-) vlakna.

* MT — kratica za mikrotubul.
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Slika 1.2: Diobeno vreteno [5].

lako su k-vlakna ugradena u kinetohore, plus-krajevi individualnih mikrotubula
ostaju dinamicni, s u€estaloS¢u promjena stanja koji su 20 puta sporiji nego kod slobodnih
mikrotubula [6]. Klju¢ razumijevanja kako kinetohore generiraju usmjereno gibanje i
poravnavaju kromosome nalazi se u identifikaciji proteina i molekularnih mehanizama koji

koordiniraju dinamiku individualnih plus-krajeva mikrotubula unutar k-vlakna.

1.2 Molekularni motori

Mreza polimera nuzna za dinamicku organizaciju eukariotskih stanica naziva se
citoskelet. Njegova funkcija ovisi o komponentama kao §to su molekularni motori —
proteinski strojevi koji koriste energiju oslobodenu hidrolizom ATP-a” za obavljanje
mehanickog rada — gibanja [7]. Posljedica tog usmjerenog gibanja je neuniformna prostorna
raspodjela motora.

Motori prenose Siroki spektar tereta do njihovih odredista, daju energiju stanicnom
gibanju, te pogone stani¢nu diobu. Na vecoj skali oni omogucavaju kretanje organizma, $to

se izmedu ostalog moze prikazati na primjeru kontrakcije misica.

* Adenozin trifosfat je molekula koja vrsi prijenos energije rastavljanjem na adenozin
difosfat i fosfat.



Odredena klasa molekularnih motora koja posjeduje moguénost gibanja po nekoj
odredenoj povrsini naziva se motorni protein. Najprouc¢avaniji motorni proteini SU proteini
citoskeleta koji se dijele u dvije kategorije prema svojstvima povrSine po kojoj se gibaju —

aktinski miozin, te mikrotubularni kinezin i dinein (slika 1.3).

MT motori stvaraju silu na mikrotubule kako bi pomicali jezgru, organele i vretena
U eukariotskim stanicama. Mnogo toga je poznato o ponaSanju individualnih molekularnih
motora in vitro, no in vivo — vise motora djeluje zajedno. Glavno pitanje je kako vise motora
i mikrotubula organizira ponaSanje u zajedni¢ko gibanje u zivoj stanici [8].

Motori mikrotubula se pak dijele na dvije kategorije pozitivnih i negativnih motora s

obzirom na smjer kojim se gibaju (kinezin i dinein), $to je moguce zbog svojstva polarnosti

mikrotubula.

® <«— Intermediate -
filament -

<lKinesin & Myosin & Dynein Adherens
junction

Slika 1.3: Prikaz molekularnih motora [9].

Kinezin je protein koji pripada klasi mikrotubularnih motornih proteina i koji se
mogu naci u eukariotskim stanicama. On se giba po mikrotubulu s dvije "nozice", od kojih
je jedna uvijek pri¢vrs¢ena za mikrotubul, a teret prenosi "Setnjom" po mikrotubulima - pri
svakom koraku se odvija hidroliza (cijepanje kemijskih veza u reakciji s vodom) jedne

molekule ATP-a, te tako kinezin dobiva potrebnu energiju koju pretvara u mehanicki rad.



Na taj nac¢in motori mogu prije¢i vrlo znacajne udaljenosti. Kinezin prenosi stani¢ni
teret pomicuci se iz negativnog prema pozitivnom kraju mikrotubula, Sto je od presudne

vaznosti za separaciju kromosoma tijekom diobe stanica.

1.3 Kinetohore i direkcijska nestabilnost

U eukariotskim stanicama, DNA je sloZena u strukture koje se nazivaju kromosomi.
Prije nego S§to se stanica podijeli, kopira se ¢itav set kromosoma i nastaju sestrinske
kromatide. Nakon toga se one odvajaju i na taj nacin se osigurava da svaka novonastala

stanica ima pun set kromosoma [10].

Metaphase Anaphase

Telophase

Slika 1.4: Pojednostavljeni prikaz tijeka diobe stanice [11].

Za to¢nu podjelu genetskog materijala potrebno je da se sestrinske kromatide svakog
kromosoma vezu na mikrotubule diobenog vretena putem kinetohora — specijaliziranih
viseproteinskih struktura na kromosomu. Kinetohore se nalaze na centromeru svakog para
sestrinskih kromatida, koji je kod vecine eukariota reda veli¢ine nekoliko mikrometara, te
moze vezati i do 25 mikrotubula. Kinetohore sisavaca tipi¢no vezu izmedu 20 i 25

mikrotubula [12].

Jednom kada kinetohore uspostave stabilnu vezu s mikrotubulima koji dolaze iz
suprotnih krajeva stanice, jedna od njihovih glavnih funkcija je da pogone kromosome kroz
metafazu. Kinetohore pomic¢u kromosome regulacijom dinamike plus-kraja pri¢vrs¢enog

mikrotubula [13].
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Slika 1.5: Detaljni prikaz kromosoma [14].

Snopovi MT vezanih na kinetohore izmjenjuju se izmedu stanja rasta i smanjivanja,
dinamicka nestabilnost vodi na oscilacije na metafaznoj ravnini, a kinetohore imaju periode
relativno konstantne brzine koji su prekinuti vrlo naglim promjenama u smjeru — ponasanje
koje se naziva direkcijska nestabilnost [10]. Medutim, mehanizam kojim kinetohore

kontroliraju dinamiku plus-kraja mikrotubula se tek poc¢eo upoznavati.

Proucavanje kinetohora je otezano jer su proteini koji ih grade prisutni u vrlo malim
koli¢inama [15]. Dodatna poteskoca je i to da mehanizam koji koordinira dinamiku plus
kraja MT ne moze biti direktno izmjeren jer Kinetohore nisu vezane za jednu, nego vise
mikrotubula, a svaki MT ima drugaciju dinamiku. Takoder, struktura kinetohora jako varira
od organizma do organizma, te su sekvence proteina kinetohora vrlo divergentne zbog
procesa evolucije [16], no poveéanje sekvenciranih genoma i broja zabiljeZenih proteina

kinetohora tijekom vremena ipak je dozvolilo precizniju bioinformati¢ku analizu [17].

Eksperimenti su pokazali da se laserskim oste¢enjima centromernog kromatina koji
povezuje sestrinske kinetohore narusava njihovo koordinirano ponasanje. To je dovelo do
modela gdje postoji odredena napetost centromernog kromatina na kojoj se pokrece

promjena smjera gibanja sestrinskih kinetohora.

1.4 Metafazno gibanje kinetohora

Vjerna segregacija kromosoma je osnovna funkcija stanice. Tijekom diobe,
kromosomi pomoc¢u kinetohora uspostavljaju veze s mikrotubulima sa suprotnih polova

diobenog vretena prije pocetka anafaze.



Precizna segregacija sestrinskih kromatida zapocinje kada se obje kromatide spoje

na mikrotubule i posljedi¢no se pomicu u sredinu diobenog vretena (Slika 1.6).

Mitotic
checkpoint
1/ 2 J ? -
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mitotic spindle metaphase plate separation

Slika 1.6: Kongresija kromosoma na metafaznu ravninu [18].

Kromosomi se poravnavaju po metafaznoj ravnini koja se formira ekvidistantno
izmedu polova stanice zbog sila koje su generirane motorima vezanim na kinetohore. Proces
poravnavanja naziva se kromosomska kongresija. Jednom kada su kromosomi dobro
poravnati po ekvatoru diobenog vretena, sestrinske kromatide se odvajaju i gibaju

istovremeno prema polovima, s centromerima koji se rastezu zbog sila koje vuku kromatide.

Ispravna segregacija kromosoma ovisi o dobroj orijentaciji parova kinetohora (slika
1.7.a) tako da se sestrinska kinetohora spaja sa odgovaraju¢im polom vretena (kromosomska
biorijentacija). Napetost rastegnutog centromera je vazna za stabilizaciju veza mikrotubula
I kinetohora — drugim rije¢ima, biorijentirane kinetohore su pod utjecajem napetosti, dok

neispravno spojene kinetohore nisu.

Pogresni spojevi kinetohora i mikrotubula su cesti tijekom rane diobe. Vecina ih se
ispravi prije pocetka anafaze mehanizmom koji destabilizira mikrotubule ukoliko ne postoji

napetost izmedu sestrinskih kromatida [4].

Tocan poredak sestrinskih kinetohora je nuzan kako bi se sprijeCio gubitak

kromosoma kroz defekte, poput spojeva prikazanih na slikama 1.7 (b), (c) i (d).



Problemi u spajanjima i kromosomskoj segregaciji mogu rezultirati aneuploidijom
(poremecajem broja kromosoma), kojom nastaje neravnoteza u genetskom materijalu

povezana s defektima prilikom rodenja ili razvojem raka.

sestrinske kromatide

/N
mikrotubul
/
% % %X{ % kinetohora
@) (b) © (@

Slika 1.7: Moguc¢i spojevi kinetohora i mikrotubula. Na slici (2) je prikaz amfitelnog tipa
spoja mikrotubula i sestrinskih kromatida, odnosno prikaz kromosomske biorijentacije. Na slici (b)
je prikazan sintelni tip spoja MT i kromatida — radi se 0 kromosomskoj monoorijentaciji. Monotelni
spoj samo jedne sestrinske kromatide je prikazan na slici (c), dok (d) prikazuje merotelni tip spoja
mikrotubula i kinetohore.

lako su kromosomi poravnati s ekvatorom vretena i usprkos odrzavanju poretka na
metafaznoj ravnini, oni nisu nuzno stati¢ni. Istrazivanja su pokazala da se biorijentirani
kromosomi gibaju konstantnim brzinama i imaju nagle promjene smjera [19]. Drugim
rije¢ima, poravnavanje je dinamicko, sa kromosomima koji osciliraju oko svoje pozicije

tijekom metafaze.

Sestrinske kinetohore koje su spojene na kromosome prolaze kvazi-periodi¢na
oscilacijska gibanja koja traju i do nekoliko minuta [20]. Te se oscilacije javljaju tijekom
metafaze, dok stanica provjerava jesu li sve kinetohore ispravno spojene, §to je poznato kao

kontrolna tocka diobenog vretena.

Ispravno spojena kinetohora pokazuje dva tipa oscilacija - oscilacije centra mase i
breathing oscilacije gdje se regulacijom kolektivne dinamike MT mijenja duljina izmedu
dvaju kinetohora [21]. Konzistentna teorija metafazne dinamike kinetohora i mikrotubula bi
trebala opisati breathing oscilacije te oscilacije centra mase za ispravno spojene parove i

razjasniti doprinose napetosti na ispravnu segregaciju kromosoma.

Kao doprinos oscilatornom gibanju kromosoma je istrazivano mnogo faktora:
nestabilnost usmjerenosti kinetohora, tok MT prema polovima, napetost rastegnutog
centromera, gibanje sestrinskih kromatida, dinamicka nestabilnost mikrotubula ili pak

promjene u koncentraciji proteina na kinetohorama koje ovise o njihovoj duljini. Usprkos



tome, joS uvijek nije jasno kako dvije sestrinske kromatide mogu komunicirati medusobno,
te na taj nacin koordinirati vlastito gibanje.

Stoga je glavno pitanje proucavanja diobe stanice prostorna regulacija dinamike
krajeva mikrotubula unutar diobenog vretena tako da su kromosomi poravnati na ekvator

vretena [22].

Plus krajevi MT koji su spojeni na kromosome ostaju dinamicni i tijekom metafaze
— te je vjerojatno da oscilacije kromosoma reflektiraju dinamiku rasta i smanjivanja na
krajevima MT. Svojstva mikrotubula reguliraju proteini poput motora kinezina-8, za koje je
pokazano da poticu katastrofu mikrotubula i njihovo skraé¢ivanje. Medutim, uloga kinezina-

8 u oscilacijama jo$ uvijek nije teorijski istrazena.

Ovisnost katastrofe plus kraja mikrotubula bazirane na njegovoj duljini moze dati
efikasni mehanizam za dobivanje dinamike mikrotubula u diobenom vretenu koja bi

promovirala kromosomsku kongresiju tijekom diobe stanice.

Alternativni mehanizam za kongresiju pretpostavlja da kinetohore mogu osjetiti svoj
polozaj unutar vretena [23]. lako nema dokaza koji bi poduprli mehanizam koji dozvoljava
kinetohorama da nadgledaju svoje pozicije unutar vretena, motorni proteini kinezina-8 imaju
potencijal da obavljaju takvu ulogu. Nadalje, istrazivanja pokazuju da su kinezin-8 motori

nuzni za pravilno poravnavanje kromosoma tijekom diobe [24].

Medutim, iako su nedavna in vivo i in vitro proucavanja kinezina-8 razjasnila
doprinos koji molekularni motori daju diobenoj kongresiji kromosoma, otvorena pitanja su
jos uvijek prisutna. Na primjer, u kvascima u kojima svaka kinetohora ima pridruzen samo

jedan MT, osiromasenje kinezina-8 nema utjecaj na pravilnu kongresiju kinetohora [25].

Smatra se da kromosomska kongresija na metafaznu ravninu, odnosno odrZavanje
poravnatosti, ovisi primarno o motorima, biofizickim svojstvima MT i regulatorima MT
dinamike (npr. kinezin 13) [26].

Na krajevima kinetohora se akumulira vise vrsta motora koji reguliraju MT dinamiku.
Neki od njih mijenjaju brzinu kinetohornih oscilacija, smanjuju amplitudu preanafaznih
oscilacija i usporavaju gibanje prema polovima tijekom anafaze. Ukratko - imaju funkciju
spreCavanja gibanja kromosoma. Istrazivanja ukazuju na to da ljudski kinezin-8 molekularni
motori promoviraju kongresiju kromosoma atenuacijom magnitude kromosomskih

oscilacija [27].



Medutim, kako su ovi MT proteini takoder povezani sa plus-krajevima slobodnih MT
vretena i jer slobodni i kinetohorni MT plus krajevi imaju razliCite ucestalosti promjene
stanja tubulina, pretpostavlja se da specifi¢ni faktori vezani za kinetohore moraju upravljati

MT dinamikom.
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2. Metode

Glavna motivacija za ovaj rad je bila vizualno prikazivanje ponasanja sustava
mikrotubula i kinetohora. No, prije toga je bilo potrebno usporediti metode deriviranja kako
bi se odabrala ona odgovarajuca. Isto tako je bilo potrebno provjeriti da li postoje znac¢ajnija
odstupanja numerickog rjesenja od analitiCkog za danu metodu deriviranja.

Nakon ovih testiranja, moguce je krenuti s izradom fizikalnog i pojednostavljenog

modela oscilacija kinetohora, te njihovim vizualnim prikazom.

2.1 Raspodjela motora na mikrotubulu

Radi Sto tocnije analize sustava, razmatra se nekoliko razli¢itih metoda parcijalne
derivacije na primjeru gusto¢e motora na mikrotubulu. Cilj je odabrati najbolju metodu
deriviranja, kako bismo mogli §to bolje usporediti analiticko 1 numericko rjeSenje jednadzbe
za gustocu, te zakljuciti da 1i je za ovaj sustav moguce kreirati dinamicke mikrotubule i

promatrati njihovu promjenu tijekom vremena.

Model se sastoji od mikrotubula konacne duljine, koji raste konstantnom brzinom, te
molekularnih motora koji se gibaju po mikrotubulu konstantnom brzinom. Takoder je uzeto

u obzir da se motori vezu i oslobadaju s mikrotubula razli¢itim vjerojatnostima.

Model gustoce p(x, t) molekularnih motora na mikrotubulu dan je jednadzbom:

dp ap
P a@(vyt —x) — Bp — Um5-

Ovdje v, oznacava brzinu rasta mikrotubula, a v,, je brzina motora. Konstante « i 8

govore o ucestalosti vezanja, odnosno oslobadanja motora s mikrotubula.

Step funkcija @(Ugt - x) se odnosi na ¢injenicu da se motori mogu vezati samo za
postojeci dio mikrotubula, koji se u trenutku ¢ proteze do x = v,t. Step funkcija @ iznosi 1

za podrucje izmedu 0 i v4t, odnosno 0 za podrucje manje od 0 1 vece od v, t.

Izraz je moguce rijesiti analiticki koriStenjem Laplaceovog transformata, uz uvjete

p(0,t)v,, = 0, te p(x,0) = 0 (detaljan izvod se nalazi u dodatku A).

a X—Vgt B —-X x—th 'B
p(x,t) = 7 l@(vgt — x) <1 — eVg~Vm > — O (Ut — x) <eﬂﬂ — e%Vm )I
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Slika 2.1: Usporedba analitickog i numeric¢kog rjesenja za v, = 14 um/min. Za vrijednosti
brzine rasta mikrotubula i brzine motora je uzeto: vy =8 um/min, B = 4min~?! te a =

4pm~'min~!. Promatra se usporedba raspodjele motora na mikrotubulu za tri razli¢ite vrijednosti
vremena, odnosno t = 0.5min, t = 1.5min i t = 2.5min. Drugacije osjen¢ana podrucja odgovaraju
raspodjeli motora u razli¢itim vremenima.

Prilikom numerickog simuliranja vremenske 1 prostorne ovisnosti gustoe motora
bilo je nuzno dovesti u pitanje to¢nost i ograni¢enja numericke metode konacnih razlika. Na
slici 2.1 je prikazana usporedba oba rjeSenja. Moze se primijetiti da se ona iznimno dobro

slazu, te da su njihove razlike gotovo neprimjetne.

Promatrala se raspodjela gustoce motora za tri razli¢ita trenutka, te se ni nakon jako

puno vremenskih koraka nije moglo primijetiti neko odstupanje od analiticke funkcije.

Dodatno valja napomenuti da se u obzir nije uzeo efekt saturacije koji proizlazi iz
¢injenice da gustoca motora ima neku gornju granicu. Eksperimentalni podaci upucuju na to

da su gustoce motora na mikrotubulima relativno niske.

Cilj je bio prikazati kako se gusto¢a motora na mikrotubulu mijenja s vremenom, te

potvrditi ispravnost numeri¢ki dobivenih rjesenja usporedbom s analiti¢kim rjeSenjem.
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2.2 lzrada modela oscilacija kinetohora

Za proucavanje oscilacija sestrinskih kromatida razmatra se jedan par sestrinskih

kinetohora i N mikrotubula koji dinamicki medudjeluju s kinetohornim proteinima.

Postoje tri stanja u kojima se jedan mikrotubul moze nalaziti — stanje rasta, stanje
smanjivanja i stanje u kojemu je mikrotubul spojen na kinetohoru. U ovom modelu, svih N
mikrotubula su u pocetnom trenutku u stanju polimerizacije koja se odvija konstantnom
brzinom. Katastrofa je slu¢ajan dogadaj koji ovisi o duljini mikrotubula — ukoliko je ispunjen

uvjet za katastrofu, slijedi depolimerizacija konstantnom brzinom.
Ako se dosegne minimalna duljina od 0.1um, inducira se spas mikrotubula.

Molekularni motori su prisutni, te se vezu na mikrotubul i oslobadaju s njega
ucestalo$¢u a 1 B. Ukoliko je brzina motora veca od brzine rasta mikrotubula, jednadZba za

distribuciju motora se moze svesti na izraz:
(x, 1) “( “on
px,t)==(1—e Vm
B

Uz uvjet p(0,t) = 0, moguce je izraCunati koliko iznosi broj motora na plus-kraju

mikrotubula [28]:
a _Bx _Bx
Q(x) =Elvm<1—e ”m)—vg<1—e ”9>l

O broju motora na kraju mikrotubula ovisi ucestalost induciranja katastrofe, k ;.
Veli¢ina k,.s Se 0dnosi na ucestalost induciranja spasa. Posljedi¢no, vjerojatnost da se

dogodi spas ili katastrofa u nekom vremenskom koraku dt glasi:
Pres = (1 - e_kres dt) Pcat = (1 —e keat dt)

Za svaki korak dt generira se nasumican broj r iz intervala [0,1]. Ukoliko su

zadovoljeni uvjeti:
T < Preg T < Pegt

dolazi do promjene stanja mikrotubula i dogada se spas, odnosno katastrofa.
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mikrotubul

|

mikrotubul

|

kinetohore

XLMT XLKT XRKT XRMT

A
v

Lo

Slika 2.2: Prikaz veli¢ina koje se promatraju u modelu. Radi se o polozajima plus krajeva
mikrotubula, te 0 polozaju kinetohora. Veli¢ina Lo predstavlja maksimalnu duzinu koju jedan

mikrotubul moze imati ukoliko nije spojen na kinetohoru.

Medutim, postoji jos jedan slucaj — spajanje mikrotubula i kinetohora, koji se odvija
ukoliko je zadovoljen uvjet: xMT > xXT— d}'T s lijeve strane, odnosno za desnu stranu:

xHT < KT 4 M,

U tom slucaju, gibanje ne ovisi samo o induciranju katastrofe i spasa, nego i o

medusobnoj interakciji mikrotubula i kinetohore.

2.2.2 Model s fizikalnim parametrima

Kada rastu¢i mikrotubul naide na prepreku, generira se sila guranja, dok smanjujuci

mikrotubul vuée za sobom strukture koje su ostale pri¢vrs¢ene na njegov plus-kraj.

Ako se promatra kolektivno rastué¢e stanje N mikrotubula u kojemu jedan MT
dozivljava katastrofu i po¢ne se smanjivati, napetost na ostale MT se povecava kako se
kinetohora giba naprijed, a smanjuju¢i MT se povlaci. Medutim, sila smanjujuceg
mikrotubula ne moZe nadja¢ati ukupnu silu rastu¢ih mikrotubula. Stovise, vrlo je malo
vjerojatno da ¢e jedan MT koji se smanjuje inducirati katastrofu ostalih mikrotubula.
Umjesto toga, velika je vjerojatnost da ¢e se inducirati spas smanjujuc¢eg mikrotubula, te se
kinetohora nastavlja gibati naprijed.
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Svrha takvog gibanja je pravilna segregacija kromosoma. Sestrinske kromatide se
poravnavaju na ekvatoru kako bi bilo moguée sa S§to veCom preciznos¢u podijeliti
kromosome na dva jednaka seta. Kako bi se to¢no odredio ekvator stanice, suprotne sile koje

djeluju na biorijentirane kromosome moraju biti u ravnotezi.

Smjer i brzina gibanja kromosoma tijekom metafaze su odredeni ravnotezom sila
koje djeluju na pripadajuce kinetohore. Radi se 0 elasti¢noj sili, sili trenja, te sili koja dolazi

od polimerizacije i depolimerizacije mikrotubula sa svake strane kinetohora:
Fyr + Fopruga + Ftrenje =0

Pretpostavlja se da su sestrinske kinetohore povezane pomocu centromernog
kromatina. Elasti¢na sila se odnosi na oscilacije centromernog kromatina, odnosno polozaja

kinetohora xX7 i xXT.

KT — KT KT KT
Fopruga - KKT(xR — Xy - dO )

mikrotubul mikrotubul

kinetohore

XLMT XLKT XRKT XRMT

Slika 2.3: U ovome modelu, mikrotubuli su pri¢vri¢eni na kinetohore pomocu opruga.

Mikrotubuli promjenjive duljine se mogu smanjivati ili rasti.

Veli¢ina koja se odnosi na konstantu opruge centromernog kromatina je kg, a ds’

je njegov ravnotezni polozaj.

Sile se s mikrotubula na kinetohore prenose preko konstanti opruga k, koje ih
povezuju. Mikrotubuli koji su spojeni na kinetohoru guraju ili vuku Kinetohoru u x smjeru

preko tih opruga:
Foﬂgzjuga = KMT(xIIfT - xl{VIT - d(I;/IT)

MT — KT MT MT
Fopruga - KMT(xR —Xg + do )
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Na stani¢nom nivou, viskozne sile dominiraju gibanjima, a inercijalni efekti su
gotovo zanemarivi. Stoga sile koje djeluju na objekt mogu biti izjednacene s viskoznim
¢lanom koji je proporcionalan brzini. Ovo je vrlo korisno, jer se moze upotrijebiti kako bi se
izracunali polozaji u sustavu za svaki vremenski korak dt - koristenjem ravnoteze sila u

obliku para diferencijalnih jednadzbi.

U dodatku B je detaljnije opisana metoda konac¢nih razlika — numericka metoda
deriviranja pomocu koje je moguce dobiti rjeSenje za polozaje kinetohora i mikrotubula u

svakom idu¢em vremenskom koraku dt, ukoliko se postave pocetni uvjeti.

U ovom modelu, bilo je potrebno postaviti vrijednosti veli¢ina xX7, xX7, xMT te xMT

u pocetnom trenutku. Pretpostavlja se da svih N mikrotubula pocinje rasti iz nule, odnosno:

xMT(t=0)=0.

Za obje kinetohore se pretpostavlja da se u po¢etnom trenutku nalaze u sredini stanice,
te ne medudjeluju niti sa jednim mikrotubulom. Za oscilacije na metafaznoj ravnini u ovom
modelu se nije promatrao polozaj obje kinetohore, nego prosje¢na vrijednost njihovih

polozaja. U pocetnom trenutku vrijedi: xX7(t = 0) = Ly/2.
Sila trenja je proporcionalna brzini kinetohore:

deT
Firenje = —V dt

Pretpostavlja se linearni odnos brzina mikrotubula i sila koje ovise o polimerizaciji i

depolimerizaciji mikrotubula. Za lijevu stranu vrijedi:

Fiijevimr = i Ni" + fi" N[
(gL

Velitina v¥ se odnosi na brzinu polimerizacije (v§ = v,), odnosno
depolimerizacije (vy; = v,) mikrotubula, N;* i N~ oznacavaju ukupni broj mikrotubula

koji rastu, odnosno smanjuju se, a f, predstavlja zaustavnu silu kromosoma.

Derivacija dL/dt se odnosi na razliku duljina mikrotubula izmedu dva vremenska

koraka podijeljenu sa vrijednoS¢u tog koraka.

Desna strana se moZe izracunati analogno.
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Tijekom svakog koraka, raCunaju se i ucestalosti katastrofe i spasa, koji za lijevu
stranu glase:

I (-2)
ktes = kgese( ) klar = k§¥+ k£0Q + kg™ e\ 1E*

cat —

Za desnu stranu se analogno moze izracunati k;og | Klq;.

Za navedene ucestalosti se pretpostavilo da ovise o konstantama /¢ i k(°® odnosno

frati kgatf , koje su predmet proucavanja ovoga rada.

Program je strukturiran na na¢in da se nakon svakog vremenskog koraka racuna da
li se kinetohora pomice u lijevu ili u desnu stranu. U svakom slijede¢em koraku je bitno
provjeriti da li je polozaj kinetohore veci ili manji od polozaja izracunatog u prethodnom
koraku. Iz ta dva podatka se dobiva informacija o oscilacijama, odnosno da li se dogodila
jedna oscilacija ili ne, te se za skup razlicitih parametara rac¢una samo ukupan broj oscilacija

koji se dogodio.

Podaci o oscilacijama se zatim zapisuju u datoteku. Ovdje je bilo potrebno
maksimalno smanjiti zahtjeve programa, kako bi se simulacija uspjela izvrsiti u $to kra¢em

vremenu.

Za svaki mikrotubul se ra¢unaju pseudo-slucajni brojevi u rasponu od [0, 1]. Pseudo-
slu¢ajni brojevi su izabrani s jednakom vjerojatnoS¢u iz konacnog seta brojeva, 1 nisu
potpuno slucajni zbog matematickog algoritma koji se koristi prilikom njihovog odabira, ali
su dovoljno slucajni za prakti¢nu primjenu. U simulaciji oscilacija kinetohora, koriste se
slu¢ajni brojevi koji su odabrani prema sistemskom satu, odnosno broju "otkucaja". Jedan

otkucaj predstavlja stotinu nanosekundi. Postoji 10 milijuna otkucaja tijekom jedne sekunde.

Kod je pisan u programskom jeziku C# u okviru Microsoft .NET Framework-a 4, te

pomocu Windows Presentation Foundation-a.

Najveci problem bio je izvrSavanje jednog koraka za svaki objekt posebno, jer je C#
strukturiran tako da se objekti zovu i izvrSavaju redom - §to znaci da bi se prvo izvrsile sve
operacije u vremenu [0, T] za prvi mikrotubul, zatim za drugi, i tako dalje - te nema nikakve
interakcije izmedu objekata. Za tu svrhu se koristio BackgroundWorker - klasa koja je
omogucila izvrS§avanje po jednog koraka za svaki mikrotubul i kinetohoru posebno, nakon
¢ega kod Salje naredbe na graficku karticu, te se prikazuje simulacija sustava. Nakon toga se

krec¢e na novi vremenski korak.
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Pojednostavljen dijagram toka za jedan vremenski korak dt je dan za raCunanje

polozaja kinetohora (slika 2.4) i polozaja mikrotubula (slika 2.5).

Nakon §to je bilo moguce vizualno provjeriti da se sustav dobro ponasa, moglo se
krenuti sa analizom podataka. Sve vrijednosti konstanti koje su se koristile u modelu su

navedene u tablici 2.1.

Definiranje
parametara
—
Za svaki MT »| Dohvacanje
podataka iz MT
\ J
Ry da [zracun
Spajanje — >
Pt poloZaja KT
ne
Izracun P
poloiaja KT

Ispis podataka
u datoteku

I

A4

/ Vizualni prikaz

KT iMT

\

A4

Kraj koraka

Slika 2.4: Dijagram toka koji prolaze kinetohore prilikom simulacije njihovih oscilacija u
metafazi.
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Definiranje

parametara

A4

Izracun
Pcat i Pres
- Dohvacanje
slucajan podataka iz KT
broj r [0,1]

ne ne ne

ida ida da i da

Katastrofa Spas Spajanje Spas

v v v

n -
Katastrofa e, Spajanje
da
L-- L++ Izracun
\ 4 \ 4 \ 4

Vizualni prikaz
KTiMT

Kraj koraka

Slika 2.5: Dijagram toka koji prolazi jedan mikrotubul prilikom simulacije oscilacija
kinetohora u metafazi.
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veli¢ina vrijednost

v, 0.03 um min?
v 0.1 pm min?
Um 3 um min'?

a 4 um™* min't

B 1 min*t

Lo 20 pm

T 300 min
dy’ 0.1 um
d’ 0.5 um
kM7 40 pN pm*
KKT 90 pN pm*

y 100 pN min pm™
fo 7pN
kg 0.2 min™
k4§ 0.04 min

Tablica 2.1: Vrijednosti konstanti koje su koristene prilikom simulacije oscilacija kinetohora
u metafazi.

2.2.1 Minimalni model

Minimalni model je kreiran na nacin da se prilikom spajanja mikrotubula i kinetohore

ne ra¢una njihova medusobna ovisnost, nego se promatra samo gibanje oko polozaja spajanja.

mikrotubul mikrotubul

kinetohore

Slika 2.6: Prikaz veli¢ina koje se promatraju u modelu. Radi se o poloZaju plus kraja

mikrotubula koji se giba konstantnom brzinom oko polozaja spajanja.
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Polozaji kinetohora se racunaju kao srednje vrijednosti svih spojenih mikrotubula sa
svake strane kromosoma, §to znaci i da gibanje nije kontinuirano, nego da postoje skokovi
koji se dogadaju prilikom spajanja i otpajanja mikrotubula — odnosno prilikom svake

promjene broja mikrotubula koji sudjeluju u interakciji s obje kinetohore.

Ukoliko se dogodi spajanje mikrotubula i kinetohore, odnosno ako je ispunjen bilo

koji od uvjeta za lijevu i desnu stranu:
Ml > xKT— gMT xMT < xKT4 aMT

raduna se prosjeéna vrijednost < xMT > i < xXT >. Tijekom svakog vremenskog
koraka se provjerava da li su mikrotubuli jo$ uvijek spojeni, te se iz toga racuna polozaj
kromosoma:

<axMT > < xMT >
lezia'r ij\{n"

2

xkT =

Cilj je vidjeti kako izgleda parametarski prostor ovakvog modela u kojemu se
polozaji ne racunaju preko ravnoteze sila, nego iz maksimalno pojednostavljenog gibanja

mikrotubula, gdje se naglasak stavlja na ovisnost o induciranju katastrofe i spasa.

Algoritam koji prolaze kinetohore i mikrotubuli se generalno ne razlikuje od
algoritma za fizikalni model oscilacija kinetohora — osim u nacinu racunanja polozaja
kinetohora i mikrotubula spojenih na njih. Taj korak je posebno oznacen na slikama 2.4 i

2.5, a sve konstante koje su bile potrebne za ovaj model su preuzete iz fizikalnog modela.
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3. Rezultati i diskusija

Napravljen je model oscilacija kinetohora gdje se graficki prikazuju polozaji
mikrotubula i kinetohora (slika 3.1). Bilo je moguce prikazati i bilo koje druge vrijednosti
za pojedini mikrotubul ili kinetohoru, $to se pokazalo iznimno korisno tijekom same izrade
modela radi vizualne provjere ponasanja varijabli sustava. Medutim, radi bolje preglednosti

sustava, ispod svakog mikrotubula je samo dan broj motora na krajevima mikrotubula.

Slika 3.1: Graficki prikaz modela sa Sest mikrotubula (zeleno i narancasto), te jednim parom
kinetohora (plavo) kojem se moze mijenjati Sirina. Sivom bojom je prikazan broj motora na plus-
kraju pojedinih mikrotubula.

Nakon §to je ustanovljeno da ovaj model oscilacija kinetohora ima dobro ponasanje,
bilo je moguée krenuti s daljnjom analizom rezultata. Medutim, simulacija se odvijala
relativno sporo jer je bilo moguce dobiti podatke tek nakon vizualnog prikaza sustava za
pojedini vremenski korak — $to je za ovaj sustav od Sest mikrotubula podrazumijevalo i

visednevno ¢ekanje na krajnje rezultate.

Stoga je napravljen novi program koji je kreirao objekte (N mikrotubula i dvije
kinetohore), raCunao polozaj za svaki vremenski korak dt, te ispisivao ukupan broj oscilacija

za sve promatrane vrijednosti parametara.

Zbog same jednostavnosti programa, bilo je moguce racunati polozaje sustava od Sest

mikrotubula, ali isto tako i za sustav od 24 mikrotubula bez nekih vecih poteskoca.

Prije samog izvodenja simulacije bilo je potrebno provjeriti kakav utjecaj na

vjerojatnost katastrofe i spasa P.,; 1 P..s imaju veli¢ine koje se budu promatrale u

parametarskom prostoru, f£ i kg‘“f , te f7¢% 1 ky®, te da li se uopée radi o dobrom redu

veli¢ine.
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Slika 3.2: Graf ovisnosti vjerojatnosti Katastrofe P, 0 parametrima £.€%¢ (a) i kS (b)
i graf ovisnosti vjerojatnosti spasa B..s 0 parametrima f¢* (c) i k{® (d).

Bilo je bitno provjeriti kako se ponasa vjerojatnost za navedene veli¢ine kako bi se
vidjelo da li se uopée moze ocekivati promjena ponasanja sustava u parametarskom prostoru
(slika 3.2).

Ovisno o sustavu, sestrinske kinetohore imaju dva tipa ponasanja — prisutnost ili

odsutnost oscilacija oko metafazne ravnine. Cilj je pokazati za koje vrijednosti parametara

fieat i 1S te £7es i k€S oscilacije isdezavaju, a za koje vrijednosti su prisutne.

Na taj nacin se prvo opisuje kvantitativni model dinamike kinetohora i mikrotubula
preko ravnoteze sila. Nakon toga se prikazuje kako izgleda ponasanje maksimalno
pojednostavljenog nefizikalnog modela u kojemu nema jednadzbi gibanja, nego postoje
samo oscilacije oko polozaja spajanja kinetohore i mikrotubula. Cilj je vidjeti da li tako

pojednostavljeni model moze reproducirati rezultate fizikalnog modela.
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3.1 Simulacija s fizikalnim parametrima

Nakon §to je napravljen model gibanja kinetohora i program koji ga simulira, bilo je
moguce dobiti prikaz promjene vrijednosti svake veli¢ine u nekom vremenu T. Podaci su

zapisivali u datoteku, te prikazivali pomoc¢u programskog paketa Mathematica.

Jedan od problema koji se pojavio je i to¢no definiranje koliko mora biti velika
promjena polozaja da bi se smatrala oscilacijom. U ovom radu je uzeto da je oscilacija svaki
tip gibanja koji mijenja smjer i pritom je vec¢i od 0.005um. Time je u oscilatorno gibanje
ukljucen i veliki broj zanemarivo malih oscilacija, $to je bilo potrebno kako bi se dobile bolje

razlike prilikom promatranja parametarskog prostora i broja oscilacija.

L w U‘W\JH |

(@) (b)

Slika 3.3: Ovisnost srednjeg poloZaja kinetohora o vremenu za (a) f,°% = 11i kgatf =1,te
za (b) ££% = 40§ k{* = 40,

Takoder se promotrilo kako se mijenja srednji polozaj kinetohora s vremenom kako

bi se dobio osjecaj kako izgledaju amplituda i frekvencija oscilacija za drugacije vrijednosti
parametara f,c%¢ i k(c)atf (slika 3.3). Moze se primijetiti da za manje vrijednosti parametara
imamo vise oscilacija i manje amplitude, a za veée vrijednosti f,¢ i kc tf amplituda je veca,
ali je i broj oscilacija maniji.

Bilo je moguce i provjeriti kako izgleda vjerojatnost da se dogodi katastrofa za

promatrani mikrotubul — o¢ekivano, vjerojatnost se povecava kako raste i mikrotubul (slika
3.4).
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Slika 3.4: Prikaz promjene vjerojatnosti da se dogodi katastrofa za £, = 1 i kg‘“f =1.

Jedan od glavnih ciljeva simulacije bio je provjeriti kako se ponasa sustav za razliCite
vrijednosti parametara £, i k*/, te za razligite vrijednosti broja mikrotubula koji se nalaze

u sustavu.

Sve veli¢ine koje su dane u tablici 2.1 su relativno dobro poznate i izmjerene. No,
pretpostavka da ucestalosti katastrofe i spasa eksponencijalno ovise o silama polimerizacije

1 depolimerizacije jo$ uvijek nije dovoljno istrazena.

Iz tog razloga se promatra parametarski prostor upravo tih veli¢ina, kako bi se moglo
odrediti za koje vrijednosti f.% i kg“tf , te f7¢5 i k(® imaju najbolje podudaranje sa

stvarnim rezultatima.
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(@) (b)
Slika 3.5: Prikaz promjene broja oscilacija u parametarskom prostoru za razli¢ite vrijednosti

fLati kgatf . Na slici (a) je prikazan parametarski prostor za sustav od Sest mikrotubula, dok je na
slici (b) prikazan parametarski prostor za sustav od 24 mikrotubula.
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Napravila se simulacija ponasanja bioloskog sustava za sve vrijednosti parametara
ucestalosti katastrofe (slika 3.5). Za dobivanje jednog ovakvog grafa bilo je potrebno svega
nekoliko minuta (za sustav od 6 mikrotubula), odnosno oko sat vremena (za sustav od 24
mikrotubula) izvodenja programa na racunalu. S obzirom na relativno kratko vrijeme
izvodenja i jednostavnost definiranja sustava pomocu izrade objekata, moguce je primijeniti
ovaj program na rjesavanje bilo kojeg problema gdje postoje dobro definirane jednadzbe

gibanja za svaki objekt koji se promatra.

Primjeéuje se da najvise oscilacija postoji za f,°** ~ 10pN i kgatf ~ 10min~! za
oba sustava. Medutim, sustav s manje mikrotubula ne pokazuje oscilatorno ponasanje za sve

promatrane vrijednosti kgatf , dok za sustav s 24 mikrotubula o¢ekivano postoje oscilacije i

za neke vrijednosti parametara kg“tf i £t za koje oscilacije ne postoje u sustavu sa manjim

brojem mikrotubula.

Moze se primijetiti i da maksimalni broj oscilacija ocekivano raste s brojem

mikrotubula koji se nalaze u promatranom sustavu.

Kako bi se dobili detaljniji podaci o oscilacijama za razliite brojeve parova
mikrotubula, izvrsilo se 1000 simulacija oscilacija za sve vrijednosti f£% i kgatf I za svaki

broj parova mikrotubula. 1z faznog prostora su uzete maksimalne vrijednosti broja oscilacija

kako bi se mogla usporediti njihova prosje¢na vrijednost za svaki sustav (slika 3.6).

Slika 3.6: Prikaz prosjecne vrijednosti broja oscilacija u ovisnosti o broju mikrotubula koji
se nalaze u promatranom sustavu.
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Moze se primijetiti o¢ekivani rast broja oscilacija s brojem mikrotubula u sustavu.
Medutim, za Ny = 2 nije se dogodila niti jedna oscilacija, te se moze zakljuciti da model

ipak ne pokazuje dobro ponasanje za sustave s manjim brojem mikrotubula.

Zatim se promatralo na koji na¢in se ponasa sustav za razli¢ite vrijednosti parametara

res ; res
17 i ky®.

Jedna od poteskoca koja se pojavila prilikom izvodenja simulacije je ta da se spas

mikrotubula moze dogoditi samo ako je mikrotubul u stanju smanjivanja nakon $to je dozivio

katastrofu. Zbog toga su se za vrijednosti . i kg“tf uzele vrijednosti za koje postoji

najveca vjerojatnost katastrofe, kako bi ucestalost spasa najvise dosla do izrazaja.

kg [min™] k3es [min~1]

250

125 200

0 £ 41 S Y 20 0 z 0 = Py

£75 [pN] e o]
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Slika 3.7: Prikaz promjene broja oscilacija u parametarskom prostoru za razli¢ite vrijednosti
12 1 kg®. Naslici (a) je prikazan parametarski prostor za sustav od dva mikrotubula, dok je na slici
(b) prikazan parametarski prostor za sustav od 24 mikrotubula.

Parametarski prostor izgleda isto za oba sustava — jedina razlika je u izoliranim
podruc¢jima maksimuma oscilacija (slika 3.7), koja se za sustav sa dva mikrotubula mnogo

rjede pojavljuju nego za sustav od 24 mikrotubula.

Takoder se primjecuje porast u broju oscilacija za sustav s vise mikrotubula. Kako bi
se bolje promotrilo takvo ponasanje, analizira se ponasanje sustava za razli¢ite vrijednosti
parametara f"®% i k(®°, te za razliite vrijednosti broja mikrotubula koji se nalaze u sustavu

(slika 3.8).
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Moze se primijetiti da za razliku od parametara katastrofe, promjena parametara
spasa i broja mikrotubula daje oscilacije za svaki sustav — ¢ak i ako postoje samo dva

mikrotubula.

Medutim, promjena broja oscilacija, a time i izgleda parametarskog prostora postoji
samo za prvih nekoliko parova mikrotubula — nakon toga je broj oscilacija priblizno jednak

za svaki sustav.

o r
I
=

Slika 3.8: Prikaz prosjecne vrijednosti broja oscilacija u ovisnosti o broju mikrotubula koji
se nalaze u promatranom sustavu.

Cilj je bio pokazati da je sa samo nekoliko pojednostavljenih fizikalnih svojstava
moguce dobiti mehanizam pomocu kojeg mikrotubuli vezani za istu kinetohoru mogu voditi
metafazno gibanje kromosoma. Medutim, ravnoteza sila je vrlo vjerojatno samo dio

mehanizma koji kontrolira gibanje kromosoma tijekom mitoze.

Postoji mnogo razlicitih vrsta stanica koje su programirane za izvodenje razli€itih
bioloskih funkcija. Medutim, kako ucestalost katastrofe i spasa, a time i veli¢ine f,%¢ i kgatf :
te f7° i kg® nisu skroz istrazene, moguce je prilikom buducih eksperimentalnih
istrazivanja odrediti broj oscilacija za odredeni vremenski period, te iz parametarskog

prostora odrediti za koje vrijednosti £t i kg‘“f , te £7¢5 1 k§®° imaju najbolje podudaranje

sa stvarnim rezultatima.
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3.2 Minimalna simulacija oscilacija kinetohora

S ciljem reprodukcije rezultata fizikalnog modela, napravljene su simulacije za
parametarski prostor minimalnog modela oscilacija kinetohora u kojemu nema jednadzbi
gibanja, nego postoje samo oscilacije oko poloZaja spajanja kinetohore i mikrotubula i na

temelju toga se izraCunava polozaj kinetohore.

Izgled parametarskog prostora minimalnog modela (slika 3.9) ima vecu
koncentraciju maksimalnog broja oscilacija - za razliku od fizikalnog modela, gdje je
maksimalni broj lokaliziran na jednom mjestu. Moze se primijetiti i da model nema dobro
definirane granice maksimalnog broja oscilacija, nego postoje tocke u kojima postoje
odstupanja od ocekivanog broja oscilacija. Usprkos tome, moglo bi se re¢i da je uzevsi u
obzir sva pojednostavljenja modela, rezultat zadovoljavaju¢i s obzirom na izgled

parametarskog prostora.

Medutim, razlika u broju oscilacija nije toliko znacajna kao u fizikalnoj simulaciji,

te je ipak potrebno napraviti preinake modela kako bi davao bolje rezultate.

100

T e
£59t [pN] f£48 [pN]

(a) (b)

Slika 3.9: Prikaz promjene broja oscilacija u parametarskom prostoru za razliite vrijednosti

frati kgatf . Na slici (a) je prikazan parametarski prostor za sustav od Sest mikrotubula, dok je na
slici (b) prikazan parametarski prostor za sustav od 24 mikrotubula.

Prilikom racunanja broja oscilacija za parametre ucestalosti spasa, dobiveni graf
(slika 3.10) izgleda potpuno drugacije od onoga dobivenog fizikalnom simulacijom — gotovo

je inverzan.
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Razlika u broju oscilacija sustava s 2 i sustava s 24 mikrotubula ne samo da pokazuje
krive vrijednosti, nego se dobiva da sustav s manjim brojem mikrotubula viSe oscilira. Iz
toga se moze zakljuciti da minimalni pristup ipak nije dovoljno dobar da opiSe na koji nacin

se dogadaju promjene u promatranom bioloSkom sustavu.

kges [min™"] k3eS [min™1)
200 T T T T T = 125 N T T T T T =
280 |5 4 280 F L - 100
' 100
00 - 200 -

450

1% [pN] [ [pN]

Slika 3.10: Prikaz promjene broja oscilacija u parametarskom prostoru za razli¢ite vrijednosti
¢S 1 kg®. Naslici (a) je prikazan parametarski prostor za sustav od dva mikrotubula, dok je na slici
(b) prikazan parametarski prostor za sustav od 24 mikrotubula.
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4. Zakljucak

Oscilacije kinetohora koje se javljaju dok stanica provjerava ispravnost spajanja s
mikrotubulima ovise o dinamici mikrotubula koja uklju¢uje njihov rast i skra¢ivanje, a time
1 0 specificnim faktorima koji upravljaju vjerojatnoscu da se mikrotubul nade u stanju rasta
ili skra¢ivanja. Cilj ovog istrazivanja je bilo pokazati da je samo koristenjem ravnoteze sila
moguce dobiti mehanizam pomocu kojeg mikrotubuli i kinetohore mogu voditi metafazno

gibanje kromosoma.

Izradila su se dva modela oscilacija kinetohora - jedan fizikalni i jedan maksimalno
pojednostavljeni. Motivacija za izradu pojednostavljenog modela je bila $to brze izvodenje
programa. Stoga se testiralo da li su maksimalno pojednostavljena pravila gibanja dovoljna
za reprodukciju kompleksnog ponaSanja dinamike kinetohora koje se odvija tijekom

metafaze.

Nakon svih simulacija fizikalnog modela i pojednostavljenog modela gdje se
pretpostavlja da specificni faktori vezani za kinetohore moraju upravljati MT dinamikom,
moze se re¢i da minimalni model ipak nije dovoljno dobro postavljen da reproducira fizikalni,
S§to znaci da za gibanje kinetohora nisu dovoljne samo vjerojatnosti spajanja i otpajanja

mikrotubula s kinetohora.

Ovisno o sustavu, sestrinske kinetohore imaju dva tipa ponasanja — prisutnost ili

odsutnost oscilacija oko metafazne ravnine. U ovom istrazivanju se pokazalo i za koje
vrijednosti parametara f,£%* i kf,atf , te f7°% 1 ky® oscilacije iS¢ezavaju, a za koje vrijednosti

su prisutne, sto bi se moglo primijeniti u buduc¢im istrazivanjima sustava mikrotubula i

kinetohora.

Takoder, s obzirom na relativno kratko vrijeme simulacije oba modela i
jednostavnost definiranja sustava pomocu izrade objekata, mogucée je primijeniti ovaj
program na rjeSavanje bilo kojeg problema gdje postoje dobro definirane jednadzbe gibanja

za svaki objekt koji se promatra.

Na kraju je ostalo neodgovoreno najvaznije pitanje - zasto oscilacije zapravo postoje
1 ¢emu sluze? Prijedlog je da postoje kako bi se napravila samoprovjera sustava i to¢nost
ravnoteze sila. Moguce je i to da su oscilacije vazne kako bi se provjerilo jesu li sve
kinetohore ispravno spojene kako bi se izbjeglo zapetljavanje kromosoma, sto bi pak imalo

iznimno S$tetne posljedice za anafaznu separaciju kromatida.
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Dodaci

Dodatak A: Analiticko rjeSenje gustoe motora na mikrotubulu

Laplaceov transformat daje alternativni opis koji pojednostavljuje proces analize
ponasanja sustava. On se koristi u trenutku kada diferencijalne jednadzbe postaju
komplicirane. Njegovo rjeSavanje moze biti dosta teSko, no i to je u mnogim slucajevima
jednostavnija opcija od direktnog rjeSavanja diferencijalne jednadzbe.
transformat je drugi najraSireniji tip transformata koji se koristi prilikom rjeSavanja

fizikalnih problema. Koristan je posebno prilikom rjeSavanja linearnih diferencijalnih

jednadzbi (primjerice, onih koje se javljaju prilikom analize strujnih krugova) [29].

Za jednostavnije diferencijalne jednadzbe nije potrebno koristiti Laplaceov

transformat, jer bi rjeSavanje tom metodom bilo znatno teze od rjeSavana npr. metodom

varijacije parametara.

relacija zadovoljena za f(t)

nadeno rjeSenje za f(t)

transformat

nelacija zadovoljena za F(s)

rijesiti za F(s)

d
<«

inverzija

nadeno rjeSenje za F(s)

Slika A.1: Pojednostavljeni prikaz rjeSavanja Laplaceovog transformata.

Laplaceov transformat je definiran na slijede¢i nacin:

LF(D)} = fo (e stdt

Model gusto¢e motora na mikrotubulu p(x, t) je dan izrazom:

0
ot

9 _ a@(vgt - x) - Bp

dp

~ max

Izraz je moguce rijesiti analiti¢ki uz uvjete: p(0,t)v,, = 0, te p(x,0) = 0.
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Prvi korak prilikom traZenja rjeSenja p(x,t) koje zadovoljava danu diferencijalnu
jednadzbu je pronalazak Laplaceovog transformata (slika A.1). Za diferencijalnu jednadzbu
vrijedi:

ap dp
L (E) =L (a@(vgt — x) —Bp — vma—x>
Jedna od karakteristika Laplaceovog transformata je postojanje svojstva derivacije:

9]
(L) = sern - )

dL(p)
dx

sL(p) — p(x,0) = aL (@(vgt - x)) — BL(p) — vy,

Moguce je iskoristiti 1 jo§ jedno svojstvo:

e—CS

Lot -rc)) =

S

U ovom slucaju, Heaviside theta funkcija @(vgt — x) se moze zapisati 1 kao
0(t — x/v,) za slutaj da je v; > 0. Za potrebe ovog modela, ta tvrdnja je uvijek ispunjena.

xs

O FLL O L
S+ BILp) + vm— T =
Dijeljenjem jednadzbe sa v,,, te uz pokrate y = L(p), a = ?—ﬁ, b = —%, tec =

— vi dobiva se jednadzba:
g

y'+ay+be”* =0

Ovo je linearna diferencijalna jednadzba prvog reda (dakle, oblika: y' + p(x)y +
g(x) = 0), za koju je bilo moguce izvesti formulu za njeno opée rjesSenje. Jedini uvjet za
pronalazak rjeSenja bio je da su funkcije p(x) i g(x) kontinuirane, $to je ispunjeno u ovom
slucaju.

Koristi se pretpostavka da postoji funkcija w(x), odnosno faktor integracije.
Diferencijalna jednadzba se zatim mnozi sa funkcijom p(x), prvi i drugi ¢lanovi jednadzbe
se zapisuju kao derivacija umnoska, te se dobiva (,u(x)y(x))’ =u(x)g(x). lz ovog
medukoraka je moguce integracijom dobiti opce rjesenje diferencijalne jednadzbe:

_Jux)g)dx + ¢
pu(x)
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Veli¢ina C; oznacava konstantu integracije. Ukoliko se posluzimo formulom za

izra¢un faktora integracije:
u(x) = eladx — pa

te uz poznati g(x), dobiva se da je:

e(a+c)x

f,u(x)q(x)dx = f e™(—be“*)dx = — P

Uvrstavanjem a, b i c U izraz za y(x), dobiva se izraz za Laplaceov transformat
veli¢ine p:
S+B v,

L(p) = Cre vm ™ 4= g 2
S Bvg + s(vy — vp)

Za slucaj v, > 0, iz pocetnih uvjeta proizlazi p(0,t) = 0, §to vodi na jednadzbu
L(p(0,£)) = 0
Znaci, za vrijednost x = 0 moguce je izraCunati vrijednost konstante C;:

a v, ——
Cl = — — 9 e Vg
S Bvg +s(vy — vp)

Laplaceov transformat sada se moZe jednostavnije zapisati kao:

s+p S

L(p) = Cie vm 4 Cie %
Ovo je zavr$ni korak prvog dijela prilikom trazenja rjeSenja diferencijalne jednadzbe.

Slijede¢i korak u procesu rjeSavanja transformata je invertiranje Laplaceovog

transformata kako bi se pronaslo rjeSenje p(x, t):

s
——x

S4B,
p=L"1Cle vm” —Cie Vs

Laplaceov transformat ima svojstvo linearnosti, odnosno, za njega vrijedi:

L7 (af +bf) = aL™'(f) + bLT(f)

Ukoliko se svojstvo linearnosti direktno primjeni na jednadzbu za p, dobiva se izraz:

bx (1 1 _sx (1 1 _sx
= —qv,e Vm LT — e Vm|+av, L7 — e Vg
p g (s Bvg + s(vy — vm) > 9 <sﬁvg + 5(vg — V) )

34



Moze se primijetiti da se oba transformata razlikuju samo u eksponencijalnoj funkciji

—odnosno, vrijednostima vy, i v,.

Rjesava se izraz za jedan inverzni transformat:

1 1 X
L1 (— e ”9>
s By + s(vy — v)
Ukoliko se uvedu pokrate: ¢ = x/vy,, te a = Bv,/2(vy — vyy) prethodni izraz se

moze svesti na:

1 L_l (e—cs a )
a(vg — Vm) (s+a)?—a?

Laplaceov transformat ima mnoga svojstva koja ga ¢ine korisnim pri rjeSavanju
nekih problema. Najznacajnija prednost je to Sto deriviranje 1 integriranje postaju mnozenje
1 dijeljenje s veli¢inom s. Mnoga svojstva transformata je jednostavno moguce iscitati iz

tablica, na primjer [29]:
L0t —c) f(t—c)) = e F(s)
L(e¥ f(t)) =F(s—a)

Laplaceov transformat je linearan operator. KoriStenjem tog svojstva, neki
transformati se mogu dobiti direktno iz te definicije.
w
L(sinh(wt)) = FrR—
Sada je potrebno iz inverznog Laplaceovog transformata pronai rjeSenje
diferencijalne jednadzbe — i s time zavrsava tre¢i (i zadnji) korak prilikom procesa rjeSavanja

transformata.

L1t (e‘cs = 0(t —c) e" =9 sinhfa(t — c)]

T2

Uvrstavanjem u izraz za p, napokon se dobiva rjeSenje diferencijalne jednadzbe,

odnosno analiticko rjeSenje za gusto¢u motora na mikrotubulu:

a

X—Vgt B __x x—th 'B
ot =) (1= 507 ot - (2 - 55"

Taj izraz koriSten je za usporedbu s numerickim rjeSenjem diferencijalne jednadzbe.

px,t) =
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Dodatak B: Metoda konaénih razlika

Metoda konac¢nih razlika je numeri¢ka metoda rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi.
Vrlo je jednostavna, a algoritmi se mogu primijeniti na kompleksnije diferencijalne

jednadzbe iz kojih je moguce nacdi rjesenje diskretizacijom.

Uz pretpostavku da funkcija ¢iju derivaciju raCunamo ima lijepo ponaSanje, moguce

je napraviti razvoj u red:

f(l) (%0) ha f(z)(xo)

T 5 h% 4+ -4+ R, (%)

flxo+h) =f(x0) +

Ovdje R,(x) oznaCava razliku izmedu Taylorovog reda stupnja n i originalne

funkcije. Aproksimacija za prvu derivaciju se moze zapisati i kao:
f(xo+h) = f(xo) +h f'(x0) + Ry (%)
Dijeljenjem funkcije sa h, te rjeSavanjem za f'(x,) dobiva se:

ey [0 T = G0)

Ovdje se pretpostavilo da je R, (x) zanemarivo malen.

Na sli¢an nacin je mogude izvesti izraz za prvu derivaciju po vremenu, te prvu
derivaciju po prostoru. Tako se moze do¢i do upwind metode parcijalnog deriviranja [30].
Tom metodom se lako moze izraunati derivacija u trenutku n + 1 eksplicitno iz vrijednosti

koje je funkcija imala u trenutku n.

U ovom slucaju se vrijednost h za derivaciju po vremenu zapisuje kao dt, a za

derivaciju po prostoru kao dx. Veli¢ina n se odnosi na vremenski korak, a j na prostorni.

v, dt
i =y ——— (' - uy)

Na slici B.1 (a) je dana usporedba numerickog i analitickog rjeSenja za upwind

metodu. MoZe se primijetiti vrlo dobro preklapanje funkcija.
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Slika B.1: Usporedba numerickog i analitickog rjesenja za (a) upwind, (b) FTCS, (c) Lax-
Friedrichs i (d) Lax-Wendroff metodu numeri¢kog deriviranja. Za vrijednosti konstanta je uzeto: § =
4min~1, t = 2.5min, vy = 8 um/min. Na grafu su prikazana tri slu¢aja — kada je v,,, manji (v,,, =
3 pm/min) i veéi (v, = 14 um/min) od vy, te kada vy, iS¢ezava (v, = 0 um/min). Za ta tri
slu¢aja takoder su uzete razli¢ite konstante a kako bi postojala razlika u amplitudama radi bolje

preglednosti. « = 4um™'min™!, a = 2.5um™tmin" te « = 1ym " min~1.

Jo$ jedna metoda parcijalne derivacije se dobiva raCunanjem Taylorovog reda za
x; + dx. Oduzimanjem dva izraza, te dijeljenjem sa 2dx moguce je eliminirati ¢lan prvog
reda. FTCS (forward-time-centered-space) metoda koristi aproksimaciju prvog reda za

derivaciju po vremenu, te aproksimaciju drugog reda za prostornu derivaciju, te se dobiva:

v dt
u}Hl = }l-|- 2 dx (u}l+1 +u}1—1)

FTCS metoda nije stabilna — §to znaci da ¢e numericko rjesenje nagomilavati greske
u svakom koraku, te ne reproducira vjerne rezultate osim za vrlo maleni raspon vrijednosti.

Zbog toga se FTCS metoda rijetko koristi.

37



Na slici B.1 (b) se moze primijetiti vrlo dobro slaganje numerickog i analitickog
rjeSenja kada veli¢ina vy, i8¢ezava, no $to vise v, raste, to je manje preklapanje funkcija.
Najgore slaganje imamo za v, = 14 um/min, gdje funkcija ima skroz drugaciji oblik od

ocekivanog.

RjeSenje problema stabilnosti s kojim se suo¢ava FTCS metoda prvi su predlozili

Lax i Friedrichs. Ideja se sastoji na zamjeni ¢lana uj* s njegovim prostornim prosjekom:

( W+l )

Sto vodi na jednadzbu:

v, dt
n+1 m
+ u i
( j+1 ) 2 dx ( )
Lax-Friedrichs metoda je uvjetno stabilna. Uvedena korekcija je ekvivalentna
uvodenju numericke disipacije — zapisivanjem jednadzbe tako da oduzmemo jednadzbu s
lijeve i s desne strane sa ;. Disipativni ¢lan tezi nuli kako smanjujemo korak, te algoritam

konvergira dobrom rjesenju funkcije. Greska se javlja ukoliko je korak relativno velik. U

tom slucaju dolazi do smanjenja amplitude.

Na slici B.1 (c) se moze primijetiti relativno dobro slaganje analiti¢kog i numeri¢kog
rjeSenja. Takoder, u ovom slucaju je primijec¢en trend opadanja preciznosti na rubovima
funkcije — odnosno, analiticko i numericko rjeSenje se sve vise razlikuju zbog spomenute
disipacije.

Za vrijednost koraka dx je uzeta vrlo mala veli¢ina, odnosno dx = 0.01 .
Usporedbom navedenih numeri¢kih metoda, Lax-Friedrichs u odnosu na upwind i FTCS ima
odredenu manu, a to je da to¢nost jako ovisi o veli¢ini koraka. Tamo gdje su upwind i FTCS
imale vrlo precizne izraune za vrlo velike korake, Lax-Friedrichs je davao mnogo manje

amplitude.

Zadnja metoda parcijalne derivacije koja se razmatrala je Lax-Wendroff metoda,
koja se izvodi iz Lax-Friedrichs metode. Zbog toga je takoder moguca disipacija amplitude,
iako ne u tolikoj mjeri.

Lax-Wendroff metoda glasi:

) . Umdt vmdt

= = (g )+
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Na slici B.1 (d) je dana usporedba analitickog i numeri¢kog rjeSenja navedene

metode, te se moze primijetiti njihovo dobro podudaranje.

Sto se ti¢e koristenja pojedinih metoda prilikom rje$avanja diferencijalne jednadzbe
po kojoj se modeliralo ponasanje motora na mikrotubulima, vazno je napomenuti da su se
koristile isklju¢ivo Lax-Wendroff i upwind metoda. Obje metode su prilikom istovremenog
prikazivanja na grafovima davale minimalna odstupanja, te su se pokazale najboljim

izborom za ovaj tip derivacije.
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