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Uvod

U ovom diplomskom radu se proucavaju odredeni aspekti kompaktnosti u metrickim pros-
torima povezani s izometri¢kim ekvivalentnim nizovima.

U prvom poglavlju daje se definicija metrickog prostora te se proucavaju konvergencija
nizova, gomiliSta nizova i podnizovi nizova s posebnim osvrtom na euklidski prostor.

U drugom poglavlju proucava se zatvorenost i omedenost skupova u metrickim prosto-
rima te se nadalje proucavaju kompaktni skupovi i pri tome se dokazuju odredene Cinjenice
vezane za kompaktnost. Nadalje, proucavaju se konac¢ni nizovi u metrickim prostorima, iz-

ometricki ekvivalentni nizovi te neki pojmovi s tim u vezi kao npr. s-konvergentni nizovi.



Poglavlje 1

Metricki prostori i gomiliSta nizova

1.1 Metrika

Neka je X neprazan skup. Neka je d : X X X — R funkcija takva da vrijedi:

1. d(x,y) >0,zasve x,y € X;
2. d(x,y) = 0 ako 1 samo ako je x =y, za sve x,y € X;
3. d(x,y) =d(y,x), zasve x,y € X;

4. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y), zasve x,y € X.

Tada funkciju d nazivamo metrika na skupu X, a ureden par (X, d) nazivamo metricki prostor.

Primjer 1.1.1. Neka je d : R X R — R funkcija definirana sa d(x,y) = |x — y| za sve
x,y € R.
DokaZimo da je d metrika na R.

Ocito je d(x,y) > 0, za sve x,y € R. Imamo d(x,y) = 0 ako i samo ako je |x — y| = 0,

Sto vrijedi ako i samo ako je x —y = 0, a §to vrijedi ako i samo ako je x = y. Nadalje, ocito
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je dazasve x,y € Rvrijedi: d(x,y) = d(y, x).

Za sve u,v € R vrijedi |u + v| < |u| + |[v|. Koriste¢i navedenu nejednakost dobivamo da za
sve x,y € Rvrijedi [x—y| = |x—z+z—-y| < [x—2z +|z—y|, dakle d(x,y) < d(x,z) +d(y, 2).
Prema tome d je metrika na R.

Za d kazemo da je euklidska metrika na R.

Primjer 1.1.2. Nekajen € N,n > 2 te nekaje d : R" X R" — R funkcija definirana sa:

A(X1, eees X0)y 1y e V) = A= YD)2 4 -+ (0 — y0)%

Moze se pokazati da je d metrika na R". Tu metriku nazivamo euklidska metrika na

R".
Primjer 1.1.3. Neka jen € N, n > 2 te neka je d : R” X R" — R funkcija definirana sa:
A((x1, ees %), V15 -5 Y0)) = X1 = il + o+ Ly =yl

DokaZimo da je d metrika.

Ocito je d(x,y) > 0,zasve x,y € R". Nekasu x,y € R", x = (X1, ..., X,), ¥ = V1, ooy V)
Imamo d(x,y) =0 & |x;—yi|+...+|x, =y, =0 & x1 =y, ..., X, =y, © x =y. OCito da je
d(x,y) = d(y,x), zasve x,y € R". Neka su x,y € R", X = (X1, ceey X), (V15 cos Yi)s (Z15 ever Zn)-
Koristeci primjer dobivamo

dx,y) =1xi=yil+ .. +[x, =yl < =zl +Hlz =yl + oo+ X — 2l + |z —yul =

lxi —zil + o+ Xy = 2ol +zs =il + o+ |z — yul = d(x,2) + d(z,Y),

dakle d(x,y) < d(x,z) + d(z,y). Prema tome d je metrika na R".

Postoji li na svakom nepraznom skupu barem jedna metrika?
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Primjer 1.1.4. Neka je X neprazan skup. Definirajmod : X X X — R sa

1, ako je x #y,
d(x,y) = -
0, ako je x = y.

Dokazimo da je d metrika na skupu X.
Ocito je da su svojstva 1., 2., 3. iz definicije metrike zadovoljena.

Provjerimo svojstvo 4. Neka su x,y,z € X. Vrijedi d(x,y),d(x,2),d(z,y) € {0,1},
stoga jedini slucaj kada nejednakost d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) ne vrijedi jest kada je
d(x,y) = 1,d(x,z) = 0,d(z,y) = 0, tj. kada x # y, x = z,z = y §to je olito nemoguce.

Dakle, d je metrika na X. Za d kazemo da je diskretna metrika na X.

Podsjetimo se pojma konvergencije niza realnih brojeva.

Definicija 1.1.5. Neka je (x,) niz u R te neka je a € R. KaZemo da niz (x,) teZi prema a
i pisemo x,, — a ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da za svaki n € N takav da je

n > ng vrijedi |x, — a| < €.

Opcenito za x,y € R, r > 0 vrijedi [x — y| < r © x € (y — r,y + r). Stoga niz realnih
brojeva (x,) tezi prema a € R ako i samo ako za svaki € > 0 postoji nyp € N takav da za

svaki n € N takav da je n > ng vrijedi x, € {(a — €,a + €).

Primjer 1.1.6. Neka je (x,) niz u R definiran sa x, = % zasven € N. Tada x, — O.

Naime, neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da je é < ng. Zasvaki n > ng vrijedi

1
—<npaje%<etj. |x, — 0] < e.
€

Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x,) niz u X te neka je a € X. Kazemo da niz
(x,) tezi prema a u metricCkom prostoru (X, d) i piSemo x — a ako za svaki € > 0 postoji

ny € N takav da za svaki n € N, n > ng vrijedi d(x,, a) < €.
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Definicija 1.1.7. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je (x,) niz u X, te neka je a € X.

KaZemo da je a limes niza (x,) ako je x, — a.

Primjer 1.1.8. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je a € X. Definirajmo niz (x,) u X
sa x, = a, za sve n € N. Tada x,, — a u metricCkom prostoru (X, d). Naime za svaki € > 0 1

svaki n € N vrijedi d(x,,a) =0 < €.

Propozicija 1.1.9 (Jedinstvenost limesa niza). Neka je (X,d) metricki prostor, (x,) nizu X

te a,b € X. Pretpostavimo da je x, — a i x, — b. Tada je a = b.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi d(x,,a) < €.
Takoder postoji my € N takav da za svaki n > mg vrijedi d(x,,b) < €. Neka je n =

max {ng, mp}. Tada je n > ny i n > my te vrijedi d(x,,a) < €1 d(x,,b) < €. Dobivamo

d(a,b) < d(x,,a) +d(x,,b) < e+ € = 2e.

d(a,b)

Dakle, d(a,b) < 2, za svaki € > 0. Pretpostavimo da je d(a,b) > 0. Neka je € = =5

Tada je € > 0 pa vrijedi d(a, b) < 2€ tj. d(a,b) < 2@ = d(a, b) $to je nemoguce. Stoga je

d(a,b) =0, Sto znacCida je a = b. O

1.2 Gomilista

Definicija 1.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X. KaZemo da je a
gomiliste niza (x,) u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki € > 0 i za svaki n € N postoji

n > N takav da je d(x,,a) < €.

Propozicija 1.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X. Prepostavimo da

je a limes niza (x,). Tada je a gomiliste niza (x,).
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Dokaz. Neka su e > 01 N € N. Bududi da je x, — a postoji ny € N takav da za svaki
n > ng vrijedi d(x,,a) < €. Neka je n = max {N, ny}. Tada je n > N, a zbog n > ng vrijedi

d(x,,a) < €. Zaklju¢ujemo da je a gomiliSte niza (x,). O
Primjer 1.2.3. Neka je d euklidska metrika na R te neka je (x,,) niz definiran sa x,, = (—1)".

Pretpostavimo da postoji a € R takav da x, — a. Neka je € = % Tada postoji ny € N
takav da za svaki n € N takav da je n > ng vrijedi d(x,,a) < e. Odaberemo paran broj
n; € N takav da je n; > ny te odaberemo neparan broj n, € N takav da je n, > ny. Tada
jed(x,,,a) < eid(x,,,a) < etj. d(1,a) < e1d(-1,a) < e. Koriste¢i nejednakost trokuta
dobivamo

d(l,-1)<d(l,a)+d(-1,a) < 2e

tj. d(1,—-1) < 2e. No, to je nemoguce jer d(—1,1) = 2, a 2e = 1. Dakle, ne postoji a € R
takav da x, — a, tj. niz (x,) nema limes u metrickom prostoru (R, d).

Tvrdimo da je 1 gomiliSte niza (x,).
Uzmimo € > 01 N € N. Odaberemo paran n € N takav da je n > N. Imamo d(x,, 1) =
d(1,1) =0 < ¢, dakle d(x,, 1) < €. Dakle, 1 je gomiliSte niza (x,).

Analogno, dobivamo da je -1 gomiliSte niza (x,).

Definicija 1.2.4. Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je kompaktan ako svaki niz u X ima

gomiliste u (X, d).

Primjer 1.2.5. Neka je d euklidska metrika na R. Tada metricki prostor (R, d) nije kom-

paktan. DokaZimo to.

Neka je (x,) niz u R definiran sa x, = n za sve n € N. Tvrdimo da niz (x,) nema

gomilisSta u (R, d). Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji a € R takav da je a gomiliSte
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niza (x,).

Uzmimo € = % i N € Ntakav daje N > a + 1. Tada postoji n > N takav da je d(x,,a) < €
StoznaCidaje|x, —al <etj. daje|n—a| < € = % Izn>N >a+ 1slijedin>a+1pa
jen—a > 1stogaje |n—al =n—a > 1.To je u kontradikciji sa |n — a| < % Dakle, niz
(x,) nema gomiliSta u metrickom prostoru (R, d). To znaci da metricki prostor (R, d) nije

kompaktan.

Definicija 1.2.6. Neka je S C R te a € R. Za a kaZemo da je gornja meda skupa S ako je

x<azasvakixeS.

Definicija 1.2.7. Neka je S € R . Za S kaZemo da je odozgo omeden skup ako S ima

barem jednu gornju medu.

Definicija 1.2.8. Neka su S C Ria € R. Za a kaZemo da je supremum skupa S ako je a
najmanja gornja meda skupa S tj. ako vrijedi sljedece:
1.) a je gornja meda skupa S

2.) za svaku gornju medu b skupa S vrijedi a < b.

Uocimo sljedece:
Ako su a; 1 ap supremumi skupa S, onda je a; = a,. Naime vrijedi a; < a; jer je a;

supremum od S, a a, gornja meda od S. Isto tako vrijedi a, < a; pa slijedi a; = a,.

Ako supremum skupa S postoji onda ga oznacavamo sa sup S.

Definicija 1.2.9. Neka je S C R te s € S. KaZemo da je sy maksimum skupa S ako je

x < 8o za svaki x € S tj. ako je sy gornja meda skupa S .

Ako je so maksimum skupa S, onda je sy supremum skupa S. Naime, s je gornja meda
skupa S po definiciji maksimuma, a drugi uvjet iz definicije supremuma je zadovoljen jer

je so € S. Uocimo da je maksimum skupa S, ako postoji jedinstven i u tom slucaju ga
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oznacavamo sa max S .

Primjer 1.2.10. Neka je S = ( — o0,0). Tada je O supremum skupa S. Naime, ocito je 0
gornja meda skupa S . Nadalje ako je b gornja meda od S, onda je O < b jer bi u suprotnom
vrijedilo b < 0 pa bi postojao x € R takav daje b < x <0 Sto bi znailodajexe Sib < x

a to je nemoguce jer je b gornja meda od S.

Skup S nema maksimum.
Pretpostavimo da postoji maksimum s, skupa S . Tada bi vrijedilo da je sy supremum skupa
S. S obzirom da je supremum skupa jedinstven imamo sy = 0 §to je nemoguce jer O ¢ S'.

Uoc¢imo sljedece: ako skup S ima supremum, onda je § odozgo omeden.

AKSIOM POTPUNOSTI
Neka su S 1 T neprazni podskupovi od R takvidaje x < yzasvex € S1y € T. Tada

postojiz € Rtakavdajex <z<yzasvexeSiyeT.

Propozicija 1.2.11. Neka je S neprazan odozgo omeden podskup od R. Tada S ima su-

premum.

Dokaz. Neka je T skup svih a € R takav da je a gornja meda skupa S. Skup 7 je neprazan
jer je S odozgo omeden. Za svaki x € § 1 svaki y € T vrijedi x < y. Tada postoji, prema
aksiomu potpunosti, z € Rtakavdajex <z<yzasvex€ S,y € T. Budu¢idaje x <z
za svaki x € S, z je gornja meda skupa S aiz z < y za svaki y € T slijedi da je z najmanja

gornja meda skupa S. Dakle, z je supremum skupa S. O

Definicija 1.2.12. Neka je S C R te a € R. Za a kaZemo da je donja meda skupa S ako je

a<xzasvakix € S.
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Definicija 1.2.13. Neka je S C R. Za S kaZemo da je odozdo omeden skup ako S ima bar

Jjednu donju medu.

Definicija 1.2.14. Neka su S C Ria € R. Za a kaZemo da je infimum skupa S ako je a
najveca donja meda skupa S tj. ako vrijedi sljedece:

1.) a je donja meda skupa S

2.) Za svaku donju medu b skupa S vrijedi b < a.

Sli¢no kako u slucaju supremuma zaklju€ujemo da je infimum skupa, ako postoji, je-
dinstven.

Infimum skupa S ako postoji oznacavamo inf S.

Definicija 1.2.15. Neka je S C Rte sy € S. KaZemo da je sy minimum skupa S ako je

so < x za svaki x € S (tj. ako je sy donja meda skupa S ).

Uocimo sljedece: ako je so minimum onda je s¢ i infimum skupa S'.
Minimum skupa S oznaCavamo sa minsS .

Npr. ako S = (0, o) onda je 0 infimum skupa S, no skup S nema minimuma.

Propozicija 1.2.16. Neka je S neprazan odozdo omeden podskup od R. Tada S ima infi-

mum.

Dokaz. Neka je T skup svih a € R takvih da je a donja meda skupa S. Skup T je neprazan
jer je § odozdo omeden. Za svaki x € § 1 svakiy € T vrijedi y < x. Tada prema aksiomu
potpunosti postoji z € Rtakavdajey <z<xzasvexe€ SiyecT.Budutidajez < xza
svaki x € §, z je donja meda skupa S, aiz z > y za svaki y € T slijedi da je z najveca donja

meda skupa §. Dakle, z je infimum skupa S'. O

Neka je S € R. KaZemo da je S omeden skup ako je S omeden odozdo i odozgo.
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Definicija 1.2.17. Neka je (x,) niz u R. KaZemo da je (x,) omeden niz u R ako je skup

{x,, |n e N} omeden.

Definicija 1.2.18. Neka je (X, d) metricki prostor, xo € x te r > 0. Definiramo K(xo,r) =
{y € X | dxg,y) < r}. Za K(xy,r) kazemo da je otvorena kugla ako x, radijusa r u

metric¢kom prostoru (X, d).
Umjesto K(xy, r) piSemo K,(x, r).

Primjer 1.2.19. Neka je d euklidska metrika na R. Neka su xo € Rir > 0. Tada je

K(xo,7) = {x9 — 1, X9 + r). DokaZimo to.

Dokaz. Neka je y € K(xg,r). Tadaje |y — xo| < rpaje —r <y —xp < r Sto povlaci
Xo—r<y<r+xotj.ye{xo—rxo+r).

Analogno dobijemo da y € {(xo — r, xo + r), povlaci y € K(xo, r). m|

Definicija 1.2.20. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U C X. Za U kaZemo da je
otvoren skup u metrickom prostoru (X,d) ako za svaki x € U postoji r > 0 takav da je

K(x,r)C U.

Primjer 1.2.21. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je skup (0, +oc0) otvoren u me-

trickom prostoru (R, d). DokaZimo to.
Neka je xo € (0, +o0). Neka je r = xo. Tada je
K(xo,7) = {xo —r, xo + 1) =40,2x0)

pa je ocito K(xo, r) € (0, +o0).
Skup [0, +o0) nije otvoren u (R,d) jer je 0 € [0,+00), a ne postoji r > 0 takav da je
K(0,r) C [0,+00). Vrijedi K(0,r) = {( — r,+r) pa je oCito da K(0, r) sadrZi i negativne

brojeve.
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Propozicija 1.2.22. (Svaka otvorena kugla je otvoren skup). Neka je (X, d) metricki pros-
tor, te neka su xo € X i r > 0. Tada je K(xy,r) otvoren skup u otvorenom metrickom

prostoru (X, d).

Dokaz. Neka je x € K(x,r). Zelimo naéi r; > 0 takav da K(x,r) € K(xp,r). Vrijedi
d(x,xp) < r. Neka je ry = r —d(x, xp). OCito je r; > 0 te ocito vrijedi d(x, xo) + r; = r.
Tvrdimo da je

K(x,r) C K(xp, 7). (1.1)

Neka je y € K(x,r;). Pokazimo da je y € K(xg,r). Znamo da je d(y, x) < r;. Koristeci

nejednakost trokuta dobivamo
d(y, x0) < d(y,x) +d(x, x0) < ri +d(x,x0) =,

dakle d(y, xo) < rtj. y € K(xo, r). Time smo dokazali da vrijedi (I.1]) . Prema tome K(xo, r)

otvoren je skup u metriCkom prostoru (X, d). O

Propozicija 1.2.23. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a € X. Tada x, — a ako
i samo ako za svaki otvoren skup U u (X, d) takav da je a € U postoji ny € N takav da za

svaki n > ng vrijedi x, € U.

Dokaz. Pretpostavimo x, — a. Uzmimo otvoren skup U u (X, d) takav da je a € U. Tada
postoji r > 0 takav da je

K(a,r)cU (1.2)

Bududi da (x,) — a, postoji ny € N takav da za svaki n € N takav da je n > ny vrijedi
d(x,,a) <r, 4. x, € K(a,r). Iz (1.2) slijedi da za svaki n > ng vrijedi x, € U.

Pretpostavimo sada da za svaki otvoreni skup U u (X, d) takav da je a € U postoji nyp € N
takav da za svaki n € N, n > ng vrijedi x, € U. DokaZimo da x, — a. Neka je € > 0. Po

propoziciji[l.2.22]skup K(a, €) je otvoren u (X, d), a o¢ito je a € K(a, €). Prema pretpostavci
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postoji ny € N takav da za svaki n € N, n > ng vrijedi x, € K(a, €) tj. d(x,,a) < €. Prema

tome x, — a. O

Propozicija 1.2.24. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x,) niz u X, te neka je a € X.
Tada je a gomiliste niza (x,) u metrickom prostoru (X, d) ako i samo ako za svaki otvoreni

skup U u (X, d) takav da je a € U i svaki N € N postoji n € N takavdan > N i x, € U.

Dokaz. Pretpostavimo da je a gomiliSte niza (x,) u metrickom prostoru (X, d). Neka je U
otvoreni skup u (X, d) takav da je a € U te neka je N € N. Tada postoji r > 0 takav da
je K(a,r) € U. Bududi da je a gomiliSte niza (x,) postoji n > N takav da je d(x,,a) < r.
Slijedi x,, € K(a,r) paje x, € U.

Obratno, pretpostavimo da za svaki otvoreni skup U u (X, d) takav da je a € U 1 svaki
N € N postoji n € N takav dajen > N1ix, € U. Dokazimo da je a gomiliSte niza
(x,). Nekajee > 0te N € N. Skup K(a, €) je otvoren u (X, d) i oCito sadrzZi a pa prema
pretpostavci postoji n € N takavdajen > Nix, € K(a,e) tj. d(x,,a) < €. Stoga je a

gomiliSte niza (x,) u metrickom prostoru (X, d). O

Definicija 1.2.25. Neka je X skup te neka je (x,) niz u X. Neka je A C X. KaZemo da je

skup A gomiliste niza (x,) ako za svaki N € N postoji n > N takav da je x, € A.

Primjer 1.2.26. Neka je (x,) niz u R definiran sa x,, = (—1)".
Neka je A = {0, 1). Tada A nije gomili$te niza (x,) jer ne postoji n € N takav da je x, € A.
Neka je B = [0, 1]. Tada je B gomiliSte niza (x,) jer za svaki N € N postoji n > N takav da

je x, € B, naime dovoljno je uzeti paran broj n takav da je n > N.

Primjer 1.2.27. Neka je (x,) niz u R definiran sa x,, = ﬁ Skup {0} nije gomiliSte niza (x,)
jer ne postoji n € N takav da je x, € {0}.
Neka je A = (0, %) Tada je A gomiliSte niza (x,). Naime, ako je N € N onda moZemo

uzeti n = max{N, 6} pa vrijedin > N i x, € A.
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Neka je B = [%, 1]. Skup B nije gomiliSte niza (x,) . Naime za N = 3 ne postoji n > N

takav da je x, € B. (Za svakin > N vrijedi x, = 1 > + = 1).

Napomena 1.2.28. Ako je (x,) niz u skupu X te A C X takav da je x, € A za svaki n € N,

onda je ocito A gomiliste niza (x,).

Propozicija 1.2.29. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x,) niz u X te neka je a € X.
Tada je tocka a gomiliste niza (x,) u metrickom prostoru (X,d) ako i samo ako za svaki

otvoreni skup U u (X, d) takav da je a € U vrijedi da je skup U gomiliste niza (x,).

Dokaz. Pretpostavimo da je a gomiliSte niza (x,) u metrickom prostoru (X, d). Neka je U
otvoreni skup u (X, d) takav da je a € U. Neka je N € N. Prema propozicijil.2.24] postoji
n > N takav da je x, € U. Prema tome skup U je gomiliSte niza (x,).

Obratno, pretpostavimo da je za svaki otvoreni skup U u (X, d) takav da je a € U vrijedi da
je skup U gomiliste niza (x,). Neka je U otvoreni skup u (X, d) takav da je a € U i neka je
N € N. Budu¢i da je skup U gomiliSte niza (x,) postoji n € N takavdajen > N, x, € U.
1z propozicije slijedi da je a gomiliSte niza (x,) u metricCkom prostoru (X, d). O

Lema 1. Neka je S C R te neka je ¢ supremum skupa S. Tada za svaki € > 0 postoji x € S

takavdaje c — € < x.

Dokaz. Neka je € > 0. Pretpostavimo da ne postoji x € S takav da je ¢ — € < x. Tada za
svaki x € § vrijedi x < ¢ — € §to znaci da je ¢ — € gornja meda skupa S, no to je nemoguce

jer je ¢ najmanja gornja meda skupa S. Dakle, postoji x € S takav daje c — € < x. O

Lema 2. Neka je (x,) skup u nizu X, te neka su A, B C X takvi da je A gomiliSte niza (x,),

a B nije gomiliSte niza (x,). Tada je A \ B gomiliSte niza (x,).

Dokaz. Buduci da B nije gomiliSte niza (x,) postoji Ny € N takav da za svaki n > N

vrijedi x,, ¢ B. Neka je N € N. Bududi da je A gomiliSte niza (x,,), postoji n > max {N, No}
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takav da je x, € A. Vrijedin > Ny pa x,, € B. Slijedi x, € A\ B. Ocito je n > N. Time smo

dokazali da je A \ B gomiliSte niza (x,). O

Teorem 1.2.30. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je (x,) omeden niz u R. Tada niz

(x,) ima gomiliste u metrickom prostoru (R, d).
Dokaz. Budu¢i da je (x,) omeden niz postoje a, b € R takvi da je
a<x,<bVneN (1.3)

Neka je
S ={z € R | [z, ) je gomiliSte niza (x,)}. (1.4)

Neka je z € §. Vidimo da je z < b. Pretpostavimo suprotno. Tada je b < z. Bududéi da
je [ z, 00) gomiliSte niza (x,), postoji n € N takav da je x, € [ z, +o0). Slijedi z < x, pa je
b < x,, $to je u kontradikeiji s (1.3).

Dakle, z < b. Prema tome b je gornja meda skupa S. Buduci da je S neprazan 1 odozgo
omeden postoji ¢ € R takav da je ¢ supremum skupa S. Iz Cinjenice da je b gornja meda
skupa S 1 definicije supremuma slijedi da je ¢ < b. Nadalje a € § slijedi @ < ¢. Prema
tome ¢ € [ a, b]. Tvrdimo da je ¢ gomiliSte niza (x,,).

Dokazimo da je za svaki € > 0 skup {c — €, ¢ + €) gomiliSte niza (x,). Ako to dokazemo
onda smo gotovi, naime to ¢e znaciti da za svaki € > 01 svaki N € N postoji n > N takav
daje x, € {(c—€,c+e€), 4. |x, — c| < € odnosno d(x,,c) < €.

Neka je € > 0. Prema lemi (I postoji z € S takav da je ¢ — € < z. 1z ovoga slijedi da je
[ z,00) C {c — €, 0), askup [ z,c0) je gomiliSte niza (x,).

Nekaje A = (c—€,),a B = [c+¢€, o). Buduéi da je ¢ supremum skupa S tedajec < c+e€
imamo da je ¢ + € ¢ S .Stoga skup B nije gomiliSte niza (x,). Znamo da je A gomiliSte niza
(x,) paiz lem slijedi da je A \ B gomiliSte niza (x,) tj.{c — €, ¢ + €) je gomiliSte niza (x,).

Time je tvrdnja teorema dokazana. O
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Definicija 1.2.31. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je S C X. KaZemo da je S
omeden skup u (X, d) ako postoje x € X i r > 0 takvi da je S C K(x,r).

Propozicija 1.2.32. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S omeden skup u (X, d). Tada

za svaki x € X postoji r > 0 takav da je S C K(x,r).

Dokaz. Budu¢i da je S omeden skup (X,d), postoje x; € Xir, > Otakvidaje S C

K(xy,r1). Neka je x € X. Definirajmo r = d(x, x;) + r;. Ocito je r > 0. Tvrdimo da je
K(x1,r1) € K(x,r). (1.5)
Neka je y € K(xy, ry). Tada je d(xy,y) < r; pa koristeCi nejednakost trokuta dobivamo:
d(x,y) <d(x,x))+d(x1,y) <d(x,x))+r =r.
Dakle d(x,y) < rpajey € K(x,r). Prema tome vrijedi (1.5) pa vrijedi S € K(x, r). O

Korolar 1.2.33. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su S, ...,S, omedeni skupovi u
(X,d). Tada je S1U,--- U S, omeden skup u (X, d).

Dokaz. Odaberimo x € X. Za svaki i € {l1,...,n} prema prethodnoj propoziciji postoji
r; > 0 takav da je S; C K(x,r;). Neka je r = max{r,...,r,}. Zasvakii = 1,...,n
ocito vrijedi r; < r pa je K(x,r;) € K(x,r) iz Cega slijedi §; € K(x,r). Dakle §; C

K(x,r),...,S, €S K(x,r)pajeS1U---US, € K(x,r). Dakle, S;U---US, je omeden skup
u (X, d). O

Propozicija 1.2.34. Neka je d euklidska metrika na R te neka je S C R. Tada je S odozgo

i odozdo omeden u R ako i samo ako je S omeden u metrickom prostoru (R, d).

Dokaz. Pretpostavimo da je S omeden odozgo i odozdo. Tada postoje a, b € R takvi da je,

a<x<bVxeSs. (1.6)
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Zelimo dokazati da je S omeden u (R, d). MoZemo pretpostaviti da je S # 0. Odaberimo
@, € Rtakve daje @ < aib < B. Tada iz (1.6) slijedi S C {a,B). No, (@, B) je otvorena
a+f . _ B-a

kugla u (R, d). Naime ako definiramo xo = == i r = =-, onda imamo da je r > 0 (jer

a<PB)tedajexo—r=aixg+r=pBpajela,B)={xo—rxo+r)t. {(a,B) = K(xo,r),
prema primjeru Prema tome S je omeden skup u (R, d).

Obratno, pretpostavimo da je S omeden u metriCkom prostoru (R, d). Tada postoje x € R i
r>0takvidajeS C K(x,r)tj. S C {(x—r,x+r). Iz ovoga je oCito da je skup S omeden

odozgo 1 odozdo. O

1.3 Podnizovi

Definicija 1.3.1. Za funkciju a : N — N kaZemo da je strogo rastuca ako je a(n) < a(n+1),

za svaki n € N.

Definicija 1.3.2. Neka je (x,) niz u skupu X, neka je a : N — N strogo rastuca funkcija te
neka je (y,) niz u X definiran sa y, = X,n), n € N. Tada za niz (y,) kaZemo da je podniz

niza (x,).

Primjer 1.3.3. Neka su (x,) i (y,) nizovi u R definirani sa x, = (-1)",y, = 1, zasven € N.
Tada je (y,) podniz niza (x,) jer y, = xz,, za sve n € N, a funkcija N — N, n — 2n je

strogo rastuca.
Lema 3. Neka je a : N — N strogo rastuéa funkcija. Tada za svaki n € N vrijedi n < a(n).

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom. OCito je 1 < a(l). Pretpostavimo da za neki
n € Nvrijedi n < a(n). Iza(n) < a(n + 1) slijedin <a(n+ 1)pajen+1 < a(n+ 1). Time

smo dokazali da je n < a(n), za sve n € N. O
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Lema 4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) niz u X te neka je b € X takav da je
1
d(x,,b) < — (1.7)
n
zasven € N. Tada x,, — b.

Dokaz. Neka je € > 0. Odaberimo n, € N takav da je ny > é Neka je n € N takav da je
n > ny. Tada je n > % paje i < € Sto zajedno sa lb povlaci da je d(x,, b) < €. Dakle, za

sve n > ng vrijedi d(x,, b) < €. Time smo dokazali da x, — b. O

Propozicija 1.3.4. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x,) niz u X te neka je b € X.
Tada je b gomiliste niza (x,) u (X, d) ako i samo ako postoji podniz niza (x,) koji teZi prema

bu(X,d).

Dokaz. Pretpostavimo da je b gomiliste niza (x;). Definirajmo funkciju @ : N — N in-
duktivno na sljede¢i naCin. Buduci da je b gomiliSte niza (x,) postoji [ € N takav da je
d(x;,b) < 1.
Definirajmo a(1) = [, dakle

d(x,1), b) < 1 (1.8)

Pretpostavimo da je n € N te da smo definirali broj a(n). Neka je € = nlj te N =a(n) + 1.

Bududi da je b gomiliSte niza (x;) postoji k € N takavdajek > N i
d(x;,b) < €. (1.9)

Definirajmo a(n + 1) = k. Prema (I.9) vrijedi

d(Xam+1y, b) < (1.10)

n+1

Nadalje zbog k > N imamo a(n + 1) > a(n) + 1, pa je

alny<an+1) (1.11)
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Na ovaj nacin smo definirali funkciju a : N — N koja je zbog oCito strogo rastuca.
Nadalje, iz i slijedi da je d(xuu), b) < 1, za sve n € N. Neka je (y,) niz definiran
Sa Y, = Xqm- OCito je (y,) podniz od (x,). Za svaki n € N vrijedi d(y,, b) < %, paiz leme
slijedi y, — b. Dakle, postoji podniz niza (x,) koji tezi ka b.

Pretpostavimo sada da postoji podniz (y,) niza (x,) koji tezi prema b. Dakle, postoji
strogo rastuca funkcija a : N — N takva da je y, = x4, Vn € N. Nekasue > 01N € N.
Bududi da y, — b postoji nyp € N takav da je za svaki n € N takav da je n > ny vrijedi
d(y,, b) < €, tj. d(xum),b) < €. Neka je n = max{N,ny}. Tada je d(x,u),b) < €. Vrijedi
n < a(n), aznamo n > N pa je a(n) > N. Neka je m = a(n). Dakle, m > N, d(x,,,b) < €.

ZakljuCujemo da je b gomiliSte niza (x;,). O

Definicija 1.3.5. Neka je (X, d) metricki prostor te (x,) niz u X. KaZemo da je niz (x,)

konvergentan u metrickom prostoru (X, d) ako postoji b € X takav da x, — b.

Korolar 1.3.6. Neka je (X, d) metricki prostor, te (x,,) niz u X. Tada (x,) ima gomiliste ako

i samo ako ima konvergentan podniz.

Korolar 1.3.7. Neka je d euklidska metrika na R te neka je (x,) omeden niz u R. Tada (x,,)

ima podniz konvergentan u (R, d).

Dokaz. 1z Teoremal|l.2.30|slijedi da (x,) ima gomiliSte u metrickom prostoru (R, d), pa iz

zadnjeg korolara slijedi da (x,) ima konvergentan podniz. O

Definicija 1.3.8. Neka je (X, d) metricki prostor te (x,) nizu X. KaZemo da je (x,) omeden
niz u metrickom prostoru (X, d) ako je skup {x,, | n € N} omeden u metrickom prostoru

(X, d).

Definicija 1.3.9. Neka je n € N te neka je (x;) nizu R". Za svaki i € N postoje i jedinstveno

su odredeni brojevi xl.l, x%, ... x! € Rrakvida je x; = (xil, e, xf’) Za nizove realnih brojeva

(x}),-eN, ooy (Xien kaZemo da su komponentni nizovi niza (x;).
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Lema 5. Neka je § € R. Tada je S omeden odozgo i odozdo u R ako i samo ako postoji

M > 0 takav daje [x]| < M, zasvakix € §S.

Dokaz. Tvrdnja je jasna ako je S = (. Uzmimo stoga da je S # @. Pretpostavimo da je S
omeden u R. Tada postoje a,b € R takvidaje a < x < b, za sve x € S. 1z ovoga slijedi da
je—x < —a,zasve x € §. Nekaje M = max{b, —a} + 1. Tada je —x < M, x < M, za sve
x € §. Stoga je |x| < M,za sve x € S. Iz ovoga je oCito da je M > 0.

Obratno, pretpostavimo da postoji M > 0 takav da je [x] < M, za sve x € §. Tada je

-M < x< M,zasve x € S, iz Cega slijedi da je S omeden odozgo i odozdo. O

Propozicija 1.3.10. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Neka je p
euklidska metrika na R. Neka je (x;) niz na R" te neka su (x}), ... (x!) komponentni nizovi
od (x;).

1. Niz (x;) je omeden u metrickom prostoru (R, d) ako i samo ako su njegovi komponentni
nizovi omedeni u R.

2. Neka su ay,...,a, € R. Tada niz (x;) teZi prema (ay,...,a,) u metrickom prostoru
(R, d) ako i samo ako u metrickom prostoru (R, p) vrijedi xl.l = ap,..., X, > a.

Posebno niz (x;) je konvergentan u (R",d) ako i samo ako su njegovi komponentni nizovi

konvergentni u (R, p).

1. Pretpostavimo da je niz (x;) omeden u metrickom prostoru (R,,d). Tada je skup

{xi |ie N} omeden u (R,, d). Prema propoziciji|l.2.32| postoji r > 0 takav da je {xi|i € N}
C K((0...,0).r). Neka je i € N. Tada je x; € K((0. ..., 0).7), paje d(x:. (0....,0)) < r. 1.

d((x}.....x).(0,....0)) < 1.

Slijedi

VO @R <

pa je
)+ .+ < (1.12)
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Dakle, (1.12) vrijedi za svaki i € N. Neka je j € {i, . ,n} Iz (1.12)) zakljuujemo da je

J
(x

2 < 2 pajelx/| < r tj. x/ € (-r,r), zasve i € N. To znadi da je skup {le |ie N}
omeden u R. Prema tome niz (x{ )ien je omeden u R. Dakle komponentni nizovi od (x;) su
omedeni u R.

Obratno, pretpostavimo da su komponentni nizovi od (x;) omedeni u R. Neka je j €
{1, .. .,n}. Niz (x{)ieN je omeden u R, pa je skup {x{ | i€ N} omeden u R. Prema lemi
postoji M; > 0 takav da je [y| < M;, zasve y € {xl’ | i€ N}. Dakle, |x{| < M;, za sve
je€ {1,...,n},za svei € N. Nekajea = (0,...,0). Neka je i € N. Imamo x; = (xl.l,...,x:’)

pa je

A0 ) = \J 4, (2 < VI 4+ M =
= VaM? = M~Nn < M~n+1.

Neka je r = M v/n + 1. Dokazali smo da je d(x;,a) < r, zasve i € N tj. x; € K(a, r),za sve
i € N. Prema tome {xi | i€ N} C K(a,r). Zakljucujemo da {xi |ie N} omeden skup u

(R",d), stoga je i niz (x;) omeden u (R", d).

Pretpostavimo da (x;) tezi prema (ay,...,a,) u metrickom prostoru (R",d). Neka je
j € 1,...,n. Dokazimo da (x{)l-eN tezi prema a; u (R, p). Neka je € > 0. Budu¢i da
x; — (ay,...,a,) postoji iy € N takav da za svaki i > i, vrijedi d(xi, (ai,.. .,a,,)) < €. Neka

jei > ip. Imamo

\/(x} —a)?+ ..+ —a,)? <€,
paje
(x] — a)’+..., +(x! - a,)’ < é*.
Iz ovoga zakljuCujemo da je (x! —a;)* < €’ paje |x] — aj| < e.
Dakle, p(x/,a;) < €, za sve i > iy. Time smo dokazali da x/ — a; u metri¢kom prostoru

(R, p).

Pretpostavimo da x{ — aj, zasve j € {1,...,n}. Zelimo dokazati da x; — (ay,...,a,).
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Neka je € > 0. Za svaki j € {1,...,n} vrijedi xl’ — a; pa postoji i; € N takav da za svaki

i > i;vrijedi |x] —a;| < % . Dakle,

€ . . € . .
X! —ai| < —=Yi2ip,..., X —a,| < —,Vi>i,. (1.13)
\n \n
Neka je iy = max{iy,...,i,}. Tada za svaki i > ij vrijedi
€ €
ng —a| < —, .., X —a,l < —

Vn Vn

pa za svaki i > iy vrijedi

n E —
d(xi,(al,...,an)) = \/(xl.l —a)) H .+ —a)? < n- (W)2 =€

Dakle, d(x,-,(al,...,a,,)) < g zasve i > ip. Time smo dokazali da x; — (ay,...,a,) u

metrickom prostoru (R”, d).

Lema 6. Neka je (X, d) metricki prostor te (x,) niz u X.
1) Neka je b € X takav da x, — b. Neka je (y,) podniz od (x,). Tada (y,) — b. Posebno,
svaki podniz konvergentnog niza je konvergentan.

2) Ako je (x,) omeden niz u (X, d) onda je svaki podniz niza (x,) omeden u (X, d).

Dokaz. 1. Budu¢i da je (y,) podniz od (x,) postoji strogo rastuca funkcijaa : N — N
takva da je y, = X,u), za sve n € N. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki
n € N, n > ng vrijedi d(x,,b) < €. Neka je n > ny. Prema lemi 3] vrijedi a(n) > n pa je
a(n) > ny. Stoga je d(xa(,,),b) < €, tj. d(y,, b) < €. Dakle d(y,, b) < €, za sve n > ny. Time
smo dokazali y, — b.

2. Pretpostavimo da je (x,) omeden niz u (X,d) te da je (y,) podniz od (x,). Tada je
Yn = Xamy» za sve n € N, gdje je a : N — N strogo rastuca funkcija.

Bududi da je (x,,) omeden niz u (X, d), skup {xnln € N} je omeden u (X, d) pa postoje z € X

ir > 0takvidaje {xn |ne N} C K(z, r). Imamo

{ynlneN}z{xa(n)IneN}Q{xnlneN}QK(z,r).
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ZakljuCujemo da je niz (Y,) omeden u (X, d). Time je lema dokazana. O

Lema 7. Neka su a,c : N — N strogo rastuée funkcije. Tada je a o ¢ : N — N strogo

rastuca funkcija.

Dokaz. 1z ¢injenice daje a(n) < a(n+1), za sve n € N lako zakljucujemo da je a(n) < a(m),
za sve n,m € N takve daje n < m. Neka je n € N. Tada je c(n) < c¢(n + 1) pa je

a(c(n)) < a(c(n+ 1)), 1. (@aoc)(n) < (aoc)(n+1). Time je lema dokazana. |

Teorem 1.3.11. Neka je n € N te neka je d, euklidska metrika na R". Tada svaki omeden

niz u metrickom prostoru (R", d,) ima podniz koji je konvergentan u (R",d,).

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n € N. Za n = 1 tvrdnja vrijedi prema
korolaru [I.3.7]i propoziciji[1.2.34] Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

Neka je (x;) omeden niz u (R™',d,). Neka su (x})en, - - . » (X"*1);ex komponentni ni-
zovi od (x,). Prema Propoziciji nizovi (xl.l), e, (x?“) su omedeni u R. Definirajmo
niz (y) u R"say; = (x;,...,x"), zasve i € N. OCito su (x;), ..., (x}) komponentni nizovi
od (y;).

Prema propoziciji niz (y;) je omeden u (R", d,). Prema induktivnoj pretpostavci pos-
toji podniz (z;) niz (y;) koji je konvergentan u (R”,d,). Neka je a : N — N strogo rastuca
funkcija takva da je z; = y,(), za sve i € N. Dakle z; = (x;(l.), ... ,xZ(i)), zasvei € N.

Stoga su (x;(l.)), e, (xZ(i)) komponentni nizovi od (z;). Buduci da je niz (z;) konvergentan
u (R",d,), postoji p € R" takavdaz; - pu (R",d,). Imamo p = (py,...,p,), gdje su
Pis.. ., Pn € R. 1z propozicije[1.3.10] slijedi da

Xa(i) _>p1a'~-axa(i)_)pn (114)

n+l1

u metrickom prostoru (R, p) gdje je p euklidska metrika na R. Niz (xa(l.)

je podniz niza
)ieN‘] p

(x"*1);en koji je omeden u R, pa je prema lemi @ (x*:1) omeden u R.

a(i)

Prema korolaru postoji podniz (v;) niza (X/ii') koji je konvergentan u (R, p). Dakle,



POGLAVLIJE 1. METRICKI PROSTORI I GOMILISTA NIZOVA 23

postoji w € R takav da v; — w u (R, p). Postoji strogo rastu¢a funkcija ¢ : N — N takva
. _ 1 .
dajev; = XZEZU))’ zasvei € N.

Dakle, xzzrcl(i)) — w. Nizovi (x;(c(i)))ieN, -+ > (X )i sU podnizovi od (x;(i)), s () pa
iz i leme 0] slijedi da x} ;) = P, Xy = P
Nizovi (X)) - - - (¥k(;))) su komponentni nizovi od (X)) 1z propozicije slijedi
Xateiiy = (P15 .., P, W) U metrickom prostoru (R™!,d,.,). Dakle, niz (Xa(c(iy))» J€ konver-
gentan u metrickom prostoru (R™',d,.).

Za svaki i € N vrijedi X)) = X(aoc)i) Pa j€ prema prethodnoj lemi (X, ;) podniz niza

(x;). Time je tvrdnja teorema dokazana. O



Poglavlje 2

Izometricki ekvivalentni nizovi

2.1 Zatvoreni skupovi

Definicija 2.1.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je F C X. KaZemo da je F zatvoren

skup u metrickom prostoru (X, d) ako je X \ F otvoren skup u (X, d).

Neka je (X, d) metricki prostor. Skup X je otvoren u (X, d) jer za svaki x € X moZzemo
odabrati bilo koji » > 01 tada vrijedi K(x, r) € X. Prazan skup je trivijalno otvoren u (X, d).

Iz ovoga slijedi da su 0 1 X zatvoreni skupovi u (X, d).

Primjer 2.1.2. Neka je d euklidska metrika na R. Skup (—o0, 0] je zatvoren u (R, d) jer je
R\ (—00,0] = (0, +00), a {0, o0) je otvoren skup u (R, d) prema primjeru|l.2.21
Skup (-0, 0) nije zatvoren u (R, d) jer skup R\ (—00,0) = [0, +00) nije otvoren u (R, d).

(Prema primjeru (1.2.21)).

Skup [0, 1) nije ni otvoren ni zatvoren u (R, d). Pretpostavimo da je taj skup otvoren.
Imamo 0 € [0, 1) pa postoji r > 0 takav da je K(0,r) C [0, 1), tj. (—r,7r) C [0, 1) no to je

ocCito nemoguce.

24
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Pretpostavimo da je [0, 1) zatvoren u (R, d). Tada je R\ [0, 1) = (—00,0) U[1, +00) otvoren
skup pa postoji r > 0 takav da je K(1,7) C (—c0,0) U[1,+oo), tj. (1 =1, 1 +r) C(—00,0)U

[1, +00). Ovo je ocito nemoguce.

Propozicija 2.1.3. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x,) niz u X, neka je a € X te
neka je F zatvoren skup u (X, d). Pretpostavimo da x, — a te da je x, € F, za sve n € N.

Tada je a € F.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je a € X \ F. Po propoziciji [I.2.23| postoji ny € N
takav da je za svaki n > ng, x, € X \ F Sto je u kontradikciji s x, € F,Vn € N. Dakle,

acF O

Definicija 2.1.4. Za metricki prostor (X, d) kazemo da je omeden ako je skup X omeden u

metrickom prostoru (X, d).

Dakle, metricki prostor (X, d) je omeden skup ako i samo ako postoje x € Xir > 0
takvi da je X € K(x,r), a Sto vrijedi ako 1 samo ako postoje x € X i r > 0 takav da je

X =K(x,r).

Primjer 2.1.5. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Tada metricki prostor

(R", d) nije omeden.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoje x € R" i r > 0 takvi da je R" = K(x, r). Neka su

a,b € R". Tada zbog a, b € K(x,r) imamo
d(a,b) <d(a,x)+d(x,r)<r+r=2r

Dakle, d(a,b) < 2r, za sve a,b € R".
Nekajea = (0,...,0),b=(3r,0,...,0). Tada je

d(a,b) = VO -3r)2+0>+---+ 0% =3r>2r.

Kontradikcija. Zakljucak je da (R”", d) nije omeden.
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Propozicija 2.1.6. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je F C X skup koji ima sljedece
svojstvo: ako je (x,) niz u X takav da je x, € F, za sve n € N te a € X takav da x, — a,

onda je a € F. Tada je F zatvoren skup u (X, d).

Dokaz. Pretpostavimo da F' nije zatvoren. Tada X \ F nije otvoren u (X, d). Stoga postoji
a € X \ F takav da ne postoji r > 0 sa svojstvom da je K(a,r) € X \ F. Dakle, za svaki
r > 0 vrijedi K(a,r) £ X \ F. Stoga, za sve r > 0 vrijedi K(a,r) N F # @. Posebno, za sve
n € Nvrijedi K(a, %) N F # @, pa odaberemo neki x, € K(a, %) N F,za sve n € N.

Dakle, d(x,,a) < %, za sve n € N pa iz leme {4 slijedi x, — a. Sada iz pretpostavke

propozicije zakljuCujemo da je a € F. Ovo je kontradikcija s ¢injenicom dajea € X \ F.

Prema tome F je zatvoren skup u (X, d). O

2.2 Kompaktni skupovi

Definicija 2.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor te K C X. Za K kaZemo da je kompaktan
skup u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki niz (x,) u X takav da je x, € K, za sven € N

postoji a € K takav da je a gomiliste niza (x,).

Propozicija 2.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K C X. Tada je K kompaktan
skup u (X, d) ako i samo ako za svaki niz (x,) u X takav da je x, € K,za sve n € N postoje

b € K i podniz (y,) od (x,) takvi da y, — b.

Dokaz. Pretpostavimo da je K kompaktan te da je (x,) niz u X takav da je x, € K, za sve
n € N. Tada postoji b € K takav da je b gomiliste niza (x,) . Po propoziciji [I.3.4] postoji
podniz (y,) od (x,) takav day, — b.

Obratno, pretpostavimo da za svaki niz (x,) u X takav da je x, € K, za sve n € N postoje
b € K i podniz (y,) od (x,) takvi da y, — b. Iz propozicije [[.3.4] zakljuCujemo da je K

kompaktan. O
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Propozicija 2.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) konvergentan niz u (X, d).

Tada je (x,) omeden niz u (X, d).

Dokaz. Bududi da je niz (x,) konvergentan, postoji a € X takav da x, — a. Odaberimo
bilo koji € > 0. Postoji ny € N takav da za sve n € N, n > ng vrijedi d(x,,a) < € t.

x, € K(a, €).

Prema tome {x,|n > ny} C K(a, €), dakle {x,|n > ny} je omeden skup u (X, d). Vrijedi
{xn lneNF={x1, ..., 0} Ulxaln 2 no} = {x1} U -+ Ufx,} Ufx,ln = no}

pa iz korolara [1.2.33| slijedi da je {x, | n € N} omeden skup u (X,d). (OCcito je svaki
jednoclani podskup od X omeden u (X, d).) Time je propozicija dokazana.

O

Propozicija 2.2.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d).
Tada je K omeden skup u (X, d).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno tj. da K nije omeden. Odaberimo neki b € X. Za svaki

n € N vrijedi K € K(b,n) (jer K nije omeden), pa postoji x,, € K takav da
X, ¢ K(b,n). (2.1)

Na ovaj nacin smo dobili niz (x,) koji zbog Cinjenice da je K kompaktan ima podniz (y,)
koji je konvergentan u (X, d).

Iz prethodne propozicije slijedi da je (y,) omeden u (X,d). Dakle, skup {y,ln € N} je
omeden u (X, d). Po propoziciji [.2.32] postoji r > 0 takav da je {y,ln € N} € K(b,r) iz
¢ega slijedi da je d(y,,b) < r, za sve n € N. Budu¢i da je (y,) podniz niza (x,), postoji
strogo rastuca funkcijaa : N — N takvadaje y, = x,,, za sve n € N. Stoga je d(a,,b) <,
za sve n € N. Odaberemo k € N takav da je r < k. Prema lemi [3| vrijedi k < ;. Stoga je

r < ay pa slijedi d(x,,, b) < ax, za svaki n € N. Posebno za n = k dobivamo d(x,,,b) < ay,
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Sto povlaci da je x,, € K(b, a;). S druge strane prema (2.1)) (zan = a;) vrijedi x,, ¢ K(b, ay).
Kontradikcija. Zaklju€ak: K je omeden u (X, d). O

Propozicija 2.2.5. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je K kompaktan skup u (X, d).
Tada je K zatvoren skup u (X, d).

Dokaz. Dokazat ¢emo da je K zatvoren Koristeci propoziciju Pretpostavimo da je
(x,) niz u X takav da je x, € K, zasven € N te da je a € X takav da x, — a. Ako
dokaZzemo da je @ € K onda Ce iz navedene propozicije slijediti da je K zatvoren skup.
Prema propoziciji [2.2.2] postoje podniz (y,) od (x,) i b € K takvi da y, — b. Iz leme
0] slijedi da y, — a. Po propoziciji [I.I.9)imamo a = b, stoga a € K. Time je tvrdnja

propozicije dokazana. O

Primjer 2.2.6. Neka je X beskonacan skup, te neka je d diskretna metrika na X. Odaberimo
Xo € X. Tada je
K(x0,2) ={y e X [d(y, x) <2} = X.

Posebno X C K(xy,2) pa zakljuCujemo da je X omeden skup u (X,d). Nadalje, X je

zatvoren skup u (X, d).

Tvrdimo da skup X nije kompaktan u (X, d). Buduci da je X beskonacan skup postoji
injekcija x : N — §. Dakle x = (x,,) je niz u § takav da je x, # x,,, zasve n,m € N,n # m.
Pretpostavimo da niz (x,) ima gomiliSte u (X, d). Dakle postoji a € X takav da je a go-
miliSte niza (x,). Uzmimo € = % i N = 1. Tada po definiciji gomilista postoji n € N takav
dajen > Nid(x,,a) < % Slijedi d(x,,a) = 0tj. x, = a. Uzmimo sada N = n + 1. Tada
opet iz definicije gomiliSta slijedi da postoji m € N takavdajem > n+ 11d(x,,a) < %
Slijedi x,, = a. Dakle, x,, = x,. No, ovo je nemoguce jer m # n (jerjem > n+ 1 > n).
Dakle, niz (x,) nema gomiliSta u (X, d).

Zakljucak: skup X nije kompaktan u (X, d). Prema tome zatvoren i omeden skup u me-
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trickom prostoru ne mora biti kompaktan.

Teorem 2.2.7. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Neka je K zatvoren i

omeden skup u metrickom prostoru (R",d). Tada je K kompaktan skup u (R",d).

Dokaz. Neka je (x,) niz u X takav da je x, € K, zasve n € N. Tada je {x, | n € N} C K.
Budu¢i da je K omeden skup u (R", d) postoje a € Xir > 0 takvidaje K C K(a, r). Slijedi
{x, | n € N} C K(a,r), prema tome {x, | n € N} je omeden skup u (R", d). Dakle niz (x,) je
omeden u (R”, d). Prema teoremu [I.3.11] postoji podniz (y,) niza (x,) koji je konvergentan
u (R",d). Dakle, postoji b € R" takavday, — bu (R",d). OcCito je y, € K, zasve n € N.
1z propozicije slijedi da je b € K. Iz propozicije [1.3.4] slijedi da je b gomiliste niza
(x,). Time smo dokazali da je K kompaktan skup u (R", d). O

Definicija 2.2.8. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je Y neprazan podskup od X.
Definirajmo funkciju p : Y X Y — R sa p(a,b) = d(a,b), za sve a,b € Y.

Tvrdimo da je p metrika na Y. Neka su a,b € Y. Tada je p(a,b) > 0 jer je p(a,b) = d(a, b)
a d(a,b) > 0 jer je d metrika na X. Dakle, za p vrijedi prvo svojstvo iz definicije metrike.
Analogno dobivamo da vrijede ostala svojstva iz definicije metrike.

Za (Y, p) kazemo da je potprostor metrickog prostora (X, d).

Lema 8. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X, d). Neka je (x,) niz u Y te neka
je a € Y. Tada je a gomiliSte niza (x,) u metrickom prostoru (Y, p) ako i samo ako je a

gomiliSte niza (x,) u metrickom prostoru (X, d).

Dokaz. Pretpostavimo da je a gomiliSte niza (x,) u metrickom prostoru (Y, p). Neka su
€ > 01N € N. Tada postoji n € N takav dajen > N i p(x,,a) < €. Po definiciji
potprostora vrijedi p(x,,a) = d(x,,a), stoga je d(x,,a) < €. Time smo dokazali da je a

gomiliSte niza (x,) u metrickom prostoru (X, d). Obratno pretpostavimo da je a gomiliSte
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niza (x,) u metrickom prostoru (X, d). Neka su € > 01 N € N. Tada postoji n € N takav
dajen > Nid(x,,a) < e. Dakle p(x,,a) < €. Stoga je a gomiliSte niza (x,) u metriCkom

prostoru (Y, p). |

Propozicija 2.2.9. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X, d). Tada je (Y, p) kom-

paktan metricki prostor ako i samo ako je Y kompaktan skup u (X, d).

Dokaz. Pretpostavimo da (¥, p) kompaktan. Neka je (x,) niz u X takav da je x, € Y, za sve
n € N. Tada postoji a € Y takav da je a gomiliSte niza (x,) u metrickom prostoru (¥, p). Po
prethodnoj lemi a je gomiliSte niza (x,) u metriCkom prostoru (X, d). Time smo dokazali
da je Y kompaktan skup u (X, d). Obratno pretpostavimo da je ¥ kompaktan skup u (X, d).
Uzmimo niz (x,) u Y. Tada postoji a € Y takav da je a gomiliSte niza (x,) u metrickom
prostoru (X, d). Po prethodnoj lemi a je gomiliSte niza (x,) u metricCkom prostoru (¥, p).

Dakle, (Y, p) je kompaktan metricki prostor. O

Definicija 2.2.10. Neka je n € N, te neka je d euklidska metrika na R". Neka je S neprazan
podskup od R". Neka je p : S xS — R funkcija definirana sa p(x,y) = d(x,y), za sve
x,y € S. Tada je (S, p) potprostor metrickog prostora (R",d). Za p kazemo da je euklidska

metrika na S .

Korolar 2.2.11. Neka je n € N, neka je d euklidska metrika na R", te neka je K neprazan
omeden i zatvoren skup u metrickom prostoru (R",d). Neka je p euklidska metrika na K.

Tada je (K, p) kompaktan metricki prostor.

Dokaz. Prema teoremu K je kompaktan skup u metrickom prostoru u (R”, d). Buduci
da je (K, p) potprostor od (R", d) po propoziciji (K, p) je kompaktan metri¢ki prostor.

O
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Propozicija 2.2.12. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor te neka je n € N. Neka su
(X )ieNs - - - » (Xn)ien nizovi u X. Tada postoji strogo rastuca funkcija a : N — N takva da su

nizovi (X, )ieNs - - +» (X0 )ien konvergentni u (X, d).

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja slijedi iz definicije kom-
paktnog metri¢kog prostora, propozicije[I.3.4]i definicije podniza. Pretpostavimo da tvrd-
nja vrijedi za neki n € N. Neka su (xl.l),-eN, cees (x;.’“)ieN nizovi u X. Prema induktivnoj pret-

postavci postoji strogo rastuca funkcija a : N — N takva da su nizovi (x) (@)ieNs - - > (X )ieN

n+1

konvergentni. Promotrimo niz (xa(l.)

)ien- Bududi da je (X, d) kompaktan metricki pros-
tor ovaj niz ima konvergentan podniz, dakle postoji strogo rastuca funkcija b : N — N

takva da je niz (ngrbl(l-)))ieN konvergentan. Neka je j € {1,...,n}. Niz (xé (b(i)))iEN je pod-

niz konvergentnog niza (xé ()ieN pa 1z leme @ slijedi da je konvergentan. Dakle, nizovi

(x:z(b@))ieN’ e (X ) DieNo (xggfb‘(l.)))ieN su konvergentni. Neka je ¢ = a o b. Prema lemi (7| ¢

n+1

c(i)
tvrdnja vrijedi za n + 1. Time je propozicija dokazana. O

je strogo rastuca funkcija. Imamo da su nizovi (xj(i))ieN, oo (X)) ien konvergentni. Dakle

2.3 Konacni nizovi

Definicija 2.3.1. Neka je X skup, te n € N. Za funkciju x : {1,...,n} — X kaZemo da je

konacan niz u X duljine n.

Ako je x konacan niz u X duljine n, onda za i € {1,...,n} umjesto x(i) piSemo x;, a
¢itav x oznacavamo 1 sa xi, ..., x, ili (x1,..., x,).
Ako je X skup i n € N onda sa ¥"(X) oznacavamo skup svih kona¢nih nizova x u X

duljine n.

Definicija 2.3.2. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je n € N te neka su x,y € F"(X).
KaZemo da su x i y izometricki ekvivalentni konacni nizovi u (X,d) ako za sve i,j €

{1,...,n}vrijedi da je d(x;, x;) = d(y;,y;). U tom slucaju pisemo x - y.
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Definicija 2.3.3. Ako je (X, d) metricki prostor, onda za nizove (x;) i (y;) u X kazemo da su
izometricki ekvivalentni nizovi u (X, d) ako za sve i, j € N vrijedi d(x;, x;) = d(y;,y;). U

tom slucaju pisemo (x;) «~ (y;).

Lema 9. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su a,b,a’,b" € X. Tada je

|d(a,b) — d(d ,b)| < d(a,a’) +d(b,b). (2.2)
Dokaz. Dokazimo da je

d(a,b) —d(d ,b) < d(a,d) + d(b,b) (2.3)
i

d(da,b)—d(a,b) <d(a,a)+db,b). (2.4)

1z ove dvije nejednakosti ¢e slijediti (2.2]) (naime ako su x,y € Rtakvidajex <yi-x <y,
onda je x| <y). Vrijedi:

d(a,b) < d(a,d)+db,d) <d(a,a)+db,b)+db ,a) (2.5)

Dakle,
d(a,b) < d(a,d’) +d(d ,b) + d(b,b) (2.6)
iz Cega slijedi Analogno dobiv,amo da vrijedi[2.4] i

Propozicija 2.3.4. Neka je (X, d) metricki prostor, neka su (x,,) i (y,) nizoviu X te a,b € X.
Pretpostavimo da x, — a iy, — b . Tada niz realnih brojeva (d(x,,y,)) teZi prema d(a, b)

(u metrickom prostoru (R, p) gdje je p euklidska metrika na R).

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoje ng, my € N takvi da za svaki n > ng vrijedi d(x,, a) < g

i da za svaki n > my vrijedi d(y,,b) < g Neka je ky = max{ng, my}. Neka je n > k.

Koristeéi lemu[9 dobivamo

(X, y0) = d(@, b)| < d(x, @) + d(yp, b) < g + § =«

Dakle, |d(x,,y,) — d(a, b)| < € za svaki n > ky. Time je tvrdnja dokazana. O
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Neka je (X, d) metri¢ki prostor te neka je n € N. Neka je (x');en niz u #"(X) te neka

jea € F(X). Imamo x' = (x!,...,x}), zasve i € N, gdje su (x))en, - . ., (x})ien DizoVi u
Xtea=(aiy,...,a,) gdjesuay,...,a, € X. Kazemo da niz (x');en teZi prema a u ¥"(X)
s obzirom na metriku d i piSemo x' — aakozasve j € {l,...,n) vrijedi xj. — aju

metrickom prostoru (X, d).

Korolar 2.3.5. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su (x,) i (y,) nizovi u X. Neka su
a,b € X takvi da x, — a iy, — b. Pretpostavimo da je d(x,,y,) = d(X,,y.) za sve

n,m € N. Tada je d(x,,y,) = d(a, b) za svaki n € N.

Dokaz. Prema propoziciji [2.3.4] vrijedi d(x,,y,) — d(a,b). Neka je ny € N. Prema pri-
mjeru vrijedi d(x,,y,) — d(xo,y9). Po propoziciji vrijedi d(xg,yo) = d(a,b).

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 2.3.6. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je n € N, neka je (x') niz u F"(X)
te neka je a € F(X). Pretpostavimo da x' — a te da je x' —~ x' za sve i,1 € N. Tada je

x' ~a, za sveie N.

Dokaz. Nekasu j, k € {1,...,n}.Tada po pretpostavci (xi.),-eN — a;1(x})ien — ay. Takoder
po pretpostavci a’(xj.,yj{) = d(xi.,yf{), za sve i, € N. Prema korolaru d(xj.,yj() =
d(a;, a;), za sve i € N. ZakljuCujemo da x' ~ a, za sve i € N. i

Teorem 2.3.7. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor. Ako je n € N te ako je (x') niz u
F™(X), tada postoje podniz (y') niza (x) i b € F"(X) takvi da y' — b.

Dokaz. Dokazimo ovo indukcijom po n. Dokazimo prvo da tvrdnja vrijedi za n = 1.
Neka je (x') niz u F'(X). Imamo x' = (x}) za sve i € N gdje je (x!);en niz u X. Prema
propoziciji m postoji podniz niza (x),en koji je konvergentan u (X, d). Dakle, postoji
strogo rastuca funkcija a : N — N takva da je (xi’(i))ieN konvergentan. Stoga postoji b; € X

takav da niz (x‘ll(i))ieN teZi prema b,. Neka je b € F'(X) element definiran sa b = (b;). Za
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svaki i € N vrijedi x*0 = (x‘ll(i)) pa zaklju¢ujemo da niz (x?(i))ieN tezi prema b u F1(X).
O¢ito je (x*?) podniz niza (x'). Time smo dokazali da tvrdnja teorema vrijedi za n = 1.
Pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi za neki n € N. Dokazimo da vrijedi zan+1. Neka

je (x) niz u F"(X). Imamo x' = (x},...,x' ) zasvei € N, gdje su (x))ien, ..., (X} Dien

f’l+]
nizovi u X. Neka je (z') niz u F"(X), definiran sa z' = (x,...,x}) za sve i € N. Prema
induktivnoj pretpostavci postoje podniz (y') od (z) i b € F"(x) takvi da je y' — b. Imamo

b = (b,...,b,). Nadalje postoji strogo rastuéa funkcija a : N — N takva dajey’ = z*?, za

svei € N. Stogajey = (x‘lz(i), o X DYzasveieN. Izy - b slijedi x‘ll(i) by, ..., x5

a(i)

b,. Promotrimo niz (x }

)ien- Bududi da je (X, d) kompaktan, ovaj niz ima konvergentan
a(i)

n+1

Yien 1 bpy1 € N takvi da w' — b,.;. Nadalje postoji

strogo rastuca funkcija ¢ : N — N takva da je w' = xZ(Jfl(i)),

podniz. Postoje podniz (w') od (x
za sve I € N. Dakle, niz
a(e(D))

(x

1 dien tezi prema by, ;. Neka je j € {1,...,n}. Znamo da niz (x;f(i))ieN teZi prema b;.

Ocito je (xj(c(i)))ieN podniz niza (x?(i))ieN. Iz leme @ slijedi da niz (xj(c(i)))ieN teZi prema b;.
Dakle, x‘l’(c(i)) — by,... ,xZﬁf'l(i)) — by, pa iz &injenice da je x““D) = (x‘]‘(c(")), . ,xfli"](i))

za sve i € N zakljuCujemo da niz (x¥“D),.y teZi prema (by,...,b,.1). No, (x*“D),n =
(x@D), .y, aaoc : N — N je strogo rastuéa funkcija prema lemi [7 pa je (x*“®),cy podniz

niza (x'). Time smo dokazali da tvrdnja teorema vrijedi za n + 1, pa je teorem dokazan. O

Neka je X skup, p € N te neka je a konacan niz u X duljine p. Tada broj p oznacavamo
sa l(a).
Neka je X skup. Neka je G(X) skup svih nizova (V*)ien u U;":lﬁ’: P(X) takvih da je

IV%) < IV, za sve k € N.

Lema 10. Neka je X skup te neka je v € G(X),v = (VF)wen. Tada je svaki podniz od v
takoder element od G(X).

Dokaz. Neka je n € N. DokaZimo indukcijom po m > n da je

V") < 1v™). (2.7)
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Zam=n+1 vrijedi jer je v € G(X). Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki m > n.
Dakle, [(v") < I(v™), a vrijedi i [(V") < I(V"*Y), jer je v € G(X). Stoga je I(V") < (V™).
Time smo dokazali da (2.7) vrijedi za svaki m > n. Neka je a : N — N strogo rastuca
funkcija. Tvrdimo da je (V®P)en € G(X). OCito je (V®)en niz u U FP(X). Neka je
k € N. Tada je a(k) < a(k + 1) pa iz slijedi da je I(v*®) < [(v**+1) Zaklju¢ujemo da

je (VP)en € G(X). O

Ako je (V)ren niz u U F7(X), tada za sve i,k € N takve da je i < I(V), sa v

i
oznacavamo (V¥);.

Lema 11. Neka je X skup te neka je v € G(X),v = (*)ien. Tada za svaki k € N vrijedi
k < 1(V9).

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom. Za k = 1 tvrdnja je ocita. Pretpostavimo
da tvrdnja vrijedi za neki k € N. Dokazimo da tvrdnja vrijedi za k + 1. Znamo da je
IVF) < (k1) a po pretpostavci je k < [(VF). 1z navedenog slijedi k < [(v**!) te s obzirom

da je rije¢ o prirodnim brojevima vrijedi k + 1 < I[(**!) ¢ime je tvrdnja leme dokazana. O

2.4 h-konvergentni nizovi

Definicija 2.4.1. Neka je (X,d) metricki prostor. Neka je h € N te neka je v € G(X),
v = (V)en. Za v kaZemo da je h-konvergentan niz u (X, d) ako za svaki h' € {1,...,h)

vrijedi da je niz (VZ:H()/(EN konvergentan u (X, d).
Uotimo da je prema navedenoj lemi, &' < I(v" *5).

Lema 12. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je xy € X. Pretpostavimo da su v € G(X),

v = (W)ken 11 € N takvi da niz (v/*')een teZi prema x,. Tada za svaki podniz (W*)ien 0d

(VF)ken vrijedi da niz (w)*)een teZi prema xj.
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Dokaz. Neka je (WH)en podniz od (V)ien. Tvrdimo da je (Wy*)en podniz od (vVi*)een.
Ako to dokaZemo onda smo gotovi, jer ¢e tvrdnja slijediti iz leme [6]
Bududéi da je (W*)ren podniz od (v¥)ien postoji strogo rastuéa funkcija a : N — N takva

da je wk = 1*®, za sve k € N. Stoga za sve k € N vrijedi
whth = D, (2.8)

Definirajmo funkciju b : N — Nsa b(k) = a(k+1)—1. Zasve k € N vrijedil < a(l) < a(k+1),
dakle I < atk+ ) pajeatk +1)—1> 0, t. ala + 1) —1 € N. Ovo znaci da je funkcija b
dobro definirana. Tvrdimo da je b strogo rastuc¢a funkcija. Neka je k € N. S obzirom da je
a strogo rastuca funkcija vrijedi: a(k+10) < a((k+0)+1) paslijedi a(k+1)—1 < a((k+D)+1)—1
odnosnoa(k+ 1) — I < a(k+1+1)—1t. b(k) < b(k + 1). Time smo dokazali da je b strogo
rastuéa funkcija. Vrijedi da je (vV/“*')iex podniz od (V¥*');en. Prema definiciji funkcije b

vrijedi b(k) + [ = a(k + ) za sve k € N. Stoga je (v;’(k”))keN podniz od (}*')ien pa je prema

(2.8) (W} *)ken podniz od (vi*')ien. Time je tvrdnja leme dokazana. o

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je p € N. Definirajmo funkciju D : F7(X) X
FP(X) > Rsa
D(xay) = maX{d(xi’yi) | i € {ly’p}}

zasve x,y € FP(X).

Tvrdimo da je D metrika na F7(X).

1. Neka su x,y € ¥7(X). Za svaki i € {1,..., p} vrijedi d(x;,y;) > 0. Iz toga je ocito da je
D(x,y) > 0.

2. Neka su x,y € F7(X). Pretpostavimo da je x = y. Tada za svaki i € {l,..., p} vrijedi
x; =y; pajed(x;,y;) = 0. Stoga je D(x,y) = max{0} = 0.

Obratno, pretpostavimo da je D(x,y) = 0. Tada je max{d(x;,y;) | i € {1,...,p}} = 0, pa za
svakii € {1,..., p} vrijedi 0 < d(x;,y;) <0, tj. d(x;,y;) = 0 paje x; = y;. Stogaje x = y.

3. Neka su x,y € FP(X). Za svaki i € {1,...,p} vrijedi d(x;,y;) = d(y;, x;). Stoga je
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{d(xi,yo) i efl, ..., pY} ={d(yi, x) | i € {1,..., p}} pa je D(x,y) = D(y, x).

4. Neka su x,y € F7(X). Neka jei € {1, ..., p}. Tada je d(x;,y;) < d(x;,z;) + d(z;,y:). 1z
definicije funkcije D jasno je da d(x;,z;) < D(x,2)1d(y;,z;) < D(y,z). Stoga je d(x;,y;) <
D(x,z) + D(y,z). Dakle, d(x;,y;)) < D(x,z) + D(y,z) za svaki i € {1,...,p}. Nekajei €
{1, ..., p} takav da je D(x,y) = d(x;,y;) (takav i prema definiciji funkcije D sigurno postoji).
Slijedi D(x,y) < D(x,z) + D(y, 2).

Time smo dokazali da je D metrika na F7(X).

Propozicija 2.4.2. Neka je (X,d) kompaktan metricki prostor, te neka je v € G(X), v =
(VM)ren. Pretpostavimo da je | € N te da je v I-konvergentan u (X, d). Tada postoji podniz

od v koji je (I+1)-konvergentan u (X, d).

Dokaz. Promotrimo niz (vf:l(m))keN. To je niz u X, a metricki prostor (X, d) je kompaktan.
Iz definicije kompaktnog metrickog prostora i propozicije slijedi da niz (V7 ")en

ima podniz koji je konvergentan u (X, d). Stoga postoji strogo rastuéa funkcijaa : N — N

a(k)+1+1
I+1

b(k) = a(k) + 1 + 1, za svaki k € N. Za svaki k € N vrijedi a(k) < a(k + 1) pa je

takva da je niz (v )ken konvergentan. Neka je b : N — N funkcija definirana sa

ak) +1+1 <alk+1)+1+1¢t. b(k) < b(k +1). Prema tome b je strogo rastuc¢a funkcija.

k

Neka je w = (W)en niz u UL FP(X) definiran sa w* = vW®_ za sve k € N. OCito je w

podniz od v. Nadalje iz leme [f]slijedi da je w € G(X). Neka je k € N. Imamo

k+l+1 _  bk+l+1) _ _a(k+l+1)+1+1
+1 = Vi = Vin ) (2.9)
k+l+1 (k+1+1)+1+1 : . . _ (k+1+1)+1+1 . . _
dakle wii*' = v} . Tvrdimo da je niz 8 = (v}, Jien podniz niza @ =
N Neka je ¢ : N — N funkcija definirana sa c(k) = k + [ + 1. Ogito je ¢

strogo rastuca funkcija. Za svaki k € N vrijedi

(c(k))+I+1 k+1+1)+1+1
Aoy = Vi ol DA - g, (2.10)

Dakle, B = @), za svaki k € N. Prema tome 3 je podniz od . Dakle (w}/*!)ien je podniz

od @, a za @ znamo da je konvergentan u (X, d). Po lemi|10/niz (wﬁf“)keN je konvergentan.
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Neka je [ €{l,..1}. Niz (vﬁj”‘)keN je konvergentan u (X, d) jer je v [-konvergentan. Pa
iz leme (12 slijedi da je niz (wﬁj*k)keN konvergentan. Time smo dokazali da je w (I+1)-

konvergentan u (X, d).
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Sazetak

Ovaj diplomski rad podijeljen je na dva poglavlja. U prvom poglavlju se proucavaju ko-
nvergentni nizovi, gomiliSta nizova 1 podnizovi nizova u metrickim prostorima. U drugom
poglavlju proucavaju se zatvoreni i omedeni skupovi u metrickim prostorima a naglasak
je stavljen na proucavanje kompaktnih skupova. Nadalje, proucavaju se konacni nizovi,

1izometricki ekvivalentni nizovi te pojmovi s tim u vezi kao s-konvergentni nizovi.



Summary

This graduate thesis is divided into two chapters. In the first chapter, convergent sequences,
accumulation points of sequences and subsequences of sequences in metric spaces are
studied. In the second chapter, closed and bounded sets are studied in metric spaces and
emphasis is placed on studying compact sets. Furthermore, the finite sequences, isometric

equivalent sequences, and concepts related to h-convergence of sequences are studied.



Zivotopis

Moje ime je Karmen Zupan. Rodena sam 22. srpnja 1990. u Zagrebu gdje sam zavrsila
osnovnu i srednju Skolu. Nakon zavrSene srednje Skole, upisala sam studij Matematike na

PMF.
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