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Uvod

U ovom diplomskom radom bavit éemo se geometrijom prostora u srednjosSkolskoj nastavi
matematike. Razlog zaSto je naslov mog diplomskog rada takav je to Sto je geometrija
kao matematicka grana, pogotovo geometrija prostora jako malo zastupljena u Skolama.
U srednjoskolskoj nastavi spominje se u drugom razredu srednje Skole kao zadnje poglav-
lje u toj Skolskoj godini. Ucenici tada nadograduju znanje vezano za geometrijska tijela
i njihova svojstva s kojima su se prije upoznali u osnovnoj $koli (najvise u osmom razredu).

Ovim diplomskim radom Zelim istaknuti da se geometriju ne gleda kao dosadno i nepo-
trebno gradivo u nasim Skolama. Geometrija moze biti jako zanimljiva, u€enici su u mno-
gim situacijama iz svakodnevnog Zivota pozvani prepoznati geometrijske veli¢ine. No, ne
samo to ve¢ jednostavnim pitanjem: “Kako bismo izradili/izgradili taj objekt?” moZe se
otvoriti cijeli novi geometrijski svijet. StjeCe se dojam da se kod geometrije prostora samo
racuna volumen i oplo$je, medutim to zaista ne mora biti tako i to ¢u ovim radom pokazati.
Jos jedan razlog zaSto je ovaj dio gradiva poZeljan je taj Sto se jako lako moZe povezati s
ostalim disciplinama bile one prirodoslovne ili tehnicke.

U prvom poglavlju reci ¢u nesto o prikazu geometrijskih tijela u ravnini te o nekim svoj-
stvima tih tijela. Cilj poglavlja je objasniti na koji je nacin uCenicima najbolje pribliziti te
prikaze.

U drugom poglavlju reci ¢u nesto o presjecima geometrijskih tijela ravninom. U poglavlju
¢u govoriti o presjecima prizme, piramide i oblih tijela. Napravit ¢u aktivnost koju mozemo
provesti na nastavi ako Zelimo da ucenici otkriju svojstva presjeka ravnine i geometrijskog
tijela. Tijekom poglavlja navest ¢u primjere koji se mogu napraviti kao uvodni dio tog
dijela gradiva. Reci ¢u do kojih poteSko¢a mogu doci u€enici vezano za to gradivo.

U tre¢em poglavlju ¢u nesto reéi o ideji uvodenja u nastavu raznih primjera iz svakodnev-
nog zivota koji mogu pomoc¢i u razumijevanju pojmova i postupaka vezanih uz geometriju
prostora. Nazvat ¢u to geometrijsko modeliranje. Najprije ¢u reéi Sto je modeliranje te
Sto se podrazumijeva pod geometrijskim modeliranjem. Nakon toga ¢u prikazati aktivnosti
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koje se mogu provesti na nastavi matematike vezane uz geometrijsko modeliranje.



Poglavlje 1

Prikazivanje i svojstva tijela

U srednjoskolskoj nastavi u€enici se s geometrijom prostora susrecu u drugom razredu
srednje Skole. Po Nacionalnom okvirnom kurikulumu (krace NOK-u) ishodi koji su vezani
za ovu temu se nalaze u dijelu Matematicki koncepti pod Oblici i prostori te glase:

e skicirati, opisati i tumaciti ravninske prikaze prostornih oblika

e rabiti geometrijske transformacije ravnine za opisivanje pravilnosti i svojstva geome-
trijskih uzoraka

e prepoznati ravninske i prostorne oblike i njihova svojstva u svakodnevnom okruZenju
i umjetnosti te ih upotrijebiti za opis i analizu svijeta oko sebe. ([8])

Prikaz geometrijskog tijela u ravnini je jedan od bitnih ishoda po NOK-u. Iz tog razloga
¢emo se u ovom poglavlju baviti time.

1.1 Mreze geometrijskih tijela

Geometrijska tijela se mogu prikazati pomocu svojih mreza, tj. crtanjem njihovog plasta i
osnovke (baze) u ravnini. Bitno je da u€enici znaju nacrtati mreZe ako im je zadano geome-
trijsko tijelo te je bitan i obrnuti smjer zbog razvijanja vizualizacije predmeta u prostoru.
Kako bi znali nacrtati mreze razliitih geometrijskih tijela u€enici moraju znati njihova
svojstva kao Sto su broj osnovki, od koliko se geometrijskih likova sastoji plast, o kojim se
geometrijskim likovima se radi te svojstva tih likova. Geometrijska tijela u nastavi mate-
matike dijele se na uglata i obla tijela. Uglata tijela se dijele na prizme i1 piramide ovisno
o tome koliko imamo osnovki, dok se obla tijela dijele na valjak, stoZac i kuglu. Pojam
koji je jos bitan kod prikaza mreza geometrijskih tijela je vidljivost. UCenici se prvi put
kod geometrijskih tijela susrecu s takvim pojmom zato je jako bitno objasniti znacenje tog
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pojma te njegovu vaznost. Pojam vidljivosti je takoder apstraktan pojam ucenicima zbog
toga ga prvo objaSnjavamo na konkretnom primjeru (modelu). Ucenici su se s mreZama
tijela susreli ve¢ u osnovnoj Skoli tako da im to nije u potpunosti nepoznat pojam. Iz tog
razloga ¢emo napraviti aktivnost uvjezbavanja kako bi se ucenici podsijetili tog gradiva.

AKTIVNOST: "Izradi”

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
e izradivati mreZe razli¢itih geometrijskih tijela pomocu papira
e pri izradi koristiti svojstva odredenih geometrijskih tijela i likova

Aktivnost je predvidena za jedan Skolski sat.

Sto éemo raditi?
Izradivati mreZe prizme, piramide i oblih tijela pomocu papira.

Na koji nacin ¢emo to napraviti?

Potreban materijal: papir i Skare

Oblik rada: invidulni rad

Svakom uceniku podijelimo jedan papir, te ucenicima damo upute da e jedan red raditi
mreZu prizme, drugi piramide te tre¢i mreZu oblih tijela. Uc€enici mogu sami izabrati od
kojeg Ce tijela raditi mreZu samo je bitno da se drZe upute. Nakon $to naprave svoje mreze
stavit ¢emo ih na plocu te komentirati od kojeg je tijela ta mreza i da li postoji jo§ neki
drugi nacin prikaza mreze tog tijela ili je on jedinstven.

Uputa nastavnik:

Bilo bi dobro ucenike potaknuti da ne rade mreze samo uspravnih tijela ve¢ i kosih. Razred
mozemo rasporediti i drugacije tako da imamo papir triju razli¢itih boja te da svaki ucenik
bira boju koju Zeli a svaka boja predstavlja prizmu, piramidu ili oblo tijelo. Naravno, za
svaku skupinu bi trebalo biti podjednak broj papira. S u€enicima moramo prodiskutirati
kako da znaju jesu li mreZu dobro napravili, tj. dati uputu da kad naprave mrezu da od te
mreZe naprave geometrijsko tijelo.
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Primjeri mreZa koje u¢enici mogu napraviti:

| N R ——

Slika 1.1: MrezZa kocke

R

Slika 1.2: Mreza kvadra
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Slika 1.3: Mreza piramide

/ _____

Slika 1.4: Mreza kose piramide
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Slika 1.5: Mreza valjka

1.2 Nacrt, tlocrt, bokocrt

Mreze tijela nam pomaZu kod jo$ jednog prikaza. Rijec je o prikazu tijela kad ih gledamo
s razli€itih strana, tj. tijelo gledamo odozgo, sprijeda ili sa strane. Takav prikaz je najza-
nimljivije promatrati kod nekih zgrada te ucenicima pomaze kod prijelaza iz konkretnog
prema apstraktnom. Kod ovog prikaza dolazi do izrazaja spomenuti pojam vidljivosti iz
tog razloga Sto na temelju toga ucenici iz slike mogu protumaciti s koje strane je gledano
geometrijsko tijelo nacrtano u ravnini. Jedna od aktivnosti koja se moZe provesti vezano
za ovu temu u srednjoskolskoj nastavi je sljedeca.

AKTIVNOST: ”0d kud gledamo?”

U ovoj Ce aktivnosti ucenici:

e odredivati i crtati tlocrt, nacrt i bokocrt zadanih geometrijskih likova i zgrada iz sva-
kodnevnog Zivota

e crtati geometrijsko tijelo ako im je zadan tlocrt, nacrt 1 bokocrt.
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Aktivnost je predvidena za dva Skolska sata.

Sto ¢emo raditi?
Odredivat ¢emo tlocrt, nacrt i bokocrt zadanog geometrijskog tijela ili zgrade iz svakod-
nevnog zivota.

U ¢emu je problem?
Ako imamo zadanu sliku geometrijskog tijela treba odrediti njihov tlocrt, nacrt i bokocrt.

Na koji nacin ¢éemo to napraviti?

Potreban materijal: nastavni listi¢, papir s pravokutnom mreZom

Oblik rada: individualni rad

Ucenicima podijelimo nastavne listi¢e i papire s pravokutnom mreZom te im damo vremena
da ih rijeSe. Nakon toga prodemo rjeSenje i provedemo diskusiju vezano za te zadatke.

Nastavni listi¢
Zadatak 1: Zadana je slike zgrade Knjiznice filozofskog fakulteta u Zagrebu (slika [1.6]

preuzeta s ([4]).

FNG

Slika 1.6: Knjiznica filozofskog fakulteta
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Odredi iz kojeg je smjera gledala osoba koja je slikala sljedece slike.

Slika 1.8: KnjiZnica fakulteta iz raznih perspektiva
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Zadatak 2:
a) Odredi kako izgleda geometrijsko tijelo kad ga gledamo odozgo, sa strane i sprijeda
te nacrtajte na predvideno mjesto.
Uputa za crtanje:

e sisprekidanom crtom oznacavamo nevidljive bridove (bridovi koje znamo da
postoje ali kad gledamo geometrijsko tijelo ih ne vidimo),

e kod situacije kad gledamo sa strane lik ¢emo uvijek gledati s desne strane.

SPRUEDA

0DOZGO SA STRANE

b) Oboji stranicu koja se ne vidi u kosoj projekciji te u sve tri ortogonalne projekcije
ako:
a. gledamo odozgo (zelenom bojom),
b. gledamo sa strane (crvenom bojom),

c. gledamo sprijeda (plavom bojom).
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Rjesenje nastavnog listica

Zadatak 1: Ako gledamo sliku knjiznice odredit ¢emo da je prednja strana ona koju prvo
vidimo. Pa prema tome prva slika koja je zadana prikazuje prednji dio zgrade pa se foto-
graf nalazio na toj strani zgrade kad je slikao. Druga slika je slikana iz kuta gdje se vidi
prednji dio i1 jedna boc¢na strana zgrade. Treca slika je takoder slikana iz kuta di se vidi
prednja i bo€na strana (razliCita od prethodne slike). Na Cetvrtoj slici se vidi straZnja strana
i jedna boc¢na strana.

Zadatak 2:

a) SPRUEDA

0DOZGO SA STRANE

Primjer je jednostavan za uenike. Ono $§to je bitno napomenuti je da moramo crtati u
pravim veli¢inama te je s uCenicima dobro diskutirati na koji nacin su dolazili do slike,
jesu imali neku metodu.
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b} a.

SPRIJEDA

7 N

e —

0ODOZGO

SA STRANE

Slika 1.9: Nevidljive stranice ako gledamo odozgo

SPRIJEDA

ODOZGO

SA STRANE

Slika 1.10: Nevidljive stranice ako gledamo sa strane

12
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SPRIJEDA

0D0Z60 SA STRANE

Slika 1.11: Nevidljive stranice ako gledamo sprijeda

Ovaj primjer je primjeren za naprednije ucenike iz tog razloga Sto je potrebna dobra vjeStina
vizualizacije.

Mozemo li i viSe?

U ovom dijelu ¢e ucenici iz tog Sto imaju tlocrt, bokocrt 1 nacrt crtati geometrijsko tijelo.
Radi ¢e to uz pomo¢ nastavnog listi¢a, individualno ali mogu prokomentirati s kolegom u
klupi. UCenicima je ovaj smjer tezi zbog vizualizacije i zbog toga Sto iz dvodimenzional-
nog prikaza moraju zamisliti trodimenzionalnu sliku te nakon toga opet crtati u dvodimen-
zionalnom prostoru. Ucenici ¢e geometrijsko tijelo prikazati u kosoj projekciji.
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Zadatak: Odredite o kojem se geometrijskom tijelu radi te ga nacrtajte. Iskoristite kva-
dratnu mrezu kako bi ste lakSe skicirali geometrijsko tijelo.

SPRIJEDA
a)

0DOZGO SA STRAME

Slika 1.12: Tlocrt, bokocrt 1 nacrt kocke

b} SPRIJEDA

0DOZGO SA STRAME

Slika 1.13: Tlocrt, bokocrt 1 nacrt geometrijskog tijela
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RjesSenje:

a)

SPRIJEDA

oDoZGo

SA STRANE

Slika 1.14: Tlocrt, bokocrt, nacrt kocke te kocka u kosoj projekciji

b)

SPRIJEDA

0DOZGO

SA STRANE

Slika 1.15: Tlocrt, bokocrt, nacrt tijrla te tijelo u kosoj projekciji
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Bitno je kad zadajemo zadatke da idemo od jednostavnijih prema kompliciranijim. 1z tog
razloga sam prvi zadatak stavila kocku jer je u€enicima najjednostavnije za shvatiti o ko-
jem je geometrijskom tijelu rijec.

Primjena naucenog

Kod uvjezbavanja u€enicima moZemo staviti slicne zadatke tako da imamo primjere i za je-
dan i za drugi smjer. Ucenicima bi bilo zanimljivije raditi u paru stoga u¢enicima mozemo
dati da jedan drugome odreduju zadatke koje ¢e rjeSavati. Tako ¢emo ucenike potaknuti da
najprije vizualiziraju geometrijsko tijelo kako bi mogli postaviti zadatak.

U aktivnosti ne spominjem nazive tlocrt, bokocrt 1 nacrt. Smatram da je bitno da ucenici
najprije razumiju o ¢emu se radi, Sto se crta. Nakon toga mozZe se prirodno javiti potreba
da se ti pojmovi imenuju, tj. da im se odredi naziv. Ucenicima se mozZe zadati zadatak za
doma da na putu do kuce slikaju neku zgradu ili bilo koji predmet te da probaju nacrtati
Sto vide kad gledaju sprijeda, sa strane te da probaju vizualizirati kako bi zgrada izgledala
odozgo.

1.3 Kosa projekcija

Najvazniji prikaz geometrijskih tijela u nastavi matematike je kosa projekcija. Rijec je o
najjednostavnijoj projekciji koja ’vjerno” prikazuje tijelo. U nastavi matematike je bitna
zbog prijelaza iz konkretnog prema apstraktnom, tj. prijelaz iz prostora u ravninu. Taj
prijelaz omogucuje da uo¢imo odredena svojstva tijela s crteza te Sto lakSe rijeSimo ma-
tematicki problem koji nam je zadan. Ono S§to u€enicima moZe biti zbunjujuce je to da
osnovka kocke na crtezu postaje paralelogram, a osnovka valjka postaje elipsa. U¢enicima
je to najbolje objasniti pomocu modela kocke 1 valjka tako da gledaju modele s razli¢itih
daljina i strana. Tako Ce primijetiti da slika kocke ili valjka uvijek izgleda drugacije te Ce
primijetiti ako gledaju sa strane da ¢e zaista osnovka biti ili paralelogram ili elipsa. Bitno
je da ucenici razumiju na koji nacin se dolazi do tih crteza te da vide koja svojstva ima kosa
projekcija radi lakSeg razumijevanja crteza.

Kod kose projekcije biramo ravninu koja je paralelna s ravninom slike (tijela), najcesce je
to xz-ravnina, te je smjer projekcije kos. Svi bridovi nekog tijela koji su paralelni s x i z osi
projiciraju se u pravoj velicini te se okomitost uva. Treca os y se projicira koso u polozaj
y; te se duljina kose projekcije neke duZine na os y ne Cuva, tj. moze biti veca ili manja
od dane duljine. Glavni element kose projekcije je takozvani trokut prikrate koji se sastoji
od elemenata koji odreduju kosu projekciju a to je kut izmedu osi y; i x osi te prikrate koja
oznaCava omjer izmedu veli¢ine projekcije i dane veli¢ine. PrikaZimo to na slici (I.16)).
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Slika 1.16: Kosa projekcija kvadrata

Nakon §to s u¢enicima prodemo konstrukciju nekog geometrijskog tijela pomocu kose pro-
jekcije s njima dolazimo do svojstva kose projekcije. Svojstva kose projekcije su sljedeca:

trokut prikrate i trokut A>A;A (vidi[[.I6) su uvijek sli¢ni,

likovi koji leze u ravnini paralelnoj s ravninom slike pri projiciranju ostaju u danoj
veliCini te su paralelni s tim likom,

kut koji lezi u ravnini paralelnoj s ravninom slike projicira se u pravoj velicini, tj.
¢uva okomitost,

kosa projekcija pravca okomitog na ravninu baze okomit je na os x,
kosa projekcija pravca okomitog na ravninu slike paralelna je s osi yy,

paralelni pravci preslikavaju se u paralelne pravce (osim ako nisu paralelni sa smje-
rom projiciranja),
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e kosa projekcija kruznice u opéem polozaju je elipsa. ([[7]])

Ucenici e crteze geometrijskih tijela uglavnom raditi prostoruc¢no ali je bitno da znaju na
koji se nacin doslo do njih i koja su svojstva tijela uvaju na crtezu a koja ne.



Poglavlje 2

Presjeci ravninom

Problem odredivanja presjecnog lika tijela i ravnine je nesto Sto Cesto susrecemo u svakod-
nevnom Zivotu, primjerice, to moZe biti rezanje kruha, jabuke, sira, torte i sli¢no. ([3]])

Slika 2.1: Limun kao primjer presjeka iz svakodnevnog Zivota

Slika 2.2: Stolni margarin kao primjer presjeka iz svakodnevnog Zivota

U nastavi matematike s takvim problemom bi se upravo trebalo krenuti s takvim primje-
rima (vidi 2.T)2.2)), to je u€enicima nesto s ¢im se susrecu svakodnevno pa Ce lakse shvatiti
bit problema. Nakon §to smo krenuli s konkretnim primjerima prelazimo na apstraktni dio,
medutim taj prijelaz ne smije biti prebrz. Prijelaz moZemo napraviti pomocu geometrijskih

19
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modela ili koriste¢i softver dinamicke geometrije (npr. GeoGebra, Sketchpad, Mathema-
tica).

Problem ravninskog presjeka je zapravo problem odredivanja presjeka pravca i ravnine, tj.
probodista koji se dobije presijecanjem bridova tijela s ravninom. [S] U srednjoskolskoj
nastavi matematike ovaj problem se rjeSava preko elementarno- geometrijskih metoda.
Ucenici kod pronalazenja probodiSta mogu imati problem kod misaone vizualizacije na-
crtanih likova. Iz tog razloga bi bilo dobro da se krene od jednostavnijih primjera kao Sto
je presjek tijela i pravca tek nakon toga na presjek izmedu ravnine i tijela. Geometrijsko
tijelo koje je najpogodnije za istraZivanje pravilnosti kod ovog problema je kocka. Najbolje
je uzeti to geometrijsko tijelo iz tog razloga Sto su joj sve strane istih veliCina te ucenici
znaju najbolje njezina svojstva. Kod presjeka pravca s ravninom ucenici crtaju pravac ako
su zadana probodiSta te moraju znati kroz koje tocke prolaze taj pravac a kroz koje ne.
Ucenicima odredivanje tih to¢aka moZe stvarati problem zbog misaone vizualizacije. Pri-
mjer zadatka koji se moZe zadati na nastavi je sljedeci.

Zadatak: Prikazana je kocka u kosoj projekciji te pravac AB. Odredi da li tocke C 1 D
pripadaju tom pravcu?

Slika 2.3: Presjek pravca i kocke

RjesSenje kod oba dva primjera je da niti jedna od to¢aka C 1 D na pripada pravcu AB.
Ucenicima je to zbunjujuce iz tog razloga Sto u dvodimenzionalnom prostoru pravac AB
prolazi kroz to¢ke C i D. Pozeljno je da na prvim primjerima ucenicima pomocu modela
kocke ( model izraden od Zice koje prikazuju bridove kocke) i slamke (olovke) prikazemo
te tocke 1 pravac. UcCenici Ce tako vidjeti da pravac prolazi kroz unutrasnjost kocke te ¢e im
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kasnije biti lakSe vizualizirati te situacije bez potrebe modela. PoZeljno je u€enicima dati
Sto viSe razlicitih primjera.

2.1 Prizme

Shvativsi presjek izmedu pravca i geometriskog tijela s u¢enicima moZemo krenuti na pre-
sjek izmedu ravnine i geometrijskog tijela. Cilj je da ucenici nakon ovog dijela gradiva
znaju nacrtati presjecni lik ako im je zadano geometrijsko tijelo i tocke probodista te da
znaju procijeniti o kojem se geometrijskom liku radi. Aktivnost gdje bi ucenici mogli vi-
djeti o kojim se geometrijskim likovima radi moZe se provesti pomocu gline i ravnala tako
da od gline naprave kocku te reZu s ravnalom i gledaju koje ¢e presjecne likove dobiti.
Naravno, potrebno je da ucenici dobiju upute na koji nacin da dobiju vecinu presjeka te da
primjere skiciraju u biljeZnicu. Zakljucak do kojeg trebaju do¢i je da presjeci mogu biti
tocka, duZina, trokut, Cetverokut, peterokut te najvise Sesterokut s obzirom na to da kocka
ima Sest strana. Nakon Sto ucenici dodu do tih zakljuaka potrebno je da sami dodu do
svojstava koji su potrebni za konstruiranje presjecnih likova u ravnini ako su zadana tri
probodista. Sljedeca aktivnost je primjer kako bi se to moglo napraviti u nastavi matema-
tike.

AKTIVNOST: ”Presjeci ravninom”

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
e konstruirati presjeke kocke ravninom,
o otkriti svojstva koja ¢e im pomoci pri konstruiranju presjecnog lika,
e izraCunati povrSinu presjecnog lika,
e odrediti jednadZbu presjecne ravnine,
e primjeniti presjeke u problemu iz svakodnevnog Zivota,
e koristiti tehnologiju.

Aktivnost je predvidena za dva Skolska sata.

Sto éemo raditi?
Odredivat ¢emo presjeke kocke s ravninom ako su zadana tri probodista.
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U ¢emu je problem?

Ako imamo zadana tri probodista na kocki kako konstruirati presjecni lik?

Koja su svojstva koja koristimo konstruirajuéi presjecni lik u dvodimenzionalnom pros-
toru?

Na koji nacin ¢emo to napraviti?

Potreban materijal: nastavni listi¢

Oblik rada: suradnicki rad u paru

Ucenike podijelimo u parove. Podijelimo svakom uceniku nastavni listi¢ te im damo upute
na koji ¢e ga nacCin rjeSavati. Uputa Ce glasiti da svaki uCenik prvo sam za sebe rijesi za-
datak nakon toga prokomentiraju medusobno koje je rjeSenje tocno, da li primjecuju neko
svojstvo, pravilnost te ako primjecuju zapisuju to u biljeZnicu. Nakon §to vecina rijeSi nas-
tavni listi¢ prikazemo putem GeoGebre sva rjeSenja te komentiramo do kojih smo svojstava
dosli te ih zapisujemo na ploci.

Nastavni listi¢
Zadatak:Nacrtaj presjek kocke s ravninom PQOR.
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Slika 2.4: Primjer zadatka gdje su odredena tri probodiSta

Potrazite pomo¢ tehnologije?
Ucenicima ¢emo rjeSenja prikazati pomocu softvera dinamicke geometrije. Trenutacno
¢emo 1h prikazati pomocu GeoGebre, ali to moze biti Sketchpad, Mathematica ili bilo
koji drugi softver. Bitno je da postupak koji prikazujemo preko GeoGebre bude jednak
postupku kojeg bi radili u biljeZnici te da se vidi na krajnjoj slici zbog boljeg razumijevanja.
PrikaZimo kako bi to izgledalo.

a) I ) /
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| R |
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Primjeri pod a) i b) su u€enicima najjednostavniji za shvatiti i najlaksSe im je predvidjeti
kakav bi presjek mogao biti. Kod primjera a) ¢e u€enici samo spojiti toCke koje se nalaze
na istim stranama kocke, a kod primjera b) ¢e uz to crtati paralele u paralelnim stranama
kocke.
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Kod primjera pod c) ucenici spajaju tocke koje pripadaju istim stranama te konstruiraju
paralele na paralelnim stranama. Dok u primjeru d) ucenici ¢e naci probodiste polupravca
RQ iravnine u kojoj se nalazi tocka P. Zatim Ce spojiti probodiste i toCku P te tako dobiti
probodiste s donjom bazom te kroz to¢ku probodiSta povuéi paralelu s PQ. Ovaj primjer
su ucenici mogli napraviti i na drugi nacin tako da su prvo trazili probodiste pravca QR s
donjom bazom. Potrebno je prokomentirati oba dva nacina rjeSavanja.

e) ' f) R !

Primjer e) sli¢an je primjeru d) dakle ucenici traze probodiSte polupravca QP 1 donje baze
kocke. Tada primjecuju da se tocka R takoder nalazi na donjoj bazi kocke iz Cega za-
klju€ujemo da mozemo spojiti tocku R i1 tocku probodiSta. Tako smo dobili jednu stranicu
presjecnog lika. Nakon toga povlacimo paralele na paralelne strane kocke. Primjer se jo§
moze rijesiti tako da prvo nademo probodiste pravca PQ i straznje strane kocke. Primjer f)
je ucenicima najtezi iz tog razloga $to nemaju par tocki koji se nalaze na istoj strani. Zato
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prvo trebaju odrediti probodiSte pravca PQ s donjom bazom kocke. Napravit ¢emo to tako
da pravac PQ ortogonalno projiciramo na donju bazu te nademo presjek izmedu pravca
PQ i njegove ortogonalne projekcije. Nakon toga to¢ku probodista spojimo s tockom R te
tako dobijemo jednu stranicu presjecnog lika. Ostale stranice dobijemo tako da vucemo
paralele na paralelnim stranama kocke.

Kako to rjesava teorija?
Pri konstruiranju presjecnog lika koristimo sljedeéa svojstva:

e ako se tocke nalaze na istim stranama geometrijskog lika one se mogu spojiti i ta
duzina je stranica presjecnog lika (primjer a)),

e ako presjecni lik sijeCe bar dvije strane usporedne tada su presjecni pravci (odnosno
stranice presjecnog lika) na stranama tog tijela usporedne (primjer b) i c)),

e ako se vrhovi presjecnog lika (probodista) nalaze na ravninama koje se sijeku po
pravcu tada se presjecni pravci sijeku na tom pravcu ( primjer d), e) i f)).

Mozemo li vise?

Ucenici ¢e u ovom dijelu pokuSati odrediti presjeke s kockom koje su paralelne s ravninom
PQR. Ucenike moZemo podijeliti u grupe po Cetvero te zadati da svaka grupa uzme jedan
od zadataka na nastavnom listiu te da nacrtaju Sto viSe paralelnih ravnina. Nakon toga
ucenici ¢e pokusati odrediti jednadzbe ravnine PQR tako da veli¢ina brida kocke bude
jednaka a.

o
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Vazno je da s ucenicima provedemo diskusiju oko metoda rjeSavanja ovakvih situacija.
Neki ucenici ¢e moci sebi vizualizirati odmah u glavi paralelne ravnine medutim neki
ucenici Ce koristiti drugo svojstvo, tj. izabrat ¢e jednu tocku te vuci paralele na paralel-
nim stranama. Potrebno je provesti i diskusiju oko veze poloZaja triju tocaka na bridovima
kocke s presjecnim likom. Tako ucenici mogu primijetiti ako se sve tri tocke nalaze na
susjednim bridovima dobit ¢emo trokut, ako se niti jedna od tocaka ne nalazi na susjednim
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bridovima dobit ¢emo Sesterokut te ako imamo dvije tocke koje se nalaze na susjednim
bridovima dobit ¢emo Cetverokut ili peterokut. Najjednostavniji nacin zapisa ravnine je u
parametarskom obliku, ali ucenici je mogu zapisati i u drugim oblicima tako da je bitno to
diskutirati s njima.

Primjena naucenog
Zadatak 1: Dana je kocka ABCDEFGH.

H G
R I
£ I
T F
I e
I
I
I
e
-~
-
-
[ - o
A = B

Slika 2.5: Kocka ABCDEFGH i zadana probodista P, Qi R

a) Nacrtajte presjek kocke s ravninom PQR. Sto je presje¢ni lik?

b) Odredite presjek kocke s ravninom koja je paralelna ravnini PQOR, a sadrzi tocku A.
Sto je presje¢ni lik?

¢) Odredite jednadZzbu svih paralelnih ravnina s ravninom PQR koje zadanu kocku pre-
sijecaju po trokutu (duljina stranice jednaka je a).

d) Odredite povrSinu presjecnih likova iz zadatka a) i b) ako duljina brida kocke iznosi
a te znamo da su to¢ke P, Q 1 R redom polovista stranica AB, CG 1 EH.
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Rjesenje:

a

Slika 2.6: Presje¢na ravnina PQR

Presjecni lik je pravilni Sesterokut.

A P
Slika 2.7: Paralelna ravnina kroz to¢ku A
Presjecni lik je jednakostranican trokut.

¢)Najprije odredimo koordinate tocaka A, H i C te ¢emo pomocu njih dobiti koordinate
vektora smjera. Pomodcu tih podataka modi éemo napisati parametarsku jednadZbu rav-
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nine. Pa sa slike vidimo A(a, 0,0), C(0, a,0), H(0,0, a). Vektori smjera su: (a,0,—a) i
(0, a, —a). Dakle, jednadZba ravnine paralelne s ravninom PQR u obliku trokuta je:

x=ad
y = au ,A,u €< 0,a].
z=a-—ad—au

d) U zadatku a) imamo pravilni Sesterokut, njegovu povrsinu raCunamo pomocu formule
_ 23

tako da s oznacava stranicu Sesterokuta. Najprije trebamo odrediti kolika je duljina stranice
Sesterokuta koju ¢emo dobiti pomocu Pitagorina poucka iz trokuta koji se sastoji od strane
Sesterokuta te od dvaju bridova kocke. Pa imamo:

£ =@+ @2

Kada izra¢unamo desnu stranu i korijenujemo dobivamo sljedece rjeSenje.

_aV2
s =55
Dakle, stranica Sesterokuta iznosi % pa je povrsina jednaka:
_ 3 V3a?
P ==,

U zadatku b) imamo jendakostrani¢an trokut kojemu se stranice jednake duljini dijagonale
kvadrata koja iznosi a V2. Povriina jednakostrani¢nog trokuta se ra¢una po formuli

_ V32
P—TS,

gdje je s stranica jednakostrani¢nog trokuta. Pa imamo da povrsina zadanog trokuta iznosi:

_ V3
P—T.
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Zadatak 2: (preuzeto s ([6])) Gospodin Kockica djeci je odlu¢io napraviti ljetnu kucicu
za igru. Kao temelje postavio je ¢vrstu plocu kvadratnog oblika dimenzije 3m x 3m te u
vrhovima temelja uzdignuo stupove visine 3 m. No, zbog kroSnje drveta ispod kojeg se
nalazi kucica nije mogao postaviti ravni krov na najvecoj visini. Odlucio je ¢vrstu tkaninu
privezati o stupove 1 napraviti krov. Dopustene visine bile su 2.8 m na prednjim stupovima,
a na straznjim samo 1.6 m. Odredite povrSine tkanine potrebne za zavrSetak kucice gospo-
dina Kockice.

Rjesenje:
Najprije napravimo skicu da znamo kojeg ¢e oblika biti tkanina te na skici oznacimo sve
Sto znamo iz teksta zadatka.
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Slika 2.8: Skica zadatka

Primjecujemo da je tkanina pravokutnog oblika (presjek kocke ravninom) kojemu je jedna
stranica duljine 3 m (paralelna je s bridom kocke), a drugu treba izraCunati. 1z pravokutnog
(plavi trokut sa trokuta dobivamo duljinu druge stranice

V2.8 —1.6)2+3% = V1.22 + 32 = V10.44 ~ 3.23m .

Dakle, dimenzija tkanine je 3 m x 3.23 m, odnosno pribliZzna povrsina tkanine je 9.69 m?.

Uputa nastavniku

Aktivnost se moZe provesti tako da svaki u€enik moze sam pomocu racunala konstruirati
presjeke ako Skola ima moguénost za to. Ucenici prirodoslovno-matematicke gimnazije
u treCem razredu srednje Skole rade analiticku geometriju u trodimenzionalnom prostoru
(jednadzbe ravnina) dok drugi ucenici to ne rade. Stoga je s njima moguce izgraditi te
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dodatne veze u matematickim sadrZajima, te povezati elementarnu trodimenzionalnu ge-
ometriju s analitickom. Ucenicima tijekom uvjeZbavanja moZemo dati ostale vrste prizmi
kao Sto je trostrana, peterostrana ili Sesterostrana prizma tako ¢e ucenici analogijom do¢i
do zakljucka da vrijede ista svojstva za konstrukciju kao i kod kocke.

2.2 Piramide

Nakon §to su ucenici otkrili svojstva za konstrukciju presje¢nog lika kod prizmi trebali bi
se zapitati Sto se dogada kada imamo presjek ravnine i piramide da li se konstrukcija radi na
isti nacin kao 1 kod prizmi ili su ipak drugacija svojstva. Aktivnosti se mogu napraviti kao i
Sto smo kod kocke, najprije da ucenici pomocu gline, geometrijskih modela dolaze do raz-
nih presjecnih likova te nakon toga otkrivaju svojstva konstrukcije na raznim primjerima.
Medutim, ako smo primijetili da ucenici viSe nemaju problema oko vizualizacije presjeka
geometrijskog tijela i ravnine mozemo odmah prijeci na svojstva. Prikazat ¢u primjere koji
se mogu primijeniti u aktivnosti te njihova rjeSenja. Koristit ¢u Cetverostranu piramidu, ali
s uenicima bi se trebalo proci kroz ostale vrste piramide.

Primjer: Nacrtaj presjek piramide s ravninom PQOR.

b) H
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Slika 2.9: Primjeri zadatka za presjek ravnine i piramide

32
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Rjesenje:

Ucenici ¢e u primjeru a) 1 b) spajati duZine sa zadanim toCkama jer se parovi tocaka nalaze
na istim stranama, moguce je da im b) primjer bude zbunjujuci ako si ne mogu tu situaciju
vizualizirati.

c)
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Kod primjera c) ucenici povuku paralelu kroz R s duzinom PQ te tako dobivamo jednu
stranicu presje¢nog lika. Nakon toga poveZzemo tocke na istim stranama. Kod primjera
d) ucenici moraju primijetiti da je duzina RQ srednjica tog trokuta te znamo da je ona
paralelna s osnovicom trokuta, u nasem slucaju bridom baze koja je paralelna s bridom na
kojem se nalazi tocka P iz Cega zakljuCujemo da je taj brid paralelan s RQ te da je to jedna
stranica presjecnog lika. Na kraju samo povezemo sve toc¢ke koje znamo.

Ucenici e prvo primijetiti da se tocke R 1 Q ne nalaze na istoj strani kao 1 to¢ka P zbog toga
trazimo probodiSte polupravca RQ s bazom (tocka P se nalazi u njoj). ProbodiSte spojimo
s tockom P te dobivamo jednu stranicu presjecnog lika. Nakon toga povla¢imo paralele i
spajamo tocke na istim stranama. Drugi nacin na koji se mozZe rijeSiti ovaj primjer je da
crtamo paralelu s duZinom RQ kroz tocku P te na kraju povezemo tocke na istim stranama.

Ucenici bi trebali zakljuciti nakon te aktivnosti da svojstva konstrukcije vezano za prizme
vrijedi i za piramide bilo rije€ o trostranoj, ¢etverostranoj ili bilo kojoj drugoj piramidi.
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2.3 Obla tijela

Ucenici se mogu jos susresti s presjecima gdje su geometrijska tijela valjak, stozac ili ku-
gla. U tim situacijama za presjeke mozemo dobiti krivulje drugog reda. Kod presjeka
valjka i ravnine moZemo dobiti kruZnicu (ravnina je paralelna s bazom) i elipsu (ravnina
nije paralelna s bazom). U situaciji ako je ta ravnina okomita na bazu dobivamo pravo-
kutnik kao presjecni lik. Kod presjeka stoSca i ravnine dobivamo kruZnicu (ravnina je
paralelna s bazom), elipsu (ravnina nije paralelna s bazom) te parabolu (ravnina je okomita
na bazu). Specifi¢an je slucaj ako je ravnina okomit ana bazu i prolazi kroz vrh stosca dobi-
vamo trokut kao presjeCan lik. Ravninski presjeci kugle su kruznice Sto je specificno za to
geometrijsko tijelo. UCenicima je ove presjeke najzanimljivije prikazati pomocu animacije
u nekom geometrijskom softveru kao Sto je GeoGebra, Sketchpad itd.



Poglavlje 3

Geometrijsko modeliranje

U matematickom obrazovanju modeliranje je jedna od vaznih sastavnica za razvijanje “ma-
tematickih navika uma”. Ono nam omogucava da prikazemo kako se matematika moze ko-
ristiti u svakodnevnom Zivotu. Zapravo, matematicko modeliranje je otkrivanje i testiranje
matematickih modela ili prikaza stvarnih predmeta ili procesa. Ono se moZe opisati kao
proces od stvarne situacije do matematickog modela i natrag, tj. kazemo da je modelira-
nje ciklicku proces. Cilj matematickog modeliranja je da se svakodnevni problem objasni
na matematicki nacin. ([1]) Geometrijsko modeliranje je jedna vrsta matematickog mode-
liranja koja se bavi geometrijskim problemima. U ovom poglavlju éemo prikazati takve
geometrijske probleme vezane za geometriju prostora. Dakle, svakodnevne geometrijske
probleme ¢emo rjesavati pomocu matematike. Ovakvi problemi uCenicima ponekad znaju
biti monotoni jer su najéeS¢e povezani s racunanjem volumena ili oploSja zato ih treba na-
praviti na Sto zanimljiviji nacin. Probleme ¢emo prikazati pomocu aktivnosti uvjezbavanja.

Aktivnost uvjezbavanja koja se moze provesti nakon §to ucCenici nauce sva geometrijska
tijela te dobro znaju njihova svojstva je sljedeca.

AKTIVNOST:” Pronadi tijelo”

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
e prepoznavati sa slike geometrijska tijela,
e razlikovati prizmu, piramidu i oblo tijelo.

Aktivnost je predvidena za 20 minuta nastavnog sata.

Sto ¢emo raditi?
Ucenici Ce sa slike prepoznati Sto viSe geometrijskih tijela te za ta geometrijska tijela odre-

36
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diti jesu li prizme, piramide ili obla tijela.

Na koji nacin ¢emo to napraviti?

Potreban materijal: nastavni listi¢i sa slikama

Oblik rada: invidualan rad

Svakom uceniku podijelimo nastavni listi¢ na kojemu se nalaze slike te damo uputu da
nadu S§to viSe geometrijskih tijela na slikama te u svoje biljeZnice napiSu o kojim je geome-
trijskim tijelima rijec.

Nastavni listi¢
Pronadi geometrijsko tijelo.

Slika 3.1: Slike Zagreba s Gornjeg grada

Slika 3.2: Slika Zagreba s Gornjeg grada te prostor ispred Skole primijenjene umjetnosti i
dizajna Zagreb
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Slike su slikane u gradu Zagrebu tako da uCenici mogu prepoznati zgrade te s njima
mozZemo 1 komentirati zasto su te zgrade bitne (poveznica s povijeS€u). Ucenici ¢e naci
razna tijela ne samo ona na koja su navikli. Bitno je da im omoguc¢imo da se na slikama
vide i kosa tijela, a ne samo uspravna. Na ovaj nac¢in moZemo vidjeti jesu li uCenici shvatili
ovaj dio gradiva. Aktivnost se moZe provesti tako da se uCenike podijeli u grupe te da se
napravi malo natjecanje koja ¢e grupa naci viSe geometrijskih tijela. Tada ¢emo slike pri-
kazivati na projektoru te ¢e aktivnost trajati duze od 20 min. Slike koje se daju kao primjeri
mogu biti iz bilo kojeg grada ne treba biti odredeno iz Zagreba.

3.1 Prizme

Prizma je uglato geometrijsko tijelo koje ima dvije baze. Ucenici po toj definiciji najlakse
razlikuju prizme od ostalih tijela. Ono $to ucenici joS moraju znati o prizmama je racunati
volumen, oplosje, crtati dijagonalne presjeke te racunati njihove povrsine, crtati presjecne
likove,... U sljede€oj aktivnosti ¢e ucenici na primjeru iz stvarnog Zivota provjeriti svoje
znanje vezano za prizme te ih povezati i s ostalim geometrijskim tijelima.

AKTIVNOST: ”Prizme”

U ovoj Ce aktivnosti ucenici:
e izradivati stvarne modele danih objekata,
e otkriti pojam krnje prizme,
e skicirati tlocrt, nacrt 1 bokocrt objekta,
e odredivati mjerna obiljeZja tijela (racunati duljine, oploSje, volumen i mjeru kuta),
e Kkoristiti mrezu geometrijskih tijela pri rjeSavanju zadataka,
e rjeSavati problemske zadatke iz svakodnevnog Zivota.

Sto éemo raditi?
Ucenici Ce sa slike prepoznati od kojih se geometrijskih tijela sastoji zadani objekt te
rjeSavati zadatke koji su im zadani vezano za taj zadatak.

Na koji nacin éemo to napraviti?
Potreban materijal: nastavni listi¢, papiri u bojama, Skare, ljepilo, geometrijski pribor
Oblik rada: suradnicki rad u timovima



POGLAVLIJE 3. GEOMETRIJISKO MODELIRANJE 39

Ucenike podijelimo u Cetveroclane grupe te im damo radne listi¢e (imamo tri razlicita nas-
tavna listi¢a) te potreban materijal. Nakon toga ucenici zajedno rjeSavaju zadatke koji su
im zadani.

Nastavni listi¢ 1

a) Izradite stvarni model objekta na slici pomocu papira kojeg ste dobili.
b) Odredite od kojih geometrijskih tijela se sastoji dani objekt.

¢) Koliko je sukladnih geometrijskih tijela?

d) Koja sukladna tijela treba dodati i koliko njih kako bismo dobili kocku?

e) Procijenite duljinu brida jedne kocke sa slike koja Cini ovaj objekt. Na temelju te
procjene izracunajte oplosje i volumen objekta sa slike.

f) IzraCunajte oploSje 1 volumen nadopunjenje kocke iz d) zadatka.

g) Za koliki kut moramo zarotirati objekt ako ga Zelimo postaviti u uspravnom obliku
(baze paralelne sa zemljom)?

h) Odredite kako izgleda taj objekt ako je postavljen uspravno (zadatak g))kada ga gle-
damo odozgo, sa strane i sprijeda te nacrtajte na predvideno mjesto.
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SPRIJEDA
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Slika 3.3: Prilog uz zadatak h)
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Nastavni listi¢ 2

Slika 3.4: Sat u obliku “krnje kocke” na okretiStu Dubrava

a) Koje je geometrijsko tijelo najsli¢nije objektu danom na slici?
b) Izradite stvaran model tog geometrijskog tijela pomocu njegove mreZze.

¢) Kako bismo dobili model od danog objekta, koja geometrijska tijela moramo odre-
zati? Koliko je tih tijela?

d) Procijenite duljinu brida tog geometrijskog tijela iz zadatka a) te izracunajte oplosje
i volumen.

e) Pomocu te procijenjene duljine izracunajte oplosje i volumen danog objekta te volu-
men geometrijskih tijela koje moramo odrezati (zadatak c)).

f) Pretpostavimo da unutar sata postoji mehanizam valjkastog oblika. Koliki prostor
unutar sata najviSe moze zauzeti taj mehanizam?
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Nastavni listi¢ 3

Slika 3.5: Sat u obliku krnje trostrane prizme” u blizini TreSnjevackog placa

a) Koje je geometrijsko tijelo najsli¢nije objektu danom na slici?
b) Izradite stvaran model tog geometrijskog tijela pomocu njegove mreZze.

¢) Kako bismo dobili model od danog objekta, koja geometrijska tijela moramo odre-
zati? Koliko je tih tijela?

d) Procijenite duljinu brida tog geometrijskog tijela iz zadatka a) te izracunajte oplosje
i volumen.

e) Pomocu te procijenjene duljine izracunajte oplosje i volumen danog objekta te volu-
men geometrijskih tijela koje moramo odrezati (zadatak c)).

f) Pretpostavimo da unutar sata postoji mehanizam valjkastog oblika. Koliki prostor
unutar sata najviSe moze zauzeti taj mehanizam?
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RjeSenja nastavnih listica

Nastavni listi¢ 1

Slika 3.6: Stvarni model objekta iz nastavnog listic¢a 1

S obzirom na to da ucenicima nismo odredili na koji nacin da naprave model moZemo
ocekivati razliCita rjeSenja. Cilj je da uCenici u tom koraku shvate da se model sastoji od
sedam kocaka 1 da se pomocu tih kocaka rade modeli. Kocke u¢enici mogu napraviti na
razne nacine pomocu mreZe ili pomocu nekih tehnika origamija.

b) Dani objekt se sastoji od kocki.
¢) Sukladnih geometrijskih tijela, tj. kocki je sedam.
d) Trebamo dodati osam kocki kako bismo objekt nadopunili do kocke.

e) Najprije odredimo kolika bi bila duljina brida jedne kocke od koje se sastoji objekt.
Primijetimo da se pokraj objekta nalaze djeca u dobio oko 6, 7 godina njihova pro-
sjecna visina je oko 1.2 m (u€enici mogu izraziti i u cm pa bi to bilo 120 cm. Ako
usporedimo njihovu visinu i duljinu brida jedne kocke moZemo primijetiti da je vi-
sina pribliZzno jednaka bridu, pa moZemo procijeniti da je brid duljine 1.2 m. Sada
izraCunajmo oplosje i volumen objekta. Oplosje tijela je zbroj povrSina svih likova
koje odreduju geometrijsko tijelo. Pa pomocu stvarnog modela pogledajmo koliko
je tih likova. Vidimo da ih je 30 1 znamo da su ti likovi kvadrati, pa izraCunajmo
oplosje:

0 =30-(1.2)° = 43.2m?,
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2)

Volumen ¢emo izraCunati tako da znamo da se objekt sastoji od sedam kocki te
znamo kako se racuna volumen kocke, pa imamo:

vV =7-(1.2) = 12.096m>.

Dakle, oplosje zadanog objekta iznosi 43.2 m?, a volumen 12.096 m?.

Pomocu stvarnog modela primijetit ¢emo da se jedna strana nadopunjene kocke sas-
toji od 9 kocaka te da je brid nadopunjene kocke tri puta veéi od jedne kocke brida,
tj. iznosi 3 - 1.2 = 3.6m. Dakle, oplosje nadopunjene kocke iznosi:

0 =6-(3.6)?=177.76m>.
Dok, volumen iznosi:
V = (3.6)° = 46.656m>.

Ucenici su mogli i na drugaciji nain izracunat volume tako da zbroje volumen
objekta s nadodanim volumenom kocaka.

Pomocu stvarnog modela i slike objekta primijetiti cemo da lako dodemo do tog
kuta. Uc€enici €e lako primijetiti da se radi o kutu koji je veli¢ine 60°.
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SPRIJEDA

ODOZGO SA STRANE

Uputa nastavniku: Stvarni modeli se mogu joS$ raditi pomocu Lego kockica ili drvenih
kockica. Ucenicima prilikom procjene moZemo dati uputu da obrate paznju na djecu na
slici 1 da i znaju koja je njihova prosjecna visina. Bitno je da uCenicima priznajemo sve
nacine rjeSavanja.



POGLAVLIJE 3. GEOMETRIJISKO MODELIRANIJE 46

Nastavni listi¢ 2

a) Najsli¢nije geometrijsko tijelo je kocka.

Slika 3.7: Postupak dolazenja do stvarnog modela pomoc¢u mreZe kocke

¢) Trebamo odrezati osam sukladnih piramida.

d) Ucenici bi trebali procijeniti da je duljina brida kocke otprilike jedan metar, pa je
oplosje jednako:

Ok:6-12=6m2.
Volumne iznosi:
Vk = 13 = 1m3.

e) Ovaj zadatak ¢emo najlakSe rijeSiti tako da najprije izraunamo sve podatke vezano
za piramide pa tek na zadani objekt. Po slici moZemo primijetiti da su te piramide
zapravo tetraedri i da bi duljina njihova brida po procijeni trebala biti jedna Cetvrtina
brida kocke, tj. 0.25m. Dakle, oplo§je tetraedar iznosi:

0, = 4- OB _ (0625 V3m?,

Volumen iznosi:

_ (025°V3 _ V3 3
Vi= =5 = g
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Sad izraCunajmo volumen i oplo§je objekta. OploS§je ¢emo izraCunati tako da izraCunamo
povrsinu jedne strane i pomnoZimo sa Sest. PovrSinu ¢emo dobiti tako da od kvadra
oduzmemo Cetiri puta trokut koji pripada tetraedru. Pa imamo:

P=12-4.022% _ | _006253m2.
Izracunajmo oplosje objekta:
0, = 6-(1-0.0625V3) = 6 — 0.375m>.

Volumen éemo dobiti tako da od volumena kocke oduzmemo osam puta volumen
tetraedra. Pa imamo:

S
|

Vi _ — %6-V3,3

=1-8§.X N3
Vo=1-8"3g 96 96

f) Znamo da je visina valjka jednaka 1m iz tog razloga Sto se nalazi unutar zadanog
objekata. Taj volumen iz istog razloga ne smije biti ve¢i od volumena objekta, tj.

—96;6‘5m3. Promjer baze ne smije biti ve¢i od V2 — 0.5m, pa éemo taj promjer uzeti
kao maksimalan. Dakle, polumjer iznosi —‘ﬁgo'sm. Izracunajmo sad maksimalan
volumen.

V, = (\Fzgo.s)zﬂ_ | = (2.25;\/5)71'”13.

Na kraju samo provjerimo da li zaista volumen valjka manji od volumena objekta Sto
zaista jest.
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Nastavni listi¢ 3

a) Najsli¢nije geometrijsko tijelo je trostrana prizma.

Slika 3.8: Postupak dolaZenja do stvarnog modela pomocu mreZe trostrane prizme

¢) Trebamo odrezati Sest sukladnih piramida.

d) Ucenici bi trebali procijeniti da je duljina brida trostrane prizme otprilike jedan metar
te primijetiti da se plaSt sastoji od tri kvadra. Dakle, oploSje trostrane prizme jednak
je:

Volumen iznosi :

e) Sto se ti¢e odrezanih geometrijskih tijela radi se o tetraedrima koji imaju jednake
dimenzije kao u prethodnom nastavnom listi¢u pod e). Zato izratunajmo oplo§je i
volumen zadanog objekta pomocu tih podataka te je strana plasta jednaka strani pret-
hodnog objekta. Pa kako bi izracunali oplosje trebamo jos izraCunati povrSinu baze
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koju ¢emo dobiti da od povrSine baze trostrane prizme oduzmemo tri puta jednakos-
tranican trokut od tetraedra, pa imamo:

_ 3 0.0625V3 _ 13V3 2
Pp=--3 3 - e M

Sada moZemo izraCunati oplo§je objekta koje i1znosi:

0, =3-(1-0.0625V3) +2- 13V - 94733,,2

6 32

Volumen ¢emo dobiti tako da od volumena trostrane prizme oduzmemo Sest puta
volumen tetraedra, pa imamo:

_ V3 V3 _ 31V3_ 3
Vo= =635 =T m-

f) Ovdje moramo primijetiti da visina valjka moze biti maksimalno 0.5m, a polumjer
jednak kao Sto je bio u prethodnom nastavnom listi¢u @m. Pa imamo da je

volumen tog valjka jednak:

Vv — (\/5;0.5)2 05 -7 = (9—‘;;/5)71.

Uputa nastavniku: Nakon Sto svi uCenici rijeSe svoje listi¢e treba im objasniti pojam krnje
prizme. Treba im omoguciti da oni daju ideje kako bi zvali takve prizme te nakon nekog
vremena ako ne otkriju im rec¢i naziv. Tako ¢e najbolje zapamtiti tu vrstu prizme.

3.2 Piramide

Piramida je uglato geometrijsko tijelo koje ima jednu bazu. UcCenici po toj definiciji naj-
lakSe razlikuju piramidu od ostalih tijela. Ono Sto ucenici joS moraju znati o piramidi je
racunati volumen, oplos§je, crtati presjecne likove,... U sljedecoj aktivnosti ucenici ¢e saz-
nati koji objekt moze nastati ako spojimo dvije piramide te ¢e ponoviti stvari vezane za
piramidu.

AKTIVNOST: ”Piramide!”
U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:

e pomocu stvarnih modela otkriti presjek dviju piramida,

e odredivati mjerna obiljeZja tijela (raCunati duljine, oplo§je, volumen,...),
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e rjeSavati problemske zadatke.

Sto ¢emo raditi?
Ucenici ¢e pomocu stvarnih modela otkriti presjek izmedu dvije piramide te rjeSavati za-
datke koji su im zadani.

Na koji nacin ¢emo to napraviti?

Potreban materijal: Skare, papiri u boji, nastavni listié

Oblik rada: individualni rad

Svakom uceniku podijelimo potreban materijal te zajedno s u€enicima napravimo upute
dajuci im upute. Nakon toga presijecamo te dvije piramide 1 komentiramo Sto dobivamo
za presjek. Kasnije ucenici svako za sebe rjeSava nastavni listic.
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Nastavni listi¢

a) Napravi stvarni model objekta sa slike.

b) Presjek dviju piramide sa slike tvori koje geometrijsko tijelo?
Uputa: Iskoristi stvarni model presjeka.

¢) Izracunaj oploSje i volumen piramida stvarnog modela koristeéi stvarne mjere mo-
dela.

d) Gledajuci sliku i koristeci stvarni model koji smo napravili koliki bi bio volumen
malih piramida.

Rjesenje nastavnog listica
a) Prikazano na slici od nastvanog listica.

b) Geometrijsko tijelo koje tvori presjek je oktoedar.

¢) Visina 1 stranica baze iznosi 7 cm. Oplo§je ¢emo izracunati tako da povrSinu jedn-
kostrani¢nog trokuta pomnoZzimo s Cetiri. Pa imamo:

0=4-BT = 493em?.
Volumen piramide iznosi :

_ 1 V37 4 _ 343V3,. 3
V=3 5—7T==5cm.

d) Tri piramdice tvore polovinu volumena jedne piramide, pa je povrSina male pirami-

. 34343

dice jednak trecini polovine piramide, a to iznosi Tcm3.
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3.3 Obla tijela

Najlakse od geometrijskih tijela, uCenici prepoznaju obla tijela. Ucenici moraju znati
raCunati oploSje 1 volumen tih tijela. U sljedecoj aktivnosti ucenici ¢e povezati znanje
o oblim geometrijskim tijelima sa znanjem geografije i jednim dijelom astronomije.

AKTIVNOST: "Planeti’

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:

e Ce raCunati stvarne mjere postavljenog prizemljenog Suncevog sustava u Zgrebu
(udaljenost, volumen, promjer,...),

o Koristiti koeficijent proporcionalnosti tokom racuna,
e prisjetiti se znanstvenog zapisa broja,
e rjeSavati problemske zadatke.

Sto ¢emo raditi?
Ucenici ¢e pomocu koeficijenta proporcionalnosti racunati stvarne mjere prizmeljnog Sunéevog
sustava u Zagrebu.

Na koji nacin ¢emo to napraviti?

Potreban materijal: nastavni listi¢

Oblik rada:individualni rad

Svakom od u€enika podijelimo nastavni listi€ te im ispricamo pricu o prizemljenom Suncevom
sustavu u Zagrebu. Slika planeta ¢e se nalaziti na nastavnom listicu te njihove adrese. Na-
kon toga ucenici rjeSavaju nastavni listi¢ te na kraju provjeravamo rjeSenja.
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Nastavni listi¢

Slika 3.9: Prizemljen Suncev sustav u Zagrebu (za Pluton je kasnije dokazano da je patu-
ljasti planet)

Adrese gdje se nalaze planeti i Sunce su:

1. SUNCE - Bogoviceva ulica 1B,

2. MERKUR - Margaretska ulica 3,

3. VENERA - Trg bana Josipa Jelacica 3,
ZENLIJA - VarSavska ulica 9,

MARS - Tkalci¢eva ulica 21,
JUPITER - Voéarska ulica 71,
SATURN - Raciceva ulica 1,

URAN - Siget 9,

2 2 s

NEPTUN - Kozari put,
10. PLUTON - Aleja Bologne (podvoZnjak).



POGLAVLIJE 3. GEOMETRIJISKO MODELIRANJE 54

1) Popuni tablicu (podaci preuzeti s ([9])).

PLANETI UDALIENOST OD SUNCA U STVARNA UDALIENOST OD
SVEMIRU (u km) SUNCA U ZAGREBU (u km)
MERKUR 57 000 000 0.075
VENERA 108 000 000
ZEMUA 150 000 000
MARS 228 000 000
JUPITER 779 000 000
SATURN 1 430 000 000
URAN 2 880 000 000
NEPTUN 4500 000 000
PLUTON* 5910 000 000

*Pluton nije planet, veé je proglasen patuljastim planetom

Uputa: koeficijent proporcionalnosti zapiSite u znanstvenom obliku te zaokruZite na jednu
decimalu.

2) Koristeci koeficijent proporcionanosti iz prethodnog zadatka popuni tablicu.

PLANETI PROMUJERI PLANETA U SVEMIRU STVARNI PROMIERI PLANETA U
(ukm) ZAGREBU (u km)
MERKUR 4920
VEMERA 12 100
ZEMUA 12 756
MARS 6 800
JUPITER 142 700
SATURN 120 800
URAN 52 900
NEPTUN 44 600
PLUTON* 2374

*Pluton nije planet, vec je proglasen patuljastim planetom
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3) Koriste¢i podatke o promjeru izraCunajte volumene planeta u svemiru te planeta u Za-
grebu 1 popunite tablicu (zaokruZiti na tri decimale).

PLANETI VOLUMEN PLANETA U SVEMIRU VOLUMEN PLANETA U ZAGREBU
(u km?) (ukm?)
MERKUR
VENERA
ZEMUA
MARS
JUPITER
SATURN
URAN
NEPTUN
PLUTON*
*Pluton nije planet, vec je proglasen patuljastim planetom

Rjesenje nastavnog listica

PLANETI UDALJENOST OD SUNCA U STVARNA UDALIENOST OD
SVEMIRU (u km) SUNCA U ZAGREBU (u km)
MERKUR 57 000 000 0.075
VENERA 108 000 000 0.1404
ZEMUA 150 000 000 0.195
MARS 228 000 000 0.2964
JUPITER 779 000 000 1.0127
SATURN 1 430 000 000 1.859
URAN 2 880 000 000 3.744
NEPTUN 4500 000 000 5.85
PLUTON* 5910 000 000 7.683

*Pluton nije planet, vec je proglasen patuljastim planetom

Ucenici ¢e najprije izracunati koeficijnet proporcionalnosti pomoc¢u podataka o Merkuru
na sljedeci nacin:

_ _0.075km _ _ L 10-9
k = 570000006 = 1-3- 107"

MnoZzeci koefijent proporcionalnosti s udaljenostima u svemiru saznajemo ostale stvarne
udaljenosti u Zagrebu.
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PLANETI

MERKUR
VENERA
ZEMUA
MARS
JUPITER
SATURN
URAN
NEPTUN
PLUTON*

PROMIJERI PLANETA U SVEMIRU
(ukm)
4920
12 100
12 756
6 800

142 700
120 800
52 900
44 600
2374

*Pluton nije planet, vec je proglasen patuljastim planetom

56

STVARNI PROMJERI PLANETA U
ZAGREBU (u km)
6.396 - 107°
1.573-107°%
1.65828-107°
8.84-107%
1.8551-107*
1.5704 - 107*
6.877 - 10°°
5.798- 107
3.0862-107%

Ucenici ¢e pomocu koeficijenta proporcionalnosti izracunati potrebne podatke.

Uputa nastavniku: Kod racunanja promjera mozemo ucenika odvest do Sunca ili nekog
planeta koji je u blizini Skole da izmjere promjer pa na temelju tog mjerenja izraCunaju
ostale promjere koristeci koeficijent proporcionalnosti.

PLANETI

MERKUR
VENERA
ZEMUA
MARS
JUPITER
SATURN
URAN
NEPTUN
PLUTON*

VOLUMEN PLANETA U SVEMIRU

(u km?)
6.236- 10°
9,276 10"
1.087 - 10**
1.646 - 10*!
1.521- 10
9.23-10%
7.751-10*2
4,645 - 10%3
7.005- 10°

*Pluton nije planet, vec je proglasen patuljastim planetom

Pomocu formule za volumen koja glasi

V=3rn

VOLUMEN PLANETA U ZAGREBU

(ukm?)
1.37 1071
2.038 10715
2.388 10715
3.617- 10716
3.343 10712
2.028 10712
1.703-10°%8
1.021-10°%3
1.539- 107

ucenici €e izraCunati volumene planeta. Ono Sto moze biti pogreska je da ne shvate da
imaju promjer a ne polumjer zato ih treba malo bolje pratiti dok rjeSavaju ovaj dio nastav-

nog listica.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu je cilj razraditi geometriju prostora u srednjosSkolskoj nastavi
kroz razne aktivnosti i zadatke za ucenike.

U prvom poglavlju smo rekli nesto o razliitim prikazima geometrijskih tijela u ravnini.
Napomenuli smo vaznost tih prikaza te prikazati aktivnosti koje se mogu koristiti u nastavi
matematike.

U drugom poglavlju smo prikazali presjeke geometrijskih tijela ravninom te aktivnosti ve-
zane za tu temu koje bi u€enicima olaksalo zakljucivanje.

U tre¢em poglavlju smo neSto rekli o ideji uvodenja razlicitih primjera iz svakodnevnog
Zivota u nastavu matematike vezanih za temu geometrije prostora. Najprije smo nesto rekli
o tom konceptu te nakon toga prikazati razne aktivnosti koje se mogu iskoristiti u nastavi
matematike.



Summary

In this graduate thesis, the aim is to elaborate geometry of space in secondary school thro-
ugh various activities and tasks for students.

In the first chapter we have said something about different views of geometric bodies in
the plane. We have noted the importance of these views and showing activities that can be
used in teaching maths.

In the second chapter, we have presented the intersections of geometric bodies with the
plane and the activities related to the subject that would make it easier for the students to
conclude.

In the third chapter, we have said something about the idea of introducing different exam-
ples from everyday life in mathematics teaching related to space geometry. First of all,
we talked about this concept and then presented various activities that can be used in the
teaching of mathematics.



Zivotopis

Rodena sam 3. svibnja 1992. godine u Zagrebu.Osnovnoskolsko obrazovanje zavrSila
sam u Zagrebu u Osnovnoj $koli Augusta Senoe. Godine 2007. upisujem II. ekonom-
sku Skolu u Zagrebu te je zavrSavam 2011. godine kada upisujem preddiplomski studij
Matematike, smjer:nastavnicki na Prirodoslovnom-matematicko fakultetu u Zagrebu. Go-
dine 2014. stjeCem akademski naziv prvostupnice edukacije matematike te iste godine
nastavljam diplomski studij Matematike, smjer:nastavnicki na ve¢ spomenutom fakultetu.
Tijekom studija radila sam razne poslove vezano za telekomunikaciju, medutim trenuta¢no
radim u ”"Photomath”-u tvrtki koja razvija aplikaciju koja prepoznaje i rjeSava matematicke
zadatke te daje detaljne korake pri rjeSavanju.
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