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1 Uvod

Cilj ovog diplomskog rada je dati pregled poznatih rezultata o postojanju
geometrijskih (v) konfiguracija prema knjizi Configurations of Points and
Lines Branka Griinbauma. Geometrijska (vy) konfiguracija je skup v tocaka
i v pravaca u euklidskoj ravnini, takav da svaki pravac prolazi kroz k tocaka,
a svakom tockom prolazi k pravaca.

U prvom poglavlju definiramo kombinatornu, a zatim i geometrijsku kon-
figuraciju. Na primjerima opisujemo nacin na koji prikazujemo konfigura-
cije, geometrijske pomocu tocaka i pravaca u euklidskoj ravnini, a kombi-
natorne konfiguracije prikazujemo tablicama. Zatim ¢emo dokazati nuzne
uvjete za egzistenciju kombinatorne konfiguracije. Postoje tri neizomorfne
(93) konfiguracije, sve tri ¢emo prikazati konfiguracijskom tablicom i slikom,
ali najvise ¢emo se baviti Papusovom (93); konfiguracijom. U idu¢em poglav-
lju bavimo se simetrijama geometrijskih konfiguracija. Definiramo pojmove
izomorfizma i automorfizma konfiguracija, simetrija skupa, simetricne konfi-
guracije. Grupe simetrija geometrijske konfiguracije mogu biti ciklicka grupa
ili diedralna grupa. Geometrijskim konfiguracijama (73), (93)1, (93)2 1 (93)3
odredujemo pune grupe automorfizama i grupu simetrija. Na kraju poglavlja
definiramo orbitu i odredujemo orbite toc¢aka i pravaca konfiguracija (93);,
(254), (304) 1 (153).

Na pocetku tre¢eg poglavlja odgovaramo na pitanje za koje v geometrij-
ske 1 kombinatorne (v3) konfiguracije postoje. Prikazali smo poznate rezul-
tate o broju neizomorfnih konfiguracija (v3) za neke vrijednosti v. Postoji
deset neizomorfnih kombinatornih konfiguracija (103), od kojih se najvise ba-
vimo konfiguracijom (103);, Desarguesovom konfiguracijom. Od preostalih
devet samo se konfiguracija (103), ne moze geometrijski realizirati, sto smo
i dokazali u radu. Osam preostalih konfiguracija prikazano je na slikama.
U cetvrtom poglavlju prikazali smo dosad poznate rezultate o geometrij-
skim (vg) konfiguracijama za k > 4. U zadnjem poglavlju definirali smo
h-zvjezdaste (vs) i (v4) konfiguracije. Dvije su vrste h-zvjezdastih (v3) konfi-
guracija, h-kiralne (konfiguracije s ciklickom grupom simetrija) i h-diedralne
(konfiguracije s diedralnom gruupom simetrija). Dalje u poglavlju prikazu-
jemo nacin konstruiranja h-kiralnih zvjezdastih konfiguracija za h = 2.

Sve slike napravljene su u programu dinamicne geometrije GeoGebra [3].
Buduéi da je u radu ve¢inom rijec¢ o simetricnim konfiguracijama s ciklickom
ili diedralnom grupom simetrija, tako se i konstrukcija tih konfiguracija zas-
nivala na rotaciji/osnoj simetriji tocaka i pravaca. Neke od konstrukcija
nastale su pra¢enjem koraka u konstrukeiji iz knjige [4], dok su neke nastale
primjenom teorema, konkretno Papusova i Desarguesova.



2 Definicija geometrijske konfiguracije

U ovom poglavlju dat ¢emo osnovne definicije, opisati nacine na koje prikazu-
jemo konfiguracije i navesti primjere odredenih geometrijskih konfiguracija.

Definicija 2.1. Konacna incidencijska struktura C je uredena trojka C =
(V,B, 1), pri cemu je V konacan skup c¢ije elemente nazivamo tockama, B
konacan skup cije elemente nazivamo blokovima ili pravcima, a [ CV x B
je relacija incidencige.

Ako je (A, p) € I kazemo da je tocka A incidentna s praveem p, geometrij-
ski receno tocka A lezi na pravcu p. Bududéi da su ovi objekti kombinatornog
tipa, ponekad incidencijsku strukturu zovemo apstraktnom ili kombinator-
nom incidencijskom strukturom.

Elemente skupa V' oznacavamo A, B, C, ... (velikim slovima) ilis 1,2, 3, ...
dok elemente skupa B oznacavamo a, b, ¢, . .. (malim slovima) ili s [1], [2], [3],
itd.

Definicija 2.2. Konacnu incidencijsku strukturu nazivamo (v,,by) kombi-
natornom konfiguracijom ako zadovoljava sljedeca svojstva:

1. sastoji se od v tocaka i b pravaca,
2. kroz svaku tocku prolazi r pravaca, a na svakom pravcu leZi k tocaka,

3. dva razli¢ita pravea se sijeku najvise u jednoj tocki, a dvije ralic¢ite tocke
leze na najvise jednom pravcu.

Kombinatorne konfiguracije prikazujemo kao konfiguracijske tablice
gdje ¢e tocke biti simboli (obi¢no velika slova ili znamenke), a pravei skupovi
tih simbola. Npr. u tablici 1, kojom je zadana (163, 12,) konfiguracija, slova
A, B,C, ..., P predstavljaju tocke, a skup {A, H, I, C'} predstavlja pravac na
kojem leze tocke A, H,I i C. Pravce navodimo kao stupce konfiguracijske
tablice.

A
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Tablica 1: Prikaz kombinatorne konfiguracije (163, 12,).



Definicija 2.3. Neka je C konacna incidencijska struktura sa skupom tocaka
V =AT1,...,T,} i skupom pravaca B = {p1,...,pp}. Incidencijska matrica
od C je v X b matrica A = |a;j| definirana s

1, akoje (T;,p;) € I
=N 0, inace

Na primjer, incidencijska matrica (163,124) konfiguracije zadane tabli-
com 1 je:

111000000000
000011100000
100000001100
010000100001
001001000100
000010001001
0010100000710

4_|t001 10000000
100000110000
000000100110
000100000101
001000010001
000001011000
010101000000
010000001010

000100010010

Propozicija 2.4. Nuzni uvjeti za egzistenciju kombinatorne (v, by) konfigu-
racije Su:

1. vr = bk,
2. v>rk—1)+1.

Dokaz. 1) Po definiciji 2.2 kroz svaku tocku prolazi r pravaca, a svaki pravac
sadrzi k tocaka. Imamo da je bk broj pravaca puta broj tocaka na njemu,
a vr broj tocaka puta broj pravaca koji prolaze kroz tocku. Oba broja su
jednaka ukupnom broju incidencija u relaciji I.

2) Neka je Ty fiksna tocka. Prebrojimo na dva nacina elemente skupa

{(T;p)IT € V.T #To,T, Tolp}.

Tocku T" mozemo odabrati na v — 1 nacina, a pravac koji prolazi kroz T i Tj
najvise na jedan nacin. Prema tome, skup sadrzi najvise v — 1 parova.
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Pravac p kroz T, mozemo odabrati na r nacina, a na svakom lezi k — 1
tocaka T razlicitih od Ty. Dakle, parova ima r(k — 1).
Vidimo da vrijedi r(k — 1) <wv —1,tj. v >r(k —1) + 1.
[

Korolar 2.5. U (v, bx) konfiguraciji vrijedi v = b ako i samo ako vrijedi
r==k.

Takve konfiguracije, u kojima vrijedi v = bili r = k, nazivamo kvadratnim
i parametre oznac¢avamo (vy) ili vg. U literaturi se koristi i naziv simetricne
konfiguracije, ali u ovom radu koristit ¢emo taj termin na drugi na¢in (vidi
cjelinu 3).

Definicija 2.6. Geometrijska (v.,by) konfiguracija je skup v tocaka i
b pravaca u euklidskoj ravnini takav da svakom tockom prolazi r pravaca,
a na svakom pravcu lezi k tocaka. Geometrijska konfiguracija predstavilja
realizaciju kombinatorne konfiguracije u euklidskoj ravnina.

Slika 1: Konfiguracija (163, 124).



Na slici 1 prikazana je geometrijska konfiguracija (163, 124), koja se sastoji
od 16 tockaka i 12 pravaca. Kroz svaku tocku prolaze tri pravca te na svakom
pravcu leze cetiri tocke. Geometrijske konfiguracije prikazivat ¢emo takvim
slikama.

Svaku geometrijsku konfiguraciju moguce je prikazati konfiguracijskom
tablicom. Dakle, svaka geometrijska konfiguracija jednozna¢no odreduje
kombinatornu konfiguraciju s istim parametrima. Postavlja se pitanje moze
li se svaka kombinatorna konfiguracija realizirati kao geometrijska konfigura-
cija? Odgovor je negativan, nije svaku kombinatornu konfiguraciju moguce
prikazati u euklidskoj ravnini. To slijedi iz sljedec¢eg teorema.

Teorem 2.7 (Sylvester - Gallai). Neka je zadan konacan broj nekolinearnih
tocaka u euklidskoj ravnini. Tada postoji pravac koji prolazi kroz tocno dvije
od zadanih tocaka.

Dokaz. Neka je T zadani skup tocaka, a P skup svih pravaca na kojima leze
bar dvije tocke iz skupa T. Ako je |[T| = n, onda je |P| < (g), tj. oba skupa
su konaé¢na. Zbog konaé¢nosti postoji par (P,p) € T X P neincidentne tocke
i pravca iz tih skupova za koje je udaljenost d(P, p) minimalna. Tvrdimo da
pravac p sadrzi tocno dvije tocke iz skupa 7.

Slika 2: Oznake Sylvester - Gallai teorem.

Pretpostavimo suprotno, tj. da pravac p sadrzi barem tri tocke iz zadanog
skupa tocaka i ozna¢imo ih s A, B, C. Totka P’ oznacava ortogonalnu
projekciju tocke P na pravac p. Od tocaka A, B i C' dvije se nalaze na istom
polupravcu pravea p s pocetkom u tocki P', kao na slici 2. Bez smanjenja
opéenitosti neka su te dvije tocke B i C i neka je tocka B bliza tocki P’ ili
se podudara s tockom P’. Neka pravac a prolazi tockama P i C', nacrtajmo
okomicu iz B na a i ozna¢imo tocku presjeka s B'. Buduéi da su trokuti



APP'C' i ABB'C sliéni po KK poucku o sliénosti trokuta, vrijedi
d(B,a) < d(P,p).

To je u kontradikeiji s pretpostavkom da se za par (P, p) postize minimalna
udaljenost. O]

Konfiguraciju (73) nazivamo Fanovom ravninom. Sastoji se od 7 tocakai7
pravaca, svakom tockom prolaze tri pravca, a na svakom pravcu leze tri tocke.
Naziv je dobila po talijanskom matematicaru Gini Fanu (1871.—1952.). Nije
ju moguce realizirati kao geometrijsku konfiguraciju. Incidencijska matrica
Fanove ravnine je:

1010001
1101000
0110100
A=10 01 1 0 1 0
0001101
1000110
001000 1 1)
Incidencijska struktura C = (V, B, ) naziva se projektivnom ravninom

ako zadovoljava sljedec¢e aksiome:
1. svake dvije tocke spojene su jedinstvenim pravcem,
2. svaka dva pravca imaju zajednicku tocku (sjeciste),

3. postoje cetiri tocke tako da nikoje tri od njih nisu kolinearne, tj. nisu
sve tri incidentne s nekim pravcem.

Vrijedi i da skupovi V' i B imaju barem po 7 elemenata, pri ¢emu svakom
tockom prolaze barem 3 pravca, a na svakom pravcu leze barem 3 tocke.
Projektivne ravnine koje imaju konacan broj tocaka i pravaca nazivamo
kona¢nim projektivnim ravninama.

Definicija 2.8. Za konacnu projektivnu ravninu kaZemo da je reda n ako
postoji pravac s kojim je incidentno tocno n + 1 tocaka.

Teorem 2.9. Konacna projektivna ravnina reda n sastoji se tocno od n* +
n+ 1 tocaka 1 isto toliko pravaca. Na svakom pravcu lezi n+ 1 tocaka i kroz
svaku tocku prolazi n 4+ 1 pravaca.



Slika 3: Fanova ravnina.

Fanova ravnina je najmanja kona¢na projektivna ravnina i ona je reda 2.
Kad bismo je mogli uloziti u euklidsku ravninu, po teoremu 2.7 postojao bi
pravac na kojem leze toéno dvije tocke. To je u kontradikciji s time da na
svakom pravcu leze tri tocke. Slijedi da se Fanova ravnina ne moze realizirati
kao geometrijska konfiguracija. Ovo je ujedno dokaz da se ostale konacne
projektivne ravnine ne mogu uloziti u euklidsku ravninu.

Fanovu ravninu obi¢no prikazujemo kao na slici 3, sa 6 pravaca, a sedmi
“pravac” je zakrivljen, odnosno kruznica.

Glavna tema ovoga rada su geometrijske (v;) konfiguracije. Najmanja
takva geometrijska (vy) konfiguracija je konfiguracija (9;) koja je prikazana
na slici 4 i naziva se Papusovom konfiguracijom. Dobila je naziv po gréckom
matematicaru Papusu iz Aleksandrije (290. — 350.). Konfiguracija se temelji
na Papusovom teoremu o Sesterovrhu. Sastoji se od 9 tocaka i 9 pravaca,
svakom tockom prolaze tri pravca, a na svakom pravcu leze tri tocke.

A°A ADDUDTITII
B EGIDBEGIDBE G
H CF F HC CF H

Tablica 2: Konfiguracijska tablica za (93);.



Teorem 2.10 (Papusov teorem). Neka vrhovi A, C, E Sesterovrha ABCDEF
leze na pravcu a, a vrhovi D, F, B na pravcu b. Sjecista G, H, I parova na-
suprotnih stranica toga Sesterovrha su kolinearne tocke. Tocku H dobijemo
kao presjek stranica AB i DE, toc¢ku I kao presjek stranica BC' i EF i tocku
G kao presjek stranica AF i C'D.

Slika 4: Konfiguracija (93);.

Postoje tri (93) konfiguracije koje nisu izomorfne (vidi definiciju 3.2).
Prva (93) konfiguracija je Papusova konfiguracija i oznacavat ¢emo je (93);.
Pogledajmo sada konfiguracije (93)2 i (93)3 dane konfiguracijskim tablicama 3
i 4 i prikazane na slikama 5 i 6. Moguce ih je smjestiti u euklidsku ravninu,
ali uz posebno odabran polozaj tocaka. Kod Papusove konfiguracije polozaj
tocaka mozemo odabrati po volji, tako da zadovoljavaju pretpostavke te-
orema 2.10.

111 2 2 2 3 3 4
345 45 6 5 6 7
76 8 8 7.9 9 8 9

Tablica 3: Konfiguracijska tablica za (93),.



1112 2 2 3 3 3
4 5 8 4 5 7 4 6 7
76 9 6 89 5 9 8

Tablica 4: Konfiguracijska tablica za (93)s.

Slika 6: Konfiguracija (93)s.



3 Simetrije geometrijskih konfiguracija

Pod simetrijom nekog objekta obi¢no smatramo preslikavanje tog objekta u
samoga sebe pri ¢emu se sacuvaju osobine objekta. U ovom poglavlju reci
¢emo malo vise o simetrijama geometrijskih konfiguracija.

Definicija 3.1. Neka su C; = (Vi,B1,11) i Co = (V, By, I) konacne in-
cidencijske strukture. KaZemo da su one tzomorfne ako postoje bijekcije
¢ Vi = Vo i By — By takve da vrijedi AlLp < @(A)LIy(p), za sve
A € Vi,p € By. Uredeni par (p,) nazivamo izomorfizmom izmedu Cy i Co.
Lzomorfizam s incidencijske strukture C na samu sebe nazivamo automorfiz-
mom od C.

Definicija 3.2. Dvije geometrijske konfiguracije su izomorfne ako su njihove
odgovarajuce kombinatorne konfiguracije izomorfne. Pod automorfizmom ge-
ometrijske konfiguracije smatrat cemo automorfizam odgovarajuce kombina-
torne konfiguracije. Skup svih automorfizama od C oznacavamo s Aut(C).

Slika 7: Konfiguracija (93);.

Propozicija 3.3. Aut(C) zajedno s operacijom komponiranja tvori grupu
koju nazivamo punom grupom automorfizama od C. Za bilo koju podgrupu
G < Aut(C) kazemo da je grupa automorfizama konfiguracije C.

Iz incidencijske matrice Fanove ravnine vidimo da ima ciklicki automor-
fizam (1,2,3,4,5,6,7). Drugi automorfizam Fanove ravnine je (1,3)(6,7).

Po definiciji 3.1 automorfizam se sastoji od dvije permutacije, to¢aka (¢)
i pravaca (¢) te vrijedi da permutacija ¢ jednoznaéno odreduje permutaciju
Y. Za automorfizam (1, 3)(6,7) permutacijom redaka (toc¢aka) incidencijske
matrice A na stranici 6 dobivamo matricu:

10



0110100
11701000
1010001
B=10 011010
0001101
01 00O0T11
1 00011 0

Sada postoji samo jedna permutacija stupaca (pravaca) matrice B koja
je vraca u matricu A, a to je ¢ = (1,2)(5,7).

U nastavku éemo uz pomoé¢ programskog sustava GAP [2] i programa
Nauty and Traces [5] odrediti pune grupe automorfizama konfiguracija iz
cjeline 2.

Za konfiguraciju (73) automorfizmi (1,3)(6,7) i (1,2,3,4,5,6,7) gene-
riraju punu grupu automorfizama projektivne ravnine reda 2, Aut(73) =
((1,2,3,4,5,6,7),(1,3)(6,7)). Red te grupe je 168.

Za konfiguraciju (93); permutacije (A, B,C,D,E,F)(G,H,I) i (B,C)
(E, H)(F,G) generiraju punu grupu automorfizama, Aut((93);) = ((B,C)
(E,H)(F,G),(A,B,C,D,E,F)(G,H,I)). Red grupe je 108.

Konfiguracija (93), za punu grupu automorfizama ima ciklicku grupu reda
9 generiranu s (1,2,3,4,5,6,7,8,9), Aut((93)2) = ((1,2,3,4,5,6,7,8,9)).

Konfiguracija (93)3 za punu grupu automorfizama ima grupu reda 12
generiranu s (1,2)(4,8)(5,7)(6,9) i (1,2,3)(4,8,6,7,5,9).

Veé je ranije spomenuto da su konfiguracije (93)1, (93)2 i (93)3 neizo-
morfne, $to vidimo i iz punih grupa automorfizama za ove tri konfiguracije,
bududéi da izomorfne konfiguracije imaju izomorfne grupe Aut(C).

Definicija 3.4. Neka je X neki skup u euklidskoj ravnini E*. Svaku izo-
metriju f : E* — E? takvu da je f(X) = X nazivamo simetrijom skupa
X.

Propozicija 3.5. Sve izometrije ravnine danog skupa X tvore grupu koju
nazivamo grupom simetrija i oznacavamo Sym(X).

Definicija 3.6. KaZemo da je geometrijska konfiguracija simetriéna ako
postoji netrivijalna izometrija ravnine koja konfiguraciju preslikava u nju
samau.

Promotrimo pravilni n-terokut X = X, u euklidskoj ravnini £? i njegovu
grupu simetrija, oznac¢imo je s D,, := Sym(X). Ta se grupa simetrija zove
diedralna grupa. Generirana je sa dvije simetrije; to su rotacija oko sredista

11



n-terokuta za kut %’T i osna simetrija s obzirom na pravac koji prolazi jednim
vrhom n-terokuta i njegovim sredistem.

Puna grupa automorfizama konfiguracije (93)3 je izomorfna diedralnoj
grupi Dg.

Svaka geometrijska konfiguracija ima najmanje jedan automorfizam, iden-
titetu. Pogledajmo konfiguraciju (73), neki automorfizmi konfiguracije vid-
ljivi su i na slici 3. Izometrije ravnine koje konfiguraciju preslikavaju samu na
sebe induciraju automorfizme konfiguracije. Jedan primjer je osna simetrija
obzirom na pravac na kojem leze tocke 3,2,7 koja inducira automorfizam
a = (1,5)(4,6) ili rotacija oko tocke 2 za 120 stupnjeva u pozitivnom smjeru
koja inducira automorfizam g = (3,6,4)(5,7,1).

Propozicija 3.7. Grupa simetrija Sym(C) geometrijske konfiguracije C je
izomorfna podgrupi pune grupe automorfizama Aut(C).

Elementi grupe Sym(73) su svi automorfizmi konfiguracije (73) sa slike 3
koji su inducirani izometrijama ravnine, vrijedi Sym(7;) < Aut(73). Grupa
Sym(7s) = {id, (1,5,7)(3,6,4), (1,7,5)(6,3,4), (1,5)(4,6), (1,7)(3,6), (3, 4)
(5,7)} je izomorfna diedralnoj grupi Ds, ima 6 elemenata.

Na slici 7 mozemo vidjeti automorfizme o = (A, D)(C, F)(E,B) i 3 =
(A, E)(G,I)(D, B) koji su inducirani osnim simetrijama s osima GHI i CHF
te automorfizam v = (A, B)(C, F)(D, E)(G, ) koji je induciran rotacijom
oko tocke H za 180 stupnjeva. Grupa simetrija Sym((93);) konfiguracije (93);
izomorfna je grupi simetrija pravokutnika. Konfiguraciju (93); promatramo
na slici 7 jer je nacrtana simetri¢nije u odnosu na sliku 4 koja nema simetrija,
osim identitete.

Simetrije konfiguracije (93)2 na slici 5 su (1,4,7)(2,5,8) (3,6,9) 1 (1,7,4)
(2,8,5)(3,9,6). Inducirane su rotacijom oko sredista za 120° u pozitivnom i
negativnom smjeru. Simetrije konfiguracije (93)3 naslici 6, koje su takoder in-
ducirane rotacijom oko sredista za 120° u pozitivnom i negativnom smjeru, su
(1,2,3)(4,5,6)(7,8,9) i (1,3,2)(4,6,5)(7,9,8). Grupe simetrija Sym((93)2)
i Sym((93)2) izomorfne su ciklickoj grupi reda 3.

Koje grupe mogu biti grupe simetrija geometrijske konfiguracije? Uoc¢imo
da se radi o kona¢nim podgrupama grupe izometrija euklidske ravnine. Sljedeci
teorem nam daje uvid koje su to konacne podgrupe.

Teorem 3.8. Ako je G konacna podgrupa grupe izometrija euklidske ravnine
reda n, onda je

1. G izomorfna ciklickoj grupi C,,, ako ne sadrzi osnu simetriju.

2. G izomorfna diedralnoj grupi D,,(n = 2m), ako sadrzi osnu simetriju.
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Dokaz ovog teorema vidi u [1].
Grupa simetrija geometrijske konfiguracije zadovoljava teorem 3.8 te moze
biti ili ciklicka grupa C,, ili diedralna grupa D,,,n = 2m, n € N.

XN

R AR
< A K>
By Al
B, NS A\

X/
V)

Slika 8: Konfiguracija (304).

Griinbaum u svojoj knjizi [4] navodi dvije stvari koje uzimamo u razma-
tranje prilikom odredivanja simetrije konfiguracije. Jedna je podjela konfi-
guracije u orbite, a druga je odredivanje grupe simetrija dane konfiguracije.

Definicija 3.9. Neka grupa G djeluje na skup X. Orbita elementa v € X je
skup

Orb(z) = {gz,g € G} .

Primjer 3.10. Orbite konfiguracije (93)1 sa slike 7.

Konfiguracija (93); ima 3 orbite tocaka i 4 orbite pravaca. Prva orbita
tocaka se sastoji od tocaka {A, B, D, E}, druga od tocaka {C, F}, treca od
tocaka {G,I} i ceturta orbita ima samo jedan element, tocku {H}. Duije
orbite su velicine 2, jedna velicine 1 i jedna velicine 4.

Prva orbita pravaca se sastoji od pravaca { AGF,CGD, EIF, BIC}, druga
od pravaca {AHB, DHEY, tre¢a od pravaca {ACE, DFB}, a cetvrta orbita
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sadrzi jedan pravac, {GHI}. Duije orbite su velicine 2, a preostale dvije
velicine 4 i 1.

Orbite ¢emo na slikama prikazivati razli¢itim bojama.

il
‘\V, 74 ] }'7'
.v.

Slika 9: Konfiguracija (254).

Definicija 3.11. Ako konfiguracija ima hy orbita tocaka i ho orbita pravaca,
kazemo da je [hyi, ho] - zvjezdasta.

Na slici 8 prikazana je konfiguracija (304) koja je [3, 3] - zvjezdasta. Grupa
simetrija konfiguracije je diedralna grupa Djy i sve orbite tocaka i pravaca
su velicine 10 (na slici obojane razli¢itim bojama).

Na slici 9 prikazana je konfiguracija (254) koja je [3, 4] - zvjezdasta. Kon-
figuracija za grupu simetrija ima diedralnu grupu Ds. Od tri orbite tocaka
dvije su velicine 10, a jedna velicine 5 te od cetiri orbite pravaca jedna je
veli¢ine 10, a tri veli¢ine 5 (na slici obojane razli¢itim bojama).
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Slika 10: Konfiguracije (153) koje su [3, 3]-zvjezdaste s grupom simetrija Cs,
sve orbite tocaka i pravaca su velic¢ine 5.
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4 Konfiguracije v

U ovom poglavlju bavit ¢emo se geometrijskim (v;) konfiguracijama za k = 3,
dotaknut ¢emo se i egzistencije takvih konfiguracija. Konfiguracije v3 su od
sredine 19. stolje¢a opsezno proucavane te imamo mnogo rezultata o njima
te ¢emo navesti neke od njih. Uz veé spomenute Fanovu (73), Papusovu
(93) konfiguraciju tu je i konfiguracija (83) poznata kao Mobius-Kantorova
konfiguracija. Prvi ju je opisao Mobius 1828. godine te pokazao kako se
ne moze geometrijski realizirati u euklidskoj ravnini. Konfiguraciju je 1881.
godine opisao i Kantor [4].

Slika 11: Mé&bius-Kanotrova (83) konfiguracija.

Pitanje koje se postavlja za (v;) konfiguracije, u nasem slucaju kada je
k=3 aliizak > 3, je za koje v konfiguracije (v3) postoje? Odgovor nam
daju sljedeci teoremi.

Teorem 4.1. Kombinatorna konfiguracija (vs) postoji ako i samo ako je
v>T.
Teorem 4.2. Geometrijska konfiguracija (vs) postoji ako i samo ako jev > 9.

Uocavamo iz teorema da postojanje geometrijske (v3) konfiguracije povlaci
postojanje kombinatorne (vs) konfiguracije za v > 9.
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U ovom dijelu ¢emo prikazati poznate rezultate o broju neizomorfnih kon-
figuracija (v3), za neke vrijednosti v. Ozna¢imo s ¢(v) i g(v) broj neizomorfnih
kombinatornih i geometrijskih (v3) konfiguracija.

Teorem 4.3. Lista poznatih vrijednosti c(v) i g(v) je dana u tablici 5.

v c(v) | g(v)
<6 0] 0
7 1l 0
8 1| o
9 3| 3
10 10| 9
11 31| 31
12 229 | 229
13 2 036
14 21 399
15 245 342
16 3 004 881
17 38 904 499
18 | 530 452 205
19 | 7 640 941 062

Tablica 5

Iz tablice 5 vidimo da je ¢(v) = g(v) za v = 11,12, ali ne i za v = 10.
Opcenito vrijedi c(v) # g(v) za sve v > 14. Gropp je pokazao da za svaki
v > 14 postoji kombinatorna (vs) konfiguracija koja se ne moze realizirati
kao geometrijska konfiguracija. Konfiguracijske tablice za tri kombinatorne
konfiguracije (93) prikazane su u tablicama 2, 31 4. Sve tri konfiguracije
moguce je geometrijski realizirati, kao sto smo vidjeli u prethodnoj cjelini.
To je prvi dokazao Kantor, a puno detaljnije analizirao Schréter.

Iz tablice 5 vidimo da postoji deset neizomorfnih kombinatornih konfi-
guracija (103), pri ¢emu se konfiguracija (103); naziva jos i Desarguesovom
konfiguracijom.

Teorem 4.4 (Desargues). Ako su dva trovrha ABC i A'B'C" perspektivna s
obzirom na neku tocku O, tada su oni perspektivni i s obzirom na neki pravac
p (na slici 12 pravac A"B"C"), i obrnuto. Tocku A" dobijemo kao presjek
pravaca BC' i B'C', tocku B" kao presjek pravaca AC i A'C" i tocku C" kao
presjek pravaca AB 1 A'B’.
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Slika 12: Desarguesova (103); konfiguracija.

Trovrsi ABC' i A’B’C" su centralno perspektivni s obzirom na tocku O, a
osno perspektivni s obzirom na pravac A” B”C”. Medutim, za Desarguesovu
konfiguraciju vrijedi i da ako odaberemo neku drugu toc¢ku konfiguracije kao
centar perspektiviteta u toj konfiguraciji uvijek postoje dva trovrha perspek-
tivna bas s obzirom na taj centar. Oni su tada perspektivni i s obzirom na
neki pravac konfiguracije. Postoji deset razlicitih nac¢ina na koji mozemo kon-
figuraciju (103); prikazati kao Desarguesovu figuru. Pogledajmo na slici 12
jedan takav nacin, promatramo dva trovrha A”CC’ i C"AA’, tocka B” je
centar perspektiviteta, a pravac OBB’ os perspektiviteta.

Desarguesova konfiguracija ima istaknutu ulogu u projektivnoj geome-
triji jer teorem 4.4 karakterizira projektivni prostor PG(n, F') nad tijelom
F (poljem u kojem mnozenje nije nuzno komutativno). Sliéno, teorem 2.10
karakterizira PG(n, F') nad komutativnim poljem F'.

Devet (103) konfiguracija je mogucée geometrijski realizirati. Od njih
se samo Desarguesova konfiguracija moze realizirati tako da tocke i pravce
odabiremo po volji, u skladu s uvjetima Desarguesova teorema. Preostalih
osam se mogu konstruirati, ali samo ako su tocke i pravci u nekim posebnim
medusobnim polozajima.

Na slikama od 14 do 21 imamo prikaz ostalih osam (103) konfiguracija, u
knjizi [4] prema Schréteru opisan je postupak crtanja svake od njih. Jedino
se konfiguracija (103)4 dana u tablici 6 ne moze geometrijski realizirati.
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1 11 8 2 3 2 3 4 5
246 9 46 5 767
35708 8 9 9 00

Tablica 6: Konfiguracijska tablica za (103),.

Slika 13: Pokusaj geometrijske realizacije konfiguracije (103)4. Neki “pravci”
konfiguracije su blago zakrivljeni.

Promotrimo dva potpuna cetverovrha 2389 i 6790 na slici 13. Napome-
nimo da ¢etverovrh 6790 promatramo u E3, ne u samoj konfiguraciji (tocke
6 1 9 nisu kolinearne u konfiguraciji). Po definiciji ¢etverovrha, potpuni
cetverovrh 2389 ima tri para suprotnih stranica, a to su 23 i 89, 28 i 39,
29 i 38. Tri para suprotnih stranica potpunog c¢etverovrha 6790 su 67 i 90,
60197, 70 1 96. Tri para suprotnih pravaca svakog cetverovrha sijeku pravac
145 u tri para pridruzenih tocaka neke involucije. Budud¢i da je involucija
jednoznacno odredena s dva para pridruzenih tocaka, u nasem slucaju parovi
su 11 890N 145 te 4 1 379 N 145, slijedi da se involucija podudara za nase
cetverovrhe 2389 i 6790. Tada tocka uparena s tockom 5 mora biti presjecna
tocka triju pravaca 145,368 i 96. Ta tocka ne moze biti tocka 6, jer bi tada
pravac 145 sadrzavao cetiri tocke konfiguracije. Druga moguénost je da se
pravci 368 1 96 podudaraju, ali bi tada pravac 368 sadrzavao cetvrtu tocku,
tocku 9. Slijedi da se konfiguracija (103)4 ne moze geometrijski realizirati.

Opisimo postupak konstrukcije konfiguracije (103)o. Za pocetak proizvoljno
odaberemo tocke 2,3,4,5 i 6, tako da nisu kolinearne. Zatim tocku 9 dobi-
jemo kao presjek pravaca 26 i 35, tocku 1 kao presjek pravaca 23 i 45. Po-
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trebna nam je pomoc¢na tocka, oznacit ¢emo je s P, dobijemo je kao presjek
pravaca 23 i 56. Presjek pravaca 16 i 4P nam daje tocku 7. Dvije preostale
tocke su 8 =37M 2410 =57MN46. Tocke 8,91 0, presjeci stranica trovrha
246 1 357, su kolinearne tocke. Prema Desargusovu teoremu trovrsi 246 i 357
su perspektivni obzirom na neku tocku, u ovom slucaju to je tocka P koja
nije tocka konfiguracije.

Slika 14: Konfiguracija (103).

Slika 15: Konfiguracija (103)s.
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Slika 16: Konfiguracija (103)s.

Slika 17: Konfiguracija (103).
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Slika 18: Konfiguracija (103)7.

Slika 19: Konfiguracija (103)s.
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Slika 21: Konfiguracija (103)10.
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Martinetti je 1887. godine otkrio da neizomorfnih kombinatronih (113)
konfiguracija ima 31. Za konfiguraciju (123) prvi je Daublesky 1895. godine
odredio njihov broj, smatrao je da ih ima 228. Tek je Gropp 1990. godine
pokazao da je Daublesky izostavio jednu, odnosno da ih je 229. Broj c¢(v)
kombinatornih konfiguracija za 13 < v < 19 odreden je pomoc¢u kompju-
torskih programa. Gropp je odredio vrijednosti za 12 < v < 14, Betten i
Betten za v = 15, za 16 < v < 18 Betten, Brinkman i Pisanski, a vrijednost
c(19) = 7,640,941, 062 Boben, Pisanski, Zitnik i Griinbaum.

Od 245342 (153) konfiguracija, najpoznatija je Cremona-Richmondova
konfiguracija, prva od konfiguracija prikazanih na slici 10. Slika te konfigu-
racije pripada Pisanskom. Cremona-Richmondova konfiguracija s 15 tocaka
i pravaca je najmanja (v3) konfiguracija bez trokuta u svom geometrijskom
prikazu.
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5 Konfiguracije v, za k > 4

Povijest proucavanja (vs) konfiguracija je mnogo krac¢a od one (v3) konfigu-
racija. Prvi je ovaj tip konfiguracija spomenuo Felix Klein 1879. godine. Za
mnoge parametre v geometrijske (v4) konfiguracije ne postoje ili nisu poz-
nate. Neke nove informacije o egzistenciji geometrijskih (v4) konfiguracija
otkrivene su nedavno, kao iduc¢i teoremi.

Teorem 5.1 (Bokowski i Schewe). Za v < 17 ne postoji geometrijska (vy)
konfiguracija.

Teorem 5.2 (Bokowski i Schewe). Za svaki v > 18 postoji geometrijska (vy)
konfiguracija, osim eventualno za v = 19,22, 23,26, 37,43.

Teoremi 5.1 i 5.2 pokazuju koliko se razumijevanje (v4) konfiguracija ra-
zvilo tijekom zadnja dva desetlje¢a. U tablici 7 prikazana je kombinatorna
(17,) konfigracija.

111 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 8 9 10 10
25 8 1 5 6 7 5 6 7 5 6 7 13 13 11 12
36 9 12 8 9 11 12 8 9 11 10 12 15 14 14 16
4 7 10 13 14 15 16 15 16 17 17 13 14 17 16 15 17

Tablica 7: Kombinatorna (17,) konfiguracija.

Za konstrukciju geometrijskih (v4) konfiguracija postoji nekoliko metoda.
U vedini slucajeva konstrukcija pocinje od neke poznate konfiguracije i dovodi
do (v4) konfiguracije. U knjizi [4] opisane su metode konstrukcija geometrij-
skih (v4) konfiguracija za v < 304, osim za one v za koje ne znamo postoji li
(v4) konfiguracija i za one v za koje je geometrijska realizacija nemoguéa.
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Slika 22: Konfiguracija (214).

Unato¢ proucavanju konfiguracija vise od desetlje¢a, malo je poznatih
rezultata o (vy) konfiguracijama za k > 5.

Iz propozicije 2.4 slijedi da (vs) konfiguracija mora zadovoljavati v > 21.
Kombinatorna (215) konfiguracija, prikazana u tablici 8, je ciklicka konfigu-
racija s baznim pravcem {0,3,4,9,11}. Gropp je prvi otkrio da je pravac
{0,1,4,9,11} bazni pravac sa sve (vs) konfiguracije kada je v > 23.

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
3 14 15 16 17 18 19 20
17 18 19 20

0
0 1
4 5 6
6 7 8

W =
IS V)

Tablica 8: Kombinatorna (215) konfiguracija.
Zanimljiv slucaj za vs konfiguracije je konfiguracija (225) koja ne postoji
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¢ak ni kao kombinatorna konfiguracija. Najmanja geometrijska (vs) konfigu-
racija otkrivena dosad je konfiguracija (485) prikazana na slici 23, otkrio ju
je L.Berman. Konfiguracija (485) je [4,4]-zvjezdasta, a za grupu simetrija

ima ciklicku grupu reda 12.
Nd

N

L
WAL
Vﬁ‘\ ARSI

N
W ‘g?{&@

Slika 23: Konfiguracija (48;).

Na slici 24 prikazana je geometrijska (120g) konfiguracija. Konfiguracija
je [4,4] ili kraée 4-zvjezdasta, za grupu simetrija ima diedralnu grupu D;s.

Jedno od otvorenih pitanja o (vy) konfiguracijama za k = 5 je pitanje
postoje li geometrijske (v5) konfiguracije za sve v veée od neke fiksne granice?
Poznato je da to vrijedi za (v3) i (v4) konfiguracije.
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Slika 24: Konfiguracija (120¢).
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6 Zvjezdaste konfiguracije

U poglavlju 3 smo spomenuli i definirali zvjezdaste konfiguracije. U ovom
poglavlju ¢emo se fokusirati na 2-zvjezdaste (v3) konfiguracije s ciklickom
grupom simetrija. Navest ¢emo vrste zvjezdastih konfiguracija s diedralnom
grupom simetrija te ¢emo definirati zvjezdaste (v4) konfiguracije. Sluéaj
kada je h = 2 je jednostavniji i drugaciji od slucajeva h > 3, kada pravci
konfiguracije mogu sadrzavati tocke iz dvije ili tri razli¢ite orbite tocaka.

h-zvjezdaste (vs) konfiguracije u euklidskoj ravnini E? s ciklickom grupom
simetrija nazivaju se h-kiralne zvjezdaste konfiguracije.

U ovom dijelu bavit ¢emo se h-kiralnim zvjezdastim konfiguracijama kada
je h = 2. Tocke 2-kiralne zvjezdaste (v3) konfiguracije su vrhovi dva koncen-
tricna pravilna m-terokuta, svaki s m = ¢ vrhova. Kiralne (vs) konfiguracije
oznacavat ¢emo simbolom m#(b, ¢; d).

Pravci jedne orbite su dijagonale jednog m-terokuta, a pravci druge orbite
su dijagonale drugoga m-terokuta. Svaki pravac konfiguracije sadrzi dvije
tocke jednoga m-terokuta i jednu tocku drugoga m-terokuta. Dijagonala
m-terokuta spaja dva nesusjedna vrha, a ovisno o tome koje vrhove spaja
odredujemo brojeve b i c. Npr. ako dijagonala spaja odredeni vrh s drugim
po redu vrhom, broj b bit ¢e 2.

Odgovaraju¢e vrhove ¢emo zvati B-tockama, C-tockama, a pravce b-
pravcima i c-pravcima. Pocinjemo od proizvoljne B-tocke koju oznacimo s By
te nastavljajuci dalje, u pozitivnom smjeru, tocke oznacavamos By, ..., B,,_1.
Svaki b-pravac tada je oblika l; = B; B,y i sadrzi C-tocku s oznakom C;. Pra-
vac ¢ koji prolazi kroz Cj odreduje nacin na koji ¢emo oznacavati c-pravce.
C-tocke oznacavamo u istom onom smjeru u kojem smo oznacili i B-tocke.
Prvu tocku na pravcu smo oznacili s Cj te ¢e druga tocka na tom pravcu
biti C.. Samim time c-pravce oznacavat ¢emo s m; = C;C;y.. Za simbol d
uzimamo indeks B-tocke koja je incidentna s pravcem mg = CyC,. Pogle-
dajmo primjer sa slike 25, b = 3,¢ = 2, a indeks tocke B na pravcu mg je
d = 4. Tocke B; itocke Cj, (i = 0,...,6) su oznacene u istom smjeru. Prema
navedenome, simbol konfiguracije sa slike 25 je 7#(3,2;4).
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Slika 25: Zvjezdasta konfiguracija sa simbolom 7#(3,2;4).

Svaka zvjezdasta (v3) konfiguracija ima jedinstvenu oznaku, ali obrat ne
vrijedi. Dvije konfiguracije mogu imati istu oznaku m#(b, ¢; d), sto mozemo
vidjeti na slici 26. Konfiguracije na slici 26 su izomorfne kao kombinatorne
konfiguracije.

Slika 26: Dvije zvjezdaste konfiguracije s zajednickim simbolom 7#(3,2;1).

Sada ¢emo prateéi navedene korake konstruirati konfiguraciju m# (b, ¢; d) =
T#(3,2; 1) prikazanu na slici 26.
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. Konstruiramo pravilni m-terokut P, u ovom slucaju sedmerokut, te
povezemo vrhove dijagonalama tako da svaki vrh povezemo s treéim
(b = 3) vrhom po redu.

. Konstruiramo jednakokrac¢ni trokut 7' s vrhovima V; i V; sedmerokuta,
tako da su vrhovi udaljeni za ¢ = 2, tre¢i vrh trokuta je srediste O
sedmerokuta.

. Konstruiramo opisanu kruznicu k trokuta T'.

. Oznacimo strane sedmerokuta. S “0” oznacimo dva pravca od P koja
dodiruju 7" u tockama V; i V5, ali ne prolaze kroz unutrasnjost od
T. Ostali pravci od P su numerirani tako da oni koji su blizi centru

kruznice k su oznaceni s “17, “2”...., a oni dalji od centra s “-17,
44 277
- PRI

. Odredimo tocke presjeka pravaca od P i kruznice k.
. Oznacimo tocke presjeka s oznakom pravca iz 4. koraka.

. Izaberemo jednu od tocaka oznacenu s d = 1 te ju spojimo s jednom
od tocaka Vj ili V5.

. Rotiramo izabranu tocku i pravac oko sredista sedmerokuta za %’r = 27”,
a zatim ponovimo sa svim novonastalim rotiranim pravcima i tockama.
Konstrukcija konfiguracije je zavrSena.

Slika 27: Koraci u crtanju 7#(3, 2; 1) konfiguracije, prvi dio.
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Slika 28: Koraci u crtanju 7#(3, 2; 1) konfiguracije, drugi dio.

Zvjezdaste (v3) konfiguracije s diedralnom grupom simetrija mozemo po-
dijeliti u nekoliko vrsta. Prva vrsta su tzv. EE zvjezdaste konfiguracije.
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Sastoje se od konfiguracija koje su zvjezdaste u prosirenoj euklidskoj ravnini
(projektivnoj), ali ne i u samoj euklidskoj ravnini. Ovakve vrste konfigura-
cija sadrze jednu orbitu tocaka u beskonacnosti, tada su druga orbita tocaka
vrhovi pravilnog poligona.

Druga vrsta diedralno zvjezdastih (v3) konfiguracija su DD konfiguracije
koje podsjec¢aju na kiralne zvjezdaste konfiguracije. Takve konfiguracije se
oznacavaju s m#(b, ¢; d; ).

Treca vrsta diedralno zvjezdastih konfiguracija su BB konfiguracije, ot-
krili su ih J. Bokowski i L. W. Berman. Oznaka za BB (v3) konfiguraciju je
BB(m;s,t), v=3m zam > 5.

Slika 29: BB konfiguracija BB(5;2, 2).
Definicija 6.1. Konfiguracija (v4) je k-zvjezdasta ako su zadovoljeni sljedeci
uvjeti:
1. k>2iv=k-m, za nekim > 7.

2. Tocke konfiguracije su vrhovi k reqularnih konveksnih m-terokuta sa
zajednickim centrom i takvi da su svi kutovi, u razlicitim tockama kon-
figuracije, nasuprot centra visekratnici od .

3. Konfiguracija ima grupu simetriya D,,, vrhovi svakog k-terokuta tvore
orbitu.

4. Svaki pravac konfiguracije sadrzi dvije tocke iz svakoga od dva k-terokuta;
svaka tocka je incidentna s dva pravca iz dviju orbita pravaca.
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Slika 30: Najmanja zvjezdasta (v4) konfiguracija. Konfiguracija (244) je 2-
zvjezdasta.
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Sazetak

U ovom radu bavimo se geometrijskim (vj) konfiguracijama. Na samom
pocetku definirane su kombinatorna i geometrijska konfiguracija te su opi-
sani nac¢ini na koje prikazujemo te konfiguracije. Geometrijska konfiguracija
je simetricna ako postoji netrivijalna izometrija ravnine koja konfiguraciju
preslikava u nju samu. Na primjerima smo odredili punu grupu automorfi-
zama i grupu simetrija malih konfiguracija. U tre¢em poglavlju razmatramo
egzistenciju kombinatornih i geometrijskih (v3) konfiguracija za razlicite vri-
jednosti v, a u iduéem poglavlju prikazujemo dosad poznate rezultate o (vy)
konfiguracijama za k > 4. Na kraju smo definirali zvjezdaste (v3) konfigu-
racije te prikazali konstrukciju 2-zvjezdastih (v3) konfiguracija s ciklickom
grupom simetrija.

36



Summary

This thesis deals with geometric (vg) configurations. The beginning of the
paper defines the combinatorial and geometric configuration. Furthermore
there is a description of the methods how these configurations can be presen-
ted. A geometric configuration is symmetric if there is a nontrivial isometry
of the plane mapping the configuration to itself. The full automorphism
group and the group of symmetries of some small configurations are deter-
mined. In the third chapter the focus is on the analysis of the existence
of combinatorial and geometric (v3) configurations for various values of v.
Additionally the paper presents known results about (vy) configurations for
v > 4. Lastly astral (v3) configurations are defined and the procedure of
constructing 2-astral configurations with cyclic symmetry group is shown.
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