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1 Uvod

Temelj vremena je promjena. Svijest ljudi je na pocéetku vrijeme shvacala kao osnovnu
periodi¢nu promjenu koja je bila sveprisutna; dan i no¢. Kako se covjecanstvo razvijalo, rasla je i
potreba za sve preciznijim odredivanjem vremena pa su tako ljudi raznim instrumentima
pokusavali fiktivno dijeliti dan i no¢ na manje dijelove da se mogu bolje organizirati, odnosno
kako bi dvije osobe mogle nesto dogovoriti 1 biti sigurni da ¢e se odredena radnja ili susret dogoditi
neovisno o tome jesu li u svakom trenutku u kontaktu. Takoder, vjerojatno i ranije od ovoga,
pracenjem godiS$njih doba, dan i no¢ se prosirilo na tjedne, mjesece i godinu. Zapravo je ono §to
se dogadalo s povijes¢u vremena vrlo slicno s povijesc¢u fizike. Najprije smo uocavali pravilnosti
u dimenzijama najblize nama, a kako je ljudski mozak postajao sve razvijeniji misli su krenule na
obje strane, prema sve veéem i prema sve manjem.

Mjerenje vremena postajalo je sve preciznije, preko suncanog, pjes¢anog, ¢ak i vodenog sata.
U jednom trenutku za mjerenje vremena pocela su se Koristiti njihala jer je primijeceno da svaki
titraj traje jednako dugo i od tog trenutka zapocinje pravi razvoj mehanickih satova. Christiaan
Huygens je sredinom 17. stolje¢a po€eo razvijati satove koji rade na principu mehanickog titranja
uz pomo¢ trenutnih izumitelja i ljudi koji su se bavili mjerenjem vremena. Uz stalan razvoj
koristeni su sve do sredine 20. stoljeca kad je izumljen elektri¢ni sat koji pokrece elektromotor, a
njime upravlja njihalo, akusti¢ki oscilator ili frekvencija izmjeni¢ne struje. Danas postoji i atomski
sat koji je najprecizniji uredaj za mjerenje vremena s greSkom od jedne sekunde u tri milijuna
godina.

U ovom radu proucavat ¢emo njihala. Ako pogledamo najjednostavniji oblik njihala, a to je
matematicko njihalo, vidimo da za razli¢ite pocetne otklone njihala iz ravnoteze njihalu trebaju
razli¢ita vremena da prode kroz jedan ciklus ili ono $to danas nazivamo titraj. Nas§ cilj je pokuSati
matematickim i fizikalnim znanjima doc¢i do odgovora postoji li takvo njihalo kojem ¢e za bilo
koliki otklon iz ravnoteze trebati jednako vremena za jedan titraj. Uspijemo li teoretski provesti
izraCun, konstruirat ¢emo takvo njihalo 1 mjerenjem pokazati da je ono izokrono. Rije¢ izokrono
dolazi kao spoj rijeci izo (grc. jednako) i krono (gr¢. vremenski).

Prvi dio rada bavit ¢e se matematickim njihalom, za koje ¢emo pokazati da nije izokrono.
Drugi dio rada proucavat ¢e je li izokrono njihalo izvedivo te ¢emo ga na kraju i konstrurati te
provesti potrebna mjerenja. Kroz rad dolazimo do toga da se matematicko njihalo moze
modificirati cikloidalnim preprekama koje efektivno skracuju duljinu niti u pravim trenutcima tako
da njihalo titra jednakim periodima za razli¢ite otklone. Nesto slicno je pokuSao i sam Huygens

[3]. U nastavi se matematicka njihala koriste za odredivanje gravitacijske konstante g uz



pretpostavku izokronosti, Sto doprinosi greSki pri mjerenju. Izmjerit ¢emo relativnu gresku

odredivanja g pomocu oba tipa njihala i vidjeti ima li smisla u nastavi zamijeniti matematicko

njihalo cikloidalnim.

2 Matematicko njihalo

Fizikalno njihalo sastoji se od krutog tijela i osi oko koje to tijelo moze rotirati s pretpostavkom

da se centar mase tijela ne nalazi na osi rotacije. Odmaknemo li tijelo iz ravnoteznog polozaja ono

¢e krenuti u gibanje pod utjecajem gravitacijske sile. Opis ovog gibanja moze biti vrlo slozen

buduéi da u realnim situacijama mozemo uzimati u obzir mnostvo raznih utjecaja kao S$to su

elektromagnetske sile, sila uzgona, gravitacijske sila itd.

Kako bi pojednostavili sustav, koji ¢emo nazvati matematicko njihalo (slika 1.), moramo uzeti u

obzir nekoliko pretpostavki:

e sustav se nalazi u homogenom
gravitacijskom polju

e masa tijela sadrzana je u
materijalnoj tocki

e nit povezuje fiksnu os rotacije i
materijalnu tocku
(nit nema masu, nerastezljiva je i
uvijek napeta)

e gibanje se odvija u dvije
dimenzije (putanja materijalne
tocke je dio kruznice)

e nema gubitaka energije

Wy

—
Q|

slika 1. Matematicko njihalo

Ako materijalnu tocku odmaknemo iz ravnoteze za kut @ te pustimo ona ¢e krenuti u gibanje pod

utjecajem gravitacijske sile. Uz navedene pretpostavke lako mozemo, na vise nacina, do¢i do

jednadzbe gibanja ovog sustava (2.1), pri ¢emu je g gravitacijska konstanta, a I duljina niti.

d’e g
dt?

4+ —=sin@ =0

1 (2.1)



2.1 1Izvod jednadZbe gibanja matemati¢kog njihala

2.1.1 lzvod analizom dijagrama sila

Pogledajmo dijagram sila (slika 2.) koje djeluju na

materijalnu tocku (dalje u tekstu m.t.) kad je ona otklonjena
za kut @ od ravnoteznog polozaja. Uz ranije navedene
uvjete, sila koja djeluje na m.t. je svakako sila teze F g, no
kako znamo da je nit nerastezljiva m.t. se giba po kruznoj
putanji Sto implicira centripetalnu silu u ¢ijoj je ulozi sila
napetosti niti T pa se namece da gravitacijsku silu e

rastavimo na komponente okomite i paralelne s niti. Kako

F 4 ovisi samo 0 g i masi m ona je konstantna u vremenu,

a ono $to se mijenja, kako se mijenja kut otklona @, su njene slika 2. Dijagram sila
komponente, §to povlaéi promjenu T. Napetost niti ovisi 0 masi m.t., gravitacijskoj konstanti te
trenutnom otklonu, a ona je u svakom trenutku nakon pustanja u gibanje ve¢a od y komponente
F 4 $to osigurava kruzno gibanje. Ono §to tjera m.t. na gibanje je x komponenta sile Fg, a iz
drugog Newtonovog zakona slijedi jednadzba (2.2), pri ¢emu je ay tangencijalno ubrzanje i F
ukupna sila.

F = may = mgsin 0 (2.2)
Linearno ubrzanje ar mozemo izraziti preko kutnog ubrzanja tako da dva puta deriviramo formulu
za duljinu luka s (2.3) po vremenu. Ako se uzme u obzir da su smjer ubrzanja i otklona suprotni
dobivamo jednadzbu (2.4).

s=10 (2.3)
d?s d?e
ar = _F = _IW (24)

Uvrstavanjem jednadzbe (2.4) u jednadzbu (2.2) i kra¢enjem mase m S obje strane dobivamo

jednadzbu gibanja matematickog njihala (2.1).



2.1.2 Izvod pomocéu momenta sile

Moment sile ili zakretni moment ima sli¢nu ulogu pri rotaciji

tijela kao 1 sila pri pravocrtnom gibanju. Kao §to sila masi daje

linearno ubrzanje tako moment sile tijelu daje kutno ubrzanje.
Kako bi dosli do jednadzbe (2.1) krenut ¢emo od analogije

drugog Newtonovog zakona (2.5), pri ¢emu je silu zamijenio

moment sile M, masu moment tromosti ili inercije I, a ubrzanje

kutno ubrzanje &.

—

M = Id (2.5)
Iz definicije momenta sile i momenta tromosti jednadzba (2.5)

prelazi u jednadzbu (2.6).

R d%e
FxF, =mlz—Z (2.6)
dt slika 3. Sila i krak sile

Postavimo desni koordinatni sustav kao na slici s ishodistem u

osi rotacije (slika 3.) i raspiSemo krak sile 7 po komponentama. Nakon vektorskog mnoZenja
dobivamo jednadzbu (2.7).
d%e
. P 2 a
—lmgsinf2 =ml* 52 (2.7)

Sredivanjem jednadzbe (2.7) ponovo dolazimo do jednadzbe gibanja matemati¢kog njihala (2.1).

2.1.3 lzvod preko energije

Kako se m.t. nalazi u homogenom gravitacijskom polju

ona posjeduje samo potencijalnu gravitacijsku energiju
kad ju drzimo u maksimalnom otklonu 6. Nakon §to ju
pustimo u gibanje, obzirom da nema gubitaka energije,
potencijalna energija pretvara se u kinetiCku pa je
promjena potencijalne energije jednaka promjeni
kineticke energije [1] iz Cega slijedi jednadzba (2.8), gdje

je v obodna brzina, a h promjena visine (slika 4.) s

obzirom na proizvoljno odabranu nultu visinu.

1
mgh = EmvZ (2.8)

slika 4. promjena visine h
Iz jednadzbe (2.8) mozemo izraziti obodnu brzinu v, a promy

deriviranjem jednadzbe (2.3) u vremenu dobivamo ovisnost kutne brzine o promjeni visine (2.9).



do 2gh (2.9)

dt 1
Promjenu visine h =y — y, trigonometrijom pravokutnog trokuta mozemo izraziti preko
maksimalnog otklona @, i trenutnog otklona @ (2.10) i uvrStavanjem u (2.9) dobivamo (2.11).

h=1cos@ —lcos@, (2.10)

de 29
_— - |ZZ _ 2.11
T \/ ] (cos 8 — cos 6,) (2.11)

Kako bi dobili kutno ubrzanje moramo jednadzbu (2.11) derivirati u vremenu i dobivamo (2.12).
2g

-1 sin do
dt (2.12)

d’e

dez

N| =

JZTg (cos O — cos O)

Uvrstavanjem (2.11) u (2.12) ponovo dolazimo do jednadzbe gibanja matematickog njihala (2.1).

2.2 Period titranja matematic¢kog njihala za male otklone
Za male otklone m.t. iz ravnoteze, odnosno kad je 8y < 1, mozemo aproksimirati funkciju sinus
i u tom slucaju vrijedi sin @ = 6. Primjenom na jednadzbu gibanja (2.1) dobivamo jednadzbu
(2.13) ¢ije je rjesenje jednadzba (2.14), uz uvjet da su pocetni otklon 8¢ i poéetna brzina jednaki
0. Rjesenje (2.14) nam pokazuje da se radi o slobodnom harmonijskom titranju.

d’e g

0(t) = 6y cos (\@ t) (2.14)

Rjesenje jednadZzbe gibanja za male kutove daje nam period oscilacija (2.15) i vidimo da je on

odreden jedino duljinom niti 1 gravitacijskom konstantom.

T =2n \P (2.15)
g

Medutim, kada se njihalo pusti u gibanje s ve¢im pocetnim otklonom ne moZemo aproksimirati
funkciju sinus te problem postaje mnogo sloZeniji, a period titranja T vise nije konstantan, no vise

o tome u idu¢em poglavlju.



2.3 Odredivanje gravitacijske konstante g pomo¢u matematickog njihala
Matematickim njihalom moZzemo odrediti gravitacijsku konstantu Zemlje. Ovo je tipi¢na vjezba
koju ¢emo, za potrebu usporedbe mjerenja g kod matematickog i izokronog njihala, ponoviti.
Mijerit ¢emo period titranja za male otklone, a iz jednadzbe (2.15) uz izmjerenu duljinu niti njihala
moci ¢emo lako odrediti g s nekom greSkom mjerenja te zatim usporediti mjerenu konstantu i
tabli¢nu vrijednost. Kako je mjerenje provedeno u praktikumu fizickog odsjeka PMF-a u Zagrebu
konstantu ¢emo uzeti iz programa Wolfram Alpha (slika 5.). Program nam daje razne podatke
medu kojima su i isto¢na i zapadna komponenata ubrzanja g sto dolazi od toga jer Zemlja nije
savrSena kugla ve¢ je spljoStena na polovima. Za usporedbu s nasSim mjerenjem uzet ¢emo samo
,»down component®, odnosno komponentu prema sredistu Zemlje zaokruzenu na tri decimalna
mjesta.
Dakle, za tabli¢nu konstantu uzimamo:

g = 9.809 m/s? (2.16)

Mjerenje ¢emo provesti tako da ¢emo za

vise razli¢itih duljina niti mjeriti period Local Gravitaional Acceleration (Zagreb

titranja. Prilikom mjerenja duljine niti
Input interpretation:
moramo uracunati i radijus kuglice
gravitational acceleration Zagreb, Grad Zagreb
budué¢i da se centar mase nalazi u
Gravitational field strength for Zagreb, Croatia:

sredisStu, a kuglicu ¢emo aproksimirati

kao materijalnu tocku jer ¢e duljina niti

total field 9.80917 mis?
biti puno veca od radijusa kuglice.

angular deviation from local vertical =~ 0.00336°
Kugllca kOJU kO“StImO Je 1Z mjernog down component 0.80911 m/s?
postava PHYWE pa radijus znamo i R

west component 41077 mis
iznosi 1.6 cm. Digitalni mjera¢ (slika

south component 0.03293 my/s?

6.) je spojen na zaporna vrata (slika 7.).

Zaporna vrata rade na principu prekida

. slika 5. gravitacijska konstanta Zemlje (Zagreb)
laserske zrake. Kad se ona prekine,

signal dode do digitalnog mjeraca koji zatim mjeri ono $to mu zadamo u postavkama. U ovom
mjerenju digitalni mjera¢ je namjesten tako da veli¢ine mjeri u milisekundama (ms), a mjerenje
pocinje kada nit prekine lasersku zraku prvi put, a zavrSava kada je prekine po drugi put. Ovakvim
postavom, kada pustimo njihalo da titra malim otklonom, dobivamo vrijeme polovice perioda
buduéi da smo lasersku zraku postavili tako da ju nit prekine kad prolazi ravnoteznim poloZajem.

Radi simetrije i preciznosti mjerenja za istu duljinu niti mjerit cemo polovicu perioda kad je njihalo



s desne T /2, odnosno lijeve T /2, strane ravnoteznog polozaja. Pritom ¢emo paziti da pocetni

otklon su svakom mjerenju bude jednak i dovoljno mali da mozemo aproksimirati funkciju sinus

sasin @ =~ 6. Mjerenjem dobivamo tablicu (tablica 1.).

slika 6. digitalni mjerac
Tablica 1. mjerenje perioda titranja mat. njihala pri malom otklonu

slika 7. zaporna vrata

duljina radijus T,/2 Tp/2 —o
niti kuglice ) B ) > T
(cm) (cm) (m) (ms) (ms) (ms) (ms) (s)

35 1.6 0.366 614.5 614.6 614.2 614.7 1.5104

40 1.6 0416 656.8 656.6 657.2 657 1.7201

45 1.6 0.466 6949 694 .9 694.7 694.5 1.9307

50 1.6 0.516 7238 7234 7232 7232 2.0932

55 1.6 0.566 756.6 756.2 756.3 756.5 2.2886

60 1.6 0.616 790.1 790 790.5 790.4 2.4980

65 1.6 0.666 324.1 8242 824.6 824.5 2.7182
IZ tablice dobivamo graf 2-8 [ T T T T | T T T T ‘ T T T T | T T T T | T T T T | T T T T | T T T |
(graf 1.) gdje smo na Sel b
apscisu postavili 1, a na
ordinatu T2. Linearnom  “"[ g
.. .. & L ]
regresijom dobije se @.,[ ]
Dol i
nagib pravca @ (2.17) i E [ i
@ 2 ]
odsjeak na ordinati b = [ ]
(2.18). Izracunati ¢emo i 1.8 :— —:
relativnu pogresku i ]
1.6 — —
mjerenja R. i ]
1-4 B 1 1 1 1 | 1 1 1 1 ‘ 1 1 | 1 | 1 1 1 | | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 i

0.35 0.4 0.45 0.55 0.6 0.65

1 (m)

0.7

graf 1. ovisnost kvadrata srednje vrijednosti perioda i duljine njihala



Sredimo li malo jednadzbu (2.15) dobivamo (2.19) iz koje mozemo Vidjetia i b :

2 2 2
_@m” _ (3.95 + 0.06) SE R=1.52% (2.17)
b=0=(0.07+0.03) (2.18)
. 2n)?
72 - @m7, (2.19)
g

Konstanta b je dovoljno blizu nule, §to zadovoljava jednadzbu (2.19). Naposljetku iz mjerenog
nagiba pravca a dobivamo mjerenu gravitacijsku konstantu g,, (2.20) za koju ¢emo takoder
izracunati pripadnu pogresku tako da ¢emo izracunati g, preko a te odrediti standardnu devijaciju

g4, pomocu standardne devijacije g, na sljede¢i nacin:
m

0gm 4m? m
O'gm = |(W>O'a = ?O'a =0.2 S_2
m
m=09.9£0.2)5 R =2% (2.20)

Usporedbom srednje vrijednosti mjerene gravitacijske konstante i tabli¢ne gravitacijske konstante

(2.16) uocavamo da je relativno odstupanje 0.93% $to je vrlo zadovoljavajuci rezultat.

2.4 Period titranja matemati¢kog njihala

Jednadzba (2.11) daje nam brzinu promjene otklona u vremenu. Jednostavnim raunom mozemo

vidjeti obratnu situaciju, tj. kako se za malu promjenu otklona mijenja vrijeme (2.21).

ac _ | L 1 (2.21)
0 29,/cos0 —cos,

Period titranja mozemo dobiti integracijom jednadzbe (2.21) po otklonu 6. Jedini problem su

granice integracije. Znamo da je period vrijeme potrebno da se m.t. iz nekog polozaja s nekom
brzinom vrati u taj isti polozaj i ima brzinu jednakog iznosa i smjera. Radi jednostavnosti uzimamo
da je m.t. u pocetnom trenutku otklonjena maksimalno, odnosno za 6y, i ima brzinu nula.
Integraciju mozemo podijeliti na Cetiri dijela; 8y = 0, 0 = —0y, —0¢ = 01 0 — O, pri Cemu
otklon ima vrijednost nula u ravnoteZznom poloZzaju. Budu¢i da svaka od ove Cetiri promjene
otklona traje jednako dugo, ¢etvrtinu perioda, Sto se moze vidjeti iz zakona oCuvanja energije i

simetrije dogadaja, mozemo integrirati samo po jednom dijelu i mnoziti sve s Cetiri (2.22).

T=14|— f de (2.22)
\/cos 0 — cos 0,




Sad napokon vidimo koliko nam je aproksimacija funkcije sinus pojednostavila problem, kao i da
se pojavljuju neke nove ovisnosti u jednadzbi za period. Integral u jednadzbi (2.22) je elipticki

integral prve vrste [4], a rijesit cemo ga razvojem podintegralne funkcije s varijablom @ u Taylorov
red oko nule (2.23).

f() f”()

_ 2 f“‘)()
O =fO0O)+——(x-0)+—=(x—0)%+ -+ . (2.23)

(x—0)" +

Kako bi funkciju razvili u Taylorov red trebamo je nekoliko puta derivirati.

f(0) =
\/cos @ — cos 6,
, sin 6
(o) = 3
2(cos 6 —cos 0)2
" cos 6 3sin6
(@) = 3+ 3
2(cos@ —cosB0y)Z 4(cosBO — cosB;)2
- 15sin3 6 sin @ 9sin 6 cos 0
o) = 7 3t 5
8(cos@ —cosB0;y)Z 2(cosO —cosB;)2 4(cosB — cosO;)2
- 9 cos? 0 cos 6 105 sin* 0
f (e) = 5 3 + 9
4(cosB —cos0y)2 2(cosO —cosBy)2 16(cosO — cos ;)2
3sin? 0 45 sin? 0 cos 6 _

(cos® —cos0y)2 4(cosO — cos )2

Sad trebamo vrijednosti izracunatih derivacija za 8 = O:

1
1(0) = J1—cosf,

f(0)=0
f(0) =

3
2(1 —cosB6,)2
(0 =0
9 1
fllll(o) — = _ 3 ’ itd
4(1—-cosB;)2 2(1—cosBy)?
Dakle, razvoj funkcije f£(08) u Taylorov red oko 8 = 0 izgleda ovako:

1

0) = ! + ! 0+ 1 ? ! 0* +
v 0 2(1—cos8,)2 4(1—-cos6y)Z 2(1—cos6y)2




Sad ¢e integral iz jednadzbe (2.22) biti puno lakSe rijesiti:

6o
1 1 1 1 9 1 4
f - [0+ - |6t + - |do =
1-cos8p “3(1_cos 0,)2 "\4(1—-cos0y)2 2(1—cosfy)?
1 1 3 9 1 5
= 0 + 300" + 5 3 |00" +
\J1—cosB, 12(1 — cos 8,)2 480(1 — cos0y)Z 240(1 — cos )2

Rjesavanjem ovog integrala dolazimo do izraza za period:

l 1 1
T=4|— 0, +

0 3
29\ /1 —cos 8, 12(1 — cos 0,)2

Vidimo da period titranja ovisi i 0 po¢etnom otklonu.

903 + ..

Pitanje je kako mozemo modificirati njihalo da period vise nema tu ovisnost. Razlog tome je
povecanje preciznosti mjerenja vremena, pogotovo pri prekomorskim putovanjima gdje se zbog
valova amplituda titranja nepredvidivo mijenja. Takoder, ovo ima i utjecaj na preciznost
mehanickih satova jer je nezgodno izracunati period titranja, a i kod nekih satova amplituda titranja

nije stalna pa se period promjenom energije mijenja.

3 lzokrono njihalo

3.1 Modifikacija matematickog njihala u izokrono njihalo

Kao $§to smo u prethodnom tekstu zakljucili, matemati¢ko njihalo je vrlo jednostavan sustav pa
tako nema puno ¢imbenika koji utjeCu na period titranja. Spekulacije radi, mogli bismo poremetiti
jednostavnost sustava na korist toga da se rijeSimo ovisnosti perioda o pocetnom otklonu. Npr.,
mogli bismo dovesti naboj na materijalnu tocku i sustav smjestiti u nehomogeno magnetsko polje
S promjenama smjera u pravim trenutcima te tako pomocu Lorenzove sile korigirati napetost niti
Sto bi rezultiralo izokrono$¢u njihala. Ili kako njihalo u realnosti ima neku dimenziju, §to moZemo
aproksimirati kao materijalnu tocku budu¢i da je duljina niti puno veéa od dimenzija ,.kuglice*
koja njise, mogli bismo ga odozdo bombardirati ¢esticama snopovima razli¢itog intenziteta, tako
da postignemo jednak efekt kao i s prethodnim primjerom.

Vjerujem da ima neograni¢eno mnogo nac¢ina kako mozemo njihalo uciniti izokronim. Medutim,
vecina tih modifikacija bi nam oduzela puno viSe resursa i vremena za konstrukciju nego $to je
korist od toga da postignemo svoj cilj pa zato ostavimo ovakve primjere za znatizeljne umove i
razonodu. Pravo pitanje je kako uciniti njihalo izokronim S$to jednostavnijom modifikacijom, a
najlogicnije rjesenje se nazire u duljini niti buduc¢i da nam ona zadaje trajektoriju gibanja m.t..

Raznim preprekama moZemo upravljati efektivnom duljinom niti tako da je ,,u pravim trenutcima
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skratimo za dobru duljinu® pa tako kao jedini problem ostaje to, koja putanja m.t. bi iz jednadzbe

za period izbacila ovisnost o pocetnom otklonu.

3.2 Odredivanje izokrone putanje gibanja materijalne tocke

Nas$ zadatak je otkriti putanju kojom se treba gibati materijalna tocka pod utjecajem konstantne

gravitacijske sile (slika 8.) tako da to gibanje bude jednostavno harmonijsko titranje. Gibanje ¢e

biti jednostavno harmonijsko titranje i samim time
izokrono ako vrijedi (3.1). Odnosno, akceleracija ds
mora biti proporcionalna negativnom pomaku s.

d’s -
s _ 31 -
ez XS &1 P

Primjenom 2. Newtonovog zakona na situaciju sa mg
slike gdje je @ kut izmedu horizontalnog pravca i

tangente na putanju gibanja i pokratom m s obje

strane dobivamo jednadzbu gibanja (3.2).
d?s ] . o ..
— = —gsin@ 3.2) slika 8. gibanje materijalne tocke pod

2
dt utjecajem gravitacijske sile
No kako zelimo da nase gibanje bude izokrono mora

vrijediti jednadzba (3.1) pa kombinacijom s (3.2) slijedi da pomak s mora biti proporcionalan
sinusu kuta @ (3.3) do na konstantu C

sxgsind = s=0Cgsing, (3.3)
pri ¢emu je € konstanta koju ¢emo odrediti kad nademo krivulju koja zadovoljava uvjet (3.3).
Kako bi pronasli jednadzbu krivulje moramo uvesti koordinatni sustav i promotriti kako se
mijenjaju varijable x i y u odnosu na pomak po krivulji s, odnosno na kut 8. U ovome ¢e nam

pomo¢i infinitezimalni ra¢un. Promotrimo sliku (slika 9.). Malom pomaku ds po krivulji mozemo

pridruziti pripadaju¢i horizontalni 1 vertikalni
pomak dx i dy. y
Ovako postavljen koordinatni sustav i malo |,z
trigonometrije pravokutnog trokuta daju nam

sljedece ovisnosti.
dx

-~ _ 34

75 = €08 0 (3.4)

d

—y =sin@ (35) X
ds

slika 9. analiza pomaka u ravnini x — y
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No mi Zelimo vidjeti kako se mijenjaju x i y u ovisnosti o kutu 6.

To mozemo ovako zapisati:

dx dxds dy dyds (3.6)
do dsde do dsde '
Deriviranjem jednadzbe (3.3) po 8 dobivamo (3.7).
ds
— = 3.7
10 CgcosfO (3.7)
Uvrstavanjem (3.4), (3.5) i (3.7) u jednadzbe (3.6) slijedi:
dx Cg dy Cg
[— 2 g —_— i = —-_— i 3.8
T Cg cos? 0 5 (1 + cos 26) 10 Cg cosOsin @ > sin20 (3.8)

Integriranje jednadzbi (3.8) s obzirom na kut @ uz pocetne uvjete x = y = 0 kad je 6 = 0, daje

nam sljedece:
c c
x= T‘q (20 + sin 20) y = Tg (1 — cos 20) (3.9)

Ovo se moze prepoznati kao parametarski zadane koordinate cikloide s parametrom 6.

3.2.1 Cikloida

Cikloida je ravninska krivulja generirana tragom

tocke kruznice koja se kotrlja po pravcu bez

proklizavanja  (slika 10.). Ako ishodiste

koordinatnog sustava postavimo u  pocetak
cikloide sa slike, a parametar t pustimo po /@

intervalu [0, +o0) njena parametrizacija je:
x =r(t—sint)

y =r(1—cost), (3.10)

pri ¢emu je r radijus kotrljajuc¢e kruznice. slika 10. generirana cikloida
Medutim, parametrizacija (3.9) daje nam malo

drugaciju situaciju. Cikloida iz dobivene parametrizacije, kad gravitacijska sila djeluje prema
dolje, je postavljena tako da su $iljci krivulje okrenuti prema gore. Usporedbom parametrizacije

(3.9) 1 (3.10) vidimo da je radijus kotrljajuce kruznice r¢ = %g. Konac¢no, zanima nas konstanta C,
a nju ¢emo saznati iz pocetnih uvjeta.

Kako je zakrivljenost po definiciji promjena kuta otklona po pomaku po krivulji, odnosno %, tad
je radijus zakrivljenosti takoder po definiciji promjena pomaka po krivulji po kutu otklona,

odnosno r = Z—;. No sada vidimo kako smo radijus zakrivljenosti ve¢ izrazili jednadzbom (3.7).
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Pogledajmo sliku (slika 9.); kad je otklon @ = 0 tad je r = hg pa uvrStavanjem tog pocetnog uvjeta

u jednadzbu (3.7) dobivamo hy = Cg jer je cos 0 = 1. Sad parametrizacija (3.9) izgleda ovako:
h h
x = f(ze + sin 20) y = TO (1 — cos 20) (3.11)

Sljedece pitanje koje se postavlja je kako natjerati materijalnu to¢ku da se giba ovakvom putanjom.

3.2.2 Evoluta cikloide

Ve¢ smo spomenuli kako pomocu prepreka ‘

mozemo mijenjati efektivnu duljinu niti /////

njihala, a sad kad znamo kojom putanjom se

mora gibati materijalna toCka preostaje nam

samo smisliti kakvom preprekom modificirati

duljinu niti tako da ona natjera m.t. na gibanje
po cikloidi. Pogledajmo sliku (slika 11.),
vidimo da smo na matematicko njihalo N
nadodali prepreku (Cetvrtinu kruga). Ono $to je ~

potrebno uociti je da kako se nit pri njihanju

desno od ravnoteznog polozaja priljubljuje uz slika 11. utjecaj prepreke na nit
rub kruga tako njen produzetak zapravo lezi na
tangenti na prepreku jer je nit cijelo vrijeme napeta. Razmislimo 1li malo bolje uocit ¢emo da ¢e ta
tangenta biti upravo normala na krivulju po kojoj ¢e se materijalna tocka gibati kad je sustav pod
utjecajem prepreke. Dakle, nama kao prepreka treba krivulja ¢ije ¢e tangente biti normale na
cikloidu (3.11). Prethodna re¢enica navodi upravo svojstvo evolute krivulje. Naime, evoluta neke
krivulje je ona krivulja ¢ije su tangente normale na tu krivulju. Kad odredimo evolutu cikloide
(3.11), zapravo smo odredili krivulju koja opisuje rubove prepreke kakvu trebamo kako bi njihalo
bilo izokrono.
Radi jednostavnosti ra¢una uzimamo parametarski zadanu cikloidu s parametrom t s koordinatama
u tri dimenzije (3.12) jer ¢e nam u racunu trebati binormala koja je okomita na tangentu i normalu
krivulje pa tako odlazi u tre¢u dimenziju. Ova cikloida takoder ima Siljke okrenute prema gore kao
i cikloida (3.11).

c(t) =(—t+sint,—1+ cost,0) (3.12)
Evoluta krivulje c(t) zadana je jednadzbom (3.13), pri ¢emu su p(t) (3.14) i N(t) (3.15) radijus

zakrivljenosti i jedini¢ni vektor normale krivulje ¢(t). Za sam izracun evolute e(t) bit ¢e nam
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potrebni i zakrivljenost x(t) (3.16), jedini¢ni vektor tangente T'(t) (3.17) i binormale B(t) (3.18)

krivulje c(t).
e(t) = c(t) + p(HN (D)

1
p(t) = 0]

N@®) =B(t) xT(t)
_ llc'(®) x " (Dl

S PIOLE
I

T® = 1@l

E(t) c'(t) xc'"(t)

“lle@®x @l

Vidimo da ¢e za izracun evolute biti potrebni sljedeci podatci:
c'(t) =(cost—1,—sint,0)
c''(t) = (—sint,—cost,0)

llc'(®)] = \/sin2 t+ (cost —1)2
c'(t)xc"(t) =(0,0,cost—1)

llc'(®) x " (D]l = v/ (cost —1)?

Uvrstavanjem tih podataka u gornje formule dobivamo parametrizaciju e(t):

3
(\/sin2t+ (cost — 1)2)
e(t) = (—t+sint,—1+cost,0) +

(cost — 1)2
< cost—1 sint cost—1
J(cost —1)2 /sinZt + (cost — 1)2 '\/(cost —1)2

cost—1

. 0
JsinZt + (cost — 1)2

Kratkim ra¢unom ovo se svodi na parametrizaciju:

e(t) =(—t—sint,1—cost,0)

(3.13)
(3.14)
(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Ovo nas dovodi do vrlo lijepog otkrica, a to je da je evoluta cikloide i sama cikloida, odnosno da

prepreka koju moramo konstruirati kako bi podesili efektivnu duljinu niti mora imati oblik

cikloide. Kako bi sve ovo bilo malo jasnije nacrtat ¢u dobivene krivulje pomocu programa

GeoGebra (slika 12.). Promotrimo li sliku vidimo dvije cikloide, donja (3.12) i gornja (3.19) njena

evoluta, obje s parametrom na segmentu [0, 2m]. Kako bi i konstrukcijski potvrdili definiciju
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evolute plave linije su trag normale
donje cikloide kroz tocku na slici.
Odavde ve¢ dobro vidimo kako nase
izokrono njihalo treba izgledati,
odnosno kakve prepreke nam trebaju
kako bi natjerali materijalnu tocku da
se giba cikloidom S$to ¢e njihalo uciniti

izokronim iz ranije navedenih razloga.

Takoder, sada prirodno dolazi da je

faktor hy zapravo duljina niti. ‘
slika 12. evoluta cikloide

3.3 Period titranja izokronog njihala

Sad kad smo odredili kojom krivuljom se mora gibati materijalna to¢ka kako bi period bio neovisan
o vremenu, i vrstu prepreke kojom takvo gibanje moZemo posti¢i, prije nego krenemo u
konstrukciju samog njihala zgodno je racunski vidjeti jesmo li izgubili ovisnost o pocetnom
otklonu iz jednadzbe perioda i o kojim konstantama on sada ovisi. Taj ¢emo podatak takoder
koristiti u daljnjim racunima.

Ako zelimo saznati period titranja, koji je vrijeme potrebno za jedan titraj, krenut ¢emo od
definicije brzine preko koje ¢emo integracijom izraziti vrijeme (3.20) [2]. Potrebno je izraziti sve
veli¢ine preko iste varijable kako bi mogli rijesiti taj integral, a zatim odrediti granice integracije.

ds
t = -~ (3.20)

Pogledajmo sliku (slika 9.), vidimo kako po Pitagorinom teoremu mozemo brojnik zapisati kao

(3.21), a nazivnik, brzinu, iz jednadzbe (8) i pomocu analize slike (slika 4.) dobivamo (3.22).
ds = \/dx?* + dy? (3.21)
v(y) =290 —Y) (3.22)

Tad jednadzba (3.20) poprima sljedeéi oblik:

2
t—f dx +dy (3.23)

V29(yo —

Izlu¢ivanjem dy iz (3.23) dobivamo:

t=fv1+(dx/dy)2 dy (3.24)
V29(Yo— )
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Buduc¢i da Zelimo sve svesti na ovisnost o istoj varijabli, koja ¢e biti kut @, moramo sljedece izraze
pomocu derivacija jednadzbi (3.11), gdje ¢emo uzeti ro = hy/4, zapisati ovako:
dx dx/d6 2ry(1+cos26) 1+ cos26

dy - = 2
dy dy/d0 _ 2r,sin26 sin 20 (3.25)
Yo —y =1o(c0S 260 — c0s 260,) (3.26)
dy = 2r,sin 26 d6 (3.27)

Nakon uvrstavanja (3.25), (3.26) i (3.27) u jednadzbu (3.24) i malo sredivanja dolazimo do:

,ro 1+ cos 26
t=2 |— deo 3.28
gf\/cosze—coszeo ( )

Sad nam preostaje odrediti granice integracije i rijesiti integral iz jednadzbe (3.28). Kako zelimo

saznati period titranja, stavit ¢emo granice integracije od pocetnog otklona 8, pa do ravnoteznog
polozaja koji se postize za y = 0 i cijeli integral pomnoziti s Cetiri jer nam ovako postavljene
granice daju jednadzbu Cetvrtine perioda. Iz parametrizacije cikloide (3.11) vidimo da je za
y =0 = 6 = 0 pa ¢e to biti gornja granica integracije, a konstantu 8, ograni¢it cemo na interval
(—m/2,0) jer nam iz parametrizacije (3.11) slijedi da se maksimalni otklon m.t. postize za 6y =

—m/2. Dakle, imamo da je period titranja:

0
o 1+ cos26
T= ’— .
8 g Bf\/cos 20 — cos 20, a6 (3.29)
0

Integral iz jednadzbe (3.29) rijesen je pomoc¢u programa Wolfram Mathematica u vrlo kratkom

vremenu (slika 13.) te naposljetku dobivamo period titranja izokronog njihala (3.30).

Unprotect [Csc] i
Format[Csc[x_]] := HoldForm[1/Sin[x]];
Protect[Csc] ;
Timing[
Sqrit[Integrate[Sqri[{1+ Cos[2x]) F (Cos[2x] —Cos[2a]l)]l, {xs @y B},
Assumptions »a < @&& a > -/ 2]"2]]

'6.625,

3

k2| =

slika 13. rjeSenje integrala

To
T =4 |— 3.30
/g (3.30)

Sad vidimo da period vise nema ovisnost o pocetnom otklonu kao §to smo i ocekivali.
Konstrukcijom takvog njihala i mjerenjima pokazat ¢emo da je njihalo ¢ija se m.t. giba po cikloidi

zaista izokrono.
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3.4 Konstrukcija izokronog njihala

Sad kad znamo kakvu prepreku trebamo, koja ¢e efektivno skratiti nit u pravim trenutcima,
mozemo konstruirati izokrono njihalo. Nakon konstrukcije odradit ¢emo neka mjerenja koja bi
trebala pokazati da period vise ne ovisi o poc¢etnom otklonu, a ako to uspijemo pomocu takvog
njihala ¢emo takoder odrediti gravitacijsku konstantu g.

Vrlo je nezgodno rukom i alatima konstruirati prepreku koja ¢e biti to¢no dio cikloide kao sa slike
(slika 12.) i da ¢e se uz to protezati kroz tri dimenzije prostora. Koriste¢i npr. drvo kao materijal
morali bi piliti 1 brusiti puno drvo gdje lako moze do¢i do greSaka koje se vrlo teSko mogu
primijetiti. Takoder, uzmemo li komad lima vjerujem da ne bi bilo lako osmisliti nacin da ga se
savine tako da on bude cikloidalan. Najbolja opcija koju pruza trenutna tehnologija je 3D printanje.
Sre¢om fizicki odsjek posjeduje jedan 3D printer, a jedini je problem to §to smo ograniCeni
dimenzijama koje on moze isprintati. Mogli smo isprintati viSe manjih dijelova cikloidalne
prepreke, odnosno nosaca njihala, pa ih spojiti u cjelinu. Ipak, radi ustede materijala odluceno je
da ¢e se sve printati u jednom komadu najveé¢ih mogucih dimenzija.

Printeru trebamo nekako zadati Sto ¢e isprintati, a to je ucinjeno pomocu programa
SOLIDWORKS. U programu je u dvije dimenzije konstruiran dio cikloide (3.11) s parametrom
zadanim na segmentu @ € [—m/2,m/2], a zatim je ta krivulja protegnuta okomito kroz tre¢u

dimenziju i malom doradom slika (slika 14.) nam pokazuje kako bi nosac¢ njihala trebao izgledati.

slika 15. proces 3D printanja
Rupe u nosacu su ovdje radi ustede materijala, a kasnije

¢emo vidjeti kako ¢e nam one dobro posluziti u

postavljanju njihala.

_ ) B ' Takoder vidimo i kako je izgledao pocetak procesa
slika 14. prikaz nosaca njihala iz

programa SOLIDWORKS printanja i dio samog 3D printera (slika 15.).
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3.5 Mijerni postav i izokrono njihalo

Za neophodan dio njihala, nit 1 uteg, posjetio sam ducan s priborom za ribolov. Kao nit koristili
smo najlon debljine 0. 08 mm nosivosti 1. 4 kg, a kao materijalnu to¢ku, odnosno uteg uzeli smo
olovnu kuglicu mase 2.9 g. Bitne stavke koje su ostvarene ovim odabirom su da je duljina niti
puno veca od radijusa utega, $to je ocito iz slike (slika 16.), i da je nit cijelo vrijeme napeta,
nerastezljiva i zanemarive mase. Za mjerenje perioda ponovo smo Koristili zaporna vrata spojena
na digitalni mjerac kao i pri mjerenju konstante g pomoc¢u matematickog njihala. Kako bi mjerenje
bilo §to preciznije morali smo paziti da je nosac fiksiran te da mu je smjer gornje povrsine paralelan

s gravitacijskim poljem Zemlje. Kako bi to postigli na njihalo smo odozgo stavili libelu (slika 17.).

slika 16. izokrono njihalo slika 17. libela

Zaporna vrata ponovo su postavljena tako da

njihalo prekine lasersku zraku kad prolazi
ravnoteznim polozajem (slika 18.). Duljina niti je
cetiri duljine radijusa kruznice koja kotrljanjem po
pravcu generira obje cikloide (slika 12.), ili duljina

polovine luka cikloide.

slika 18. mjerni postav
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3.5.1 lzokronost njihala

Kako bi provjerili izokronost
njihala mjerit ¢emo periode
titranja za Cetiri razlicita
otklona. Otklone odabiremo po
pravilu sa slike (slika 19.).
Mjerit ¢emo poluperiod tri puta | '~

nakon $to uteg prode kroz

ravnotezni polozaj sa sSmjerom

brzine u desno i kad prode kroz

ravnotezni polozaj sa smjerom By 112

—_—1

brzine u lijevo. Mijerenjem 6 1,45

dobivamo tablicu (tablica 2.). . ] _
slika 19. pocetni otkloni

Tablica 2. mjerenje perioda titranja izokronog njihala

TL/Z TD/Z Tz ITuk _Tl
tkl T
oo 1 2 3 1 2 3 Tuk
(ms) (ms) (%) %
O, | 3128 3126 3121 | 3135 3136 313.6 | 039196 0.096
3
TOmer | 3123 3121 3121 | 3135 3137 3137 | 039163 0.053
1
SOmax | 3125 3124 3123 | 3136 3138 3137 | 039200 0.101
%emax 3106 3105 3104 | 3134 3134 3134 | 038925 0.250

Zadnji red tablice pokazuje relativno odstupanje perioda za Cetiri

razli¢ita otklona u odnosu na period koji se dobiva kao srednja

vrijednost svih mijerenja T,,. Mozemo vidjeti da je najvece

odstupanje 0.25 % iz ¢ega mozemo zakljuéiti kako njihalo

stvarno ima isti period za svaki pocetni otklon koji uzmemo pa se

prema tome radi o izokronom njihalu. Pretpostavljam da je greska

najvec¢a za najmanji otklon jer se nit nepravilno priljubljuje uz

cikloidu u podrucju Siljka (slika 20.).

slika 20. realan izgled Siljka
cikloide




3.5.2 Odredivanje konstante 1, izokronog njihala

Programom SOLIDWORKS konstanta r, ima zadanu vrijednost koja je postavljena na 2.5 cm.
Linearnom regresijom dobivenih podataka dobiti ¢emo izmjerenu vrijednost 1, 1 provjeriti
relativno odstupanje od zadane vrijednosti te greSku mjerenja. Graf (graf 2.) na osi apscisa imat
¢e Cetiri razlicCita otklona koja smo zadali, a na osi ordinata stavit cemo kvadrat srednje vrijednosti

perioda za odgovarajuci otklon. 0.3625

Izgled ovog grafa ne smije nas

0.392

zavarati. [ako se na prvu ¢ini da je

nagib  velik pogledamo Ii ~ *¥¥

vrijednosti na ordinati uvidamo da 0.301

je razlika izmedu najveée i
0.3905

Tsred njla2 (52)

najmanje vrijednosti vrlo mala.
Sredimo 1i malo jednadzbu (3.30)

dobivamo (3.31) u kojoj mozemo o385

0.3

prepoznati a i b:

0.389 1 | 1 1 1 | 1 | 1 1 | 1 1
1 2 3 4

otkloni

_ (411;)21'0 . . .. . .
T2 -"7"0 (3.31) graf 2. ovisnost kvadrata srednje vrijednosti perioda o

otklonima iz tablice 2.
Linearnom regresijom dobivamo nagib pravca a (3.32) i odsjecak na ordinati b (3.33). Izracunati

¢emo i relativnu pogresku mjerenja odsjecka b.
a =0 = (0.0005 + 0.0008) (3.32)

_ (am)’ry

b =(0.393 + 0.001) s? R =0.25% (3.33)

Nagib pravca jednak je nuli unutar statisticke greske, Sto se slaze s jednadzbom (3.31). Naposljetku
1z mjerenog odsjecka na ordinati b dobivamo mjereni radijus kruZnice, koja kotrljanjem po pravcu
dalje cikolidu (3.11), rg,, (3.34) za koju ¢emo takoder izra¢unati pripadnu pogresku. Uzeti ¢emo
tabli¢nu vrijednost gravitacijske konstante (2.16). Relativna pogreska je ista kao i kod mjerenja b
jer je ovisnost te dvije varijable linearna pa dobivamo:

Tom = (0.02441 + 0.00006) m R=0.25% (3.34)
Usporedbom srednje vrijednosti mjerenog radijusa rg,, | zadane vrijednosti radijusa ry uocavamo

da zadana vrijednost nije unutar greSke mjerenja iz kasnije navedenih razloga.
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3.5.3 Odredivanje gravitacijske konstante g pomocu izokronog njihala

Kako bi usporedili preciznosti mjerenja gravitacijske konstante pomoc¢u matematickog njihala i
izokronog njihala provesti ¢emo sljedeéi raéun. Za odredivanje gravitacijske konstante g mozemo
koristiti prethodno mjerenje tako $to ¢emo sada uzeti zadanu konstantu izokronog njihala ry =
2.5 cm. Ponovo ¢emo pogledati odsjeak na osi ordinata b, a iz mjerenja dobivamo mjerenu
gravitacijsku konstantu g,, (3.35) za koju ¢emo takoder izracunati pripadnu pogresku tako da
éemo izradunati g,, preko b te odrediti standardnu devijaciju 0 4,. pomocu standardne devijacije

o}, na slijedeci nacin:

0gm 41r, m
Tom = |( ab )"”| =Tpz =003
m
gm = (10.05£0.03) R=0.3% (3.35

Usporedbom srednje vrijednosti mjerene gravitacijske konstante i tabli¢ne gravitacijske konstante
uocavamo da je relativno odstupanje 2.5%.

Za razliku od mjerenja matematickim njihalom, s kojim je relativna greska 2%, ovdje se dobije
gotovo red veli¢ine manja relativna greSka, tj. mjerenje je puno preciznije. Doduse, pogledamo li
relativna odstupanja od tabli¢ne vrijednosti (2.16) vidjet ¢emo da je mjerenje matematickim
njihalom toc¢nije. Razlog veceg odstupanja od tablicne vrijednosti izokronog njihala mogao bi se
skrivati u dimenzijama njihala, neprecizno postavljenoj duljini niti ili u objasnjenju slike (slika
20.). Stoga, mozemo zakljuciti kako bi ovaj postav mogao biti to¢niji ako uklonimo navedene
nedostatke; povecati sam postav, preciznije postaviti duljinu niti i usavrsiti Siljak cikloide. Tada bi
izokrono njihalo bio 1 precizniji 1 to€niji postav za mjerenje gravitacijske konstante od

matemati¢kog njihala.

4 Literatura

[1] Sears and Zemansky's University Physics with modern physics, 13th Edition, Young and
Freeman, PEARSON, 2013.

[2] Isochronic Pendulum, Sumit Kumar, 2011. (https://arxiv.org/pdf/1107.5664.pdf)

[3] Things are seldom what they seem — Christiaan Huygens, The pendulum and the cycloid,
Alan Emmerson, 2004.
[4] Pendulum (mathematics), en.wikipedia.org,

(https://en.wikipedia.org/wiki/Pendulum (mathematics))

21


https://arxiv.org/pdf/1107.5664.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Pendulum_(mathematics)

S5 Sazetak

U ovom radu proucavali smo matematicko njihalo te ga uspjeli modificirali u izokrono njihalo,
ono kojemu je period titranja za svaki otklon iz ravnoteze jednak. Provedbom matematic¢kih
izracuna dosli smo do odgovora kako bi izokrono njihalo trebalo izgledati te smo ga i izradili.
Smislili smo mjerni postav i proveli potrebna mjerenja te potvrdili izokronost njihala. Takoder,

proveli smo mjerenja gravitacijske konstante Zemlje i dobili vrlo precizne rezultate.

6 Summary

In this work we looked at a simple gravity pendulum and managed to modify it into an isochronous
pendulum, i.e., a pendulum for which the period of oscillation is independent of the initial
pendulum displacement. We mathematically deduced what shape an isochronous pendulum should
be and we built one. We experimentally confirmed that the constructed pendulum is isochronous

and measured the surface gravity constant with great precision.

7 Zakljucak

Matematickim proracunima, konstrukcijom izokronog njihala i provedenim mjerenjima
zakljucujemo da je izokrono njihalo puno preciznije za odredivanje gravitacijske konstante, ali ne
1 to¢nije od matemati¢kog njihala. Kad bi se njihalo usavrsilo postigli bi i potrebnu to¢nost, a time
bi izokrono njihalo postalo bolji odabir od matemati¢kog njihala za odredivanje gravitacijske

konstante Zemlje.
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