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Uvod

U ovom radu prvo ¢emo uvesti pojmove iz Markovljevih lanaca, od kojih su najbitniji
oni stacionarne distribucije i invarijantne mjere. Zatim ¢emo proucavati Sto se dogada sa
binarnim stani¢nim automatima kakve ¢emo zadati kroz dva koraka:

(1) po odredenom pravilu se u prostorno-vremenskom ogranicenju neka stanja
prelaze iz 1 u 0;
(2) s vjerojatnoscu € stanja prelaze izOu 1.

Sto se dogada s takvim beskonagnim nizom za odredene vrijednosti €? Sto moZemo

reci o invarijantnoj distribuciji tog lanca? Je li takav model zaista primjer faznog prijelaza?



Poglavlje 1

Markovljevi lanci

1.1 Definicije, notacija i osnovna svojstva Markovljevih
lanaca

Da bismo mogli definirati sluajan proces, prisjetimo se prvo definicije slucajne varija-
ble.

Definicija 1.1.1. Neka je (QQ, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je S prebrojiv skup. Slu€ajna
varijabla X sa vrijednostima u S je funkcija X : Q — §.

Definicija 1.1.2. Neka je S skup. SluCajan proces s diskretnim vremenom i prostorom
stanja S je familija X = (X, : n > 0) slucajnih varijabli (ili elemenata) definiranim na
nekom vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥ ,P) s vrijednostima u S. Dakle, za svaki n > 0 je
X, : Q — § slucajna varijabla.

Definicija 1.1.3. Neka je S prebrojiv skup. Slucajni proces X = (X,, : n > 0) definiran na
vjerojatnosnom prostoru (Q, F ,P) s vrijednostima u S je Markovljev lanac ako vrijedi

IP)()(n+1 = ]IXn =L, X1 =iy, X0 = iO): P()(n+1 = ]an = l) (11)

za svaki n > 01 za sve iy, ...,i,_1,i,] € S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti dobro
definirane.

Svojstvo u relaciji (I.1) naziva se Markovljevim svojstvom. Ono nam govori da je
ponasanje Markovljevog lanca u neposrednoj buducnosti, uvjetno na sadasnjost i proslost,
jednako ponaSanju Markovljevog lanca u neposrednoj buducnosti uvjetno samo u odnosu
na sadasnjost. Pri tome smatramo da je sadasSnjost neki vremenski trenutak n, n + 1 nepo-
sredna buducnost, a 0, 1,...,n — 1 proslost.
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Drugi nacin na koji moZemo iskazati Markovljevo svojstvo je: (neposredna) buduénost
1 proSlost su uvjetno nezavisne uz danu sadasnjost, tj.

P(Xpi1 = j, Xuo1 = ipe1, ..., Xo = 0o | X, = 1)

. . . . . (1.2)
=P (X, = J | X, =DP( Xpo1 = dp-1, ..., Xo= 0o | X =17).

Htjeli bismo uvesti pojam homogenih Markovljevih lanaca, onih za koje desna strana
u definiciji (I.2)) ne ovisi o vremenu n > 1. Uvedimo prvo nekoliko definicija.

Definicija 1.1.4. Niz u = (u; : i € §) naziva se mjera na prebrojivom skupu S ako je u; €
[0,00)zasvei € S.

Definicija 1.1.5. Mjera u zove se distribucijom ako vrijedi da je ukupna masa )¢ pu; = 1.
Ako postavimo ui=P (X =i)=P({w : X (w) = i}), tada se u naziva distribucijom slucajne
varijable X.

Definicija 1.1.6. Matrica P = (p,-j (i, jeSs ) se naziva stohastickom matricom ako je svaki
red (pij cjes ) distribucija.

Definicija 1.1.7. Neka je u = (u; : i € S) vjerojatnosna distribucija na S, te neka je
P = (p,-j (i, jeS ) stohasticka matrica. Slucajni proces X = (X, : n > 0) definiran na

vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P) s prostorom stanja S je homogen Markovljev lanac s
pocetnom distribucijom y i prijelaznom matricom P ako vrijedi

(1) Xo ima distribuciju u,

(1) zan > 0, wvjetno na X, = i, X,+1 ima distribuciju (p,j :jEeS ) i nezavisan je od
X0s ooy Xpot-

Eksplicitnije, ovi uvjeti kazu da vrijedi
(i) PXo=1)=u;,zasveic€s,

(i1)
P (X, = J X, =, X1 = ip1,y ..., Xo = dp) = Dij (1.3)

za svakin >0 isveiy,...,i,_1,i,j €S.

Od sada na dalje homogene Markovljeve lance nazivat ¢emo skra¢eno Markovljevim
lancima (jer ¢emo jedino njih promatrati) ili (u, P) -Markovljevim lancima.

Dalje ¢e nas zanimati vjerojatnosti s kojima se slucajni proces u danim vremenskim
trenucima nalazi u danjim stanjima. Zbog toga dokaZimo sljede¢i teorem.
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Teorem 1.1.8. Neka je X (u, P)-Markovljev lanac. Tada za sve n > 0 i za sva stanja
§0s [y v vy ln_1, iy Vrijedi

P(Xo =10, X1 = i1,..., Xpo1 = ly—1, X = 1) = Wiy Pigiy - - - Pi_yiy (1.4)

Obratno, pretpostavimo da je X = (X, : n > 0) slucajni proces s konacnodimenzionalnim
distribucijama danim formulom (1.4), gdje je p neka vjerojatnosna distribucija na S, a P
neka stohasticka matrica na S. Tada je X (u, P)-Markovljev lanac.

Dokaz. Prisjetimo se formule za uvjetnu vjerojatnost P (A N B) =P (A) P (B| A). Direktno
poopéenje je formula

PAgNA N---NA,)=P(A)P(A|A))P(A]AgNAY) .. P(AlAgN---NA,_1).
1z te formule slijedi
PAgNA;N---NA,)
=P (A P(A1|A) P (A2l Ag N AY) .. P(A)JAg N -+ N A1)
=Hio Pigir+ - + Pin-rin>
gdje je zadnji redak posljedica definicije (I.3).
Da bismo dokazali obrat, trebamo dokazati da vrijede (i) i (ii) iz definicije 1.1.7. Uzi-
manjem n = 0 u (I.4) odmabh slijedi da je u pocetna distribucija. Sada dokazujemo formulu

(L.3). Pretpostavimo da je P (X = io, X1 = i1,...,Xp_1 = in_1, X, =1) > 0 (u suprotnom
nemamo Sto dokazati). Tada je

P(Xyr1 = jI Xy =0, X021 = ipe1,..., Xo = dp)

:P(er =3, X, =1, X1 = lp1,..., Xo = lp)
PX,=1,X,-1 = in-1,...,Xo = lp)
:,uiopioil - Diy1iPij
HMiyPigiy - - + Pii
=Dij»
gdje zadnji redak slijedi primjenom formule (I.4) dvaput. O

Cesto je sludaj da je pocetna distribucija Markovljevog lanca koncentrirana u jednom
stanju. Fiksirajmo stanje i € S. Oznacavamo vektor-redak ' = (5’] . JjeS ) za jedinicu mase
I, sa

P _ |1 ako jei=j
0j = 0ij = { 0 inace.
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Ako je u pocetna distribucija Markovljevog lanca X takva da je u; > 0 (4., P (Xy = i) > 0),
definiramo uvjetnu vjerojatnost P; formulom

P, (A)=P(AlXo=10), AeTF.

Iz formule (T.4) slijedi da je X ((T, P)-Markovljev lanac.
Upotrebom teorema 1.1.8 moZze se dokazati sljedeca formula koja poopcuje Markovljevo
svojstvo iz definicije 1.1.3: zasve n > 01izasve ig,...,ipm €S
PXoin = bmans oo o> Xins1 = im+l| X = Iy Xppt = Ipp—t1,..., X0 = lO)
:pimim+l tee pim+n—lim+n
=P (Xm+n = im+na D) Xm+1 = im+1 | Xm = lm) . (15)
Ta formula je prvi korak u dokazivanju sljedeéeg rezultata koji podupire ideju da Markov-

ljevi lanci nemaju sjecanja.

Teorem 1.1.9. (Markovljevo svojstvo) Neka je X (u, P)-Markovljev lanac sa prostorom
stanja S. Tada je uvjetno na X,, = i, slucajni proces (X4, : n > 0) (5i,P)-Mark0vljev
lanac nazavisan od slucajnih varijabli Xy, X1, .. ., X,

Dokaz. Da bismo dokazali teorem, dovoljno je dokazati da za svaki dogadaj A koji ovisi o
X0, X1, X (t_] za A € O'(X(),Xl, ce ,Xm)) Vrijﬁdi

IP({)(m+n = im+n, o ,Xm+1 = im+laXm = lm} N A|Xm = l)
:651;1pimim+l R pim+/1—li1n+11P (Al Xm = l) ’ (1'6)

zasve n > 01 SVe iy, lpits.--rimn € S. Zaista, uzimanjem A = Q i koriStenjem
P(Q|X,, = i) = 1, formula daje

s s . N i
IP)()(m+n = Untns - - - aXm+1 - lm+1’Xm - lm|Xm - l) - 6impimim+1 c o Dipin—timens

Sto pomocu teorema 1.1.8 pokazuje da je (X4, : 1 > 0) (62 P) - Markovljev lanac.
Koristenjem gornje formule u (I.6), slijedi
P Xmin = imens - s Xonw1 = Inrt> Xon = I} N Ale =)
:P(Xm+n = Iypins - - ,Xm+1 = im+19Xm = imlxm = l)P(Ale = l) s

odnosno (X4, : 1 > 0)1 Xo, Xi, ..., X,, suuvjetno nezavisne uz dano X,, = i.
Neka je A = {Xpsn = bnins - - > Xims1 = Ims1> X = I} Tada se jednakost dokazuje
pomocu jednakosti (I.5)). Proizvoljni dogadaj A koji ovisi o Xy, Xj, ..., X,, moZe se zapi-

sati kao prebrojiva unija disjunktnih dogadaja A; koji su oblika kao gore, tj. A = J; Ax.
Jednakost sada slijedi iz o-aditivnosti vjerojatnosti P. |
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MnoZenje beskonacnih stohasti¢kih matrica definira se analogno mnoZenju kona¢nih
matrica. Ako su P = (p,-.,- (i, jeS ) 10 = (q,- il J€ S) matrice (konacne ili beskonacne),

definiramo matricu PQ = (r, i, jeS ) sa

rij = Z Pikqk;-

keS

Specijalno, n-ta potencija matrice P dana je s P" = (pfj A RS S), gdje je

(n) Z Z Piii Piiz - « - Piyain_y Pinoj- (1.7)

i1€S [ 1ES

Kona¢no definiramo nultu potenciju matrice P kao P° = [ = (6,- j).

Teorem 1.1.10. Neka je X (u, P)-Markovljev lanac. Tada, za sve n,m > 0 vrijedi

(i) BX, =)= WP,

(ii) P;(Xy = ) =P Xpam = j1 X = i) = .

Vjerojatnosti pg.') zovu se n-konacne prijelazne vjerojatnosti.

Dokaz. (i) Koriste¢i formulu (1.7)) imamo
P(X - ]) - Z Z ,uloplol]pt]lz pln 20p— 1pln 1_] Z,Ulopf:; n)j.

igeS in—1€S igeS

U zadnjem smo retku sa pP" oznaCili produkt vektora-retka ¢ i matrice P, dok (uP");
oznacava j-ti element rezultirajueg vektora-retka.

(i) Po Markovljevom svojstu, uvjetno na X,, = i, (X1, : n > 0) je ((52 P)—Markovljev la-
nac, pa (ii) slijedi direktno iz (i) uz u = 6;. O

Na kraju, spomenimo rezultat poznat kao Chapman-Kolmogorovljeve jednakosti: za
sven,m > 01isvastanjai,j€ S

By Xen = ) = ) PP
keS

Dokaz te formule je trivijalan i slijedi direktno iz oCigledne Cinjenice P"*" = P"P™.
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1.2 Struktura klasa

Nekad je moguée razbiti Markovljev lanac u manje dijelove koje je (ponekad) lakse
razumijeti, a koji zajedno olakSavaju razumijevanje cjeline. To ¢emo raditi identifikacijom
klasa komunikacije lanca.

Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac sa prostorom stanja S 1 prijelaznom matri-
com P. Za B C § definiramo prvo vrijeme pogadanja tog skupa kao

Tg =min{n >0: X, € B},

uz konvenciju da je min() = +oo. U slucaju B = {j} za j € § zbog jednostavnosti piSemo
T'; umjesto preciznijeg T ;,.

Definicija 1.2.1. Za stanja i, j € S kaZemo da je j dostizno iz i, u oznacii — j, ako vrijedi
P; (Tj < oo) > 0.
Drugaciji zapis skupa {T < oo} moze biti ., (X, = j) = {X,, = jza nekon > 0}, §to i
dokazuje da je to dogadaj.
Propozicija 1.2.2. (Kriterij dostiZnosti) Sljedeca svojstva su ekvivalentna:
i) i—
(ii) p(”) > 0 za nekon > 0,
(i11) * pii, Piriy - - - Pinsins Pinaj > 0 za neka stanja iy, . . ., i,_;.

Dokaz. Dokazimo prvo ekvivalenciju (i) i (ii). Bududi da je {X, = j} € U, o {Xk = J} =
{T; < ool slijedi

P =Pi(X, = j) <P (T; <o) =P (O Xk—J) ZP(Xk-ﬁ—Zp“‘)

k=0
Ekvivalencija tvrdnji (i) 1 (ii1) slijedi iz formule (1.7). O
Neka je sada p > 01 p(m) > 0, pa je zbog Chapman-Kolmogorovljeve jednakosti

(n+m) (n) . _(m) (n) (m)
Zptlplj >pup1k 0,
leS

tojestakoi — jij — k,tadai — k.
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Definicija 1.2.3. Stanja i, j € S komuniciraju, u oznaci i & j, ako vrijedii — ji j — i.

Relacija komuniciranja je relacija ekvivalencije na § X §, te stoga inducira particiju
prostora S na klase. Oznacimo te klase sa Cy,C,,... (konacno ili beskonacno klasa).
Dakle, C, N C; =0 zak # [,te | J;C; = S. Sva stanja iz jedne klase medusobno komunici-
raju.

Definicija 1.2.4. Markovljev lanac X je ireducibilan ako se prostor stanja S sastoji samo
od jedne klase komuniciranja, tj. za sve i, j € S vrijedi i & |.
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1.3 Apsorbcijske vjerojatnosti

Definicija 1.3.1. Za podskup C C S skupa stanja kaZemo da je zatvoren ako za svako
stanje i € C vrijedi
Pi(Ts\c = o0) = 1.

Jednostavnije receno, skup C je zatvoren ako lanac ne moze izaéi iz C. No, u zatvoren
skup se moze uci.

Za stanje j € § kaZzemo da je apsorbirajuce ako je {j} zatvoren skup. U ovom ce
nas poglavlju zanimati kako se racunaju vjerojatnosti da Markovljev lanac bude apsorbiran
u nekom stanju ili podskupu skupa stanja, odnosno da prije dode u jedno od dva zadana
stanja. Takoder nas zanima oc¢ekivano vrijeme apsorpcije. Da bismo to proucili dajmo prvo
definiciju vjerojatnosti pogadanja nekog skupa.

Definicija 1.3.2. Neka je B C S podskup skupa stanja, te neka je Ty vrijeme pogadanja
skupa B. Definiramo vjerojatnosti pogadanja (u konacnom vremenu) sa

h? = P;(Tp < ).
Ako je B zatvoren podskup od S, tada su i apsorpcijske vjerojatnosti.
Sada ¢emo vidjeti dva rezultata bez dokaza.

Teorem 1.3.3. Vektor vjerojatnosti pogadanja h® = (hf (€S ) Jje minimalno nenegativno
rjesenje sustava linearnih jednadzbi

{hlel ZaiEB,

]’llB = Z/GS pul’lﬁg za i1 # B. (18)

Ovaj sustav opéenito ne mora imati jedinstveno rjeSenje, pa ima smisla govoriti o mi-
nimalnosti rjeSenja. Minimalnost znaci da ako je x = (x; : i € §) neko drugo nenegativno
rjeSenje sustava (I.8)), tada vrijedi x; > hP.

Sada dajmo op¢i rezultat za oCekivanje vrijeme pogadanja skupa B. Stavimo g; =
E:(Tp), i €S.

Teorem 1.3.4. Vektor oCekivanja vremena pogadanja skupa B g8 = (gf (ieS ) je mini-
malno nenegativno rjesenje sustava linearnih jednadzbi

{ng:O zai€ B,

. 1.9
gl =1+ pijg? zai#B. (1.9)
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1.4 Jako Markovljevo svojstvo

U poglavlju 1.1 smo dokazali Markovljevo svojstvo. Ono kaze da je uvjetnona X,, =i
buduée ponasanje Markovljevog lanca (X,,;, : n > 0) jednako (po distribuciji) ponaSanju
Markovljevog lanca (X, : n > 0) koji krece iz stanja i, te, uvjetno na X,, = i, budu¢nost
(Xn4n - 1> 0) je nezavisna od proslosti (X, : n =0,...,m—1). Rije¢ima, lanac je zabo-
ravio pro§lost do vremena m, u kojem je u stanju i. Sto moZemo reéi o procesu nakon
vremena m? Vrijedi li ono za neka slucajna vremena?

Definicija 1.4.1. Slucajna varijabla T : Q — {0,1,2,...} U {oo} zove se vrijeme zaustav-
ljanja ako za sven > 0
{T <n}eoXyXi,...,X,),

t.j. dogadaj {T < n} ovisi samo o Xy, X, ..., X,

Intuitivno, T je vrijeme zaustavljanja ako promatrajuc¢i Markovljev lanac do deterministickog
vremena n > 0 moZemo reci je li se slucajno vrijeme 7 dogodilo do trenutka 7 ili ne. Ako
zelimo da se lanac zaustavi u 7', znamo kada treba stati.

Propozicija 1.4.2. Slucajno vrijeme T je vrijeme zaustavljanja ako i samo ako za sve n > 0
vrijedi {T = n} € o (Xo, X1,...,Xp)-

Dokaz. Jedan smjer slijedi iz jednakosti{T = n} = {T < n} \{T < n—1},adrugiiz{T < n} =
Uk {T = k}. O

Primjer 1 (i) Za B C S, prvo vrijeme pogadanja skupa B kao u jednadzbi (I.8) je vrijeme
zaustavljanja. Zaista,

{Tpg=n}={Xo¢B,X1¢B,....X,.1 € B,X, € Bl € 0 (Xo,X1,...,X,).
(i1) Vrijeme zadnjeg izlaska iz skupa B C S, definirano sa
Lg =max{n >0:X, € B}, uzkonvenciju max® = 0,

nije vrijeme zaustavljanja. Ocigledno je da dogadaj {Lg = n} ovisi o cijeloj buduénosti
(Xynsn - m > 0) Markovljevog lanca X.

Pokazat ¢emo da Markovljevo svojstvo vrijedi i za vrijeme zaustavljanja. Prvo, za
dano vrijeme zaustavljanja 7' : Q — {0,1,2,...} U {oo} definiramo slucajnu varijablu X7
formulom

Xr(w) =X, (w), akoje T (w) = n.
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Primijetimo da je X7 definirana samo na skupu {7 < co}. Iz jednakosti

Xr=it= X, =0T =n),
n=0

vidi se da je X7 zaista sluCajna varijabla.

Teorem 1.4.3. (Jako Markovljevo svojstvo) Neka je (X, : n > 0) (u, P)-Markovljev lanac
sa prostorom stanja S, te neka je T vrijeme zaustavljanja. Tada je uvjetno na Xr = i,
slucajni proces (X7, : n > 0) ((52 P)—Markovljev lanac nezavisan od slucajnih varijabli
Xo, X1, ..., X7

Dokaz. Neka je A dogadaj koji ovisi o sluajnim varijablama Xy, X, ..., Xr. Trebamo
pokazati da vrijedi
IP({)(T+rl = jl’u' .- 7XT+1 = jl?XT = ]0} Al T < OO,XT = l)

i . . . (1.10)
:(Sjopjojl .. 'pjn_1]nP (Al T <00, Xy = l) y

zasven > 11sve jo, ji,...,jn € S. Buduéi da A ovisi o Xo, Xi,...,X7, to ANA{T = m}
ovisi 0 Xy, Xi, ..., X,,. Zbog Markovljevog svojstva u vremenu m vrijedi

PUX74n = Jus-- s Xr1 = j1, X7 = jo} NAN{T = m} N {Xy = i})
=P ({X74n = jus---» X1 = j1 X7 = jo} NANT = m}lX,, = )P (X, = i)
=P ((Xntn = Jus -+ > Xons1 = Jj1, Xon = Jjo} NANT = m}lX,,, = )P (X, = i)
=8 i1 - PjrJnP (ANT = m}|X,,, = DP (X, = i)
=8 Pis1 - Pj 1 JnP (AN{T = m} 0 X7 = i)

Ovdje smo u trecoj jednakosti iskoristili za AN{T = m}. Sumiramo li gornju jednakost
po svimm > 0, te podijelimo sa P(T' < oo, X7 = i) dobit éemo traZenu jednakost (I.I0). O

Definicija 1.4.4. Neka je stanje i € S fiksno. Definiramo
Tl.(l) =min{n>0:X, =i},

te indukcijom zam > 1

OO’ Tl(m) = Q.

T(m+]) _ { min {n > Tl.(m) . Xn = l} , Tl.(m) < 00,
; =

Vrijeme Tl.(m) Zove se vrijeme m-tog povratka u stanje i.
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Primijetimo da je Tl.(m) vrijeme zaustavljanja jer vrijedi

T(m)—n {lek,,—mX—l}

Pretpostavimo da vrijedi Tl.(’") < oo. Tada su, prema jakom Markovljevom svojstvu pred-
proces Xy, Xi, ..., X o 1 postproces (XT.(’") i O) nezavisni i postproces je Markovljev
lanac sa istom prijelaznom matricom kao i originalni lanac X (moZemo primijetiti da zbog

{XTgm) = i} =  uvjetna nezavisnost postaje nezavisnost).
Dio puta Markovljevog lanca (X m, Xpm 4, ...
naziva se izlet iz stanja i ili regenerativni ciklus. Vrijedi sljedeci rezultat na temelju gornjeg

razmatranja.

,XT;,,HU_I) izmedu dva posjeta stanju i

Teorem 1.4.5. Neka je X (6i, P)-Markovl]ev lanac. Stavimo T( M =0 pretpostavimo da je

Tl.(m) < oo za sve m > 1. Tada su regenerativni ciklusi

(XT.(m), XT.(m) N XT_(m+1)7l) N m Z 0,
i i i

PR

(m=1)
Ti

nezavisini i jednako distribuirani. Specijalno, (Tl.(m) - :m > 1) je niz nezavisnih i

Jednako distribuiranih slucajnih varijabli.
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1.5 Povratnost i prolaznost

Definicija 1.5.1. Neka je (X, : n > 0) Markovljev lanac sa skupom stanja S i prijelaznom
matricom P. KaZemo da je stanje i € S povratno ili rekurentno ako vrijedi

P,‘(Tl' < OO) =1,

tJ.
P; (X, = i za beskonacno mnogo n) = 1.

KaZemo da je stanje i € S prolazno ako vrijedi
P;(T; < o) < 1,

L.
P; (X, = i za beskonacno mnogo n) = 0.

Rijec¢ima, povratno stanje je ono u koje se lanac stalno vraca, a prolazno ono koje ¢e lanac
u nekom trenutku zauvijek napustiti. Pokazat ¢emo da je svako stanje ili povratno ili
prolazno.

Na temelju definicije 1.4.4 i definicije izleta iz proSlog poglavlja dajemo formulu za
duljinu m-tog izleta do i sa

(m) (m=1) . (m—1)
g _ " -T""", ako je T," " < oo,
! 0, inacCe.

Nasa analiza prolaznosti 1 povratnosti poCivat ¢e na nalazenju zajednicke distribucije ovih
duljina izleta.

Lema 1.5.2. Za m > 2, uvjetno na Tl.(m_l) <o00,S Em) je nezavisan od {X,, - m < Tl.(m_l)} i
P(Sl(m) =n | Ti(m_l) < 00) = Pl‘ (Tl = l’l) .

Dokaz. Primijenjujuci jako Markovljevo svojstvo u vremenu zaustavljanja 7 = Tl.(m_l).
Jasno je da je X7 = ina T < oco. Prema tome, uvjetno na 7 < oo, (X7, :n>0) je
(6i , P)-Markovljev lanac nezavisan od slucajnih varijabli Xy, X, ..., X7. Alj,

S™ =min{n>1: Xry, = i},

tako da je § l(.m) vrijeme prvog povratka (Xr,, : n > 0) u stanje i. |
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Uvedimo sada broj posjeta stanjui € S sa
N = Z 1 Xn=i}
n=0

Ocekivani broj posjeta Markovljevog lanca stanju i, uz pocCetno stanje j € S moZemo
izraCunati na sljedeci nacin

EjN; = E; [i 1{Xn:i}) = iEjl{Xn:i} = ipj( i (”). (1.11)
n=0 n=0 n=0 n=

Druga jednakost slijedi iz teorema o monotonoj konvergenciji.
Takoder, uvedimo P;-distribuciju od N;

.fji = PJ‘(T,‘ < OO)
Lema 1.5.3. Za m > 0 vrijedi P; (N; > m) = f}".

Dokaz. Primijetimo da ako je Xy, = i onda {N; > m} = {Tl.(m) < 00}. Kada je m = 0 rezultat
vrijedi. Pretpostavimo induktivno da je istinit za sve m, tada

Pi(N; > m+ 1) =B (T < oo)
=P (Ti(m) < 00 iSl(.mH) < oo)
=P; (T.(’") < oo)P(ng“) < o0 | T < oo)
=P; (T(m) < oo)P (Tl,(l) < ) =1 fi= "
po lemi 1.5.2, pa indukcijom slijedi da je rezultat to¢an za sve m. O

Sjetimo se da se oCekivanje nenegativne cjelobrojne varijable moZe racunati na sljedeci

nacin: o e
ZP(N>m :Z Z P(N =n)

oo n—1 )
Z P(N = ZnP(N>m):E(N).
n=1 m=0 n=1

Sljedeci teorem nam pokazuje kako odrediti povratnost danog stanja. Za prolaznost ¢e
vrijediti sli¢na tvrdnja.
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Teorem 1.5.4. Sljedece dihotomija pokazuje:

1. ako P;(T; < c0) = 1, tada je i povramo i ¥, p = oo,

u

2. akoP;(T; < ) < 1, tada je i prolazno i 3, , pg') < 0.

Posebno, svako stanje je ili povratno ili prolazno.

Dokaz. Ako je P;(T; < o0) = 1, tada po lemi 1.5.3

P,'(N,' = 00) = lim Pi(Ni >m) = 1,

m—oo
pa je i povratno i
ZPE?) = E;N; = .
n=0

S druge strane, ako je f; = P; (T; < c0) < 1, tada po lemi 1.5.3 vrijedi

0 w o 0 | | _ 0 e f‘ji
> p _E,N,_ZPJ(N,>n)—Zfﬂﬁ,_l_fi.<oo, (1.12)
n=0 n=0 n=0
paP; (N; = 00) = 01 je prolazno. O
Napomena 1.5.5. Usporedimo li jednakosti (L)) i (L.I2)), #.j. E;N; = X, pi.'l.’) i E;N; =
1]—3} dobivamo

AL — N n) _ fﬁ

.. .. . o0 (n)
Specijalno, ako je i € S prolazno, tada je )., pj’l.' < 00,
Sada ¢emo pokazati da su povratnost i prolaznost svojstva klase komuniciranja.

Propozicija 1.5.6. Neka je i € S povratno stanje, te neka i < j. Tada je j € S povratno
stanje.

Napomena 1.5.7. Iz propozicije neposredno slijedi da ako je i € S prolazno stanje, te
i & J, tada je j € S prolazno stanje. Zaista, kada bi j bilo povratno, onda bi iz pro-
pozicije zakljucili da je i € S povratno. Dakle, propozicija nam kaze da ako je C klasa
komuniciranja, tada su ili sva stanja u C povratna ili su sva prolazna.
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Dokaz. U dokazu koristimo karakterizaciju iz teorema 1.5.4 te kriterij dostiZznosti (ii) iz
propozicije 1.2.2. Po tom kriteriju slijedi da postoje n > 11 m > 1 takvi da je pg.’) >01

pi.’?) > 0. Zato za sve k > 0,

(m+k+n) (m) (k) (n)
pjj iji pii pij’

otkud slijedi
U] (m+k+n) (m) (k) (n) _ _ (m) & ,,m _
2P 2 P 2 ) e = b (Z Pii ]pij = +oo.
1=0 =0 k=0 k=0
Dakle, j € S je povratno. O

U svjetlu ovog teorema, ima smisla govoriti o povratnim ili prolaznim klasama komu-
niciranja.

Propozicija 1.5.8. Svaka povratna klasa je zatvorena.

Dokaz. Neka je C neka povratna klasa. Pretpostavimo da C nije zatvorena. To po definiciji
znaci da postoji i € C takav da vrijedi P; (Ts\¢ < 00) > 0. Slijedi da postoje j ¢ Cim > 1
takvi da je

Pi(Xm =) >0.

Nadalje, imamo

P; ({Xwm = j} N {X, = i za beskona¢no mnogo n})
=P; X = j) P; ({X,, = i za beskona¢no mnogo n}|Xy, = j)
=P; (X;» = /) P; ({X,, = i za beskona&no mnogo n}) = 0,

jer je P; (T; < o0) = 0 (u suprotnom bi i i j komunicirali). Budu¢i da je stanje i povratno,
vrijedi
P; ({X, = j} N {X, = i za najviSe kona¢no mnogo n})
< P; ({X,, = i za najvise kona ¢no mnogo n}) = 0.

Zbrajanjem gornjih dviju jednakosti slijedi da je P; (X, = j) = 0, Sto je u kontradikciji s
pretpostavkom P; (X, = j) > 0. O

Napomena 1.5.9. Dokaz gornje propozicije pokazuje i sljedecu tvrdnju: ako je i € S
povratno stanje, te ako i — j, tada j — i. Zaista, zbog i — j postoji m > 0 takav da je
P; X = j) > 0. Pretpostavimo li da i i j ne komuniciraju, dokaz propozicije 1.5.8 daje
kontradikciju.

Propozicija 1.5.10. Pretpostavimo da je S konacan prostor stanja. Tada S sadrZi barem
Jjedno povratno stanje.
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Dokaz. Pretpostavimo da su sva stanja prolazna. Tadaza j € S isvei € S vrijedi E;N; < oo
po napomeni 1.5.5. Zbog pretpostavke da je S konacan slijedi da je i

EjZN,’ = ZEJ'N,' < 00,
i€S i€S
S druge strane je ocigledno ) ;¢ N; = +oo, te je stoga E; > ;cg N; = +oo. Kontradikcija.

Znaci da S sadrzi barem jedno povratno stanje. O

Teorem 1.5.11. Pretpostavimo da je Markovljev lanac X ireducibilan i povratan. Tada za
sve i € S vrijedi P; (T; < c0) = 1.
Dokaz. Buduci da je P;(T; < ) = 3 g P(Xo = j)P;(T; < 00), dovoljno je pokazati da

vrijedi P; (T; < 00) = 1 zasve i, j € §. Odaberimo m € N takav da je p(m)

o> 0. Po teoremu
1.5.4, imamo

1 = P; (X, =i za beskona¢no mnogo n) = P; (X, =i zanekin > m + 1)

= ZP,- (X, = i zanekin > m+ 11X, = P, (X,, = k) = Zpk (T; < o0) p,
kesS keS

gdje zadnji redak slijedi iz Markovljevog svojstva. Kada bi bilo P;(T; < c0) < 1, imali
bismo, zbog pg.”) > 0,
DB (T <) pl < Y P =1,

keS keS
Kontradikcija! Dakle, P; (T; < o) = 1. O
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1.6 Stacionarna distribucija

Sada Zelimo uvesti pojam stacionarnosti kod sluCajnih procesa. Vrijedi da ako je
X = (X, : n > 0) stacionarni slucajni proces, tada je distribucija svih slu¢ajnih elemenata
X, jednaka. Dakle, stacionarnost kod slu¢ajnih procesa znaci da se vjerojatnosna svojstva
slucajnih procesa ne mijenjaju kroz vrijeme.

Definicija 1.6.1. Slucajni proces X = (X, : n > 0) definiran na vjerojatnosnom prostoru
(2, F,P) zove se stacionaran ako za sve k > 0 i sve n > 0, slucajni vektori (Xo, X1, ..., Xx)
i (X, Xos1s - - Xoix) imaju istu distribuciju (u odnosu na vjerojatnost P).

Specijalno, ako X poprima vrijednosti u prebrojivom skupu stanja S, tada uzimajuci k = 0
slijedi P (X, = i) =P (Xy = i) zasvei € § i svavremena n > 1. Dakle, kao specijalan slucaj
dobivamo da se jednodimenzionalne distribucije ne mijenjaju kroz vrijeme.

Definicija 1.6.2. Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac s prebrojivim skupom stanja
S i prijelaznom matricom P. Vjerojatnosna distribucija m = (m; : i € S) na S je stacionarna
distribucija (ili invarijantna distribucija) Markovljevog lanca X (odnosno prijelazne matrice
P) ako vrijedi

n=nP.

Odnosno po komponentama

= Zﬂ'kpkj, za sve jE€S.
keS

Teorem 1.6.3. Neka je X = (X, : n > 0) (7, P)-Markovljev lanac gdje je n stacionarna
distribucija za P. Tada je X stacionaran proces. Preciznije, X je stacionaran uz vjerojatnost
P, = X5 miP;. Nadalje, za svaki m > 0 je (X4, : n = 0) ponovo (x, P)-Markovljev lanac.

Dokaz. Uo&imo prvo da iz 7 = #P slijedi 7 = (7P) P = nP?, te indukcijom 7 = 7P", za
sve n > 1. Po komponentama,

7= mpl- (1.13)

keS
Neka je sada k > 0, n > 0, te neka su iy, i1,...,i € S. Vrijedi:
Pn’ (Xn = iOaXn+l = i19 ce 9Xn+k = lk)

= E P (X = 10, Xpw1 = 115+ o, Xowk = i)
€S



POGLAVLIJE 1. MARKOVLIJEVI LANCI 19

= Z m-pﬁz,)pioil o Pirai
i€S
=iy Piyi, - - - Piain =P Xo = 10, X1 = i1, ..., Xi = iy,
gdje zadnji redak slijedi zbog jednadzbe (1.3).
Nadalje, otprije znamo da je (X,,+, : n > 0) Markovljev lanac sa prijelaznom matricom P.
Pocetna distribucija tog lanca jednaka je (P, (X, =1) : i € §). Budu¢i da je P, (X,, = i) =
nt;, tvrdnja slijedi. O

Sljedeci rezultat povezuje stacionarnu i grani¢nu distribuciju za slucaj kona¢nog skupa
stanja.

Propozicija 1.6.4. Neka je S konacan skup stanja, te pretpostavimo da za nekii € S,

lim pg? =m;zasve j€S.

n—oo

Tada je m = (71' it JES ) stacionarna distribucija.

— ; m _ 1 (n _
2,7 = 2 lim pf) = lim > pff =1,
Jjes

jes jes

Dokaz. Vrijedi

pa je m vjerojatnosna distribucija. Zbog toga Sto je S konacan, zamjena limesa 1 sume je

opravdana. Nadalje,
— 1 m _ 1; (n+1) _ 15 (n) — ; (n) —
m = Jim plf = lim p™ = lim ) pilpy = ) lim pilpy = ) mps

keS keS keS

Dakle,  je stacionarna distribucija. O



Poglavlje 2

Stavskaya model i fazni prijelazi

2.1 Definicije i notacija

Prvo recimo nesto o stani¢nim automatima (eng. cellular automata, ozn. SA). Stani¢ni
automati su dinamicki sustavi koji su diskretni u prostoru i vremenu, djeluju na unifor-
mnoj, regularnoj reSetci, a odlikuju se ,Jlokalnim” interakcijama. Gledat ¢emo SA na
beskonacnoj, cjelobrojnoj resetci Z¢ bilo koje dimenzije d € N*, pri ¢emu oznacavamo
N*=N\ {0}. U svakom poloZaju x od Z¢, postoji éelija koja je u stanju w, koje pripada
kona¢nom prostoru stanja S. U ovom radu ¢emo proucavati odredeni binarni SA, gdje
svaka Celija moze poprimiti samo jedno od dva razlicita stanja. Stanja zapisujemo kao O i
1, tako da je skup stanja uvijek S = {1, 2} od sada nadalje. Nekaje X = § z konfiguracijski
prostor za cijeli sistem Celija. Za neku konfiguraciju w € X, sa w, ¢emo oznaciti vrijednost
od w na mjestu x i sa w, ¢emo oznaciti vektor (w,) 4 za svaki podskup A C Z¢. Takoder
¢emo koristiti notaciju (wy,,a) za konfiguraciju dobivenu od w zamjenom stanja w, na
mjestu x sa vrijednoS¢ua € §.

Sistem se razvija u koracima diskretnog vremena prema zakonu deterministicke evolu-
cije. U svakom vremenu 7 u NN, stanja svih Celija se aZuriraju istovremeno. Pravilo evolucije
za stanje éelije na mjestu x reSetke Z¢ ukljucuje njegove susjede, koji se definiraju kao ele-
menti susjedstva U (x) = x + U za fiksirani kona¢ni skup stanja U = {u,,...,ug} C Z°.
Nekaje ¢ : SY — S funkcija aZuriranja. Pocevsi od konfiguracije w € X, istovremeno
azuriranje svake Celije u svakom koraku sastoji se od transformiranja stanja w, na mjestu
x u vrijednost

Dx (w) = @ (wx+u1 P wx+uR) .
Na taj nacin definirali smo mapu D koji se preslikava s konfiguracijskog prostora X na
sebe samog. Za svaku danu pocetnu konfiguraciju w™ u X, iteracije od D tvore putanju
(thin)

reN’

20
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U ovom radu bavit ¢emo se samo monotonim binarnim SA, za koje je ¢ monoton u
smislu da ako je w, < w, zasve u € U, tada jep(wy) <¢ (a)ru'). Takoder, odbacujemo
trivijalni slucaj gdje je ¢ konstantna funkcija. Primijetimo da ove dvije pretpostavke im-
pliciraju da je ¢ (0,...0) =0i¢(1,...,1) = 1. Tada konfiguracije ® i wV, definirane sa
WP =0,VxeZ'iw! =1, Yxezd ostaju nepromijenjene evolucijom deterministickog
vremena. One generiraju potpuno homogene putanje.

Nekad je korisno uzeti prostorno-vremensko glediste. Neka V = ZIXN oznaCava
prostorno-vremensku reSetku. Proces sa diskretnim vremenskim razvojem u konfigura-
cijskom prostoru X = SZ proizvodi slijed (@'),e koju mozemo gledati kao prostorno-
vremensku konfiguraciju @ u SV. Za svaku prostorno-vremensku konfiguraciju wu S,
svaka toCka v = (x, 1) u V i svaki podskup A od V, neka w u § oznaCava stanje u vremenu
t Celije smjeStene u mjestu x i neka w, u S* oznacava slijed stanja w, indeksirane to¢ama
wod A.

Razmotrimo podskup V, = {(x, 0)xe Zd} c V. U prostorno-vremenskom forma-
lizmu, pocetni uvjet za SA znaci izbor vrijednosti prostorno-vremenske konfiguracije w
€ SV u svim to¢kama u V,, to jest izbor w, us Vo Svaka to¢ka v = (x,7) u V takva
da je t+ > 0 ima prostorno-vremensko susjedstvo definirano kao skup U, oblika U (v) =
{(x+u,t—1),...,(x+ug,t — 1)} koji se sastoji od susjeda mjesta x u prethodnom vre-
menu. To je translacija U (v) = v + U skupa U (v) = {(uy,—-1), ..., (ug, —1)}. Vremensko-
prostorna konfiguracija w € S se naziva putanja SA ako je inducirana poCetnim stanjem i
uzastopnim aZuriranjima stanja svih Celija prema funkciji ¢ primijenjenoj na stanja njego-
vih susjeda, to jest ako je

w, = ¢(QU(V)), za sve v € V\V,.

Posebno, prostorno-vremenska konfiguracija w® dana sa w*'0 za sve v iz V i prostorno-
vremenska konfiguracija " dana sa w{V =1 za sve v iz V su obje putanje.
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2.2 Predstavljanje Stavskaya modela i erozija

Stavskaya model je jednodimenzionalni vjerojatnosni stani¢ni automat uveden krajem
1960. kao primjer modela interakcije Cestica koji predstavlja neravnotezni fazni prijelaz.
U ovom modelu, susjedstvo ishodi$ta je podskup U = {0, 1} od Z, tako da je susjedstvo
svakog mjesta x u Z U(x) = {x,x + 1} koje se sastoji od te iste tocke i njenog susjeda s
desne strane. Funkcija aZuriranja ¢ : {0, 1}(” — {0, 1} vraca ¢ (wy, w1) = 1 ako 1 samo ako
je Wy = W) = 1.

Definicija 2.2.1. (svojstvo erozije) Za monotoni binarni SA kaZemo da ima svojstvo ero-
zije ili da je eroder ako zadovoljava sljedece: Za svaki konacan podskup A od 74 postoji
konacno vrijeme t € N takvo da pocetna konfiguracija w™, definirana sa

L za svaki x € A
Wi = 0, za svaki x € Z\A

zadovoljava D'w™ = 0.

Stavskaya SA je binaran i monoton. Ve¢ znamo da su tocke @ i w'V fiksirane tocke
dinamike. Zbog te monotonosti svaki ¢e zadani skup stanja koji ukljucuje stanje 1 erodirati
do fiksne konfiguracije w® u kona¢nom broju koraka. Zaista, uzmimo konacan podskup
A od Z i pocetnu konfiguraciju ™ kao u definiciji. Konacan skup A je uvijek ukljucen
u nekom konacnom intervalu x;, x;,1,...,xz od Z. Zbog monotonosti od ¢ u vremenu
t < xg — x, set to¢aka gdje konfiguracija D'w™ ima stanje 1 zadovoljava

{x € Z| (D’wi”)x = 1} Clxp,....,xg—1},

to jest od vremena ¢ = xgz — x; + 1 nadalje taj je skup prazan.

Toom je dao nuZan i dovoljan uvjet da bi monotoni binarni SA bio eroder. IzraZen je u
terminima nul-skupova: podskupova Z od R? takvih da ako je w, = 0 zasve u € ZN U,
tada je ¢ (wg,) = 0. Primijetimo da ako podskup Z od R? sadrZava nul-skup Z NU, tada je
i Z nul-skup. Zbog translacijske simetrije evolucijskog pravila, ima smisla definirati nul-
skupove bilo kojeg mjesta x u Z¢ kao skupove oblika Z (x) := x + Z, gdje je Z nul-skup.

Da bi mogli dati kriterij erozije, dajmo oznaku za konveksnu ljusku. Za svaku dimenziju
d i svaki podskup A od R, ili od Z¢ kao potprostora od R¢, neka je

conv(A) = {Z Aix;

i=1

neN, 1 el0,1] Vi,z/l,- —1,x €A Vi}.

i=1

Skup conv (A) nazivamo konveksna ljuska od A.
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Definicija 2.2.2. (kriterij erozije) Monotoni binarni SA zadovoljava kriterij erozije ako

ﬂle cony (Z j) =0.

Teorem 2.2.3. (Toomov teorem erozije) Monotoni binarni SA ima svojstvo erozije ako i
samo ako zadovoljava kriterij erozije.

Dakle, Stavskaya model kakav smo predstavili zadovoljava kriterij erozije.
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2.3 Vjerojatnosni stani¢ni automati

Da bismo generirali vjerojatnosni stani¢ni automat, koji ¢emo oznaCavati sa VSA,
trebamo uvesti pojam Suma. Ukratko, sistem slijedi isto pravilo evolucije kao u determi-
nistickom slucaju, ali u svakoj toc¢ci reSetke i u svakom koraku u vremenu se moze pojaviti
greska s vjerojatnoséu manjom od &, za neki € iz [0, 1], pri ¢emu Celija poprima suprotno
stanje. Za pojavu greske u nekoj tocci Cesto se pretpostavlja da je nezavisna od pojave
greSaka u drugim mjestima ili drugim vremenima. Proces koji rezultira slijedom istovre-
menih azuriranja svih Celija postaje stohasticki proces.

Da bi mogli dobro definirati taj proces, uvedimo prvo neke pojmove i oznake. Prostor
konfiguracijaje X = S Z' Neka su skupovi cilindara podskupovi od X u obliku

{we Xlw,, =ay,...,w, =a,},

zasvakin € N*, {x,...,x,} C Z%ia,,...,a, € S. Razmatrat éemo o - algebru ¥ generi-
ranu skupovima cilindara, to jest najmanju o - algebru koja sadrzi sve skupove cilindara.
Neka je M prostor vjerojatnosnih mjera na o - algebri 7.

Da bismo konstruirali jedinstvenu vjerojatnosnu mjeru u u M dovoljno je zadati vrijed-
nosti od u (C) za sve kupove cilindara C. Za to je dovoljno iskoristiti Daniell-Kolmogorov
teorem konzistencije.

Teorem 2.3.1. (Korolar Daniell-Kolmogorova teorema konzistencije) Za sve n € N* ,
xi,...,x0 € Z¢ iay,...,a, €S, neka su brojevi u, ({xi,...,x.};a1,...,a,) iz [0,1].
Pretpostavimo da ti brojevi zadovoljavaju sljedeci uvjet konzistencije:

Zm (xiban) =1

a €S

Z Mo (X1, X hsa@n, oo @) = Wy (X1, - X0} an, .0, ay) .

apy1 €S
Tada postoji jedinstvena vjerojatnosna mjera u u M takva da vrijedi
wlwy, =ay,...,w,, =ay)
=u({w e Xlwy, =a,...,wy, = a))

=, (X1, x0) fa, .. a,).
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Za dokaz ovog teorema pogledati npr. Baudion [1].

Zasvex € Z¢ £, €S i w e X neka p, (£,lw) oznacava lokalne prijelazne vjerojatnosti.
Zbog jednostavnosti, pretpostavimo da p, (£,|w) ovisi 0 wqy, a ne o konfiguraciji izvan
susjedstva U (x), kao ni o poziciji mjesta x. To znaci da je p, (&ilw) = py (Exdouw) za
neku funkciju p (-]-) : S xS* — [0, 1] takvu da p (1lwy) = 1 — p (Olwy,) za sve wqyu SY.

Sada moZemo definirati operator prijenosa T : M — M koji predstavlja stohasticki
zakon evolucije u VSA. Formalno, on je definiran kao produkt lokalnih prijelaznih vjero-
jatnosti na prostoru Z¢. Rigoroznije, prema Daniell-Kolmogorovu teoremu konzistencije,
za svaki u € M, dovoljno je dati Tu (C) za sve skupove cilindara C. Tu je dobro definiran

izrazom
Tu (fxl =da,... 9§xn = an)

= ) [ﬁ P(ailwa»)),u [wy =by,Vy € O(u(xi)

byeS,yeUL, Ux) \ i=1 i=1

za koji se lako provjeri da zadovoljava uvjet konzistencije. Prema tome, Daniell-Kolmogorov
teorem vrijedi i 7u u M moze biti definirana kao jedinstveno dobivena vjerojatnosna mjera.
Izbor pocetne vjerojatnosne mjere u;, u M1 iteracije operatora prijenosa proizvode niz vje-
rojatnosnih mjera (7", ),cy-

Zelimo proucavati VSA koji odgovara stohastiCkim perturbacijama monotonih binarnih
SA kakve su uvedene na pocetku ovog poglavlja i karakterizirane funkcijom azuriranja .
Da bi to napravili, lokalne prijelazne vjerojatnosti trebaju ispuniti sljedecu pretpostavku:

Pretpostavka omedenog Suma: Ako je &, # ¢, (w), tada je p, (é;lw) < € za neki dani
parametar Suma € € [0, 1].

Pretpostavka omedenog Suma je uvjet ,,niskog* Suma kada je € mali: osigurava slijedenje
deterministickog pravila u svakoj tocci reSetke s vjerojatno$éu barem 1 — . Primijetimo
da nismo dali ograni¢enja oko moguée sklonosti u korist pogresaka koje proizvode
odredena stanja 0 ili 1.

Kad raspravljamo o dogadajima koji uklju¢uju tocke u prostornom-vremenu V = Z¢xN
sa razli¢itim koordinatama, bit ¢e prakticnije koristiti prostorno-vremenski formalizam, za
VSA kao i za SA. Nakon §to ga opiSemo, pokazat ¢emo kako se odnosi na stohasticki
proces generiran operatorom prijenosa koji smo upravo definirali. Prostorno-vremenske
konfiguracije smo uveli u potpoglavlju 2.2, medu kojima 1 putanje od SA. Sada je SA pre-
tvoren u VSA prihvacanjem prostorno-vremenskih konfiguracija koje nisu putanje posto sa
malom vjerojatnoS¢u ograni¢enom s & to pravilo ne mora biti slijedeno. Za danu prostorno-
vremensku konfiguraciju w € SV, re¢i éemo da se greske dogadaju tocci v € V' \ V, ako

w,* ¢ (QU(»’))'
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Vjerojatnosna distribucija mora biti dodijeljena svim ovim prostorno-vremenskim kon-
figuracijama.Preciznije, sada moZemo uzeti u obzir o -algebru ¥ generiranu podskupom
cilindara od SV, bas kao §to smo napravili za podskupove cilindara od X = S Z' Neka jeM
prostor svih vjerojatnosnih mjera na toj o -algebri ¥ . Za ¢ iz [0, 1], neka je M, podskup od
M koji sadrZi sve vjerojatnosne mjere u na ¥ koje zadovoljavaju sljedeci uvjet: za svaki
konacni podprostor A od V' \ Vj, B

u (gv # go(gU(v)) Vv e A) < g, 2.1)
Stohastickim procesima zovemo vjerojatnosne mjere u M,.. Uglavnom ¢emo se baviti
podskupom M \ M,, definiran dodatnim uvjetom

p(w, =0.¥ve V) =1. 2.2)

M.V je definiran na isti na¢in zamjenom stanja 0 sa stanjem 1 u po&etnom uvjetu 2.2).
Drugim rije¢ima, mjere u M. (odnosno M." ) su slu¢ajni procesi dobiveni od SA kad
pocetni uvjet ima ‘nule’ (odnosno ’jedinice’) svuda 1 kada, u svakoj prostorno-vremenskoj
tocci, pravilo aZuriranja moze biti zanemareno sa malom vjerojatnos¢u ograni¢enom
odozgo sa &.

Skup M, sadrzi vrlo opéenite vjerojatnosne mjere na prostorno-vremenskom konfi-
guracijskom prostoru {0, 1}V. Posebno, sadrzi stohasticke procese u inducirane, prema
sliedecoj definiciji, po iteracijama operatora prijenosa T, za inicijalnu mjeru g, u M.
Daniell-Kolmogorov teorem konzistencije kojeg smo iskazali za M, vrijedi takoder i za
M. Prema tome, u je potpuno definiran svojim vrijednostima na svim podskupovima ci-
lindara SV. Sada zasve n € N*, {v; = (x1,t1),...,vy, = (x,,t)} C Viay,...,a, €S, vri-
jednost od u (gm =ap,...,w, = a,,) je definirana sljede¢im receptom. Posto je n konacan
1 prostorno-vremensko susjedstvo svih toCaka u V je konacCno, uvijek je moguce izabrati
konadan podskup A od Z¢ x {0,...,T}\ V, gdje je T = max;t;, takav da v; € A za sve
i=1,...,n,itozasvev=(x,f) € Auzt >0, U (v) C A. Tada formule

i, =a..... 0, =a,)

= Z /i(nggl,...,wv :c_zn,gv:QV,VVEA\{vl,...,vn})

b €S veA\[vy,. .. v}
i,zasve b, uS4,
u (Qv =b,Yve A)

::{ [] p(lzvléU(v))]---[ [] P(Qv|QU(V)))',Um(wv:QV’VV:(X,O)EA)

v=(x,T)eA v=(x,1)eA
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daju vrijednosti koje zadovoljavaju uvjet konzistencije tako da g mozZe biti proSiren na o
-algebru ¥ kao vjerojatnosna mjera na M. Za svaki t € N, njegova grani¢na vjerojat-
nosna distribucija za vrijednosti prostorno-vremenske konfiguracije u tockama podskupa
{(x,0)|x € Z9) c V je T'w;,. Stovise, lokalne prijelazne vjerojatnosti potvrduju Pretpos-
tavku omedenog Suma, u pripada M.. Ako je poCetna vjerojatnosna mjera u;, izabrana
da bude Diracova mjera 6 (odnosno 6’) koncentrirana na homogenoj konfiguraciji @
(odnosno w'V), rezultantna vjerojatnosna mjera u pripada MY (odnosno M).
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2.4 Invarijantne mjere

Definicija 2.4.1. Nizu = (u; : i € S) naziva se mjera ako je u; € [0,00) za svei € S .
Mjera pu je netrivijalna ako postoji i € S takav da je yu; > 0. Neka je X = (X, : n > 0)
Markovljev lanac s prijelaznom matricom P. Netrivijalna mjera u;,, na S je invarijantna
mjera Markovljevog lanca X (odnosno prijelazna matrice P) ako vrijedi

Miny = ,uinvP
odnosno po komponentama

Hinvi = Zﬂinv,ipkj’zasvej €S.
keS

Zanimat Ce nas egzistencija i jedinstvenost invarijantne mjere. Pokazat ¢emo da iredu-
cibilan i povratan Markovljev lanac ima esencijalno jedinstvenu invarijantnu mjeru. Dokaz
koji ¢emo dati je vjerojatnostan, te ima vjerojatnosnu interpretaciju. Uocite da je za slucaj
konac¢nog skupa stanja S pitanje egzistencije invarijantne mjere ekvivalentno pitanju egzis-
tencije svojstvenog vektora transponirane prijelazne matrice P! za svojstvenu vrijednost 1.
Zaista, i, = finP je isto Stoi PTul = ul . Taj problem se relativno jednostavno moze
rijeSti metodama linearne algebre.

Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac sa prijelaznom matricom P. Za sljedecu
definiciju trebamo se prisjetiti prvog vremena povratka u stanje i € S: 7; = min {n > 0 :
X, =1i}.

Definicija 2.4.2. Stanjei € S je pozitivno povratno ako je E; (T;) < oo .

Uocimo da je pozitivno povratno stanje uvijek povratno jer iz E; (T;) < co uvijek slijedi
P; (T; < 00) = 1. Povratno stanje koje nije pozitivho povratno naziva se nul-povratnim.

Propozicija 2.4.3. Neka jei € S povratno stanje. Za j € S definiramo

Ti-1
vj=Ei Z Lix,=))- (2.3)
n=0
Tada je v invarijantna mjera. Ako je stanje i pozitivno povratno, tada je
Y ies 2.4)
M= =, , .
T E@

stacionarna distribucija.
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Napomena 2.4.4. (i) Uocimo, zbog pretpostavke o povratnosti stanja i, P; (T; < o0) = 1,
te uz P; vrijedi Xy = X7, = i.

(ii) v; definiran u propoziciji 2.4.3 je ocekivani broj posjeta stanju j prije prvog povratka
Markovljevog lanca u stanje i (lanac starta iz i). Slicno, nj je oCekivani broj posjeta stanju
J normiran ocekivanom duljinom izleta iz i, E; (T;).

(iii) Vrijedi sljedeca ekvivalentna reprezentacija za v; :

T;—1 0 o0 )
V= E; Z 1(X,,:j) = Eiz 1(X,,:j,n<T[) = Z Eil(X,,:j,n<T,-) = Z P (X, = j,n <T). (2.5)
n=0 n=0 n=0 n=0
Slicno,
T; 00
vi=E ) lxep= ) PiX, = jn < T). (2.6)
n=1 n=1

Dokaz. Dokazimo prvo da vrijedi v = vP gdje dopuStamo mogucnost v; = +oo (u tom
sluc¢aju koristimo konvenciju oo - 0 = 0). Prvo, uo¢imo da je v; = 1. Nadalje, zan > 1

dogadaj {n < T;} = {T; < n}° ovisi samo o X, X1,..., X,,_1, te upotrebom Markovljevog
svojstva u trenutku n — 1 dobivamo

PiXyo1 =k, X, = jn<T) =P (X =k,n <T) pij, k, j€S.(3.4.7) (2.7)
Slijedi:

—ZP(X =jn<T)

—ZZP(X = j X, =n<T)

keS n=1

:Zpkjipi(xn—l =kn<T)

keS n=1

—Zpk]ZP(Xm—km<T—l)

keS m=0

T;-1
= D PiEi ) b
m=0

keS

= Z PkjVk-

Jednakost u prvom retku slijedi iz (2.6), u drugom po formuli potpune vjerojatnosti, u
treem zbog (2.7), u Cetvrtom zamjenom indeksa sumacije, u petom po (2.5)) i u Sestom po
definiciji za v;.
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Pokazimo sada da je v; < oo za svej € §. Ukoliko i / j, za svaki n > O vrijedi
0=P(X,=j) =2 P;(X,=jn<T)), pajestogav;, = 0. Akoi — j, tada iz napomene
2.5.9 slijedi j — i, pa postoji m € N takav da je p%") > (0. Iz v = vP dobivamo da vrijedi i
v = vP", pa imamo

l=v = Z vipl > vjpg.'f).
keS

Dakle, v; < co. Buduci da v nije trivijalna (v; = 1), slijedi da je v invarijantna mjera.
Konacno, pretpostavimo da je i pozitivno povratno. Racunamo,

Ti—1 Ti—1
Z v, = Z E; Z lx,=j = Ei Z Z Lex,=))

jes jeST._1 n=0 n=0 jeS (28)
= E: ) 1= E{T).
n=0

Dakle, za r; definiran u (2.3) vrijedi

= Y
J = ’
Dikes Vk
Sto znaci da je 7 vjerojatnosna distribucija i oCito je stacionarna. O

Propozicija 2.4.5. Pretpostavimo da je Markovljev lanac X ireducibilan, te neka je p,,
invarijantna mjera od X takva da je pin,; = 1. Tada je pin, j > vjza sve j € S.

Dokaz. Zasvaki j € § vrijedi
Minv,j = Z,Uinv,iopio j
igeS

=DPijt Zﬂinv,iopioj

ip#i

=pij + Z [Z Ninv,ilpi.io] Pigj

ig#i \i1€S

=PDijt Z [piio + Z:uinv,ilpilio)pioj

ip#i i1 #i

= [p,-j + Z p,-,-op,'oj) + Z Hinv,iy Pivio Pio j

ip#i 10,01 #1
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=|pijt+ Z PiigPipj t - Z Dii,_y+ - - PiyigPioj Z Minv,iy Pinin-1+ - - Pigj

in#i 0y - s i1 #1 10,. . . \in#i

>PiXi=jTizD)+Pi(X,=)Ti22)+... + Pi(X, = j,T; 2 n)

- ZPi(Xn =jsn<T)=vj, kadan — oo.
n=1

O

Teorem 2.4.6. Neka je X = (X, : n > 0) ireducibilan i povratan Markovljev lanac. Tada
je Winy = (,umv jtJ€ES ) invarijantna mjera takva da vrijedi p,, ; > 0 za sve j € § . Ako
jeé Vi = (vmv iiJES ) neka druga invarijntna mjera za X tada postoji ¢ > 0 takav da je
Vinv = Cliny -
Dokaz. Zbog jednostavnosti zapisa oznacit Cemo (U = Uiy, 1V = Vi,

U propoziciji 2.4.3 pokazano je da je y invarijantna mjera. Zbog ireducibilnosti postoji
m € N takav da je pET) > 0. Zbog u = uP™ vrijedi

i= D ol = wpl = pl” > 0.
keS

Neka je v invarijantna mjera za X. Tada postoji k € S takav da je v, > 0. Bez smanjenja
opcenitosti moZemo pretpostaviti da je v; > 0. Definiramo novu invarijantnu mjeru v sa

= % Tada je v; = 1, pa po propoziciji 2.4.5 slijedi v > u. Definiramo A = v — u. Tada A
zadovoljava A = AP, 1; > 0 zasve j€ S, te 4; = 0. Neka je pi.’f) > 0. Slijedi

0=2=> Apl’ > 4,p%,
keS

otkud 4; = 0,Vj € S. Dakle, v; = u;, odnosno v; = cuj za c = v;. |

Napomena 2.4.7. Uocite da iz teorema slijedi da ako je v invarijantna mjera ireducibilnog
i povratnog lanca X takva da je v; = 1, tada je v = p.

Teorem 2.4.8. Neka je X ireducibilan Markovljev lanac s prijelaznom matricom P .
Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(i) svako stanje je pozitivno povratno;
(ii) postoji pozitivno povratno stanje i € S ;

(iii) X ima stacionarnu distribuciju r .
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Nadalje, ako vrijedi (iii), tada je E; (Tj) = ﬂi zasve jES .
J
Dokaz. (i) = (ii) je ocito.
Tvrdnju (i1) = (iii) smo dokazali u propoziciji 2.4.3.
Dokazimo (iii) = (i). Prvo pokaZimo da je lanac povratan. Pretpostavimo suprotno, to jest
da su sva stanja prolazna. Tada za sve j, k € S vrijedi
lim p = 0

noo L kT

(vidi napomenu (1.5.5)) Za proizvoljan k € § imamo 7y = 3 ;e 7 jpi.';(), pa slijedi

o ) _ (i o) —
m=lim 3 mp = 3 (1im i) <o
Jjes JjeS

gdje se zamjena limesa i sume opravdava Lebesgueovim teoremom o dominiranoj konver-
genciji (pg.',? < 1). Medutim, to je u kontradikciji s Cinjenicom da je >’ ;. 7; = 1. Prema
tome, lanac je povratan. Specijalno, moZemo definirati invarijantnu mjeru v formulom
(2.3) (za stanje i € S ).

Nadalje, buduc¢i da je )¢ 7; = 1, postoji k € § takav da je m, > 0. Zbog ireduci-
bilnosti, postoji n € N takav da je p,(c';) > 0. Zato je m; = Y g njpi.';) > ﬂkp,(:;) > 0, te
moZzemo definirati u; = % Tada je u = (,u jiJES ) invarijantna mjera takva da je y; = 1.
Prema teoremu 2.4.6 prema kojem vrijedi 4 = v. Zajedno sa jednadzbom (2.8) iz dokaza
tog teorema, to daje

JjES

ET)=Y =)=y b=,

Jjes Jjes Jjes

Sto dokazuje da je i pozitivno povratno.

U gornjem dokazu stanje i € S bilo je upravo ono za koje je definirana invarijantna
mjera v. Buduci da je lanac X ireducibilan 1 povratan, stanje i moZzemo zamijeniti bilo
kojim drugim stanjem j, te definirati novu invarijantnu mjeru v/. Ponavljanjem gornjeg

. . .o . . . .o . .o . _ 1
dokaza za stanje j € S slijedi da je j pozitivno povratno, te vrijedi E; (Tj) = O

Nadalje, Zelimo opisati Sto je moguce viSe skup invarijantnih mjera za dani operator
prijenosa 7 : M — M koji smo definirali u poglavlju 3.3. Sljedeci dobro poznati rezultati
daju nam prvi uvid u taj skup — pogledati npr. Toom [[10], Toom 1 ostali autori [[11]. Oni ne
traZe da vrijedi pretpostavka omedenog Suma.
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Propozicija 2.4.9. Svaka konveksna kombinacija invarijantnih mjera je invarijantna mjera.

Dokaz. Za svaki izbor koeficijenata A; € [0,1],i = 1,...,n takvih da }}_; 4, = 1, ko-
nveksna kombinacija )}; Aiitiny,; j€, naravno, vjerojatnosna mjera ako su p;,,; invarijantne
vjerojatnosne mjere. Stovise, iz definicije od T moZemo, u pogledu skupova cilindara,
provjeriti da je T linearan u smislu da 7" 3; Aittinyi = 2 AT invi = 25 Aibbiny i O

Definicija 2.4.10. Niz (u,),.y u M slabo konvergira prema 1 € M ako konvergira na
skupu cilindara, to jest ako lim,_,.pu, (C) = u(C) za sve skupove cilindara C .
Invarijantne mjere se mogu konstruirati pomocu slabo konvergentnih nizova mjera.

Propozicija 2.4.11. Svaki niz vjerojatnosnih mjera u M ima slabo konvergentni podniz.

Dokaz. Skup C svih podskupova cilindara od X je prebrojiv jer je to prebrojiva unija, po
svim kona¢nim podskupovima A C Z¢, svih kona¢nih skupova

{{w € X|w, = a,,Vx € Allay € S?).

Dakle, skup svih funkcija iz C u [0, 1] je kompaktan, po dijagonalnom argumentu. Kao
posljedica toga, svaki niz vjerojatnosnih mjera ima podskup koji konvergira na svim sku-
povima cilindara. O

Propozicija 2.4.11 implicira sljedeéi rezultat u vezi skupa invarijantnih mjera operatora
prijenosa 7.

Propozicija 2.4.12. Postoji barem jedna invarijantna mjera.

Dokaz. Za svaku pocetnu vjerojatnosnu mjeru u;, € M, Cesaro aritmeticke sredine niza

(T'tin) ey tvore niz
n—1
1 k
(Z Z T /Jin)
k=0

Primjenom propozicije 2.4.11 na potonji niz, on dobiva slabo konvergentni podniz. Stovise,
koriStenjem definicije od T u pogledu skupova cilindara, moZe se pokazati da je slabi limes
podniza invarijantna vjerojatnosna mjera (vidi npr. Toom [10] (Teorem 7.1). O

nenN*

Dakle, skup svih vjerojatnosnih mjera koje operator prijenosa 7 ostavlja invarijantnima
je neprazan konveksni skup.

Ponekad, ili paralelno sa pretpostavkom omedenog Suma ili samo za sebe, napravit
¢emo slijedecu obrnutu pretpostavku. Neka je ¢ parametar iz [0, %]

Propozicija 2.4.13. (Pretpostavka jakog suma) Za sve x € Z¢, w € X ié, €S, py (&4lw) >
0.



POGLAVLIJE 2. STAVSKAYA MODEL I FAZNI PRIJELAZI 34

Propozicija 2.4.14. Postoji 6. < % , koji ovisi jedino o veli¢ini susjedstva U koje ulazi u
definiciju lokalnih prijelaznih vjerojatnosti, takav da sljedeca tvrdnja vrijedi za sve 6 > 6.
Ako vrijedi Pretpostavka jakog Suma, onda postoji samo jedva invarijantna mjera p,, .
Stovise, za svaku pocetnu vjerojatnosnu mjeru w, € M , niz (T'w;,),cy slabo konvergira
prema Uiy, -

To je standardni rezultat vezan uz reZim slabog sparivanja, koji govori gdje interakcije
izmedu susjednih Celija utjeCu slabo na njihova stanja. Originalno se priznaje Dobrushinu
[2]. Toom [10] daje dokaz u kojem koristi grupiranje izmedu procesa s pocetkom u dvije
razli¢ite poCetne mjere i treCeg koji simulira filtriranje kroz prostorno-vremensku reSetku
pogreSaka koje se dogadaju s vjerojatnoScu barem ¢ 1 koje vode do progresivnog gubitka
informacija o pocetnoj mjeri. Rezultat je ojacao Lebowitz 1 ostali [3]], gdje je pokazao da
My ima eksponencijalni raspad korelacija i da je konvergencija od (7"u;, ), eksponenci-
jalna.

Napomena 2.4.15. Ovo svojstvo eksponencijalnog raspadanja korelacija u reZimu jakog
suma VSA, tj. kada vrijedi pretpostavka jakog Suma uz 6 > 9., to je analogon ekspo-
nencijalnom raspadu korelacija za jedinstvenu Gibbsovu mjeru u visoko-temperaturnim
reZimima modela ravnoteZnih statistickih mehanika, kao na primjer model Ising. Opcenito,
dugorocno ponasanje VSA se Cesto usporeduje sa, posebno, svojstvima invarijantnih vje-
rojatnosnih mjera prema kojima procesi konvergiraju, sa Gibbsovom mjerom koja opisuje
ravnotezZna stanja u statistickoj fizici. U tim sustavima, interakcije izmedu susjednih mjesta
su kodirane u Hamiltonijani koja igra ulogu slicnu onoj funkcije aZuriranja SA. U toj us-
poredbi, intenzitet Suma u perturbaciji SA odgovara temperaturi u ravnoteznoj statistickoj
fizici. Analogija pomoc¢u jednog modela pomaZe razumijeti drugi, i pretpostaviti ili cak
dokazati rezultate o VSA bazirane na dobro razvijenoj teoriji ravnoteZne statisticke me-
hanike. Takoder, ima i neka ogranicenja jer invarijantne mjere VSA nisu uvijek Gibbsove
mjere. Raspravu o tome moZe se pronaci u recenziji po Lebowitzu i ostalima [3l].

Takav VSA, u reZimu Suma gdje svi procesi konvergiraju istoj invarijantnoj mjeri, bez
obzira na pocetno stanje, nema mjesta za ikakvo pamcenje proslosti kad vrijeme ode u
beskonacnost. Moglo bi nas zanimati da pronademo wvijete za razlicita ponasSanja, sa
svojstvom da zauvijek ocuvamo barem dio informacija iz proslosti. To se moZe postici
sistemima u kojima, za pocetnu mjeru py, niz (T'(y,),cy ne konvergira slabo jedinstvenoj
vjerojatnosnoj mjeri. Takoder, to se moZe postici sistemima koji primaju vise od jedne inva-
rijantne mjere. Propozicija 2.4.14 ukazuje da bi Sum morao biti mali da bi dopustio takvo
ponasanje.
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2.5 Teorem stabilnosti

Iako se u poglavlju 2.4 rezulati u vezi invarijantnih mjera ne pouzadju u pretpostavku
omedenog Suma, od sada nadalje ta Ce pretpostavka biti presudna. Zaista, kada vrijedi
ima smisla promatrati VSA definiran u poglavlju 2.3 kao perturbaciju odgovarajuceg SA.
MozZemo se pitati u kojoj mjeri su stohasti¢ki procesi VSA povezani s putanjom SA.

Posebno, sljedeci uspjeSan pristup Andrea Tooma u [9]], usporedit ¢emo slucajni proces
u M? (odnosno M) sa deterministi¢kim procesom sa istim pocetnim uvjetom, ali gdje
se mora slijediti pravilo aZuriranja, to jest sa putanjom w® (to jest V). Za putanju @ sa
stanjem O u svim toCkama u prostoro-vremenu kazemo da je stabilna ako

limsﬁosupyeMgvevﬁ (Q = 1) =0 (2.9)

Za putanju 'V definicija je analogna.

Teorem 2.5.1. (Toomov teorem stabilnosti) Za svaki monotoni binarni SA, sljedece tvrdnje
su ekvivalentne:

() putanja W je stabilna;

(i) putanja W je priviacna, tj. SA ima svojstvo erozije;
(i11) SA zadovoljava kriterij erozije.
Ekvivalenciju tvrdnji (ii) 1 (ii1) iskazali smo u teoremu 2.2.3.

Napomena 2.5.2. Hipoteza o binarnom prostoru stanja S u teoremu 2.5.1 je esencijalna.
Zaista, Toom [10] (problem 5.2) je dao primjer erodera sa |S| = 3 takav da w® nije
stabilna.

Vratimo se na operator prijenosa 7' : M — M. Primijetili smo u poglavlju 2.3 da T za-
dovoljava pretpostavku omedenog $uma, inducira stohasticki proces koji pripada M kada
se ponaSa iterativno na inicijalnoj mjeri 6. Njegova marginalna vjerojatnosna distribucija
u fiksiranom vremenu koordinate t € N, T'6® € M, nasljeduje invarijance od T i 6
pod translacijama u prostornoj resetci Z¢. Pretpostavimo sada da je monotoni binarni SA
ukljucen u pretpostavku omedenog Suma, tj. da SA ¢ija stohasticka perturbacija omedenim
Sumom stvara operator 7', zadovoljava kriterij erozije. Teorem 2.5.1 implicira stabilnost
homogene putanje . Prema tome, koriStenjem definicije (2.9) dobivamo
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limg_osupenT'6© (w, = 1) = 0, (2.10)

gdje je T8 (w, = 1) konstantna funkcija parametra x € Z.
Sada, kao u poglavlju 2.4, moZemo konstruirati invarijantnu mjeru koriste¢i Cesaro
aritmeticku sredinu niza (Tté(o))teN. Niz Cesaro aritmetickih sredina ima barem jedan slabo

konvergentni podniz. Izaberimo takav podniz i ozna¢imo njegov limes sa ,ufgf Eksplicitno
je dan sa

ni—1
1 J
,ul(.gl (C) =limj [— Z 759 (C)] za sve skupove cilindara C, (2.11)
nj 4=

Za odredeni podniz (n j) N rastucih pozitivnih cijelih brojeva. Mjera ,uggi je invarijantna

JE
vjerojatnosna mjera, to jest T,uggi = ugz i, kao i mjere T'6”, t € N, invarijantna je pod

translacijama u Z?. Jednadzba (2.10) implicira da je
limg_ot'.) (w, = 1) = 0, (2.12)

gdje je :“523 (w, = 1) konstantna funkcija parametra x € Z%.

Napomena 2.5.3. Razliciti izbori slabo konvergentnog podniza Cesaro aritmeticke sredine

. t (0) e eee (0) v . . eve e . . . .
niza (T 0 )teN u definiciji ., moZe rezultirati razlicitim invarijantnim mjerama. Sve one
(V)

zadovoljavaju jednadZbu (Z12). StoviSe, rezultati u vezi svojstava . U ovoj tezi vrijede

bez obzira na taj izbor.
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2.6 Stavskaya model kao model faznog prijelaza

Uzmimo u obzir VSA dobiven perturbacijom monotonog binarnog SA sa svojstvom
erozije. U rezimu jakog Suma, tj. pod pretpostavkom jakog Suma sa 6 > J,, u poglavlju
2.4 vidjeli smo da VSA prima jedinstvenu invarijantnu mjeru. S druge strane, pod pret-
postavkom omedenog Suma, Toomov teorem stabilnosti nam je pomogao u poglavlju 2.5
konstruirati invarijantnu mjeru ,ugjl koja zadovoljava svojstvo (2.12). To svojstvo se bavi
samo reZimom niskog Suma, to jest malim vrijednostima od €. Sada za mali € takav da
& < 6., ako vrijedi pretpostavka omedenog Suma, pretpostavka jakog Suma sa 6 > ¢, ne
moze vrijediti u isto vrijeme. MoZemo se pitati je li, u reZimu niskog Suma VSA, ,ul(.gi
jedina invarijantna mjera ili ne.

Stavskaya SA s kojim smo se upoznali u poglavlju 2.2 ima, kao $to smo ve¢ zakljucili
svojstvo erozije, pa ekvivalentno tome zadovoljava kriterij erozije. Prema tome, svaki VSA
dobiven kao stohastiCka perturbacija tog SA pod pretpostavkom omedenog Suma priznaje
invarijantnu mjeru 4, definiranu u jednadzbi (2.11)), koja zadovoljava jednadzbu 2-12).

Lokalne prijelazne vjerojatnosti za Stavskaya VSA se Cesto izabiru tako da Sum bude
potpuno asimetricne: greske mogu pretvoriti samo stanje O u stanje 1, ali ne i stanje 1 u
stanje 0. Preciznije, neka Stavskaya model nude VSA definiran lokalnim prijelaznim vje-
rojatnostima p (1/1,1) = 11 p(0[0,0) = p(0|0,1) = p(0]1,0) = 1 — &, gdje je € € [0, 1].
Diracova mjera 6V je tada uvijek invarijantna mjera. Propozicija 2.4.14 implicira da je to
jedina invarijantna mjera u reZimu jakog Suma. Ona duguje svoju stacionarnost potpunoj
asimetri¢nosti greSaka. Stavskaya model prema tome prolazi fazni prijelaz u smislu da
kontinuirana varijacija parametra Suma inducira kvalitativhu promjenu ponaSanja. Zaista,
jednadzba (2.12)) nosi egzistenciju &, > 0 takvog da, za sve € < &, proces pima drugu inva-
rijantnu mjeru i Zapravo, postoji beskonacan broj invarijantnih vjerojatnosnih mjera ,
posto je svaka konveksna kombinacija od :“52 i 6" opet invarijantna vjerojatnosna mjera.

To je jedan od prvih VSA za koji je postojanje faznog prijelaza bilo rigorozno doka-
zano, prije generalnog dokaza teorema stabilnosti. Originalni dokaz je dao Shnirman [7].
Toom [8] je pak dao dokaz koriste¢i metodu kontura. Rezultati koje su dali Vaserstein i
Leontovich [[12]] navode da za sve € < &, sve invarijantne vjerojatnosne mjere koje su ho-
mogene u prostoru su konveksne kombinacije od ,uggz, ioW",ida, za sve € > g, svi procesi
s po¢etkom u inicijalnoj mjeri konvergiraju prema 6. Za taj model (kao i za neke druge)
toCna vrijednost od &, nije poznata, poznate su jedino gornje i donje granice i procjene do-
bivene kompjuterskim simulacijama. Toom [[10] je dokazao da vrijedi 0.09 < &, < 0.323 i
Mendonca [4] procjenjuje da je €. = 0.29450 (5).

nv*
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Sazetak

U prvom poglavlju ovog rada uveli smo bitne pojmove iz Markovljevih lanaca.

U drugom poglavlju smo pratili Stavskaya model, jednodimenzionalni vjerojatnosni
stani¢ni automat kao primjer modela interakcije Cestica koji predstavlja neravnotezni fazni
prijelaz. Vidjeli smo da takav model zadovoljava kriterij erozije. Definirali smo o - algebru
pomocu ,cilindara”. Uveli smo pojam invarijantne mjere 1 opisali ju. Pokazali smo da
Stavskaya model zaista prolazi fazni prijelaz u smislu da kontinuirana varijacija parametra
Suma inducira kvalitativhu promjenu ponasanja. Na kraju smo dali procjenu vrijednosti
tog Suma.



Summary

In the first chapter of this work we have introduced important concepts of Markov
chains.

In the second chapter we followed Stavskaya model, a one-dimensional probabilistic
cellular automaton as an example of the model of interaction of particles that represents
the non-equilibrium phase transition. We have seen that this model meets the criterion of
erosion. We defined o - algebra using ,.cylinders”. We introduced the concept of inva-
riant measure and described it. We have shown that Stavskaya model really undergoes a
phase transition in the sense that the continuous variation of the parameter noise induces
qualitative behavior change. Finally, we gave the assessment of the value of that noise
parameter.
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