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Uvod

Jedna od najpoznatijih tvrdnji u teoriji skupova zasigurno je hipoteza kontinuuma. Formu-
lirana od strane Cantora 1878. godine, vrlo brzo je stekla slavan status, te je tako zavrSila
1900. godine na prvom mjestu popisa cuvenih Hilbertovih 23 problema. Odmah nakon
formalizacije teorije ZF, nastojalo se CH ili njezinu negaciju izvesti iz ostalih aksioma, te
time potvrditi ili opovrgnuti njezinu istinitost.

Prvo veliko otkriée na tom polju dogodilo se 1940. godine. Njemacki matemati¢ar Kurt
Godel izdaje rad pod nazivom ,,Konzistentnost aksioma izbora i generalizirane hipoteze
kontinuuma s aksiomima teorije skupova” u kojem pokazuje da se generalizirana hipoteza
kontinuuma, a posljedi¢no 1 CH, ne moZe opovrgnuti unutar teorije ZF. No Godel je poka-
zao joS nesto, da se ni AC ne moZe opovrgnuti unutar teorije ZF. Godel je to postigao tako
Sto je prvo pretpostavio konzistentnost teorije ZF, opisao tzv. konstruktibilnu hijerarhiju L,
te pokazao da u L vrijede AC i GCH. Godelove rezultate nazivamo rezultatima relativne
konzistentnosti.

Oko 20 godina kasnije, americki matemati¢ar Paul Cohen razvija posebnu tehniku pod
nazivom forcing, pomocu koje dokazuje da se unutar teorije ZF ne moZe dokazati ni AC
ni GCH, tj. da su te tvrdnje nezavisne od pocetne teorije. Time Cohen savrSeno komple-
mentira ranije Godelove radove, §to zajedno daje rezultat da se AC i GCH ne mogu ni
dokazati, ni opovrgnuti aksiomima teorije ZF. Iako je Cohenov forcing polucio zavidne
rezultate u daljnjem proucavanju teorije skupova, ta metoda do danasnjih dana nije usla u
kanon ,,matematike koju treba znati”. Razloge tome je velika koli¢ina tehnickih detalja,
neintuitivnost i naizgled previse ad hoc pretpostavci i definicija.

Kao alternativa Cohenovom forcingu, ali inspirirana njime, pojavljuje se metoda for-
cinga pomocu proSirenih modela teorije skupova (eng. Boolean-valued models), koja je
i tema ovog rada. Takvu vrstu forcinga prvo su uveli americki matematicari Dana Scott
1 Robert Solovay, a neovisno o njima i ¢eski matematicar Petr Vopenka. Glavna ideja te
teorije je pomocu potpune Booleove algebre proSiriti pojam istinitosti na viSe vrijednosti,
umjesto samo na dvije: ,.istina” 1 ,,]Jaz”. Istinitosna vrijednost svake formule u toj strukturi
je neki element Booleove algebre, tj. Booleova algebra mjeri razinu ,,istinitosti”. Na taj
nacin proizvoljan model teorije ZFC proSirujemo do tzv. proSirenog modela sa svojstvom
da je svaki aksiom te teorije istinit u ,,obicnom” smislu. Tocnije, istinitosna vrijednost
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svakog aksioma je upravo najveci element potpune Booleove algebre, tj. aksiomi su u pro-
Sirenim modelima apsolutno istiniti. Izborom prikladnih Booleovih algebri moZemo dobiti
proSirene modele u kojima je Zeljena tvrdnja apsolutno istinita.

Rad je podijeljen na Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju dani su osnovni pojmovi po-
trebni za razumijevanje daljnjeg teksta. Mnogi pojmovi su spomenuti usputno, a neki su
detaljnije opisani radi Sto je moguce vece ujednacenosti notacije. Drugo poglavlje je glavni
dio rada, te su u njemu izloZeni osnovni pojmovi teorije proSirenih modela. Teorija pro-
Sirenih modela moZe se razvijati u nekoliko smjerova, a jedan od njih je u smjeru dokaza
nezavisnosti. U tre¢em poglavlju dokazujemo nezavisnost hipoteze kontinuuma od teorije
ZF, ali takoder ¢inimo malu digresiju i dokazujemo nezavisnost Godelovog aksioma kons-
truktibilnosti od teorije ZF. Cijelu pricu kompletiramo u Cetvrtom poglavlju dokazom
nezavisnosti aksioma izbora od teorije ZF'.

Za vrijeme pisanja ovog teksta, glavna misao vodilja bila je ideja Timothyja Chowa:
svako uvodenje novog pojma mora Citatelju biti intuitivno jasno i slijediti iz prijaSnjeg
teksta. Naravno, zbog naravi namjene ovog rada, takva ideja je daleko od realizacije, ali
njezin utjecaj moZze se primijetiti u velikom dijelu teksta.



Poglavlje 1

Osnovne napomene

1.1 Logika

Za pocetak definiramo osnovne logicke pojmove. Cilj nam nipoSto nije u potpunosti ra-
zviti logicku teoriju, ve¢ posebno naglasiti neke pojmove koji su nam potrebni u nastavku.
Takoder, zbog velike koliCine literature na temu logike prvog reda, postoje raznovrsne oz-
nake za iste pojmove, stoga je vazno uvesti i koherentnu notaciju. Neke pojmove, poput
dokaza, ili nastupa varijable u formuli, neCemo posebno definirati, ve¢ ocekujemo izvjesnu
upoznatost s tim pojmovima.

Definicija 1.1.1. Alfabet teorije skupova L sastoji se od skupa individualnih varijabli
Var = {xo, x1,...}, skupa logickih simbola S, = {—, A,V, 3}, skupa nelogickih simbola
S, ={e,=} i skupa pomocnih simbola S 3 = {(,)}.

Skup nelogickih simbola jo§ nazivamo signatura i sastoji se u nasem sluc¢aju samo od
dva relacijska simbola. Ponekad se simbol za jednakost izostavlja s popisa nelogic¢kih sim-
bola, jer se jednakost shvaca kao logicki pojam. Teorije prvog reda u kojima je jednakost
shvacena kao logicki pojam nazivaju se jos teorije prvog reda s jednakoséu.

S popisa logickih simbola su izbaceni uobicajeni simboli za kondicional (—), bikon-
dicional (<) i univerzalnu kvantifikaciju (V). Razlog je taj Sto su ovako izabrani logicki
simboli pogodniji u kasnijem razvoju teorije, a kao Sto je poznato, moguée je preostale
uobicajene logicke simbole definirati preko njih.

Definicija 1.1.2. Induktivno definiramo pojam formule na sljedeci nacin:

(i) Atomarna formula je rijec oblika x € y ili x =y, gdje su x,y varijable. Svaka
atomarna formula je formula.

(ii) Ako je ¢ formula, onda je —¢ formula.
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(iii) Ako su ¢ i Y formule, onda su (¢ A ) i (¢ V ) formule.

(iv) Ako je x varijabla i ¢ formula, onda je x ¢ formula.

Nastup varijable u nekoj formuli definira se na standardni naéin Pomocu toga se lako
definiraju slobodne i vezane varijable. Varijabla je slobodna u formuli ako je barem jedan
njen nastup u toj formuli slobodan, a inace je vezana. Oznakom ¢(xi, ..., x,) sugeriramo

da je ¢ formula ¢iji je skup slobodnih varijabli podskup skupa {xi,..., x,}. Formule koje
ne sadrze slobodne varijable nazivamo recenicama.

Definicija 1.1.3. Kolekcija X formula je najmanja kolekcija formula T za koju vrijedi:

(i) Svaka atomarna formula jeu T.
(ii) AkojeouT, ondaje —~puT.
(iii) Akosu iy uT,ondasu(@AY)i(eVi)uT.
(iv) Akoje o u T i x,y varijable, onda suNx(x€y - @)idx(xeyAp)uT.

Formule oblika Vx(x € y — ¢) 1 dx(x € y A ¢) krae oznacavamo redom sa (Vx € y) ¢
i (Ax € y) p. Xy formule jo§ nazivamo ogranicene fomule.

Definicija 1.1.4. Kolekcija X, formula je najmanja kolekcija formula S koja sadrZi sve Z
Sformule i za koju vrijedi:

(i) AkosupiyuS,ondasu(@ANy)i(eViy)us.
(ii) Ako je ¢ u S i x,y varijable, onda su (Vx € y)pi(Ax€y)ous.
(iii) Ako je ¢ u S i x varijabla, onda je Axpu S.

Kolekcije formula X, i £; dio su opcenitije hijerarhije formula koja se naziva Levyjeva
hijerarhija (vidi [7]). Korisnost posebnog izdvajanja dijela Levyjeve hijerarhije bit e jas-
nija u narednim poglavljima.

Definicija 1.1.5. L-struktura je uredeni par It = (M, R), gdje je M neprazan skup (nosac)
IRCMXM.

Cesto ¢emo L-strukturu nazivati samo struktura jer ée jezik biti jasan iz konteksta.

'Vidi [30].
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Definicija 1.1.6. Neka je Mt = (M, R) strukturaiv : Var — M preslikavanje koje nazivamo
valuacija. Uredeni par (I, v) nazivamo interpretacija. Za danu interpretaciju (I, v),
istinitost formule ¢, u oznaci M |, ¢, definiramo na sljedeci nacin:

(i) M, x € y ako i samo ako (v(x),v(y)) € R.
(ii) M [, x =y ako i samo ako v(x) = v(y).
(iii) M |, —~¢ ako i samo ako ne vrijedi M =, .
(iv) M, ¢ A ¢ ako i samo ako M |, ¢ i M |, Y.
(v) M E, ¢ Vi ako i samo ako M =, ¢ ili M |, .

(vi) M k=, Ax ¢ ako i samo ako M |,/ ¢ za neku valuaciju v' koja se podudara s v na
svim varijablama razlicitim od x.

Ukoliko vrijedi M |, ¢ za svaku valuaciju v, kaZemo da je ¢ istinita na strukturi i
piSemo M = .

Opcenito je neka teorija prvog reda zadana svojim jezikom, skupom logickih aksioma,
pravilima izvoda i skupom nelogickih aksioma.

Definicija 1.1.7. KaZemo da je struktura M model neke teorije prvog reda T ako za svaki
nelogicki aksiom F teorije T vrijedi M = F.

Nelogicke aksiome ponekad krae nazivamo samo ,,aksiomi”. Izborom raznih nelogic-
kih aksioma dobivamo razliCite teorije prvog reda.

Definicija 1.1.8. Neka su ¢, ¥ i ¢ proizvoljne formule. Logicki aksiomi logike prvog reda
dani su kao:

(i) ¢ = (Y = @)
(ii) (o = W = ¢) = (p = ¥) = (¢ = ¢)).
(iii) (=g = =) = (f = @).
(iv) Yx@(x) = @), gdje je y varijabla koja ne leZi u dosegu kvantifikatora \/ xf]

(v) VYx(o — ¢¥) — (¢ = Vx), gdje ¢ ne sadrZi slobodni nastup varijable x.

2Dovoljno je promatrati samo varijable jer nemamo funkcijskih simbola. Kasnije éemo ih uvoditi, ali ée
oni biti eliminabilni.
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Izbor logickih aksioma nipoSto nije jedinstven i drugi autori koriste iste, slicne ili pot-
puno razli¢ite sustave aksioma, ali svi su ekvivalentni.

Definicija 1.1.9. Neka su ¢ i ¥ formule, te x varijabla. Pravila izvoda logike prvog reda
dana su kao:

Modus ponens: iz ¢ i ¢ — Y zakljucujemo .
Generalizacija: iz ¢ zakljucujemo ¥ x .

U pravilima izvoda, formule iz kojih se zakljuuje nazivamo premise, a ono §to se
zakljucuje iz premisa nazivamo zakljucak. Za pravilo izvoda kazemo da ¢uva istinitost
ako iz istinitih premisa slijedi istinit zakljucak.

Kako bismo u potpunosti odredili teoriju prvog reda koju promatramo, potrebno je
zadati i nelogicke aksiome. Oni su tema sljedece tocke.

1.2 Teorija skupova

Kao ni u prethodnoj, ni u ovoj tocki ne tezimo dati potpuni osnovni prikaz teorije skupova,
ve¢ samo naglasiti neke bitne pojmove. Nadalje, pretpostavljamo predzanje o naivnoj te-
oriji skupova te neéemo posebno ni definirati ni motivirati uvodenje nekih standardnih
pojmova, pa tako ni oznake za njihE]

Definicija 1.2.1. Zermelo-Fraenkelovi aksiomi teorije skupova su:

(i) Aksiom ekstenzionalnosti: VxNy(Nz(z € x & z€y) = x =Yy).
(ii) Aksiom praznog skupa: AxVy(y ¢ x).

(iii) Shema aksioma separacije: za svaku formulu ¢(z) imamo:
VxdyVz(z €y © (z € x A ¢(2))).
(iv) Shema aksioma zamjene: Za svaku formulu ¢(x,y) imamo:
VxAlyp(x,y) = VxAyWz(z € y & At € x A ¢(t, 2))).

(v) Aksiom para: VxNyJuV¥z(z € u & (z=xVz=1Yy)).

3Za uvod u teoriju skupova vidi [6]].
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(vi) Aksiom unije: VxAyVz(z € y & (At € x)(z € 1)).

(vii) Aksiom partitivnog skupa: Vx3yVz(z € y & 7 C ).

(viii) Aksiom beskonacnosti: Ax(0 € x A Vy(y € x — y U {y} € x)).
(ix) Aksiom regularnosti: Yx(x # 0 — (Ay € x) (y N x = 0)).

(x) Aksiom izbora (AC): YxAf((f : P2(x) \ {0} = x) A Vy € Z(x) \ {0D(f(y) € y)).

Funkciju f iz aksioma izbora nazivamo jo$ funkcijom izbora za ?(x) \ {#}. Aksiom
izbora moZe se iskazati u mnogo razli¢itih oblika, tj. postoji mnogo razli€itih tvrdnji koje
su ekvivalentne aksiomu izbora ]

Ovime smo u potpunosti definirali teoriju koju nazivamo Zermelo-Fraenkelovom te-
orijom skupova. Tu teoriju krace oznacavamo sa ZFC, ili sa ZF ako Zelimo naglasiti da ne
promatramo aksiom izbora. Vrijedi naglasiti kako to nije jedina moguca aksiomatizacija, a
mozda nije ¢ak ni ,,najbolja”. Jedna od ,,boljih” teorija je mozda tzv. NGB (von Neumann-
Godel-Bernays) teorija klaseﬂ ali mane teorije ZFC koje su nam relevantne su iste kao 1
za teoriju NGB, pa je u naSem slucaju izbor izmedu njih irelevantan.

Iako u ZFC pri¢amo samo o skupovima, a ne o opCenitim klasama, ipak je korisno
uvesti 1 klasnu notaciju. Svaki entitet oblika {x | ¢(x)}, gdje je ¢(x) formula s jednom
slobodnom varijablom, nazivamo klasa. KaZemo da skup y pripada klasi {x | ¢(x)}, i
piSemo y € {x | ¢(x)}, ukoliko vrijedi ¢(y). Primijetimo kako je svaki skup klasa. Naime,
za svaki skup z, postoji formula ¢(x) = (x € z) takva da je z = {x | ¢(x)}. Klase koje
nisu skupovi nazivamo prave klase. Tako klasa svih skupova nije skup, vec prava klasa.
Na kraju, za neki skup X i formulu ¢(x), klasu {x | x € X A ¢(x)} najéesce oznaCavamo s
{x € X | ¢(x)}. Iz drugog zapisa se vidi da je ta klasa nastala primjenom aksioma separacije
s formulom ¢ na skup X, a iz toga slijedi da je ona skup.

Definicija 1.2.2. KaZemo da je skup x tranzitivan ako vrijedi (Vy € x)(Vz € y)(z € x). Ka-
Zemo da je skup x ordinalni broj (ordinal) ako je x tranzitivan te je (x, €) totalno (linearno)
ureden skup.

Prazan skup je ordinal i oznacavamo ga s 0. Sljedbenik nekog ordinalnog broja
definiramo kao @ + 1 := @ U {a}ﬂ Za ordinal @ kazemo da je ordinal prve vrste ako je
a = B + 1 za neki ordinal 5. Za ordinal koji nije prve vrste 1 nije jednak 0 kazemo da je
granicni ordinal. Klasu svih ordinala oznacavamo s On, a Cinjenicu da je skup x ordinal
oznacavamo s On(x).

4Za neke od tih ekvivalencija vidi [[19].

STeorija NGB je bolja od teorije ZFC u smislu da je, za razliku od teorije ZFC, kona¢no aksiomatiza-
bilna. Vise o tome u npr. [20].

®Lako se vidi da je  + 1 ordinal za svaki ordinal a.
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Definicija 1.2.3. KaZemo da je ordinal A kardinalni broj (kardinal) ako ni za koji « € A
ne postoji bijekcija izmedu a i A.

Cinjenicu da je neki skup x kardinalni broj oznatavamo s Card(x). KaZemo da je
kardinal A kardinalnost skupa x, u oznaci k(x), ako postoji bijekcija izmedu x i A.

Uz Cantorov i Schroder-Bernsteinov teore vrijedi jo§ posebno naglasiti Tarskijev
teorem koji tvrdi da za bilo koji beskonacni kardinal A vrijedi A- A = /lE] Iz Tarskijevog te-
orema trivijalno slijedi da za svaka dva beskonacna kardinala A 1 u vrijedi A-u = min{A, ,u}ﬂ
MnoZenje kardinala definira se standardno, preko Kartezijevog produkta.

Teorem 1.2.4. (Transfinitna indukcija) Neka je K klasa ordinalnih brojeva takva da vrijedi:
(i) 0 e K.
(ii) Akoje a € K, onda je a + 1 € K.

(iii) Za granic¢an ordinal a # 0, ako za svaki B € a vrijedi S € K, onda je a € K.

Tada je K klasa svih ordinala.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijede tvrdnje (i), (ii) te (iii), ali da K nije klasa svih ordinala.
Tada je klasa T = {@ € On | @ ¢ K} neprazna, pa po svojstvu ordinala postoji najmanji
element te klase, oznacimo ga s (. Kako je @y najmanji element, za svaki S € a vrijedi
B € K. Primijjetimo da je oy # 0 jer 0 ¢ T po svojstvu (i) Ako je @ ordinal prve vrste, onda
postoji neki ordinal y takav da je @« = y+1. Kako je y < @, imamo y € K, pa po pretpostavci
(i1) slijedidaje y + 1 = ay € K. S druge strane, ako je @, grani¢ni ordinal, po pretpostavci
(iii) slijedi da je ay € K. U oba sluc¢aja imamo kontradikciju, dakle K = On. |

Skupovna operacija, ili klasna funkcija, je prava klasa uredenih parova s funkcijskim
SVOj stvomEG] Funkcija, ili unutarnja operacija, je funkcija izmedu skupova u uobi¢ajenom
smislu. Domenu funkcije f ozna¢avamo s D(f), a sliku funkcije s Im(f). Cinjenicu da je
f funkcija jo$ oznaCavamo s func(f).

Teorem 1.2.5. (Transfinitna rekurzija) Neka je x skup i F neka totalna klasna funkcija.
Tada postoji jedinstvena klasna funkcija G na On takva da vrijedi

(i) G(0) = x.

(ii) Ga + 1) = F(G(a)).
7Vidi [6]].
8vidi [20].

9Vidi dokaz u [20].
10Klasa F uredenih parova ima funkcijsko svojstvo ako (x,y) € Fi (x,y’) € F povlate dajey = y'.
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(iii) G(a) = |J G(B), za a granicni ordinal.
Bea

Dokaz se moZe pronaci u [28]. Pomocu transfinitne rekurzije moguce je strogo defini-
rati aritmetiku ordinala i kardinala, te opisati kumulativnu hijerarhiju.

Definicija 1.2.6. Transfinitnom rekurzijom definiramo kumulativnu hijerarhiju:
( i ) Vo i= 0.
(”) Vosr = ,@(VQ)

(iii) Vo := U Vjp za granicni ordinal a.
Bea

(iv) V:= U V..
a€On

Primijetimo kako u opisu kumulativne hijerarhije kao pocetni skup uzimamo 0, a klasna
funkcija F iz teorema transfinitne rekurzije je operacija partitivnog skupa.

Pomocu aksioma regularnosti moguce je pokazati kako se svaki skup x nalazi u nekom
V., gdje je @ neki ordinalE] Lako se vidi da ordinal razine na kojoj se x prvi puta pojavljuje
mora biti prve vrste. Definiramo rang elementa x € V kao najmanji ordinal « takav da je
X € Vy41. Takoder, rang elementa mozemo definirati rekurzivno kao rk(x) = J{rk(y) + 1 |
y € x}.

Za kardinal A definiramo njegov sljedbenik 4™ kao najmanji kardinalni broj veéi od A.

Definicija 1.2.7. Transfinitnom rekurzijom definiramo alef funkciju N:
(i) Np :=0.
(ii) Nov1 1= N7

a*®

(iii) N, = |J Ng za granicni ordinal a.
Bea

Pomocu aksioma izbora moguce je pokazati kako je svaki beskonacni kardinal jed-
nak nekom alequ] Iz tog razloga, prethodnu definiciju mozemo shvacati kao definiciju
hijerarhije kardinala.

Definicija 1.2.8. Hipoteza kontinuuma (krace CH) glasi: 2™ = N,. Generalizirana
hipoteza kontinuuma (krace GCH) glasi: 2% = N,.,, za svaki ordinal a.

vidi [20].
12vidi dokaz u [[17].
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Hipoteza kontinuuma jedan je od najpoznatijih problema teorije skupova. Cantor ju
nije uspio rijesiti, iako se njome bavio godinama. Prvi vaZniji napredak prema rjeSenju
problema dugujemo Goédelovom otkri¢u konstruktibilne hijerarhije. U toj hijerarhiji vrijede
svi aksiomi teorije ZF, aksiom izbora i hipoteza kontinuuma. Time je Godel zapravo
pokazao da se ni aksiom izbora ni hipoteza kontinuuma ne mogu opovrgnuti unutar teorije
ZF, uz pretpostavku da je ZF konzistentna teorija.

Definicija 1.2.9. Neka je M struktura. KaZemo da je skup X definabilan u strukturi M
ako postoji formula ¢(x) takva da je X = {a € M | M E, ¢(x), gdje je v(x) =a}. S
P(M) oznacavamo skup svih definabilnih podskupova od M, tj. (M) = {(X C M |
X je definabilan u M }.[]E] Operaciju 9 nazivamo operacija definabilnog partitivnog skupa.

Godelova konstruktibilna hijerarhija gradi se po nivoima poput kumulativne hijerarhije,
ali kao prelazak na novi nivo ne koristi se operacija partitivnog skupa, nego operacija
definabilnog partitivnog skupa.

Definicija 1.2.10. Trensfinitnom rekurzijom definiramo konstruktibilnu hijerarhiju:
(l) Ly = 0.
(it) Lov1 = D(Ly).

(iii) L, := \J Lg za granicni ordinal a.
Pea

(iv) L:= | L.

ae0n
Svaki element konstruktibilne hijerarhije naziva se konstruktibilni skup. Hipoteza da

je svaki skup konstruktibilan jos se naziva aksiom konstruktibilnosti i oznacava se krace
sV =L

Teorem 1.2.11. (Godel) Ako je teorija ZF konzistentna, onda su konzistentne i teorije
ZFC,ZF +GCHiZF +V = L.

Godel je takoder pokazao da ako je ZF konzistentna teorija, onda je konzistentna i
teorija ZFC + GCH + (V = L), a model joj je upravo L. Dokazi Godelovih rezultata 1
detaljnija razrada teorije mogu se pronaci u [3]].

I3Recenicu "X je definabilan" mogude je izraziti formulom prvog reda, pa vidimo da je definabilni parti-
tivni skup nekog skupa zaista skup. Za detalje vidi [3].
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1.3 Booleova algebra

Koncept resetke prvi se puta pojavljuje kod promatranja skupa svih podgrupa neke grupe,
koje su parcijalno uredene inkluzijom. ReSetke je moguée promatrati same po sebi, ali za
nas su one samo jedan korak u proucavanju sloZenije strukture, Booleove algebre.

Definicija 1.3.1. ReSetka R je parcijalno ureden skup (R, <) u kojem svaki dvoclani skup
{x,y} ima infimum x Ay i supremum x v y.ﬁ Ako postoji, najveéi (najmanji) element
reSetke oznacavamo s 1g (Og). ReSetku koja ima najveci i najmanji element nazivamo
ogranicenom. Za resetku kazemo da je potpuna ako svaki podskup reSetke ima supremum
i infimum. ReSetka je distributivna ako za sve njezine elemente vrijedi: x v (y A 2) =
xvyyanxvtexn(arz=xvyvxv2).

Kada je reSetka jasna iz konteksta, najveci (najmanji) element resetke piSemo jednos-
tavno 1 (0). U bilo kojoj reSetki vrijedi zakon idempotentnosti, tj. za svaki element reSetke
xvrijedix Ax=x1xVv x=x.

Definicija 1.3.2. Neka je R ogranic¢ena reSetka. Komplement od x € R je element y € R za
koji vrijedi x Ay = 0 te x v y = 1. Ogranic¢enu distributivnu resetku u kojoj svaki element
ima komplement nazivamo komplementarna resetka.

Pojam reSetke moZemo prosiriti u dva smjera. Prvi smjer je direktno u Booleovu alge-
bru, a drugi smjer je u tzv. Heytingovu algebru te kasnije pojam Heytingove algebre pro-
Siriti u Booleovu algebru. Zbog toga Sto nam rezultati dobiveni Heytingovim algebrama
nisu osobito vazni, Heytingove algebre necemo proucavati u nastavkuE]

Definicija 1.3.3. Booleova algebra B je komplementarna distributivna reSetka. Supremum,
infimum i komplement nazivamo Booleovim operacijama. C C B je (Booleova) podalgebra
od B ako je C zatvorena na Booleove operacije.

U kontekstu Booleove algebre supremum jo$ nazivamo unija, a infimum presjek.
Uobicajeno je kod definicije Booleove algebre eksplicitno zahtijevati jedinstvenost kom-
plementa. Premda to u prethodnoj definiciji nismo zahtijevali, to svojstvo ipak vrijedi u
komplementarnim distributivnim reSetkama.

Lema 1.3.4. Neka je B Booleova algebra. Tada za svaki x € B postoji jedinstveni komple-
ment.

14U engleskom jeziku se najée$ée koriste nazivi (redom) join i meet. Buduéi da ne postoji adekvatan
prijevod tih rijeci na hrvatski jezik, neCemo uvoditi neke druge rijeci.
5Vige o Heytingovim algebrama i rezultatima dobivenim iz njih u [2].
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Dokaz. Uzmimo x € B proizvoljan. Budu¢i da je B komplementarna reSetka, postoji
komplement y € B od x. Pretpostavimo da on nije jedinstven, tj. da postoji y* € B takav da
je ¥y’ komplement od x iy # y’. Iz Cinjenice da je B distributivna reSetka, imamo

Y=yAl=yA@vy)=(Arx)vaAy)=0viay)=yny

te

y=yvO0=yvxAay)=Qv)AQVvY)=1AQVY)=yvy.

Iz togaslijedidajeyvy =y=yay,akakovrijediy=yAy <y <yvy =y,
imamo po antisimetricnosti dajey = y’. [ |

Budu¢i da za svaki element x u Booleovoj algebri postoji jedinstveni komplement,
mozemo ga oznaciti posebnom oznakom —x. Nadalje, definiramo Booleovu implikaciju
kao (x=>y) := —x v y.

Definicija 1.3.5. Neka su B i B’ Booleove algebre. KaZemo da je h : B — B’ homomorfi-
zam algebri ako vrijedi:

(i) h(0p) = 0p, h(1p) = 1p.
(ii) h(x Ay) = h(x) A h(y), h(x v y) = h(x) v h(y), Yx,y € B
(iii) h(—x) = —h(x), Yx € B.

Kao i u standardnoj algebarskoj teoriji, injektivne homomorfizme nazivamo monomor-
fizmima, surjektivne epimorfizmima, a bijektivne izomorfizmima. [zomorfizam /# : B —
B nazivamo automorfizam, a grupu izomorfizama s B u B oznacavamo s Aut(B).

Definicija 1.3.6. KaZemo da je neprazna familija skupova 9 algebra skupova, ako je
zatvorena na konacne presjeke, unije i komplementiranje s obzirom na | ) 2.

U skupovnim algebrima se kao relacija parcijalnog uredaja uzima inkluzija.

Booleovu algebru B, poput resetke, nazivamo potpuna Booleova algebra ako svaki
podskup od B ima supremum i infimum. U daljnjem nastavku su nam potrebne Booleove
algebre s joS nekim posebnim svojstvima.

Definicija 1.3.7. Neka je B potpuna Booleova algebra. KaZemo da je podskup L C B lanac
ako za sve x,y € Lvrijedi x < yili y < x. Podskup A C B nazivamo antilanac ako vrijedi
x Ay =0zasve x,y € A. KaZemo da Booleova algebra ima (zadovoljava) Suslinovo
svojstvo ako je svaki antilanac u B prebrojiv.
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Vrlo bitan pojam, kako u logici, tako u topologiji, je pojam filtera. Osim koriStenja u
dokazu Stoneovog teorema, filteri igraju veliku ulogu u dokazivanju nezavisnosti aksioma
izbora od teorije ZF.

Definicija 1.3.8. Filter na ogranicenoj distributivnoj resetki R je podskup F C R za koji
vrijedi:

(i) 1e F,0¢F.
(ii) Ako su x,y € F, onda je x Ny € F.
(iii) Akojex € Fix <y, ondajeye€F.

Filter koji je maksimalan s obzirom na relaciju C naziva se ultrafilter. Za filter F
kaZemo da je prost ako x vy € F povlaci x € Filiy € F.

Pomocu aksioma izbora moZe se pokazati da se proizvoljan filter moZe prosiriti do
prostog filtera. O tome govori sljedeca lema.

Lema 1.3.9. Neka je F, filter na ogranicenoj distributivnoj resetki R te b ¢ Fy. Tada
postoji maksimalan filter koji sadrZi Fy, ali ne sadrZi b. Stovise, takav filter je prost.

Dokaz. Definiramo familiju . = {F C R | F filter,b ¢ Fyi Fy C F}. Nekaje L C .%
proizvoljan neprazan lanac i dokaZimo da je | J L iz familije .#. Pretpostavimo da je b €
(U L, tada postoji neki F' € L takav da je b € F, §to je kontradikcija jer je F € .%. Bududéi
daje 1 € F za svaki F € .%, specijalno to vrijedi za svaki F € L, tj 1 € [JL. OCito je
Fo C |JL. Akosu x,y € | J L, onda postoje Fy, F, € Ltakvidaje x € F te y € F,. Budu¢i
da je L lanac, bez smanjenja opéenitosti moZzemo pretpostaviti da je F; C Fy, tj. x,y € F5.
Kako je F; filter, slijedi da je x A y € F, Sto daje x A y € |J L. Nadalje, nekaje x € | JL
1 x <y. Tada postoji F' € Ltakavdajex € Fix <y. Jerje F filter, slijedidaje y € F,
tj. y € [JL itime dobivamo da je | J L filter koji ne sadrzi b. Trivijalno je | J L gornja
ograda elemenata iz L, stoga po Zornovoj lemiﬁ postoji maksimalan element familije .%#,
oznacimo ga s M.

Ocito je M filter koji ne sadrZi b, stoga preostaje joS dokazati da je M prost. Neka je
cvde M. Definragmo M, ={y e R|(Axe M)y >xArc)}iM;={yeR| (Axe M)(y >
x A d)}. Akoje b € M. N M,, onda postoje x,y € M takvida vrijedib > x Acib >y A d.
Tadaimamo b > (x Ac) v(xAd) = (xvy)A(xvd)A(cvy) Al(cvd) e M. Stoga slijedi
daje b € M, Sto je kontradikcija. Dakle vrijedi b ¢ M. ili b ¢ M. Pretpostavimo da vrijedi
b¢g M. OCitoje 1 € M,. Ako suy,z € M., onda postoje xi,x, € M takvidajey > x; A ci
7> X A c. Sve zajedno dobivamo y A z > (x; A X)) Ac, tj. y Az € M. Neka je joSy € M,

1674 iskaz i dokaz Zornove leme vidi [20].
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1y < z. Tada postoji x € M takavdajey > x A c Buduéidajez >y > x A ¢, imamo da je
Z € M.. Sve zajedno imamo da je M. filter. Nadalje, zaz € M vrijediz >z A ¢, tj. Z € M..
Zbog toga vrijedi M C M., a kako M. ne sadrzi b, iz maksimalnosti elementa M dobivamo
da vrijedi M = M., iz Cega slijedi ¢ € M. Analogno se dokazuje pretpostavimo li b ¢ M,
te tada dobijemo da vrijedi d € M. Na kraju imamo da vrijedic € M ilid € M. [

Jednostavna posljedica prethodne leme je sljedeci korolar.

Korolar 1.3.10. Neka je R ogranicena distributivna reSetka, te x,y € R takvi da vrijedi
x £ y. Tada postoji prost filter koji sadrZi x, ali ne i y.

Dokaz. Promotrimo skup S = {z | x < z}. Taj skup je ocito filteri y ¢ S. Tada po lemi
postoji prost filter koji sadrzi filter S i ne sadrzi y. Kako je x € S, slijedi tvrdnja
teorema. [ ]

Sada smo u moguénosti dokazati Stoneov teorem.
Teorem 1.3.11. (Stoneov teorem) Svaka Booleova algebra je izomorfna algebri skupova.

Dokaz. Neka je B Booleova algebra. Definirajmo skup P(B) = {F C B | F je prost filter} 1
preslikavanje i : B — Z2(P(B)) s h(x) = {F € P(B) | x € F}. Z(P(B)) je o¢ito Booleova
algebra, stoga preostaje pokazati da je 4 izomorfizam. OCito je A(1) = P(B) i h(0) = 0.
Neka su x,y € B, tada vrijedi h(x A y) = {F € P(B) | x Ay € F}. Trebamo dokazati da je
h(x Ay) = h(x) N h(y). Za G € h(x A y) imamo da je x A y € G i G je prost filter. Kako
po definiciji vrijedi x Ay < xte x Ay <y, slijedi po definiciji filtera da vrijedi x € G 1
y € G, tj G € h(x) N h(y). Obrnuto, ako je H € h(x) N h(y), tada je G prost filter i vrijedi
x € G te y € G. Po definiciji filtera slijedi da je x A y € G, a kako je G prost, to znaci da je
G € h(x A Y).

Dokazimo sada h(x v y) = h(x) U h(y). Za G € h(x v y) slijedi da je G prost filter 1
xvy € G. Kako je G prost,imamo daje x € G iliy € G, Sto znaci da vrijedi G € h(x)Uh(y).
S druge strane, za H € h(x) U h(y) imamo da je H prost filter i da vrijedi x € Hiliy € H.
Buduéi da vrijedi x < x v yiy < x v y, po definiciji filtera slijedi da je x v y € H, a kako
je H iprost, slijedi da je H € h(x v y). Neka je F € h(—x) i pretpostavimo da je F' ¢ h(x)‘.
Tada je F' € h(x), tj. x € F. Stoga imamo x € F'i —x € F. Kako je F filter, slijedi da je
x A —x =0 € F, ato je kontradikcija s definicijom filtera. S druge strane, ako je F' € h(x)“,
ondajex ¢ F. Jerjex v (—x) =1 € F, aF je prost, vrijedi x € F ili —x € F. Kako je
x ¢ F,slijedi —x € F.

Preostaje dokazati da vrijedi h(—x) = h(x)°. Neka je G € h(—x) 1 pretpostavimo da je
G ¢ h(x). Tada je G € h(x), tj. x € G. Stoga imamo x € G i —x € G. Kako je G filter,
slijedi da je x A (—x) = 0 € G, a to je kontradikcija s definicijom filtera. S druge strane,
ako je G € h(x)°,ondaje x ¢ G. Buduéidaje 1 = x v (—x) € G i G je prost, slijedi da je
xeGili—-xeG.lzx ¢ G,slijedi —x € G.
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Iz prethodno dokazanog slijedi da je preslikavanje 2 homomorfizam, a iz korolara
[1.3.10] slijedi da je # monomorfizam. Na kraju imamo da je preslikavanje #: B — Im(h)
epimorfizam, odnosno izomorfizam. [ ]

1.4 Topologija

U dokazima nezavisnosti od velike vaznosti su nam neki osnovni topoloski pojmovi. Pot-
puniji pregled opce topologije moZe se pronaci u [24].

Definicija 1.4.1. Neka je X skup i T familija podskupova od X. KaZemo da je familja T
topologija na skupu X, te da je (X, T") topoloSki prostor ako vrijedi:

(i) XeT.
(ii) Ako je I skup, te je U; € T za svakii € I, tada je | JU; € T .

iel

(iii) Ako jen € w, te su Uy,...,U, € T, tada je ﬁ U eT.
i=1
Elemente topologije nazivamo otvoreni skupovi, a njihove komplemente nazivamo za-
tvoreni skupovi. Otvorena okolina neke tocke iz topoloSkog prostora X je svaki otvoreni
skup koji je sadrzi. Umjesto ,,otvorena okolina”, najces¢e ¢emo govoriti samo ,,0kolina”.
Topoloski prostor (X, Z2(X)) nazivamo diskretan topoloski prostor, a &?(X) nazivamo
diskretna topologija.

Definicija 1.4.2. Baza topoloskog prostora (X,T) je familija B C T takva da se svaki
U € T moZe zapisati kao unija nekih elemenata te familije.

Lako se dokaze da postoji jedinstvena topologija sa zadanom bazom Iz definicije
nije lako provjeriti da je neka familija baza. Na srecu, postoji jednostavna karakterizacija
koja olakSava provjeravanje.

Teorem 1.4.3. Neka je (X,T) topoloski prostor. Familija B je baza topologije T ako i
samo ako za svaki U € T i x € U postoji B € B takav da je x € B C U.

Dokaz prethodnog teorema moZze se pronaci u [24]].

Definicija 1.4.4. Neka su {(X;,7;) | i € I} topoloski prostori. Produktna topologija na
[1X: je topologija ¢ija baza je

iel

B= {n U,; | UieTizasvei, te je U = X; za sve osim konacno mnogo i}.
iel

17vidi [24].
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Na topoloskom prostoru (X, 7") za skup A C X definiramo zatvara¢ kao skup A svih
elemenata x € X takvih da svaka otvorena okolina od x sijece A, i unutrasnjost skupa A,
u oznaci Int(A), kao najveci otvoreni skup sadrzan u A.

Definicija 1.4.5. KaZemo da je skup U regularno otvoren u topoloskom prostoru (X,7")
ako je ako je Int(U) = U. Familiju regularno otvorenih skupova prostora X oznacavamo s
RO(X).

Familiju regularno otvorenih skupova moguce je, s odgovarajuéim operacijama, pre-
tvoriti u Booleovu algebru.

Teorem 1.4.6. Familija RO(X) s operacijama definiranims U~V := Inf(U U V), UAV :=
UnVte-U:=U jeBooleova algebra, pri cemu je () najmanji, a X najveci element.

Dokaz se moZe pronadi u [12]].

Definicija 1.4.7. Neka je (X,T) topoloski prostor. Familija A C T je antilanac ako su
svaka dva njena skupa medusobno disjunktna. KazZemo da topoloski prostor ima (zadovo-
ljava) Suslinovo svojstvo ako mu je svaki antilanac prebrojiv.

Suslinovo svojstvo za topoloske prostore donekle odgovara Suslinovom svojstvu za
Booleove algebre. Razlika je u operaciji pomocu koje se definiranju antilanci. U topolo-
Skim prostorima se antilanac definira pomocu obi¢nog skupovnog presjeka, a u Booleovim
algebrama pomocu infimuma.

Definicija 1.4.8. KaZemo da je topoloski prostor (X,T") separabilan ako postoji konacan
ili prebrojiv skup A C X takav da je ANU # 0 za svaki U € T .

Separabilnost ¢e nam u nastavku igrati vaznu ulogu u odredivanju ima li odredeni pro-
duktni topoloski prostor Suslinovo svojstvo. Primijetimo da je svaki konacan ili prebrojiv
topoloski prostor separabilan. Nadalje, svaki separabilan topoloski prostor ima Suslinovo
SVOjstvo

187a dokaz vidi [[10].



Poglavlje 2

Booleova prosirenja

2.1 Konstrukcija modela

Za poznavanje nekog skupa x dovoljno je znati, za svaki objekt y, vrijedi li y € x ili ne.
Vodeni time, svaki skup x moZemo poistovjetiti s karakteristicnom funkcijom y.: V —
{0,1} = 2, takvom da za svaki skup y vrijedi y,(y) = 1 ako je y € x, a y.(y) = 0 ako
vrijedi y ¢ x. Ukoliko svaki skup poistovjetimo s njegovom karakteristicnom funkcijom,
kumulativna hijerarhija postaje hijerarhija funkcija. Primijetimo da je 2 potpuna Boole-
ova algebra, stoga je interesantno poopditi prethodno razmatranje na proizvoljne potpune
Booleove algebre.

Definicija 2.1.1. Neka je B potpuna Booleova algebra. Transfinitnom rekurzijom defini-
ramo Booleovo proSirenje od V (preciznije: B-proSirenje od 'V ):

(i) Vo :=0.
(ii)) VB :={u| u: V¥ - B}

(iii) VB .= |J V2, ako je a grani¢ni ordinal.
Bea
(iv) VB:= | V&
a€ln
Booleovo proSirenje krade nazivamo proSirenje, a elemente proSirenja nazivamo
B-skupovima. Alfabet £ teorije skupova proSirujemo do alfabeta £ tako da u £ do-
damo po jedan konstantski simbol za svaki element iz pro§irenja. Formule alfabeta .£58
nazivamo B-formulama.
Definiramo preslikavanje [-]? sa klase svih B-formula u Booleovu algebru B, koje
nazivamo Booleovo preslikavanje, i za B-formulu ¢ kazemo da je [¢]|® njezina Booleova

17
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istinitosna vrijednost. Primijetimo kako je time poopcen pojam istinitosti formula, te ne
samo da su moguce vrijednosti standardne dvovrijednosne logike 1 i 0, ve¢ su moguce bilo
koje vrijednosti iz B. Za B-formulu ¢ kaZemo da je apsolutno istinita, i pisemo V2 | ¢,
ako vrijedi [¢]® = 1, a kaZzemo da je apsolutno laZna, te piSemo V8 ¥ ¢, ako vrijedi

[¢1” = 0.

Definicija 2.1.2. Neka su u,v € VB i ¢, B-formule. Definiramo preslikavanje [-]® na
sljedeci nacin:

(i) Tuevl®:= \V () A u = x]P).

xeD(v)
(i) [u=v]":= A ) =[xevl®) A~ A (vO) = [y € ul®).
xeD(u) yeD(v)

(iii) [-¢1” = ~lel".

(iv) [e Ayl® = [e]® A [y1°
v) [e Vv yl® = [e]® v [¥]*
(vi) [Axe(01” := V [e@]”.

uevs

U nastavku ¢emo najéeSée pisati [-] umjesto [-]°. Iz definicije Booleovog prosirenja
je jasno da je svaki element proSirenja u nekom nivou prosirenja. Slicno kao rang skupa,
moZemo definirati Booleov rang elementa u € V5, u oznaci rkp, kao najmanji ordinalni
broj @ za koji je u € V2 ,. Tada rekurzijom po (rkg(u), rkp(v)), pretpostavljajuéi da je na
On X On zadan kanonski dobar uredaﬂ proizlazi da je s (i) 1 (ii) u prethodnoj definiciji
dobro definirana Booleova istinitost atomarnih formula. Detalji se mogu pronaci u [23].

Budu¢i da je klasa {[¢(u)] | u € VB} C B skup, definicija (vi) pomoéu supremuma po
klasi V? je dobra. Cinjenica da se model prosiruje koristeéi element kojeg sadrzi, velika je
prednost ovakvog pristupa u odnosu na CohenovE]

Kako se kvantifikator V moze prikazati preko 4, pomocu De Morganovih pravila za Bo-
oleove operacije dobivamo [Vx¢(x)] = [-Ax—~¢(x)] = —[FAx—@(x)] = — V [~e@)]? =

ueVB
A [==e)]” = A Te)]”
uevs ueVEB
Teorem 2.1.3. Svi logicki aksiomi su apsolutno istiniti u V®, i sva pravila izvoda ¢uvaju
istinitost u V5.

'Vidi [20].
2U Cohenovom forcingu se model prosiruje koristeéi element koji nije sadrzan u tom modelu, a osim
matematickih, pojavljuju se i neki filozofski problemi. Interesantna rasprava o tome dana je u [[14]] i [21]].



POGLAVLIJE 2. BOOLEOVA PROSIRENJA 19

Dokaz. Dokazimo za ilustraciju da je istinit aksiom ¢ — (¥ — ¢) za proizvoljne B-
formule i ¢. [ = W — @)l = (el = ¥ — ) = —llel v ¥y — ¢l = —lel v
—l[¥l v ilel=1vIyl=1

Dokazimo sada da pravila izvoda Cuvaju istinitost, tj. ako su premise istinite, da je
istinit 1 zakljucak. Pretpostavimo da vrijedi [¢]] = 11 [-¢ V] = 1. Tada imamo [Vue] =
A ¢l = 1. Nadalje, I = [-oVyl = [-¢l vVl = -lel vyl =-1vI¥gl=0vIiyl =

uevs

1. m

Korisnom se pokazuje sljedeca lema.

Lema 2.1.4. Neka je T prosirenje teorije ZF i neka su ¢ i Y formule teorije T. Ako vrijedi
T+ ¢ — y, onda je [¢] < [¥].

Dokaz. Zbog teorema [2.1.3] indukcijom po izgradnji dokaza T + ¢ — ¢ dobivamo [¢ —
Y] = 1. Sadaimamo [¢ — ¢¥] = [~¢ V ¢¥] = —[[¢] v [¥] = 1. 1z toga slijedi

[ell =1 A llell = (=llell v Ty A el = (=@l A el v (el A Ty = lell A Tyl
Dakle, [¢] < [[¥1. [ ]
Od velike pomo¢i u nastavku nam je sljedeca vazna tvrdnja.

Teorem 2.1.5. Neka su T i T’ proSirenja teorije ZF takva da konzistentnost od ZF povlaci
konzistentnost od T’. Pretpostavimo da u jeziku teorije skupova moZemo definirati potpunu
Booleovu algebru B takvu da vrijedi:

(i) T' v ,,B je potpuna Booleova algebra”.
(ii) T' v [F] = 1 za svaki aksiom teorije T.
Tada konzistentnost od ZF povlaci konzistentnost od T.

Dokaz. Pretpostavimo da ZF jest konzistentna teorija, a T nije konzistentna teorija. Tada
postoji konacCan skup aksioma F, ..., F, teorije T 1 proizvoljna reCenica G takva da vrijedi
T v (FiA...AF,) = (GA-G). Buduci da za svaki aksiom F teorije T vrijedi 77 + [F] = 1,
tj. T’ + F,iztogadobivamo 7' + (F1 A ... A F,) > (GA-G)iT' v [F1AN...ANF,] = 1.
Sadaizleme2.14slijedi T + [Fi A...AF,] < [GA-G], tj. T + 1 < 0, §to znaci da je 7"
nekonzistentna teorija, a to povlaci da je i ZF nekonzistentna, suprotno pretpostavci. H

U nastavku princip indukcije Zelimo provoditi ne samo po dobro uredenim relacijama,
ved 1 po dobro utemeljenim relacijama.
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Definicija 2.1.6. Neka je K klasa i R relacija na K. Za x € K, klasu extg(x) :={y € K |
y R x} zovemo ekstenzijom skupa x s obzirom na relaciju R. Ako je extgr(x) skup za svaki
x € K, onda kaZemo da je relacija R skupolika na klasi K. KaZemo da je skupolika relacija
R dobro utemeljena na klasi K ako svaki neprazan podskup X od K ima R-minimalni
element.

Moze se dokazatiE] da ako je R dobro utemeljena relacija na klasi K, onda svaka ne-
prazna potklasa od K ima R-minimalni element. Takoder, aksiom regularnosti je ekviva-
lentan s tvrdnjom da je relacija € dobro utemeljenaﬂ

Teorem 2.1.7. (Princip indukcije) Neka je K klasa, R dobro utemeljena relacija na K, te
@(x) neka formula. Pretpostavimo da za svaki x € K tvrdnja (Vz € extgr(x)) ¢(z) povlaci
@(x). Tada vrijedi ¢(x) za svaki x € K.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da vrijedi tvrdnja teorema, ali da postoji x € K za koji
ne vrijedi ¢(x). Definirajmo klasu 7' = {z € K | =¢(z)}. Po pretpostavci je T neprazna
pa postoji R-minimalan element od 7, ozna¢imo ga s xo. Za svaki z R xy vrijedi ¢(z).
Pretpostavka tada povlaci ¢(xy), Sto je kontradikcija. [

Pomocu aksioma regularnosti se moZe pokazati da ne postoji beskonacno padajuci niz
skupova, tj. ne postoje skupovi x,, gdje je n € w, takvi da vrijedi --- € x3 € x, € x; € Xp.
No vrijedi i opéenitiji rezultat.

Teorem 2.1.8. Neka je R skupolika relacija na klasi K. R je dobro utemeljena relacija na K
ako i samo ako ne postoji niz skupova {x,, € K | n € w} takav da vrijedi - - - R x, R x; R x.

Dokaz. Pretpostavimo da je R dobro utemeljena relacija na K i pretpostavimo da postoji
niz skupova {x, € K | n € w} takvih da vrijedi --- R x, R x; R xo R y. Tada skup
X = {x, | n € w} oCito nema R-minimalan element, $to je kontradikcija s Cinjenicom da je
R dobro utemeljena.

S druge strane, pretpostavimo da R nije dobro utemeljena, tj. da postoji podskup X klase
K koji nema R-minimalan element. Uzmimo proizvoljan xy € X. Tada je skup extg(xo) N X
neprazan po definiciji R-minimalnog elementa, pa uzmimo jedan takav i ozna¢imo ga s x;.
Sada imamo x; R x,. Sli¢no kao za xy, 1 za x; postoji x, € X takav da vrijedi x, R x; R xo.
Analogno nastavljamo postupak i dobivamo beskonac¢ni padajuéiniz --- R x3 R x, R x; R
Xp 1z K. Primijetimo da smo u dokazu ovog teorema koristili aksiom izbora. [ ]

Na B-prosirenju definiramo relaciju E na sljedeéi nadin: za x,u € V5 vrijedi x E u ako
je x € D(u). Kako bismo bili u mogucnosti provoditi indukciju po relaciji E, potrebno je
provjeriti da je ona dobro utemeljena na klasi V5.

3Vidi [20].
4Za detalje vidi [20].
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Teorem 2.1.9. Relacija E je skupolika, i svaki neprazan podskup od V® ima E-minimalan
element.

Dokaz. Da bismo dokazali da je E skupolika, moramo provijeriti da je extz(u) = {x € VB |
x E u} skup za svaki u € V5. Uzmimo proizvoljan u € V5. Tada po definiciji relacije
imamo {x € VB | x E u} = {x € VB | x € D(u)}. Buduéi da se u nalazi na nekom nivou V5

D(u) je neki nivo Vg C VB §to znadi da je D(u) skup. Sada po aksiomu separacije slijedi
da je extg(u) skup, tj. E je skupolika relacija.

Pretpostavimo da postoji neprazan podskup od V? koji nema E-minimalan element, tj.
pretpostavimo da E nije dobro utemeljena relacija na V5. Tada po teoremu postoji
beskonalan niz {u, € V8 | n € w} takav da vrijedi --- E uy E u; E uy. Po definiciji relacije
E, za dva elementa proSirenja v, w vrijedi v E w ako i samo ako v € {v} € (v,w(v)) € w.
Stoga imamo

< €Uy € {ur) € (up, ui(u2)) € uy € {ur} € (uy, up(uy)) € up.

Dakle, postoji beskonacan padajuci niz skupova s obzirom na relaciju €. Iz teorema [2.1.§|
sada slijedi da € nije dobro utemeljena relacija, $to je kontradikcija s aksiomom regular-
nosti. [ |

Glavna primjena indukcije po relaciji £ dana je u dokazu osnovnih svojstava Booleovog
preslikavanja.

Teorem 2.1.10. Za sve u,v,w € V5, i za svaku B-formulu ¢ vrijedi:
(i) [u=u] =1
(i) (Vx E w)(u(x) < [x € ul).
(iii) [u=v] =[v=ul.
(iv) [u=vl Allv=wl <[[u=w].
(v) [u=vl] Alluew] <[lvew].
(vi) [v=w]l A lu€ev] <[uew].
(vii) [u=v] A [e@] < [eM].
Dokaz. (i) i (ii): pretpostavimo da je [y = y]| = 1 za svaki y E u. Tada za x E u, imamo

v € ull =\ @) A llx=y1) = (o) A e = 6l = u(x)
yEu
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Iz toga slijedi [u = u]l = A (u(x) = [x € u])) = 1 te [x € u]] > u(x) za svaki x E u.

xEu

(iii) Trivijalno vrijedi zbog komutativnosti od A.

(iv) Neka je u € V2 fiksan te pretpostavimo da za svake v,w € V& i x E u vrijedi
[x=vlAllv=w]l<[x=w].Zax Eu,y Eviz Ewimamo

[x=ylAlly=z] A wz) <[x=2z] A w(z).

Uzmemo li supremum po z dobijemo [x = y]] A [y € w] < [x € w]. Iz definicije
pak dobivamo [v = w]l Av(y) < [y e wli[[v=w] Alx = y] A vy < [x € w].
Uzmemo li supremum po y dobijemo [x € v]] A [[v = w] < [[x € w]. Po definiciji imamo
[ = v] A u(x) < [x € v] iz Cega slijedi [[u = v] A [[v = w]l A u(x) < [x € w], Sto je
drugacije zapisano [[u = v]] A [v = w] < (u(x) = [x € w]). OCito vrijedi

[u=vlAllv=w]< A@x) = [xewl.

xEu

Primijenimo li sli¢nu argumentaciju na [w = v]] A [v = x]] < [[w = x]|, dobijemo

[w=vlAllv=ul £ AWz = [z € ul),

zEw

Sto zajedno s prethodnom formulom po definiciji daje tvrdnju.

(v) Neka su u, v € V8 proizvoljni i pretpostavimo da za sve z E w vrijedi [u = v A [[u €
zll < [[v € z] . Tada iz tvrdnje (iv) slijedi

[ =vl Alu=zl Aw() <[lv==z] A w).

Uzmemo li supremum po z, dobijemo trazenu tvrdnju.

(vi) Neka su u,w € V2 proizvoljni i pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svaki y E v.
Tada imamo [[v = w]] A v(y) < [ly € w] zay E v. Koristeéi tvrdnju (v) dobijemo

[v=wlnAlu=yl Avy <[uecw].

Uzmemo li sada supremum po y, dobijemo tvrdnju.

(vii) Dokazujemo indukcijom po sloZenosti formule. Ako je ¢(x) atomarna, tj. oblika
x €w, x =wiliw € x zaneki w € V5, tada se (vii) svodi na tvrdnje (iv), (v), odnosno (vi).
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve glavne potformule od ¢(x). Tvrdnja je trivijalna za

formule oblika y(x) A ¢(x) i ¥(x) V ¥(x). Ako je ¢ = Iyy(x,y), tada imamo [Iyy(u,y)] =
V [¥(u, w)]. Iz toga slijedi

weVB
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[wu=vIA V Wuwl=V (lu=vlAlywwl < V [Ye,wl =[13yy@,l,

weVB weVB weVB

Sto nam daje tvrdnju. [ ]

U nastavku, koriStenje svojstava dokazanih prethodnim teoremom necemo posebno na-
glaSavati.

Korolar 2.1.11. (Ogranicenost) Za svaku B-formulu ¢ s jednom slobodnom varijablom i
u € VB yrijedi

() [Ax € )] =V (ux) A [e(x)]).

xEu

(it) [(Vx € w)e(x)] = \b[(M(X) = [e)1D.

Dokaz. Tvrdnju je dovoljno dokazati samo za egzistencijalni kvantifikator jer se univer-
zalni kvantifikator smatra samo pokratom.

[(@x € 0 @0l = [Ax(x € u A p(x)]
= \/lzeunew]

zeVB

_ \/ \/([[x =zl A u(x) A [ez)])

zeVB xEu

=\/ @@ A \/1Iz = x A gx)D)

xEu zeVB

- \/(u(x) A [Fz(z = x A ()]

xEu

= \/ @) A T,

xEu
Sto je upravo (i). [

Jasno je kako se svaki element proSirenja nalazi u V, no na neki nacin vrijedi i obrnuto;
kumulativnu hijerarhiju moguce je na prirodan nacin uloziti u njezino Booleovo prosirenje.
U tom smislu mozemo V shvatiti kao ,,potklasu” od VB,

Definicija 2.1.12. Za svaki x € V induktivno definiramo kanonsko (standardno) ime

2:={@, | yexteVr:.
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Kanonska imena su prirodni reprezentanti skupova iz V u Booleovom proSirenju, stoga
je prirodno oCekivati da se veéina osnovnih svojstava skupova, barem djelomicno, reflektira
u pripadnom prosirenju.

Teorem 2.1.13. (i) Zax €V, u € VB vrijedi [u € 2] = \/ [u = 9.

yeX

(ii) Za x,y € V vrijedi

VI:xeyakoisamoakOVBI:fcej), te
V= x=yakoisamo ako VE =% =75.

Dokaz. (i)

[ue il =\/GE Alu=zD
zEX

= \/(G6) A 1w = 31
yeX

=\/lu =71,

YEX
jerje X(y) =1zaye€ x.

(if) Tvrdnju dokazujemo indukcijom po rk(y). Pretpostavimo da vrijedi

Vx(xeze [Xez]=1),
Vx(x=ze [x=2]=1),
Vx(zexeo [Zex]=1),

za svaki z € V takav da je rk(z) < rk(y).
Iz tvrdnje (i) slijedi [£ € $] = \/[£ = 7]. Bududi da je rk(z) < rk(y) za t € y, vrijedi

tey
[£ € $] = 1 ako i samo ako je [ = £] = 1 za neki ¢ € y. Naime, ako je [£ € ] = 1,
opCenito vrijedi [f = £] < 1 za neki ¢ € y. Pretpostavimo li da za svaki ¢ € y vrijedi
[7 = £] < 1, zbog Cinjenice da je t € y, tj. rk(f) < rk(y), i pretpostavke indukcije, slijedi da
za svaki skup x vrijedi ¢ # x, Sto je o€ito kontradikcija.
Sada imamo da vrijedi V2 | £ € § ako i samo ako je [ = x]] = 1 za neki ¢ € y, §to po
pretpostavci indukcije vrijedi ako 1 samo ako je x € y.
Za jednakost imamo [£ = §]] = A7 € §1 A ALS € 2], a zbog s € y, vrijedi rk(s) <

tex sey
rk(y). Po pretpostavci indukcije vrijedi V2 £ £ = $ akoisamo akojet € yzasvet € xi
s € x za sve s € y. Sada iz aksioma ekstenzionalnosti slijedi da je x = y.
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Za trecu tvrdnju imamo [§ € £] = \/[f = $]. Stoga V® E $ € % ako i samo ako
tex

VB E 9 = fzanekit € x. Iz prethodno dokazanog (slu¢aj jednakosti) vrijedi V = y = t za
neki z € x, tj. vrijedi y € x. [

Ukoliko umjesto proizvoljne potpune Booleove algebre promatramo jednostavno 2,
dobivamo relativno precizne rezultate o Booleovom proSirenju.

Teorem 2.1.14. (i) x — X je injekcija s V u V>.
(ii) Za svaki u € V? postoji jedinstveni x € V tako da V* £ u = .

(iii) Neka je ¢(xy,...,x,) formulai x,,...,x, € V. Tada vrijedi V &= ¢(x1,...,x,) ako i
samo ako V* £ ¢(%1, ..., %,).

Dokaz. (i) slijedi direktno iz tvrdnje (ii) teorema[2.1.13]

(if) dokazujemo indukcijom po relaciji E. Neka je u € V2 proizvoljan i pretpostavimo
da za svaki z E u postoji y € V takav da vrijedi [z = $]] = 1. Definirajmo

x=eV|@zEuw([y=zl=1Au(z) =1}

Zayexvrijedi[y e ul = V(@) Allz=3]) =1,azaz e S(u) imamo u(z) < [z €
zEu
x] = Vlz = 91. Sve zajedno daje
yEX
[u=51=\wx=>lzezD A NIFeul 1.
zEu yex
(iii) dokazujemo indukcijom po sloZenosti formule. Ako je ¢ atomarna formula, tada
iz (ii) slijedi tvrdnja. Neka je ¢(xi,...,Xx,) proizvoljna formula, x,...,x, € V i pret-
postavimo da tvrdnja vrijedi za sve glavne potformule od ¢(xi,...,x,). Za konjunk-
ciju i disjunkciju je tvrdnja trivijalna, stoga tvrdnju trebamo dokazati za ¢(xy,...,x,) =
Ay (y, x1,. .., xp).
Pretpostavimo da vrijedi V E ¢(xy,...,x,). Tada postoji z € V takav da vrijedi
V & ¥(z, X1, ..., X,), a po pretpostavci indukcije slijedi V2 & (2, &1, ..., %), G.

Lo, 0l = \/ [, &1, &)1 = 1.

ueV?

Pretpostavimo da vrijedi V? | ¢(&1,...,%,). Tadaimamo \/ [y(u, %,,...,%,)] = 1, tj.
uey?
[ (u, %1,...,%)] = 1 zaneki u € V2. Po tvrdnji (iv) postoji x € V takav da je [£ = u].
Sada imamo
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L=y, Xy, X001 A I8 = ull < [Y(X, &1, XD,

a po pretpostavci indukcije onda vrijedi V | ¢(xy, ..., x,). [

Prethodnim teoremom dokazali smo da su V i V? izomorfne hijerarhije i time zapravo
opravdali terminologiju ,,prosirenje”, jer je V2 prosirenje od V2, pa ga moZemo smatrati
prosirenjem od V.

Koriste¢i tvrdnju (iii) teorema [2.1.14] moguce je generalizirati rezultate te tvdnje na
proizvoljne potpune Booleove algebre ako se ograni¢imo na %, formule.

Teorem 2.1.15. Neka je o(x1,...,x,) Xo formula i xy,...,x, € V. Tada za svaku potpunu
Booleovu algebru B vrijedi V | ¢(xy, ..., x,) ako i samo ako VB = ¢(&1, ..., %,).

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po izgradnji X, formule. Uzmimo proizvoljnu
potpunu Booleovu algebru B. OCcito je tvrdnja istinita za atomarne formule po teoremu
[2.1.13] Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za X, formule ¢(xy,...,x,) i ¥(xy,...,x,), pri
demu su xj,...,x, € V. Tada ocito tvrdnja vrijedi za negaciju, konjunkciju i disjunk-
ciju tih formula. Nadalje, neka je ¥(z,zi, ..., 2,) Zo formula s n + 1 slobodnih varijabli i
pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za tu formulu. DokaZimo da tvrdnja vrijedi za formuLu
(Jz € y)¥(z, x1,...,x,), gdje xy, ..., x,,y valuiramo objektima iz V (dovoljno je tvrdnju
dokazati samo za egzistencijalni ograniceni kvantifikator).

Ako vrijedi V E (dz € y)y(z, x1,...,x,), onda postoji neki x € y takav da vrijedi
V E ¥(x,xq,...,x,). Po pretpostavci sada dobivamo V& | y(%, %1, ..., £,),
VEBE @QzeDy(z, 21,..., %)

S druge strane, ako vrijedi V2 | (Az € §) (&, &1, ..., £,), onda imamo

1 = [[(EIZ € )A’)W(Z,fcl’---’fcn)]] = \/[[w()%’ j‘\’-l’-' 9)2n)]] = \/[[l//()%,)%l,,)’en)]]

ZE XEY
Tvrdimo da postoji x € y takav da je 1 = [¥(x, X;,...,%,)]. Pretpostavimo su-
protno, tj. da za svaki x € y vrijedi [yY(X, X,...,%,)] < 1. Tada po teoremu [2.1.14
(iif) imamo [¥(&, %1,..., %)) < 1, $to daje [W(%, %1,...,%,)]*> = 0. Tada je specijalno
—[y (X, X1,...,x,)] = 1. Sve skupa sada imamo

0 ==\ &1, &)l = /\ —I9(& &1, 801 = 1.

X€y xey

Dakle, postoji x € y takav da je [¥(x, X1,...,%,)] = 1. 1z toga pak slijedi da postoji
x € ytakavdavrijedi V E Y(x, x1,...,x,), ). VE (Jz e y)¥(z, x1,...,X,). [ ]

Ukoliko promatramo X, formule, jedna implikacija iz prethodnog teorema ostaje sacu-
vana, dok druga ne mora nuzno vrijediti.
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Teorem 2.1.16. Neka je o(x1,...,x,) X formulai xy,...,x, € V. Tada vrijedi:
akoV E @(x1,...,x,), onda VB £ o(%1, ..., %,).

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po izgradnji £; formule. Za atomarne formule

tvrdnja ocito slijedi iz teorema [2.1.13] Neka je ¢(x,. .., x,) proizvoljna formula i pret-
postavimo da tvrdnja vrijedi za sve glavne potformule od ¢(x,...,x,). Za konjunkciju
1 disjunkciju tvrdnja odmah slijedi iz pretpostavke indukcije, stoga je dovoljno dokazati
tvrdnju za slu€aj ¢(xy, ..., x,) = Axp(x, x1, ..., X,).

Pretpostavimo da vrijedi V | Axp(x, xq, ..., x,). Tada postoji neki z € V takav da
vrijedi V & ¥(z, x1, ..., x,). Iz pretpostavke indukcije slijedi V2 & y(2, %1, ..., £,). Dakle,
postoji element u € V2 takav da je [¥(Z, £1,. .., %,)] = 1. Stoga imamo

[[EI)C(/I()C, -219 e 'i’-}’l)]] = \/B[[w(l/h -219 cee -)2n)]] = 1’
ueV
1z Cega slijedi tvrdnja. [

Sada smo napokon u moguénosti dokazati da su u Booleovom proSirenju istiniti aksi-
omi teorije ZF. Dokaz istinitosti aksioma izbora odlaZzemo do zadnje tocke poglavlja.

Lema 2.1.17. Aksiom ekstenzionalnosti, shema aksioma spearacije i shema aksioma za-
mjene vrijede u V°.

Dokaz. Aksiom ekstenzionalnosti. Uzmimo proizvoljne x,y iz V8 i ozna&imo s A formulu
Vz(z € x & z € y) = x = y. Znamo da vrijedi

Vizexeo zey)=Vzizex > z€y)AVzI(z€ey = Z € X)
=V(zex)zey) ANV(z€y)z € x).

Stoga imamo

[Al = ([V(z e D)z e NI A [V(zey(zen]) = [x=yl
=| \&c@ = TzeyD A \6@ = [z € x| = [x =y
zEx zEy
Sada iz definicije [x = y] slijedi tvrdnja.
Shema aksioma separacije. Neka je x € V® proizvoljan i ¢ proizvoljna B-formula

s jednom slobodnom varijablom. Definiramo y tako da vrijedi D(y) := D(x), te y(z) :=
x(z) A [[e(2)] za svaki z E y. Tada imamo
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[Vzzey o zexAp@) = [V ey)z e x Ap)] A [V(z € x)(p(z) = z€y].

Za prvi konjunkt imamo

[VzeyexAe@)l= \OR = Iz € x Ag@I)

zEy

= /\((X(Z) A o@D = (z€ x A le(]) = 1.

zEy

Analogno i za drugi konjunkt dobijemo vrijednost 1, pa slijedi tvrdnja.

Shema aksioma zamjene. Neka je ¢(x,y) proizvoljna B-formula s dvije slobodne vari-
jable. Pretpostavimo da ¢(x,y) ima funkcijsko svojstvo, tj. da vrijedi VxA!yp(x,y). Tada
imamo

VxIyVz((At € x)p(t,z7) = z € y) = VxAyWz(Vt € x)—@(t,2) V Z € Y)
= Vxdy(Vt € x)Vz(p(t,7) = 2 € y)
= Vx3Ay(Vt € x)(Jz € y)p(t, 2) (2.1)

Zadnja ekvivalencija vrijedi zato Sto ¢(x,y) ima funkcijsko svojstvo. Uz tu pretpos-
tavku, dovoljno je dokazati V& = Vx3yVz((3t € x)p(t,z) — z € y), jer se suprotni smjer
dobiva primjenom sheme aksioma separacije. Naime, ako znamo da gornja formula vrijedi
u prosirenju, za svaki x definiramo y’ := {z € y | (A € x)p(t, x)}. Time smo dokazali
VB E VxAyVz(z € y — (At € x)¢(t, 7)) jer shema aksioma separacije vrijedi u proSirenju.

Preostaje dokazati VB | Vx3dyVz((Ir € x)¢(t,z) — z € y), §to je zbog formule (2.1)
ekvivaletno V® | Vx3Ay(Vt € x)(Jz € y)¢(t,z), a za prethodnu tvrdnju je pak dovoljno
dokazati sljedecu tvrdnju: V8 | Vx((Vt € x)Jze(t, y)) — Iy(Vt € x)(Az € y)p(t, 2)).

Neka je x € V5 proizvoljan i ¢t E x fiksan. Definirajmo skup K := {[¢(t,2)] | z €
VB} C B. Po shemi aksioma zamjene za skupove postoji ordinal a(f) takav da vrijedi
K :={le(t,2)l |z € Vf(t)}. Stavimo @ = sup{a(?) | t E x} i definirajmo y = V& x {1}. Sada
imamo

[Vt € DTzt 1 = N\ ud) = (\/ Te(x, 0T

tEx zeVB

- /\ u(t) = ( v Loz, 2)1)

B
tEx z€ Va(r)

< /\ u(t) = (\/ [t 1)

tEx zeV8

= /\ u(t) = [(Az € y) (t, 21 = [Vt € )(Fz € y) (1, )]

tEx
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Buduci da ¢(x, y) ima funkcijsko svojstvo, slijedi

[(V1 € x)Aze(t, )] = [(V1 € )Tz € y)p(t,2)] = 1,

Sto daje tvrdnju. [
Lema 2.1.18. Aksiomi unije, partitivnog skupa i beskonacnosti vrijede u V5.

Dokaz. Aksiom unije. Neka je x € V& proizvoljan. Definirajmo y tako da vrijedi D(y) :=
U D()1y(z) := [(A € x) (z € 1)] za svaki z E x. Trebamo pokazati da vrijedi [y = | x]] =

tEx
1. Za jednu inkluziju imamo

[y cuxll = [(Vzey@re x)zen] = /\y(z) = [Arex)(zen] = 1.
zEy
Nadalje, uzmimo ¢ E x i z E ¢ proizvoljne. Tada vrijedi
(O A (z) < x(0) Az et] < \/(X(t) Azedd) =1 e x)(zen] =y() <lzeyl.

tEx

Druga inkluzija lako slijedi iz prethodne formule,

[Ux Syl =(Vte x)(Vzet)(ze ]
= A\ = [(Vz ez ey

tEx

= /\(x(t) = (/\(t(z) = [z €yl)

tEx zEt

= /\ /\(x(t) = (H(2) = [z € y]))
tEx zEt

= /\ /\ =x(1) v —1(z) v [z €yl
tEx zEt

= A\ N\ -G A 12) v [z €yl
tEx zEt

Zé\/E\t—[[zey]]v [zeyl=1.

Aksiom partitivnog skupa. Neka je x € V¥ proizvoljan. Definirajmo y tako da vrijedi
D(y) := BP™ te y(z) := [z C x]| za svaki z E y. Lako slijedi jedan smjer,
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[(Vzenecnl= \6@ =Ll = \6@ = y@)=1.

zEy zEy

Za dokaz drugog smjera, za proizvoljni fiksni z € V# definirajmo 7z’ tako da vrijedi
D(Z) == D(x)i17Z(t) :=[[t € z] zat E 7. Primijetimo da vrijedi 77 E y. DokaZimo da
vrijedi[zCx—-z=Z]=1i[zCx—->7Zey]=1.

Uzmimo w € V® proizvoljan. Tada imamo

wel=\/@0Alr=wh=\/Urezl Al =wl < [wezl.

tEx tEx

Iz toga slijedi

[ cal=I(weHwedl= \Ew =lwez = 1.

wEZ7

Nadalje, za proizvoljan w € V& imamo

[[wez/\wex]]:\/(x(t)/\[[w:t]]/\|[wex]])é\/([[w:t]]/\[[wez]])

tEx tEx

- \/([w =] AZ @) =[we],

tEx

a to povlaci da vrijedi [x Nz € '] = 1. Stoga imamo
[zCxl<[xNzCZAZCzAzCx<[z=Z].

Iz prethodne formule jednostavno slijedi [z C x —» z=27] = 1.
Bududi da vrijedi

[z € xl = [(Vwe)we ] = \@w) = [we x])

wEz

< /\(z'(w) = [we x])

wEZ

=[(YwezZ)(wex)]
=z czl = y&) <[ Syl

odmah iz togaslijedi[z Cx —» 7 € y] = 1.
Sada se lako dokazuje drugi smjer:
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I[Vz(zgx—>z€y)]]=/\—[[zgx]]v[[zey]]

z€VE

> \-lzcxlv{z=21 Al €D
zeVE

= NlzcalvIz=<D A lzcal v I eyD = 1.
zeVB

Aksiom beskonacnosti. Formula ) € x A (Vy € x)(y U {y} € x)) je oCito X, formula i
istinita je za x = w. Sada iz teorema [2.1.15[slijedi da je prethodna formula istinita u V2 za
X = @, tj. vrijedi aksiom beskonacnosti. [

Budu¢i da u V? vrijedi aksiom partitivnog skupa, za svaki x € VZ mozemo definirati
njegov Booleov partitivni skup Z2(x) kao element y € V2 za koji vrijedi D(y) = BP™
1 y(z) = [z € x] za svaki z E y. Posebna oznaka je, kao i u ,,obicnom” V, opravdana
¢injenicom da u V2 vrijedi aksiom ekstenzionalnosti.

Lema 2.1.19. Aksiom para i aksiom regularnosti vrijede u V.

Dokaz. Aksiom para. Neka su x,y € VB proizvoljni, te definirajmo u tako da vrijedi
D(u) :=D(x)UDy)1u(z) :=[[z=xV z=y] zaz E u. Tada imamo

[uC{x,y}l = [[(Vzeu)(z=sz=y)]]=A(u(z)=> [z=xVvz=yDh=1.

zEu
Nadalje, [{x,y} Cull = [Va(z=xVz=y) mzew] = A ([z=xVz=y]=[z€ul) 2
zeVB
Alz=xVz=yl=uk)=1.

zeVB
Aksiom regularnosti. Uzmimo proizvoljan x € Vi pokaZimo da vrijedi a := [x # OA(Yy €
x)(y N x # 0)] =0. Pretpostavimo suprotno, tj. da vrijedi a # 0.

O¢ito imamo a < [Ju (u € x)]|, stoga postoji y € V2 takav da vrijedi [y € x]] A a # 0.
Naime, kad bi za svaki y € V2 vrijedilo [y € x]] A a = 0, onda bismo imali

a=aAn \/I[uex]]: \/(a/\l[uex]]):o,
ucVB uecVs

Sto je kontradikcija s pretpostavkom. Oznacimo s y, element od x s najmanjim Booleovim
rangom, tj. ako vrijedi [y € x] A a # 0 zaneki y € V5, onda je rkg(yy) < rkz(y).
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Nadalje, za proizvoljan y € V& o¢ito vrijedi

[yexlna<lynx#0]=[Fcexnyl=\/0@ A lzexl.

zEy

Specijalno, za yo imamo 0 # [z € x]] A [yo € x]] A a < [z € x]| A a, gdje je z € D(yy).
Iz toga slijedi rkg(z) < rkg(yy), Sto je kontradikcija s izborom yy.

Pretpostavka a # 0 je pogresna, stoga vrijedi @ = 0, tj —a = 1, §to znaci da aksiom
regularnosti vrijedi u V5. [

Na kraju mozemo zakljuditi kako je, za svaku potpunu Booleovu algebru, Booleovo
proSirenje model teorije ZF.

2.2 Ordinalni i kardinalni brojevi u proSirenjima

Za element proSirenja u kazemo da je ordinalni broj u prosirenju ako vrijedi [On(u)] = 1.
Ako je @ ordinal, tada njegovo standardno ime & nazivamo standardni ordinal. Taj naziv
opravdan je sljedecim teoremom.

Teorem 2.2.1. Za svaki ordinal a € On vrijedi [On(@)] = 1.
Dokaz. Buduci da imamo
On(@) = Vxea)Vyex)yea)AN(VMxea)Vyea)xeyVvyexVvx=y),
tj. On(a) je X, formula, po teoremu [2.1.T5slijedi tvrdnja teorema. [

Element prosSirenja je to bliZe svojstvu ,,biti ordinal”, Sto je bliZe svojstvu ,,biti jednak
standardnom ordinalu”. Drugim rijeCima, ordinalnost u proSirenju se aproksimira stan-
dardnim ordinalima.

Teorem 2.2.2. Neka je u € VE. Tada vrijedi [On(u)] = \/ [u = &].

a€0n
Dokaz. 1z prethodnog teorema slijedi da je [On(@)] = 1, stoga imamo [u = &] = [u =
al AOn(@)] < [On(w)], 4. V [[u = &] < On(u).

a€0n

Iz teorema za « # 8 dobivamo da vrijedi [@ = 8] = 0, §to povladi da je za x E u
preslikavanje @ — [[x = @] injekcijasa D, = {a | [x = @] > 0} u B. Naime, pretpostavimo
dajea # Billx = &l = [x = B]. Tada bismo imali 0 = [&@ = B8] > [& = x] A [x =
Bl = [x = &] > 0. Primijetimo da iz upravo dokazane injektivnosti i aksioma zamjene
slijedi da je D, skup, buduci da svakom b € B odgovara najviSe jedan ordinal « takav da je
[x=a] =b.

Definirajmo skup D := |J D,. Za ordinal a( veci od svih ordinala iz D vrijedi [x =

xEu

o]l = 0 za svaki x E u. Stoga imamo
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[0 € ull = V (u(x) A [ = xI) = 0.

xEu

Iz ¢injenice da su ordinalni brojevi linearno uredeni relacijom €, slijedi
[On(w)] < u€ all Vv lu=aol Vv lao € ul.

Iz prethodnog sada imamo

[On(u)] < [ € @] V [u = o] < \/ [u= &,

a€0n
Sto daje tvrdnju. [

Proucavanje kardinala u proSirenjima je ponesto kompliciranije, stoga ih nije moguce
u potpunosti karakterizirati poput ordinala u dva teorema.

Teorem 2.2.3. Neka su x i y skupovi. Ako je k(x) = k(y), onda vrijedi VB | k(%) = k(®).

Dokaz. Bududi da je (k(x) = k(y)) = 3f,.f je bijekcija izmedu x 1 y”, a formula pod kvan-
tifikatorom je X, slijedi da je k(x) = k(y) £; formula, a onda tvrdnja slijedi po teoremu

R.IL1d ]

Mozemo zakljuciti da jednake kardinalnosti ostaju jednake prelaskom u proSireni mo-
del. KaZemo da je ordinal u iz proSirenja kardinal ako vrijedi [Card(u)] = 1.

Teorem 2.2.4. (i) VB E Ky = No.
(ii) Za svaki ordinal a vrijedi V® &, < Ny

Dokaz. (i) x = Ny je Zy formula koja vrijedi samo valuiramo li x kao N, stoga iz teorema

2.1.15)slijedi da je [Ro = No]l = 1.

(if) Indukcijom po @. Za @ = 0 tvrdnja slijedi iz (i). Neka je a proizvoljan ordinal, te
pretpostavimo da za svaki § € « vrijedi V2 &13 <N

Za ordinal A takav da je 8y < A < N, vrijedi k(1) = Nz za neki B € a. Tada iz
prethodnog teorema slijedi VZ [ k(1) = k(&[;), a zbog pretpostavke indukcije imamo
VE E k(1) < N, tj. V2 E k(1) < Ns. Na kraju imamo V% £ A < K;, jer kada bi vrijedilo
VB = A > N;, onda bi bilo V2 k£ k(1) > N;, §to je kontradikcija s k(1) < R,.

S druge strane, za A < N imamo V& £ 1 < R, tj. V2 E A < R,. Sve zajedno, ako je
A < N,, onda vrijedi V £ 1 < 8. Dakle, za svaki ordinal y vrijedi

[eRd= ViIu=a1= V [u=2 AL <Re]) < [ < Rs].

AeR, AeR,
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Na kraju imamo [(VA € &a) (1 € 83) = 1, a onda zajedno s prvim dijelom dokaza
imamo V2 E R, < N;. n

Kod razli¢itih modela teorije skupova, vrlo je bitno istraZiti njihove kardinalne brojeve.
Prvenstveno se Zeli pomocu kardinala u jednom modelu zakljuciti nesto o kardinalima u
drugom.

Teorem 2.2.5. (i) V8 Card(&) za svaki ordinal @ < w.
(ii) Neka je a ordinal. Ako vrijedi V® | Card(&), onda vrijedi V | Card().

Dokaz. (i) Tvrdnja je dokazana u teoremu [2.2.4]za @ = w. Budu¢i da je formula
(Ya € w) Card(a) teorem od ZF, a svi aksiomi teorije ZF vrijede u Booleovskom proSire-
nju, slijedi V2 | (Ya € w) Card(a). 1z teorema [2.2.4] sada imamo da vrijedi V2 E (Va €
@) Card(a). Dakle imamo A [Card(a)] = 1.

(if) Za ordinal « vrijedi =Card(a) = (AB € o) Af ,.f je bijekcija izmedu a i 57, Sto je
%, formula. Sada iz teorema [2.1.16] obratom po kontrapoziciji, slijedi tvrdnja. ]

Ve¢ je spomenuto da nam za ljepSa svojstva treba nesto jaca pretpostavka na Booleovu
algebru.

Teorem 2.2.6. Neka je B Booleova algebra koja zadovoljava Suslinovo svojstvo, @ € On
te x,y skupovi. Tada vrijedi:

(i) Card(a) povlaci V® | Card(a).
(ii) VEER, = Na.
(iii) k(x) = k(y) ako i samo ako V® [ k(%) = k().

Dokaz. (i) Neka je a kardinal. Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da je
@ > w jer tvrdnja za o < w slijedi iz teorema [2.2.5] Dovoljno je dokazati da za svaki
element f € V? i za svaki ordinal 8 € a vrijedi [ func(f) A D(f) = B A Im(f) = &] = 0.
To znadi da ne postoji surjekcija s 8 na @&, a onda specijalno ne postoji ni bijekcija izmedu
njih.

Pretpostavimo suprotno, da postoji f € Vi € a takav da je a := [ func(f) A D(f) =
B AIm(f) = @] # 0. Trivijalno vrijedi 0 # a < A VIf(@) = Al A a. 1z toga slijedi

A€a uep
da za svaki A < @ postoji u; € B. takav da je [f(@1)) = A] A a # 0. Po pretpostavci je a
neprebrojiv i 8 € a pa postoji nekiy € g takav da je skup A := {1 < a | u, = y} neprebrojiv.
Tada je skup {[f(#) = Al A a | A € A} odito neprebrojiv, ali je i antilanac. Zaista, za sve
A1, A, € A takve da je A; # Ay, vrijedi
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[f(3) = 4T ALfH) = L1 <[4 = ] = 0.

To je kontradikcija s pretpostavkom da Booleova algebra B ima Suslinovo svojstvo.

(if) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve B € @. Zbog teorema [2.2.4] dovoljno je
dokazati [N; < 8,] = 1. Iz tvrdnje (i) imamo [Card(R,)] = 1. Takoder, za 8 € & imamo
[[?:4/5 < &,]] = 1 Sto zajedno s pretpostavkom indukcije daje [[Nﬁ < &,]] = 1. Nakraju slijedi

1 = [Card®)1 A AIR; < 8,1 < [Card(Ry) A (V8 € &)(Rp < R < [Re < K, 1.
Bea

(7ii) Budu¢i da je svaki kardinalni broj neki N, tvrdnja slijedi direktno iz (ii). [ |

2.3 Aksiom izbora

Kako bismo lakSe dokazali aksiom izbora u proSirenju, ne dokazujemo njegovu prvotnu
inacicu, ve€ tvrdnju Yxdadf(On(a) A func(f) A D(f) = a A x € Im(f)), iz koje slijedi
aksiom izbora. Naime, pretpostavimo da vrijedi prethodna tvrdnja i uzmimo proizvoljan
skup x. Definiramo preslikavanje g na sljedeéi nacin: g(y) := f(mine f~1(y)), gdje je
0 #yCxtefl(y):=1{8€al| fB) €y}. Tvrdimo da je g izborna funkcija. Za
proizvoljan @ # y C x tvrdimo da vrijedi g(y) € y. Kako je to skup ordinala, postoji -
minimalan element 8, € f~!(y). No sada je f(By) € y zbog prethodnog, stoga imamo da

vrijedi g(y) € y.
Prije samog dokaza potrebno je jo$ definirati neke pojmove.

Definicija 2.3.1. Za u,v € VB i a € On definiramo redom B-singleton, B-neuredeni par,
te B-uredeni par.

(i) {u}f} == (Vo \ {u}) x {0} U {(u, 1)}.
(i) {u)® = (w0
(iii) {u, v}’ := {u}l"ilax(rkg(u)7rk3(v))+l U {V}ﬁax(rkB(u),rkB(v))+1-
(iv) (u, )" := {{u}®, {u, v}*)".
Za dokaz aksioma izbora nam je potrebna sljedeca, tehnicka lema.

Lema 2.3.2. Za svaki u € V2, postoji f € V? tako da vrijedi

VB func(f) A D(f) = D(u) A u C Im(f).

Specijalno je [k(u) < k(Du))] = 1.
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Dokaz. Tvrdimo da je traZeni skup f := {(2,2)? | z E u} x {1}. Imamo

Lfunc(HI = [(¥x € DOy € D) (x =y = f(x) = fO]
= N\ A lx=y-f@=fmI

xeD(f) yeD(f)

A\ (x = y1 = [f(x) = fFG)I)
xeD(f) yeD(f)

A\ Clx=yIvii=1D

xeD(f) yeD(f)

AN N\ lx=ylv=1,

xeD(f) yeD(f)

zatim,

[xeD(HI = \/ Ix =21 =[x € D).

xeD(u)

te za svaki y,

Iy € Im(H)] = [3x((x.y) € )]
\/ Iy € 1

xeVEB

\/[\/I[x=2]]A[[y=z]]]

z€D(u) \xeVB

\/[[y=z]]

z€D(u)

> \/ @ A lly=2D) = lly € ull.

zeD(u)

\

Iz toga slijedi da f zadovoljava sva tri potrebna uvijeta. [

Sada lagano pomocu prethodne leme nalazimo potrebnu funkciju pomocu koje defini-
ramo dobar uredaj na svakom elementu proSirenja.

Lema 2.3.3. (Aksiom izbora) Vrijedi

V2 E VxdaAf(On(@) A func(f) A D(f) = a A x C Im(f)).
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Dokaz. Neka je u € V® proizvoljan. Po Zermelovom teoremLE] u V, postoji ordinal «
i bijekcija h : @ — D(u). Tada vrijedi V® E .} je bijekcija izmedu & i D(u)”, jer je
,,h je bijekcija izmedu a 1 D(u)” £, formula.

Sada imamo

VB E func(f oh) AD(f o h) = & A u C Im(f o h),
gdje je f funkcija iz leme 2.3.2] ]
Iz svih prethodnih lema o aksiomima teorije ZF dobivamo sljedeci vazan rezultat:

Korolar 2.3.4. Neka je B potpuna Booleova algebra. Tada vrijedi V® = F, gdje je F bilo
koji aksiom teorije ZFC.

>Za dokaz Zermelovog teorema vidi [13].



Poglavlje 3

Metoda forcinga 1 neki rezultati
nezavisnosti

3.1 Forcing

U Cohenovom forcingu[], kao temeljni pojam javlja se parcijalno uredeni skup unutar po-
¢etnog modela. Pomocu njega, uz ponesto topologije, definira se genericki skup te se zatim
preko generickog skupa prosiruje model. Buduéi da genericki skup ovisi o parcijalno ure-
denom skupu, potrebno je parcijalni uredaj paZzljivo odabrati kako bismo dobili Zeljene
modele.

Sli¢na situacija je 1 u naSem slucaju, samo parcijalno uredeni skup ne koristimo za
definiranje generickog skupa, ve¢ za definiranje odgovaraju¢e potpune Booleove algebre.

Definicija 3.1.1. Neka je (P, <) parcijalno ureden skup. KaZemo da p profinjuje g ukoliko
je p < q. KaZemo da su uvjeti p,q € P su kompatibilni, i pisemo Comp(p, q), ako postoji
re€ Ptakavdajer < pir<q. KaZemo da je P profinjen ako za svaka dva uvjeta p,q € P
za koje vrijedi q £ p, postoji r < g takav da r i p nisu kompatibilni.

Relacija na parcijalno uredenom skupu se Cesto drugacije definira, ovisno o literaturi.
Cohen je originalno promatrao (P, >), s ¢ime se slazu i razni drugi autori ([22, 20]), no u
sustini je svejedno u kojem je smjeru uredaj. U nastavku smatramo da je (P, <) proizvoljan,
ali fiksan, parcijalno ureden skup.

Od velike vaznosti su nam regularno otvoreni skupovi, jer ¢e oni igrati ulogu odgova-
rajuce potpune Booleove algebre.

Definicija 3.1.2. Topologija cija je baza {O, | p € P}, pri cemu je O, = {g € P| g <
p} naziva se (lijeva) uredajna topologija na P. S RO(P) oznacavamo Booleovu algebru

'Vidi 5] ili [13].

38
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regularno otvorenih skupova s obzirom na uredajnu topologiju. Ako je B potpuna Booleova
algebra, kaZemo da je skup X C B gust u B ako 0 ¢ X te za svaki b € B postoji x € X takav
da je x < b.

Korisno je opisati unutrasnjosti zatvaraca skupa u uredajnoj topologiji.

Lema 3.1.3. Neka je dana uredajna topologija na P. Za svaki X C P vrijedi
IntX)={q € P| (Vp' < q)@r € X)(r < p")}.

Dokaz. Ako je g € Int(X), tada postoji O, C X takav da je ¢ € O,, dakle vrijedi g < p.
Neka je p’ takav da vrijedi p” < g < p. Slijedidaje p’ € O, tj p’ € X,nop € O,, pa
postoji r € O,y N X, tj. postoji r € X takav daje r < p’.

S druge strane, neka je ¢ € P takav da vrijedi (Vp' < ¢)(dr € X)(r < p’). Uzmimo
proizvoljan otvoren skup U takav da je g € U. Po definiciji baze postoji neki p € P za koji
vrijedi g € O,,. Iz pretpostavke za p’ = g imamo da postoji r € X takav da je r < g, .
O, € 0,. Kako je r € x, odmah slijedi O, N X # 0, a iz toga lagano dobivamo da vrijedi
UNX#0,4.geX.

Sada je dovoljno joS dokazati da je O, C X. Neka je p’ € O, 1 uzmimo proizvoljnu
okolinu O, od p’. 1z p’ < g slijedi da je O, € O,, te iz pretpostavke imamo da postoji
r € X takav da je r < p’. 1z toga dobivamo O, € O, € O,. Budu¢ida je O,NX # 0, slijedi
dajeO,NX#0,4.p € X po definiciji zatvaraga. [ ]

KaZemo da je bijekcija f izmedu dva parcijalno uredena skupa (A, <) i (B, <’) sli¢nost
ako fi f~! Cuvaju uredaj.

Teorem 3.1.4. (i) P je profinjen ako i samo ako je O, € RO(P) za svaki p € P.

(ii) Ako je P profinjen, onda je preslikavanje p — O, slicnost sa P na gusti podskup od
RO(P).

Dokaz. (i) Zbog leme [3.1.3/mozemo pisati In#(0,) = {g € P | (Vp' < @)Comp(p, p')}.

Pretpostavimo da je P profinjen. Jer je O, otvoren, slijedi da je O, C Int(O,). Ako je
q ¢ O,,tadag £ p, abuducidaje P profinjen, postoji p” < g takav da vrijedi ~Comp(p, p’).
Stoga slijedi g ¢ Int(0,).

Obrnuto, ako je O, € RO(P), onda vrijedi O, = Im‘(O_p). Imamo da je g £ p Sto povlaci
q¢0,14.q9¢ Int(O_p). Iz toga slijedi da (Ap” < q) =Comp(p, p’), tj. P je profinjen.

(ii) slijedi jednostavno iz tvrdnje (i) ovog teorema, te definicije uredajne topologije. |

Iz prethodnog teorema jednostavno slijedi sljedeci korolar.
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Korolar 3.1.5. P je profinjen ako i samo ako je slican gustom podskupu neke potpune
Booleove algebre.

Dokaz. Ako je P profinjen, tvrdnja slijedi direktno iz teorema [3.1.4] (ii).

Pretpostavimo sada da je P slican nekom gustom podskupu potpune Booleove algebre.
Tada moZemo poistovjetiti P s tim podskupom. Ako za proizvoljne p,q € P vrijedi g £ p,
onda u B imamo da je —(¢ = p) = g A —p # 0. Budu¢i da je P gust, postoji p’ € P
takav da je p’ < g A —p, iz Cega slijedi p’ < g. Preostaje dokazati da vrijedi =Comp(p’, p).
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji r € P takavdajer < p’ir < p. Buduci da je p’ <
q N —p, slijedi takoder da je p’ < —p. Sadaimamor < pir<p,tj.r<pAn-p=0¢€P,
Sto je kontradikcija s Cinjenicom da je P gust u B. [

Upotpunjenje parcijalno uredenog skupa definiramo sli¢no kao u funkcionalnoj analizi.

Definicija 3.1.6. Neka je B potpuna Booleova algebra. KazZemo da je (B,c) Booleovo
upotpunjenje od P ako je c slicnost izmedu P i gustog podskupa od B.

Primijetimo da po prethodnom korolaru slijedi da svaki profinjen parcijalno ureden
skup ima upotpunjenje.
Dokaz sljedeceg teorema moze se pronaci u [2].

Teorem 3.1.7. Ako su (B, c) i (B’,c") dva Booleova upotpunjenja od P, tada su oni izomor-
Jni. Drugim rijecima, dva Booleova upotpunjenja su izomorfna ako postoji izomorfizam f
Booleovih algebri B i B’ takav da vrijedi f(c(P)) = c’(P).

Ako je P profinjen i (B, ¢) neko njegovo upotpunjenje, tada kazemo da je P baza ili
skup uvjeta za B. Cesto ¢emo poistovjeivati p € P s njegovom slikom c(p) € B, te stoga
kazemo da je P gust skup u B.

Definicija 3.1.8. Neka su x,y skupovi i neka y ima barem dva elementa. Tada s Fn(x,Yy)
oznacavamo skup svih funkcija s konacnog podskupa od x u y.

Definiramo relaciju < na Fn(x,y) tako da za p,q € Fn(x,y) vrijedi p < g ako i samo
ako vrijedi ¢ € p. Lako se vidi da je Fn(x,y) profinjen parcijalno ureden skup s tako
definiranim uredajem.

Teorem 3.1.9. Za p € Fn(x,y) definiramo skup N(p) :={f € y* | p C f}. Familija skupova
{N(p) | p € Fn(x,y)} je baza produktne topologije na y*, pri Cemu je na 'y zadana diskretna
topologija. Stovise, (RO(y"), N) je upotpunjenje skupa Fn(x,y), gdje je N funkcija takva
da p — N(p).
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Dokaz. Buduci da je p € Fn(x,y), postoji konacan x" = {x;....,x,} C x takav da je p :
x' — y. Takoder vrijedi {p(x;)} € P(y) za svakii € {1,...,n}. Po definiciji Kartezijevog
produkta po proizvoljnom skupu imamo N(p) = H X,, pr1 cemu je X; = {p(x;)} ako je

t = x; zaneko i € {1,...n}, ainae je X, = y. To je onda po definiciji baza produktne
topologije na skupu y*.

Ocito je N(p) otvoren skup, stoga dokazimo jo$ da je zatvoren. Neka surm; : y* — y
projekcije na i-tu varijablu, tj. za f € y* neka je m;(f) = f(x;). Tada imamo N(p) =
i (p(x))N...Nx, (p(x,)). Bududi da su projekcije neprekidneﬂ i p(x)° € 2), 4. p(x:)
su zatvoreni skupovi za i € {1, ..., n} u topologiji Z(y), slijedi da je N(p) presjek kona¢no
mnogo zatvorenih skupova, iz ¢ega slijedi da je N(p) zatvoren skup.

Kako je N(p) otvoren i zatvoren, trivijalno je i regularno otvoren. Iz toga slijedi da je
preslikavanje p — N(p) iz Fn(x,y) u neki gust podskup od RO(y*). Sve zajedno imamo da
je (RO(y*), N) upotpunjenje od Fn(x,y). [ ]

Za kraj tocke uvodimo jedan koristan pojam.

Definicija 3.1.10. Neka je B potpuna Booleova algebra i P skup uvjeta za B. Za svaku
B-recenicu ¢ kaZemo da p € P forsira o, i pisemo p v ¢, ako vrijedi p < [[¢].

3.2 Nezavisnost aksioma konstruktibilnosti

Za dokaz aksioma konstruktibilnosti potrebno je istraZiti joS poneka svojstva ordinala u
proSirenjima. Jedno od bitnijih je da se kvantificiranje po ordinalima iz prosirenja V2
moZe zamijeniti supremumonm i infimumom standardnih ordinala u B.

Lema 3.2.1. Neka je ¢(x) neka B-formula. Tada vrijedi:
(i) [Ax(On(x) A )l =V [p@)].

ae0n

(i) [Yx(On(x) = ()] = A [e(@].

aeOn

Dokaz. Dokazimo samo (i) jer (ii) slijedi iz definicije ¥V pomocu 1 i negacije.

2vidi [24]).
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[3x(O0n(x) A ()T = \/ ([On(T A (DT

xeVB

=\/ |/ 1&=x1 A ]

xeVB \aeOn

= \/ \/ (I& = xI A TeD)

xeVB aeOn

<\/ \Ie@]

xeVB aeOn

\ @1 = \/ @e@1 A [on@M

a€0n ae0n

< \/([[go(x)]] A [On(x)]1)

xeVB

= \/ e() A On()1

xeVB

= [Ax(On(x) A p())]]

Time su dokazane obje nejednakosti, tj. tvrdnja vrijedi.

42

Za skup * kazemo da je standardni konstruktibilni skup ako je x € Lﬂ Sli¢no
kao i ordinalni brojevi, i konstruktibilni skupovi u proSirenjima mogu se opisati preko

standardnih konstruktibilnih skupova.

Teorem 3.2.2. [u € L] = \/[u = x].

xeL

Dokaz. 1z leme(3.2.1|dobivamo [« € L] = [da(On(a) Au € L) = \ [u € Ls]. Buduéi

aeOn

dajex =1L, %, formula iz teorema [2.1.16|slijedi [[Za = L;] = 1. Na kraju imamo
uell= Vlueld=V VIu=3xl= V=2l

aeOn a€0n xel, xelL

Time je dokazana tvrdnja.

3L je definiran u 1. poglavlju,
4Za dokaz vidi [7].
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Za dokaz da ne vrijedi aksiom konstruktibilnosti u nekom proSirenju, potrebna je slje-
deca lema.

Lema 3.2.3. Neka je B = RO(2*). Tada vrijedi :
(i) VB P(w) #+ P ().
(ii) P(v) € L.

Dokaz. (i) Neka je P = Fn(w,2). Tada imamo da je B upotpunjenje od P, te identifi-
ciramo p € Ps N(p) = {f € 2° | p C f}. Definirajmo u € V2 sa D(u) := D(®) i
u(in) :={f €2 f(n)=1}€B.

Tvrdnja 1. Zap € Pin € w vrijedi: p I+ 71 € u ako 1 samo ako p(n) = 1, te
p I+ it ¢ u ako i samo ako p(n) = 0.

Dokaz. Ako je p I+ i € u, onda po definiciji vrijedi N(p) < [2 € u] = u(#), Stojeu B
ekvivalentno s N(p) C u(ﬁ)ﬂ Kako je p € N(p), tada slijedi p € u(nn), tj. p(n) = 1.

Obrnuto, ako je p(n) = 1, onda je p € u(in). Sada za svaki f € N(p) vrijedi p C f, a
po definiciji imamo da se podudaraju na zajednickoj domeni, tj. f(n) = 1, $to znaci da je
f € u(nn). Druga tvrdnja slijedi iz prve obratom po kontrapoziciji, jer je iz p(n) # 1 nuZno
slijedi p(n) = 0.

Nadalje, vrijedi [u € ()] = [u S ol = A\ W) = 7€ o]) = 1.

new
Tvrdnja 2. [u = X]] = 0 za svaki x € Z(w).
Dokaz. Tada ni za koji x € Z(w) ne postoji p takav da vrijedi p + [u = X], jer kada
bi takav p postojao, onda bismo po relaciji forcinga imali N(p) € 0. Definirajmo sada
funkciju f € 2¢ tako da vrijedi f(n) = p(n), zan € D(p), a f(n) = 1 inaCe. Sada je ocito
f € N(p) = 0, §to je kontradikcija.

Pretpostavimo sada suprotno, da postoji p € Pi x € Z(w) takavdaje p + u = X.
Uzmimo n € w takav da vrijedi n ¢ D(p). Ako vrijedi n € x, definirajmo p’ := p U {(n, 0)},
a ako vrijedi n ¢ x, definirajmo p’ := p U {(n,1)}. Sada u oba slucaja imamo da je
p' ki ¢ XAn € u, Sto znaci da vrijedi p’ E u # X. Bududi da je p’ < p, slijedi da je
p’ Fu = X, Sto je kontradickija.

Naime, ako vrijedi ¢ < p A p IF [¢], gdje je ¢ neka B-formula, onda vrijedi g I+ [¢].
Pretpostavimo suprotno, da vrijedi p  [[¢]] 1 ¢ < p, te da ne vrijedi g I+ [¢]. Tada po
definiciji relacije forsiranja imamo g < pip < [¢], 4. g < [[¢].

Na kraju imamo [[u € %)]] = V [u=x] =0,sto daje
xEP(w)

Vazno je ovdje napomenuti kako razlikujemo < na skupu kona¢nih parcijalnih funkcija i na Booleovoj
algebri skupova. U prvom slucaju je to obrnuta inkluzija, a u potonjem je to uobicajena inkluzija.
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1=[ue 2] A lug¢ P2 <[P+ P

(i) Neka je u € V2 definiran kao u (i). Iz teorema(3.2.2{imamo [[u € L] = \/[u = £] =
xeL

V [u=x]v V [u=zx]. Buduéidaznamodaje [u € Z(®)] =1, zax ¢ P (w)
xelNP(w) xel\P(w)
imamo

[u=31=Mu=%NAluec ZW@I<[te ZWWI=[tcaol=0,

jer ne vrijedi x C w.
Na kraju imamo

[uel] = \/ [u=23] < \/[[u:x]]:[[ueﬁ@)]]:o.

xELN P (w) P(w)
Sve zajedno imamo [[u € L] = 01 [[u € Z(®)] = 1, iz Cega slijedi tvrdnja. [ |

Teorem 3.2.4. Ako je ZF konzistentna teorija, onda je konzistentna i teorija ZF + A, gdje
je A tvrdnja ,, postoji nekonstruktibilan podskup od w”.

Dokaz. Teorije ZF 1 ZF + A su prosirenja od ZF, 1 trivijalno konzistentnost od ZF povlaci
konzistentnost od ZF. U ZF smo definirali potpunu Booleovu algebru i pokazali da vrijedi
ZF v+ [F] = 1 za svaki aksiom teorije ZF. Nadalje, iz leme [3.2.3]slijedi ZF + [A] = 1.
Sada po teoremu [2.1.5]konzistentnost teorije ZF povlaci konzistentnost teorije ZF +A. m

Prethodnim teoremom smo dokazali da je teorija ZF + —~(V = L) relativno konzistentna
s teorijom ZF, tj. da je tvrdnja V = L nezavisna od teorije ZF.

3.3 Nezavisnost hipoteze kontinuuma

Prije glavnog teorema kojeg koristimo za dokaz konzistentnosti negacije GCH s teorijjom
ZF, potrebne su nam neke tvrdnje o ocjenama kardinalnosti odredenih Booleovih algebri.

Lema 3.3.1. Neka je X topoloski prostor, E baza za X i B = RO(X). Tada je k(B) < k(E)®.

Dokaz. Neka je U € B. Pomoc¢u Zornove leme moZemo pronaci maksimalnu disjunktnu
potfamiliju F od E N 2 (U). Stavimo G := | J F i dokaZimo da vrijedi U = Int(G).

IzF CENZPZWU) C PWU),slijedidajeG=JF C|JAWU)=U. Buduci daje U
regularno otvoren skup, imamo / nt(G) C Int(U) = U.

S druge strane, skup U \ G je otvoren, i kad bi bio neprazan, postojao bi, po definiciji
baze topoloskog prostora, E; € E takav da je E; € U\G. Tada bi vrijedilo E;N|J F = 0, §to
znadi da je E; disjunktan sa svakim elementom od F. To je kontradikcija s maksimalnos$éu
od F,jervrijedi FC F' := FUE, C En Z(U,).
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Svaki element Booleove algebre B je odreden nekom disjunktnom familijom iz E. Bu-
dudi da X ima Suslinovo svojstvo, svaka takva familija je prebrojiva i ima ih najvise k(E)™,
tj. k(B) < k(E)™. m

U sljedecem koraku Zelimo omediti kardinalnost Booleove algebre RO(2%), a za to je
potrebno dokazati da topoloski prostor 2% ima Suslinovo svojstvo.

Prije toga dokazujemo opcenitiji rezultat koji povezuje produktne topoloske prostore 1
Suslinovo svojstvo. Za to nam je potrebna sljedeca lema, ¢iji dokaz je dan u [13]].

Lema 3.3.2. (A-sustav) Neka je C neprebrojiva familija konacnih skupova. Tada postoji
neprebrojiva familija A C C i konacan skup A tako da za proizvoljne x,y € A vrijedi
xXEy—->xnNy=A.

Teorem 3.3.3. Neka je {(X; | i € I} familija takva da topoloski prostor [] X; ima Suslinovo
ieJ
svojstvo za svaki konacan J C I. Tada [] X; ima Suslinovo svojstvo.
i€l
Dokaz. Zadokaz da [] X; ima Suslinovo svojstvo, umjesto proizvoljnih otvorenih skupova,
i€l

dovoljno je promatrati samo elemente baze. Pretpostavimo sada suprotno, tj. da postoji
neprebrojiva familija A medusobno disjunktnih elemenata baze.

Zasvaki Z = [[ U; € A, definirajmo skupove Jz :={ie [ |U; # X;},te C :={Jz | Z €

i€l
A}. Tada po lemi slijedi da postoji neprebrojiv O C C i konacan skup A takav da za
proizvoljne razliCite x,y € D vrijedi x Ny = A.

Tvrdimo da vrijedi A # 0. Kada bi A bio prazan skup, tada bismo za J,, Jz, € D, takve
da vrijedi Jz, # Jz,, imali Jz, N Jz, = 0. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti
davrijedi Jz, = {i1,...,in}1J7 = {ims1-..0y). Tada vrijedi Z; = [] U;, pri Cemu je U; # X

i€l
zai € Jz, ainace je U; = X. Takoder, Z, = [[ U,, pri Cemu je U; # X za i € Jz, a inale je
i€l
U, = X. Budu¢i da su Jz i Jz, disjunktni, slijedi da je Z, N Z, # 0, Sto je kontradikcija s
¢injenicom da A sadrZi medusobno disjunktne elemente.
Definirajmo sada A, := {Z € A | J, € D}. Za svaki Z = [| U; € A, definirajmo
i€l
p(Z) :=[1 U;, te ozna¢imo s A, familiju svih takvih p(Z).
ieA

Primijetimo da su razliciti Jz,, Jz, € D medusobno disjunktni. Naime, kada bi vrijedilo
i€Jz \Ateie Jz, \ A, imali bismo da je i € J;, N Jz = A, no takoder bi vrijedilo i ¢ A,
Sto je kontradikcija.

Iz prethodnog sada slijedi da je preslikavanje p bijekcija s A; u A,. Sada imamo da je

A, neprebrojiva familija otvorenih skupova topologije [ [ X;, koja po pretpostavci teorema

ieA
ima Suslinovo svojstvo. Stoga postoje p(Z,) i p(Z,) takvi da je p(Z,) N p(Z,) # 0. Sada
moZemo pronali x € Z; N Z,, Sto je kontradikcija s ¢injenicom da je ‘A antilanac. [
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Buduci da je diskretna topologija na 2 konacan skup, konacan Kartezijev produkt tih
topoloskih prostora je konacan, pa je separabilan, a onda po teoremu [3.3.3ima Suslinovo
SVOojstvo.

Lema 3.3.4. Neka je X skup i 2% produktna topologija, pri cemu je na 2 zadana diskretna
topologija. Ako je k(X) = X, tada je R, < k(RO(2¥)) < K}

Dokaz. Analogno kao u teoremu [3.1.9]se dokaZe da je familija skupova oblika

{fe 2X|f(xl) :al’--"f(xn) = an}’

pri ¢emu je xp,...,x, € X, te a,...,a, € 2, baza topologije 2% a odito je kardinalnosti
N.. Takoder se kao u teoremu dokaZe da je svaki takav skup i zatvoren. Buduci da
je svaki takav skup otvoren i zatvoren, iz Cega slijedi da je regularno otvoren, imamo da je
N;ﬁ < k(RO(2%)). Budu¢i da 2* ima Suslinovo svojstvo, iz leme [3.3.1]imamo k(RO(2¥)) <
N [ |

Teorem 3.3.5. Pretpostavimo da je foo = N, i stavimo B = ROQ“*“*). Tada vrijedi
VB IZ ZNO = N@.

Dokaz. 1z leme 334 slijedi 8, < k(ROQ““)) < K = K, §j K, = k(ROQ“")). 1z
definicije Booleovog partitivnog skupa imamo k(D(2())) = k(BP@) = k(RY) = 8,. Iz
leme slijedi VB | k(28(w)) < R, iz Cega pak slijedi V2 | k(2 (w)) < K,. Buduéi
da B ima Suslinovo svojstvo, slijedi da je V& | k(2 (w)) < Na, tj. VB E 2% < R,.
Preostaje pokazati V2 | N < 2%, Za svaki A < w, definirajmo u,; € V& sa D(u;) =
D(@) i uy (i) := {f € 2% | f(n,A) = 1}. Imamo [u; C &) = A7) = [n € &]) = 1.

new

Znamo da je P = Fn(w X w,, 2) skup uvjeta Booleove algebre B.

Tvrdnja 1. Za svaki p € P vrijedi p I+ 71 € u, ako i samo ako p(n,1d) = 1,te p I i1 ¢ u, ako
i samo ako p(n, 1) = 0.

Dokaz. Ako vrijedi p I+ 1 € u,, po definiciji relacije forcinga slijedi N(p) C [7 € u, ]| =
u (). Buduci da je p € N(p), po definiciji u, slijedi p(n, 1) = 1.

Obrnuto, ako vrijedi p(n, 4) = 1, onda imamo p € u,(1). 1z toga slijedi N(p) C u, (i),
Sto definiciji relacije forcinga znaci p I+ 71 € u,. Buduéi da je A < B ekvivalentno s
—A < —B zaneke formule A i B, tvrdnja 2. slijedi po tome iz tvrdnje 1.

Tvrdnja 2. Ako su A, u € w,, onda je [u; = u,] = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi [u, = u,]] # 0. Tada postoje A,u € w, takvi da
je 4 # p, i postoji p € P takav da vrijedi p + u; = u,. Uzmimo n € w takav da je
(n,n) ¢ D(p) za svaki n € w, i stavimo p’ = p U {((n, 2), 1)} U {((n, u),0)}. Tada imamo
P rA€uy AN ¢ u,ty. p'Ikuy # u, Tadaiz p’ < p slijedi kontradikcija.
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Definirajmo funkciju f € VBs f = {(;l, u)? | 1 < w,} x {1}. Tvrdimo da vrijedi
VB E f: &, » P(®). Cinjenica da je f funkcija se dokazuje analogno kao u lemi

232

[xe DA = \/[x =1 = [x € &1,

XEWqy

te za svaki y,

[y € Im(H)1 = [3x((x,y) € /)]
= \/lxy e[l

xeVB

=V Ix =Ly = ud)

A€w, xeVB

= \/[[y:uz]]

A€Wy

= \/ Iy = wl A [y € &)

A€Wy

<\/(ycah=Iycal

A€Wy

Bududi da je [uq = u,]l = 0 za A # u, analogno kao u dokazu teorema [2.2.2) zakljucu-
jemo da vrijedi V2 k= ,f je injekcija”. Iz toga slijedi V& £ N, < 2%, [

Sada smo u stanju dokazati najvazniji teorem ovog poglavlja.
Teorem 3.3.6. Ako je ZF konzistentna teorija, onda je i ZF + (2™ = N,) konzistentna.

Dokaz. ZFC + GCH i ZFC + (2™ = K,) su proSirenja teorije ZF. Po teoremu
konzistentnost od ZF povlaci konzistentnost od ZF + GCH. Unutar ZF + GCH vrijedi
Ng‘) = 228%™ = 2% = R, U teoriji ZFC + GCH moZemo definirati potpunu Booleovu
algebru B = RO(2“*“?) za koju vrijedi ZF + GCH + [[F] = 1, za svaki aksiom teorije ZF.
Po teoremu takoder vrijedi ZF + GCH + [2% = K,] = 1. Sada konzistentnost od
ZF + (2% = N,) slijedi direktno iz teoremam [ |



Poglavlje 4

Aksiom izbora

4.1 Nezavisnost aksioma izbora

Bududi da smo u 2. poglavlju pokazali da AC nije moguce opovrgnuti u Booleovim prosi-
renjima, pribjegavamo drugacijoj strategiji, za koju je potrebno uvesti odgovarajuce alge-
barske pojmove.

Definicija 4.1.1. Neka je G grupa i X skup. Djelovanje grupe G na skup X je preslikavanje
(g,x) — g-xsaskupa G X X u skup X koje zadovoljava e - x = xig-(h-x) = gh- x, gdje
sux€X, g,heaq,iejeneutralni element grupe G.

Djelovanje nekog elementa g € G na element skupa x € X, uvijek ¢emo oznacavati s
g - x, arezultat binarne operacije dva elementa grupe g, h € G oznaCavamo jednostavno gh.

Djelovanje grupe G na neki skup X moZze se shvatiti kao familija bijekcija {n, : X —
X | g € G}, te preslikavanje g — 7n1 definira homomorfizam izmedu G i grupe permutacija
od X[

U specijalnom slucaju kada je promatrani skup Booleova algebra B, smatramo da grupa
na nju djeluje automorfizmima. ToCnije, za svaki g € G, g - x = m,(x), pri ¢emu je
n, € Aut(B). Budu¢i da je Aut(B) grupa funkcija na B, jednostavno definiramo njezino
djelovanje na B kao 7 - x := n(x), gdje je 7 € Aut(B) i x € B.

Definicija 4.1.2. Neka je G grupa koja djeluje na skup X. Definiramo stabilizator elementa
x € X kao stabg(x) :={ge€ G| g x=x}.

Lako se pokaze da je stabg(x) podgrupa od G. Naime, neka su g, h € stabg(x). Tada
vrijedi g7'h - x = x ako i samo ako vrijedi 4 - x = g - x, a to vrijedi jer je x = x, iz Cega
slijedi da je g~'h € stabg(x).

U nastavku smatramo da je B proizvoljna, ali fiksna, potpuna Booleova algebra.

1Za detalje vidi [18].

48
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Definicija 4.1.3. Neka je G grupa koja djeluje na B. Indukcijom po relaciji E definiramo
preslikavanje (g,u) — g-u : G X VB — VB na sljedeéi nacin:

g u=1{@g-xg ux)|xEul
Dokazimo sada da je preslikavanje u prethodnoj definiciji zaista djelovanje na Boole-

ovom proSirenju.

Teorem 4.1.4. Preslikavanje iz definicije e djelovanje grupe G na V? i pritom vrijede
sljedece tvrdnje:

(i) Za svakiu € V®ig e Gvrijedi D(g-u) = {g - x| x E u} i za x E u imamo da vrijedi
(g-u)(g-x)=g- ux).

(ii) Za svakiv € V vrijedi g - vV = V.

Dokaz. Za pocetak dokazujemo da za svaki fiksan g € G preslikavanje x — g - x, gdje je
x € VB, preslikava V& u V2. Za to je dovoljno dokazati sljedece:

Tvrdnja. Za svaki a € On, restrikcija od x — g - x na V2 preslikava V2 u V5,

Dokaz. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svaki 8 € a. Za u € V2 postoji y € a takav
daje D(u) = Vf. Iz definicije slijedi da je g-u preslikavanje s {g-x | x E u} C Vf u B, stoga
jeg-ue Vfﬂ C V2. Dakle, imamo da restrikcija preslikavanja x — g - x na V,, preslikava
VByu VB,

Da je preslikavanje (g, u) — g - u djelovanje grupe G na V® dokazujemo induktivno. Neka
sug,h € Giu e VBipretpostavimo da za sve x E u vrijedi g - (h - x) = (gh) - x. Sada
imamo

g-(h-u)y={@g-(h-x),g-(g-wh-x)|xEu)
={(g-(h-x),g-(h-u(x)|x E u}
={(gh-x,gh-u(x)) | x E u}
=gh-u.
Analogno se dokazuje da vrijedi 1 - u = u, za svaki u € VB. Dakle, preslikavanje
(g,u) — g - u je zaista djelovanje grupe G na V5,
Tvrdnja (i) lagano slijedi iz definicije[d.1.3] Za tvrdnju (ii), neka je v € V proizvoljan i
pretpostavimo da za svaki y E v vrijedi g - = $. Sada imamo
g9 =1 3.8 99 |9 E D)
={0.g-Dlyev}
={0,Dlyevi=7.
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Time smo dokazali tvrdnju (ii). [ |

Pokazuje se da vrijedi ,,zakon distributivnosti” djelovanja grupe i Booleovog preslika-
vanja, u smislu sljedece leme.

Lema4.1.5. Neka je G grupa koja djeluje na B, i ¢(x1, . .., X,) proizvoljna B-formula. Tada
za proizvoljne uy, . .., u, € Vi g€ Gvrijedi g - [o(uy, ..., u)ll = lo(g - ui,...,g  u)l.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po sloZenosti formule ¢. Neka je ¢ atomarna
formula, te u,v € V® proizvoljni. Dokazimo da vrijedi g-[[u € v] = [g-u € g-v] i
g -[u=v]=1[g-u=g-v]. Pretpostavimo da za proizvoljne x E uiy E v vrijedi

g-llxevl=1lg-xeg-vl,
g lx=vl=1[g-x=g-vl,
g-llueyl=1Ig-uecg-yl,
g-llu=yl=1Ig-u=g-yl

Sada imamo

g-luevl=g- \/ (IyevlAlu=yl

yeD(v)
= \/ (lg-yeg-vinlg-u=g-yl
YeD()
= \/ @) Allg-u=g-yD
yeD(g-v)
Analogno se, po definiciji, dokazujei g - [u =v] =[g-u=g-v].
Neka su uy,...,u, € V®, neka je ¢(uy, ..., u,) proizvoljna B-formula, i pretpostavimo
da tvrdnja vrijedi za sve glavne potformule od ¢(u,, ..., u,). Za konjunkciju, disjunkciju i
negaciju je tvrdnja trivijalna. Pretpostavimo stoga da je ¢(uy, ..., u,) = Axy(x, uy, ..., u,).

Sli¢no kao kod opravdanja definicije[2.1.1} supremum po klasi V2 je zapravo supremum
skupa {[y(x, uy, ..., u,)] | u € VB} C B. Vrijedi

g\ I, u)l = \/ g- Iy u,...,u)l.

ucvB ucVvs

Sada imamo

g Expxu, . u)l =g \/ ... )]

ucvs

— \/[[w(gu,gl/t],,gun)]]

uevB

= \/[[w(v,g-ul,---,g-un)]] = [e(g - ur, ... g - un)l.

veVB
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Time smo dokazali tvrdnju. [
Buduci da Aut(B) djeluje na B, po teoremu imamo da Aut(B) djeluje i na V5.

Definicija 4.1.6. KaZemo da je element x € B (x € V®) invarijantan ako vrijedi n(x) = x
za svaki m € Aut(B). KaZemo da je Booleova algebra B homogena ako su 0 i 1 jedini
invarijantni elementi.

U homogenoj potpunoj Booleovoj algebri, svaka formula s parametrima koji su kanon-
ska imena je ili apsolutno istinita ili apsolutno lazna.

Lema 4.1.7. Neka je B homogena. Za formulu ¢(xi,...,Xx,) i bilo koje z1,...,z, € V
vrijedi [¢(Z1,...,2,)]1 € 2=1{0,1} C B.

Dokaz. 1z lemeld.1.5]i lemeld.1.3|slijedi da je [¢(Z1, .. ., Z,)] invarijantan element. Tvrdnja
sada slijedi iz homogenosti od B. [

U 1. poglavlju smo uveli pojam filtera, a u nastavku nam je potreban specijalan slucaj
filtera koji se sastoji od podgrupa neke grupe.

Definicija 4.1.8. Neka je G grupa koja djeluje na B i neka je F filter podgrupa od GE]
KaZemo da je F normalan filter ako iz g € G i H € F slijedi gHg™' € F.

Buduéi da u V2 ne moZemo opovrgnuti AC, potrebno je V2 , smanjiti” na neki nalin
tako da dobijemo ,,manji” model u kojem je AC apsolutno neistinit.

Definicija 4.1.9. Neka je B potpuna Booleova algebra, G grupa koja djeluje na B, i F filter
podgrupa od G. Transfinitnom rekurzijom definiramo filtersko proSirenje:

(i) VE =0,
(ii) VI, :={u: V] — B]| stabg(u) € F}.

(iii) Vo := | Vp, za grani¢ni ordinal .
Bea

(iv) VI := U V..
a€0n

Ovime smo o¢ito definirali potklasu od V2. Sada definiramo alfabet £ tako §to iz al-
fabeta L8 izbacimo svaki konstantski simbol koji ne denotira neki element iz V. Formule
alfabeta £F nazivamo F-formule.

Na isti nacin kao u 2. poglavlju rekurzivno definiramo preslikavanje [-]* sa klase svih
F-formula u Booleovu algebru B. Primijetimo da za u,v € V¥ vrijedi [u € v]¥ = [u € v]®
te [u = v]¥ = [u = v]®.

2Qdnosno, F je neprazan skup podgrupa od G za koji vrijedi da ako su H,K € F,ondaje HNK € F i
ako vrijedi H € Fi H C K, pri ¢emu je K podgrupa od G, onda je K € F.
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Lema 4.1.10. Za svaki x € V vrijedi % € VF.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po relaciji €. Za x € V proizvoljan, pretposta-
vimo da za svaki y € x vrijedi § € V. 1z teoremaimamo da vrijedi g - X = X za svaki
g € G, stoga je stabg(%) = G € F. Nadalje, vrijedi D(%) = {§ | y € x} C V¥, §to zajedno s
prethodnim daje £ € VF. |

U nastavku pretpostavljamo da je F fiksan normalan filter podgrupa grupe G koja dje-
luje na B. Tada prosirenje V¥ nazivamo normalno filtersko prosirenje.

Lema 4.1.11. Grupa G djeluje na V*.

Dokaz. Dokazimo prvo da je za fiksan g € G, x — g - x preslikavanje s V¥ u V. Neka je
u € VF proizvoljan i pretpostavimo da za svaki x E u vrijedi g - y € V¥. Imamo da vrijedi
D(g-u) ={g-x|x E u} C V. Nadalje, vrijedi stabs(g - u) = gstabs(u)g™". Naime, ako
je h € stabg(g - u),tadaje g-u = h-(g-u) = hg-u, aiz toga slijedi da je g"'hg - u = u,
tj. g'hg € stabg(u), pa vrijedi h € gstabg(u)g™'. S druge strane, ako je h € gstabg(u)g™!,
tada postoji k € stabg(u) takav da je h = gkg™!. Sada vrijedi gkg™' - (g - u) = g - u,
tj. h € stabs(g - u). Bududéi da je stabg(u) € F, a F je normalan filter, slijedi da je i
stabg(g - u) € F. Dakle, vrijedi g - u € VF.

Tvrdnje 1 -u =uig- (h-u) = gh-u se dokazuju analogno kao u teoremu4.1.4] iz cega
zajedno s prethodnim dobivamo da G djeluje na V¥ [

Za V¥ vrijedi ,,zakon distributivnosti”, sli¢no kao u lemi m

Lema 4.1.12. Neka je ¢(xy,. .., x,) proizvoljna F-formula. Tada za proizvoljne uy, . ..,u, €
VEigeGrijedi g - [ouy,...,u)] = [e(g - ur,.... 8 uy)l.

Dokaz. Neka su u,v € Vi g € G. Primijetimo da iz leme slijedi g - u,g-v € VF,
stoga imamo
glluevl"=g-uevl’=lg-ucg-vli°=lg-ueg-vl"

Analogno se dokazuje tvrdnja za slucaj u = v. Nastavak tvrdnje dokazuje se jednako
kao i u lemi 4. 1.5l [ ]

Sli¢no kao u 3. poglavlju, moZemo definirati relaciju forsiranja.

Definicija 4.1.13. Neka je P skup uvjeta potpune Booleove algebre B, p € P, te ¢
F-recenica. KaZzemo da p € P F-forsira ¢, i piSemo p v ¢, ako vrijedi p < [¢]".
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Iz leme[.1.12]jednostavno slijedi da za proizvoljnu F-formulu ¢(xy, . .., X,), Uy, ..., U, €
VE.pePigeGtakvedajeg-p € P, vrijedida p ~r @(uy,...,u,) povliadi g - p Irp
o(g-ur,...,8 " uy).

Analogna tvrdnja teoremu [2.1.13] vrijedi u slucaju kada B zamijenimo s F. Dokaz je
potpuno isti.

Teorem 4.1.14. Svaki aksiom teorije ZF je apsolutno istinit u V*.

Dokaz da aksiomi vrijede u V¥ analogan je onima iz 2. poglavlja, s jednom razlikom
Sto sada moramo provjeriti da je stabilizator pripadnih skupova u F. Za detalje vidi [2].

Sada odabiremo odgovarajuéu Booleovu algebru, grupu i normalan filter ' za kojeg
vrijedi V¥ E -AC.

Neka je X = 2“*“, B = RO(2“*“) i neka je G grupa permutacija od w. Svaki g € G
inducira homeomorﬁzanﬂ he : X — X definiran s hy(f(m,n)) = f(m,g-n), gdje je f € X
im,n € w. Pomocu tog homeomorfizma definiramo djelovanje grupe Gna Bs g -b =
he'(b) = {f € X | he(f) € b}.

Provjerimo da je to zaista djelovanje. Uzmimo proizvoljne g,k € G 1 b € B. Sada
imamo g - (k- b) ={f € X [ hy(f) € k- b} ={f € X | hy(f) € X1l(hy(f)) € b} = {f €
X | hi(hg(f)) € b}. No za m,n € w imamo da vrijedi h(hy(f))(m,n) = ho(f)(m,k -n) =
f(m,g-(k-n)) = f(m,(gk) - n) = hg(f)(m,n). Iz toga sada slijedi da je g - (k - b) = (gk) - b.
Takoder, id - b ={f € X | hiu(f) € b} ={f € X | f € b} = b, pri Cemu je id identiteta na w.

Za svaki n € w oznaCimo pripadni stabilizator elementan s G, :={g € G| g-n = n}.
Ocito je G, podgrupa od G. Neka je F filter podgrupa generiranih s familijom {G, | n € w},
tj. F je skup svih podgrupa H od G takvih da vrijedi G; € H za neki konacan I, gdje je
ICwi (;[ = rw (;n-

nel

Dokazimo da je takav filter normalan. Neka je g € G1 H € F. Tada vrijedi G; € H
i ocito je gHg ! podgrupa od G. Preostaje stoga dokazati da vrijedi G; C gHg ! za neki
konacan skup J C w. Iz pretpostavke slijedi da je gG;g! € gHg™!, a buduéi da vrijedi

8(NG.)s™" = N(gGug™) = N G, slijedi da je
nel nel nel
G = ﬂ G, =gGig™' CgHg™".

nel

Dokazimo sada jednu korisnu tehnicku lemu.

Lema 4.1.15. Neka je P = Fn(w X w,?2) skup uvjetaza B, p € P, I C w konacanin ¢ I.
Tada postoji g € G takav da vrijedip A g-p #0ig-n # n.

3Vidi [13].
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Dokaz. Uzmimo n’ € w takav da vrijedi n’ ¢ [ U {n} 1 (m,n") ¢ D(p) za svaki m € w. Neka
jegeGzadanas g-n:=n',g-n :=nig-x:= xzasve x razlicite od n i n’. OCito je
g € Gtevrijedi g - n # n.

Imamo g - N(p) = g-{f € X | p C f} ={f € X | p C he(f)}. Naime, ako je
k € g - N(p), onda vrijedi k = hé‘,l(f), pri cemu je f € N(p). No iz toga slijedi da je
he(k) = f 2 p. S druge strane, ako je f € X takav da je p C h,(f), tada imamo da vrijedi
f =B () € g+ N(p).

Ocito vrijedi {f € X | p C ho()H} = {f € X | (i, )) € D(p) = f(. g )) = pl, )}

Neka je L = {l4,...,[;} konaCan skup indeksa takav da vrijedi (/,n) € D(p) za svaki
[ € L. Sada imamo, uzevsi u obzir identifikaciju N(p) s p, da je

pAg-p=Np)Ng-Np)={feX|pcfi(VleLl)fUn)=pln)}
Sto je neprazno jer vrijedi (I,n") ¢ D(p) za svakil € L. [ |

Za skup X kazemo da je Dedekind-beskonacan ako postoji pravi podskup Y od X,
za koji postoji bijekcija izmedu X i Y. Inace kazemo da je skup X Dedekind-konacan.
U teoriji ZF se opCenito konacnost i Dedekind-kona¢nost ne podudaraju: za to nam je
potreban aksiom izbora. Tocnije, ako vrijedi aksiom izbora, onda je Dedekind-konac¢nost
ekvivalentna konaénostiﬂ Stoga, ukoliko pronademo model teorije ZF u kojem postoji
Dedekind-konacan skup koji je beskonacan, to znaci da u tom modelu ne vrijedi aksiom
izbora, tj. u tom modelu vrijedi =AC.

Teorem 4.1.16. Neka je B = RO(2“*“), G grupa permutacija od w koja djeluje na B, i F
filter podgrupa generiran s {G, | n € w}. Tada u V¥ postoji Dedekind-konacan skup koji je
beskonacan podskup od ().

Dokaz. Zasvakin € w definiramo u,, € B”® sa u,(in) := {f € 2“%“ | f(m,n) = 1}. Lagano
imamo [[u, C 0] = A (u,(in) = [ C o) = 1.

mew

Buduéi da je u, € V2, po teoremu se djelovanje grupe G moZe prosiriti do djelo-
vanjana V5.

Tvrdnja 1. Za svaki g € Gizasvakin € w vrijedi g - u,, = utg.p.

Dokaz. Postoji barem jedno djelovanje grupe G na B?; fiksirajmo jedno takvo. Po definiciji
djelovanja je g - u, € B?@, stoga je D(g - u,) = D(®). OCito je D(ug,) = D(®), 4. vrijedi

4Za detalje vidi [16].
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D(g - u,) = D(gg.). 1z teorema[d.1.4]slijedi da je g - & = @. Tada

(g - up)() = (g - up)(g - 1) = (g - u,(M)) =
= hy'({f € 27| f(m,n) = 1})
={f €2 | ho(f(m,n)) = 1}
={f €2 f(m, g n) = 1} = ug, (i),

Sto je 1 trebalo dokazati. [

Uzmimo g € G,. Tada imamo g - u, = ug, = u,, 4j. g € stabg(u,). Dakle, G, C
stabg(u,). Buduéi da je G, € F i F je filter, slijedi da je stabg(u,) € F. 1z toga pak slijedi
dajeu, € F.

Tvrdnja 2. VF Eu, # uy zan # n'.

Dokaz. Znamo da je P = Fn(w X w, 2) skup uvjeta za B. Sada je dokaz analogan dokazu
tvrdnje 2. teorema[3.3.5] u

Definirajmo s := {u, | n € w} X {1}. Buduéi da je s € V2, po teoremu imamo

g-s={g xg-Dlxelu|newl
={(g-up, 1) | n € w}
= {(ugn, 1) [ n € w}
={(uy,1) | n' € w} = s.

Kako to vrijedi za svako g € G, slijedi da je stab(s) = G € F, tj. s € VF.
Nadalje,

[sC 2@l= /\ ) =lxe2@D=/\(l=lucaol=1

xeD(s) new

Iz tvrdnje 2. slijedi tvdnja V¥ [ ,,s je beskonaCan”.

Tvrdnja 3. Vrijedi p IFp (x € 5) ako 1 samo ako (Vg < p)(Ar < ¢)(TAn € w)(r Fr (x = u,)).

Dokaz. Vrijede sljedece ekvivalencije:
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plrr(x€s)=p<[xe€s]

=p<\/Ix=ul

new

=(p A \Ix#u,1)=0

new

= (Vg < p)g % [\Ix # 1)

new

= (Vg < p)(dn € w)(q £ [x # u,])
= (Vg < p)dn € w)—(q Fr x # u,)
=g <p)@necw@r<q)(rirx=u,),

Sto je i trebalo pokazati. [

Tvrdimo da vrijedi V¥ E ,,s je Dedekind-konadan”. Za to je dovoljno pokazati da
postoji f € VF takav da vrijedi

[func(f) A D(f) = & AIm(f) C s A ,.f je injekcija”] = 0.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je istinitosna vrijednost gornje formule razli¢ita od O.
Tada postoji py € Fn(w X w, 2) takav da vrijedi

Po ke func(f) A D(f) = & AIm(f) C s A ,.f je injekcija”.

Bududéi da je f € V¥, vrijedi stabs(f) € F, pa postoji konacan skup I = {ny,...,n}
takav da je G; C stabg(f). Medutim, vrijedi py Fr func(f) A ,.f je injekcija”, iz Cega
slijedi po IFp (Ax € O)(f(X) # uy, A ... A f(X) # u,,). 1z toga pak sijedi da postoje p < py i
m € m takvi da vrijedi p kp f(1) # up, A ... A f() # uy,.

Iz py Fr f(im) € s slijedi da vrijedi p +r f(/1) € s. Sada po tvrdnji 3. postoje r < p i
n € w takvi da vrijedi r kg f(/1) € u,. No tada imamo da vrijedi r g f(71) # up, A ... A
f(m) # u,,, Sto zajedno s prethodnim daje da imamo n # ny,...,m, tj. n ¢ 1.

Po lemi [4.1.15] slijedi da postoji g € G, takav da vrijedi p A g-p # 0ig-n # n. Po
prethodnom sada imamo da vrijedi g - 7 ¢ (g - f)(1) = g - u,. Sada iz teorema [4.1.4]
tvrdnje 1. i Cinjenice da je g € G; C stabs(f), slijedi da je g - r Fr f(/1) = u,. Nadalje,
budu¢idajer A g-r # 0, postoji g € Ptakavdavrijedig <rig<g-r. Tadaje p < poi
vrijedi g ¢ f(71) = u, A f(i1) = u,.,. Buduci da je g - n # n, pomocu tvrdnje 2. dobivamo
lue, # u,ll = 1, stoga vrijedi g & ug, # u,. Na kraju imamo g +r —func(f), Sto je
kontradikcija s pretpostavkom, tj. vrijedi V¥ k= ,,s je Dedekind-konacan”. [

Iz prethodnog teorema slijedi sljedeci vrlo vazan teorem.
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Teorem 4.1.17. Ako je teorija ZF konzistentna, tada je konzistentna i teorija ZF + —AC.

Ovime je dokazana nezavisnost aksioma izbora od teorije ZF'.
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Sazetak

Glavni je cilj rada dokazati nezavisnost aksioma kontruktibilnosti, hipoteze kontinuuma
i aksioma izbora od teorije ZF. Za dokaze tih tvrdnji ne koristimo poznatu Cohenovu
metodu forcinga, ve¢ nesto intuitivniju teoriju prosirenih modela.

U prvom poglavlju uvodimo osnovne pojmove matematicke logike, teorije skupova,
teorije Booleovih algebri te topologije. Relativna opseZnost prvog poglavlja je uvjetovana
potrebama u daljnjem tekstu, a smatramo da je bolje neke stvari naglasiti odmah na po-
Cetku, pa se u nastavku na njih samo pozivati. Ipak, to poglavlje sadrzi neke same po sebi
interesantne rezultate (primjerice Stoneov teorem).

Drugo poglavlje, u kojem se uvodi pojam proSirenog modela, glavni je dio teksta. Za-
tim dokazujemo neka osnovna svojstva takve strukture, da bismo na kraju dokazali da u
takvim modelima vrijede svi aksiomi teorije ZFC.

Trece poglavlje sadrzi prve dokaze nezavisnosti. Nakon kratkog uvodenja nekih poj-
mova forcinga, u nastavku dokazujemo nezavisnost aksioma konstruktibilnosti od teorije
ZF, a kao krunu poglavlja dokazujemo nezavisnost hipoteze kontinuuma od teorije ZF.
Kako bismo to dokazali, izabiremo posebnu Booleovu algebru pomocu koje dobivamo
proSireni model u kojem vrijedi negacija hipoteze kontinuuma.

U zadnjem, Cetvrtom poglavlju, dokazujemo nezavisnost aksioma izbora od teorije ZF
i time zavrSavamo dokaze nezavisnosti. Interesantno je da u dokazu nezavisnosti aksioma
izbora koristimo metodu sli¢nu onoj koju su razvili Fraenkel i Mostowski desetlje¢ima
prije forcinga.



Summary

The main goal of this thesis is to prove the independence of the axiom of constructibility,
continuum hypothesis and the axiom of choice from ZF theory.

In the first chapter, we introduce basic notions of mathematical logic, set theory, theory
of Boolean algebras, and topology. Relatively long first chapter is due to the needs in later
parts of the text, and we think that it is better to emphasize certain things at the beginning,
in order to refer to them later. Nevertheless, this chapter is not without interesting results
(Stone’s theorem, for example).

The second chapter is the main part of the text, in which we introduce Boolean-valued
models. We then prove some basic properties of such structures, and at the end, we prove
that every axiom of ZF theory is true in every Boolean-valued model.

Main topic of the third chapter are the independence results. After a short introduction
of the forcing notion, we prove the independence of axiom of constructibility from ZF
theory, and then we prove the most important result of this chapter: independence of con-
tinuum hypothesis from ZF theory. In order to prove that, we choose a concrete Boolean
algebra, and then construct Boolean-valued model with it, in which continuum hypothesis
fails.

In the last, fourth chapter, we prove independence of axiom of choice from ZF theory,
thus concluding our work on independence proofs. It is interesting to note that in this
chapter we use somewhat similar technique to the one which was discovered and ramified
by Fraenkel and Mostowski, decades before the invention of the method of forcing.
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