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Uvod

Pojmom konveksnosti bavili su se starogrcki matematicari poput Euklida i Arhimeda. Euk-
lid je u svojoj zbirci knjiga Elementi napisao prvu poznatu definiciju konveksnosti, a do-
punio ju je Arhimed dajuci dvije definicije koje su koriStene sve do 20. stoljeca. S pojmom
konveksnih funkcija susrecemo se neSto kasnije. Prvi radovi vezani uz konveksne funk-
cije javljaju se krajem 19. i pocetkom 20. stoljea. Pojam konveksne funkcije prvi je
uveo francuski matemati¢ar Charles Hermite (1822.-1901.) u svome radu iz 1881. godine.
Medutim, pocetak prouc¢avanja konveksnih funkcija vezan je uz danskog matematic¢ara Joh-
ana Ludwiga Williama Valdemara Jensena (1859. - 1925.). On je u svojim ¢lancima iz
1905. 1 1906. godine definirao konveksnu funkciju pomocu nejednakosti

xy) 09+ f0)
2 /7 2 ’

i

odnosno na nacin kako je danas uobicajeno definirati konveksnu funkciju.

Konveksne funkcije imaju vaznu ulogu u analizi, teoriji nejednakosti, u razli¢itim po-
dru¢jima primijenjene matematike, u optimizaciji, geometriji te u ostalim granama mate-
matike.

Ucenici se s pojmom konveksnih funkcija susrecu u 4. razredu srednje Skole. Tada
ucenici konveksne funkcije upoznaju u problemima ispitivanja tijeka funkcije i crtanja
grafa funkcije. Pri ispitivanju tijeka funkcije, u€enici racunaju drugu derivaciju funkcije.
U udzbenicima za 4.razred srednje Skole konveksnost funkcije opisuje se jednostavnim ge-
ometrijskim svojstvom: diferencijabilna funkcija f je konveksna na intervalu {(a, b) ako se
njezin graf nalazi iznad tangente u po volji odabranoj tocki tog intervala.

U ovome radu bit ¢e rije¢ o hijerarhiji konveksnih funkcija. Opisat ¢emo razliCite
klase realnih funkcija: konveksne, zvjezdaste, superaditivne i m-konveksne te dokazati
neka njihova svojstva 1 ispitati odnose izmedu klasa promatranih funkcija. Rad se sastoji
od pet poglavlja.

U prvom poglavlju bit ¢e iznesene osnovne definicije, svojstva i karakterizacije kon-
veksnih funkcija potrebni za razumijevanje tematike o kojoj se govori.
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Prvi odjeljak ovog poglavlja bit ¢e posveéen konveksnim funkcijama, definirat cemo kon-
veksne funkcije, opisati neka svojstva te na nekoliko konkretnih primjera prikazati kriterij
za provjeru konveknosti funkcija. Nakon definicije konveksne funkcije i njene geometrij-
ske interpretacije slijedi opis funkcija konveksnih u Jensenovom smislu. Osim Jensenove
nejednakosti, pokazat ¢emo 1 Hermite-Hadamardovu nejednakost za konveksne funkcije.
U drugom i treCem poglavlju bit €e rije€ o zvjezdastim 1 superaditivnim funkcijama. De-
finirat ¢emo zvjezdaste i superaditivne funkcije, opisati nekoliko svojstava. Takoder, u
treCem poglavlju bit ¢e iznensen jedan od glavnih rezultata ovoga rada. Promatrat ¢emo
odnose konveksnih, zvjezdastih i superaditivnih funkcija, tj. razmotrit ¢emo pitanje hije-
rarhije klasa tih funkcija.

Cetvrto poglavlje bit ée posveéeno integralnim sredinama. Promatrat ¢emo odnose kon-
veksnih, konveksnih u srednjem, zvjezdastih, zvjezdastih u srednjem, superaditivnih te
superaditivnih funkcija u srednjem.

U posljednjem poglavlju ovoga rada fokusirat ¢emo se na m-konveksne funkcije. U
prvom odjeljku definirat ¢emo m-konveksne funkcije i iznijeti nekoliko karakterizacija. U
drugom odjeljku petog poglavlja promatrat ¢emo funkcije definirane na opéenitom inter-
valu [a, b]. Definirat ¢emo nekoliko klasa funkcija koje poopcavaju zvjezdaste, superadi-
tivne i konveksne u Jenesenovom smislu. Takoder, razmotrit ¢emo odnos klasa tih funkcija.
Uzivajte u Citanju.



Poglavlje 1

Konveksne funkcije

1.1 Definicija i svojstva

Na pocetku ovog potpoglavlja izrec¢i ¢emo nekoliko definicija pojmova koje ¢emo razma-
trati u ovom radu.

U ovom ¢emo radu koristiti oznaku / za interval realnih brojeva bilo kojeg oblika — zatvo-
reni, otvoreni, poluotvoreni slijeva ili zdesna.

Ako je I segment [a, b], tj. akoje I = {x € R : a < x < b}, tada za svaki x € [ postoji
t € [0, 1] takav da je x = (1 — t)a + tb. 1 obratno, svaki broj oblika (1 — t)a + tb, gdje je
t € [0, 1] pripada segmentu /.

Drugim rije¢ima, [a,b] = {(1 —)a +tb : t € [0, 1]}.

Definicija 1.1.1. Neka je I interval u R. KazZemo da je funkcija f : I — R konveksna ako
za sve x,y € I'iza svaki t € [0, 1] vrijedi:

S =Dx+1y) <A -0f(x)+1f(). (1.1)
KaZemo da je funkcija f strogo konveksna ako za sve x # y i za sve t € {0, 1) vrijedi:
S =Dx+1y) <A -0f(x)+1f(). (1.2)

KaZemo da je funkcija f konkavna ako je funkcija —f konveksna, tj. ako za sve x,y € 1 i za
svaki t € [0, 1] vrijedi:

S =Dx+1y)) 2 (1 = 0)f(x) +1f(), (1.3)

a strogo konkavna ako za sve x # y i za sve t € 0, 1) vrijedi:

S =Dx+1)) > (1 =) f(x) +1f(). (1.4)
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Propozicija 1.1.2. Zbroj dvije konveksne funkcije definirane na istom intervalu I je po-
novno konveksna funkcija. Ako je jedna od funkcija strogo konveksna, tada je i njihov
zbroj strogo konveksna funkcija.

Dokaz. Neka su f i g dvije konveksne funkcije definirane na istom intervalu /. Neka je
h:= f +g. Tada za svaki t € [0,1] i1 x,y € I prema definiciji konveksnosti funkcija f 1 g
vrijedi:

h((1 = 1t)x) + 1y)

S =Dx+1ty)+g((1 —D)x +1y)

< (A =0f)+1f(y) + (1 = 1)g(x) +18(y)
= (1 =0h(x)+thQy),
tj. funkcija & je konveksna na /.
Dokaz analogno provodimo kada je jedna od funkcija strogo konveksna. O

Propozicija 1.1.3. UmnoZak (strogo) konveksne funkcije i pozitivnog skalara je (strogo)
konveksna funkcija.

Dokaz. Neka je f konveksna funkcija definirana na intervalu / i neka je @ > 0. Definiraymo
funkciju i := af. Tada za svaki ¢ € [0, 1] 1 x,y € I prema definiciji konveksnosti vrijedi:

h((1 = 0)x) +1y) af((1 =nx+1y))

< a(l-0f(x)+atf(y)
= (1 =0h(x) + th(y),
tj. h je konveksna na /.
Dokaz analogno provodimo za strogo konveksne funkcije. O

Promatrajuéi dokaz, ocito je da za @ < 0 i konveksnu funkciju f vrijedi da je af
konkavna.

Propozicija 1.1.4. Ako je f : I — R konveksna (strogo konveksna) i g : R — R rastuca
(strogo rastuca) konveksna funkcija, onda je g o f konveksna funkcija (strogo konveksna).

Dokaz. Nekaje f : I — R konveksnai g : R — R rastuca konveksna funkcija. Tada za
svaki t € [0, 1]1 x,y € I koriste¢i svojstva funkcija f i g vrijedi:

o N =0x)+1y) = g(f((1 -Dx+1y))

g =nf(x) +1f(y)
(I =0(g o fHx) +1(g o HY).

IA

Dakle, g o f je konveksna funkcija.
Dokaz analogno provodimo za strogo konveksnu funkciju f. m|
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Propozicija 1.1.5. Akosu f : I —» Rig: I — R pozitivne, rastuce (padajuce) i konveksne
funkcije, onda je funkcija h = f - g pozitivna, rastuca (padajuca) i konveksna funkcija.

Dokaz. Nekasu f : I — Rig: I — R pozitivne, rastuée i konveksne funkcije. Funkcija
h = f - g je ocito pozitivna. DokaZimo da raste.

Nekajex <y, x,y € I. Tada je f(x) < f(y)ig(x) < g(y). Buduéidasu f(x), f(y), g(x), g(y)
pozitivni brojevi, mnoZenjem lijevih, odnosno desnih strana tih nejednakosti dobivamo

J(0)g(x) < fF(MLW), tj. h(x) < h(y).
Dokazimo jos konveksnost od 4.
Kako su f'1 g obje rastuce 1 pozitivne, tada za x < y imamo

(f() = fFONEB) — &) <0,

odnosno

f)gy) + f(1gx) < f(0)gx) + fF(EW). (1.5)

Budu¢i da su f 1 g konveksne funkcije, tada za svaki ¢ € [0, 1] vrijedi:

h((1 = 0)x) + ty)

S =nx+1y)g((1 —n)x +1y)
(1= O£ (x) + tFON( = )g(x) + 18())
(1= 2 f(0)8(x) + 11 = D(F (X)) + FGI(X)) + L F3IZG)-

IA

Iz (T3) slijedi

WA =0x)+1y < (1= f0g(x) + (1 = ) f()(x) + fEW)) + £ f()8()

(1 =0 f(0)g(x) + (1 = ) f)gx) + (1 = P) fMY) + 2 F()g)
(1 =0f(x)g(x) +tf ()

(1 = Hh(x) + th(y),

tj. h je konveksna.
Dokaz kad su obje funkcije f i1 g padajuée provodi se analogno. O

1.2 Karakterizacije konveksnih funkcija

Definicija 1.2.1. Funkciju f : R — R zadanu formulom f(x) = cx + d, gdje je c,d € R
nazivamo afina funkcija.

Lema 1.2.2. Funkcija f : [a,b] — R je istovremeno konveksna i konkavna ako i samo ako
je f afina funkcija.
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Dokaz. (=) Neka je funkcija f konveksna i konkavna. Tada prema definiciji konveksne i
konkavne funkcije, za svaki x,y € [a, b] 1 za svaki t € [0, 1] vrijedi

S =Dx+1y) = (1 =) f(x) +1f().

vrijedi
g(x)

Pokazimo da je f(x) = g(x) za svaki x € [a, b].
Neka je x € [a, b] proizvoljan. Tada postoji jedinstveni ¢ € [0, 1] takav da je x = (1-f)a+1b.
Odatle slijedi da je

- —f(b; R )
—a

f) = f((I =na+1b) = (1 -1)f(a) + 1f(b).

S druge strane:

gx) = g((1—-0ta+th)= 1-tHa+th—-a)+ f(a)

b) —

= TOZTD )+ fia

-a

= (f0) - fla)r + f(a)

= (I =-0f(a) +1f(D)

= f.
Buduci da jednakost g(x) = f(x) vrijedi za proizvoljan x,y € [a,b] slijedidaje f = g, tj. f
je afina funkcija.
(<) Neka je funkcija f afina funkcija. Tada postoje ¢,d € R, takvi da je f(x) = cx + d.
Neka su x,y € [a,b] it € [0, 1]. Vrijedi:

fA=nx+1y) = (A =-0x+1y)+d,
= (I -Hex+tey+d,
= (1 -0Hex+tey+ (1 —0d+td),
= (1-0(cx+d)+1t(cy+d),

(1 =0fx)+1f(y).

Dakle f je i konveksna i konkavna. O

f(b;—f(a)((
—a

Propozicija 1.2.3. [9] Funkcija f : R — R je konveksna ako i samo ako za svaki xi, x,, x3 €
I, x; < xp < x3 vrijedi:

xr flx) 1
X2 flx) 1
x3 flx) 1

> 0. (1.6)




POGLAVLIJE 1. KONVEKSNE FUNKCIJE 7

Dokaz. Razvijemo li determinantu po drugom stupcu dobivamo da je ekviva-
lentna s

(s = 1) f0n) + (11 = 2) () + (6 = X1 f(33) 2 0, (17)
To se moze zapisati kao
(x1 = x3) f(x2) 2 (02 — x3) f (1) + (x1 — X2) f(x3),
a zbog x; < x3, gornja nejednakost je ekvivalentna s

X2 — X3 X1

fw) < Flr) + 22 ﬁjfm). (1.8)

X1 — X3 X1 —
Dakle, tvrdnja propozicije se moZe izreci i ovako: funkcija f je konveksna ako i samo ako
za svaki X1, xp, x3 € I, x; < x, < x3 vrijedi (L.8).
Pretpostavimo da je f konveksna funkcija te neka su xy, x,, x3 € I, takvi da je x; < x, < x3.

Tada je
X2 — X3 X1 — X2
Xy = X1+ .
X1 — X3 X1 — X3

X3.

Xy — X3 X1 — X2

Oznacimo li st,vidimodajel —¢ =
X1 — X3 X1 — X3

nicijsku nejednakost konveksne funkcije za brojeve x; i1 x3 te za gore definirani parametar
t dobivamo

1daje0 < ¢ < 1. Primjenimo li defi-

J@xy + (1 = 0x3) < 1(f(x) + (1 = ) f(x3).

v . X2 — X3 .
UvrStavanjem ¢ = dobivamo
X1 — X3
X2 — X3 X1 — X2
flx) < JOa) + S(x3),
X1 — X3 X1 — X3

Sto je upravo i trebalo dokazati u ovom smjeru.
Pretpostavimo da vrijedi |i za svaki izbor xj, X2, x3 € I, x1 < X2 < x3. Zelimo dokazati
da je f konveksna, tj. da za svaki y;,y, € i za svaki ¢ € [0, 1] vrijedi

J@yr + (1 =0yz) < t(f(y1) + (1 = ) f(y2). (1.9)

Neka su y;,y, € I'ineka je t € (0,1). Bez smanjenja opCenitosti, stavimo da je y; < y».
Definiramo: x; := yi, x5 := ty; + (1 = )y, x3 1= y».
Iz druge jednakosti proizlazi da je x, = ty; + y, — ty,, odnosno x; — y, = t(y; — y2),

_ XY X2— X3

= .
Yi—Y2 X1 —X3

Tadajel—z‘:xl_x2

X — X3
Uvrstimo li sve dobiveno u (1.8) dobivamo upravo (1.9). |
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Ako nejednakost (1.7) podijelimo s (x; — x3)(x; — x3)(x3 — x1) > 0 dobivamo
S(x1) + S (x2) + JS(x3) > 0. (1.10)

(1 =) —x3) (o —x3)(—x1) (x5 —x1)(x3 —x2)
Nejednakost vrijedi uz uvjet x; < x, < xs, ali taj se uvjet moze maknuti jer se
pokaze da i za druge poretke vrijedi (I.10). Ova nejednakost vrijedi ako i samo ako je f
konveksna.
Zanimljvo je da je (I.I0) osnova za nove generalizacije konveksnih funkcija. Naime, za f
kazemo da je konveksna n — 1-vog reda ako za x, x,, ..., x,, € I vrijedi

fx1) f(xj)
(= x)e(xr = x) (= x0)en (0 = Xm0 = X)) (X — X)
- S () > 0.

(xn - xl)---(xn - xnfl) B
Prema ovoj definiciji konveksna funkcija je konveksna drugog reda, a rastuca funkcija je
konveksna prvog reda. Ovu vrstu generalizacije konveksnih funkcija razmatrao je sredinom
20. stoljeca T. Popoviciu, [10]

Transformirajmo f(x;) < f (x1) + ;Cz f(x3) na sljedeci nacin:
fa) < ZE )+ S f)

X1 — X3 1 - 3

= S )+ x3)
X3 — X1

= 22y + 220 (f(xs) ~ fa) + fa)
X3 — X1 X3 — X1

Sk AL AL PR x)
X3 — X X3 — X1

= oo+ LTS (L11)

X3 — X1

Ako je f konveksna tada za x; < x, < x3 vrijedi (1.11).
Pogledajmo kako glasi jednadZba pravca kroz toc¢ku (xi, f(x1)) 1 (x3, f(x3))

x3) = f(x1)
y- = LTy,
X3 —
Taj je pravac graf afine funkcije g(x) = M(x — x1) + f(x;). Nejednakost (1.11
X3 — X1
sad moZemo zapisati ovako
f(x) < g(x2),

tj. tocka (x,, f(x,)) niZza je od tocke (x;,g(x;)), odnosno graf konveksne funkcije f na
intervalu [x, x3] nalazi se ispod tetive koja spaja (xi, f(x1)) 1 (x3, f(x3)).
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%

Slika 1.1: Geometrijska interpretacija

Propozicija 1.2.4. Neka je f konveksna funkcija na intervalu I te neka su x,y,z € I takvi
dajex <y z>0. Tada je

fx+2) - f(0) < fly+2) - f). (1.12)
Ako je f konkavna, tada u ({I.12) vrijedi drugi znak nejednakosti.

Dokaz. Dokaz se uvelike zasniva na rezultatu propozicije
Prvo ¢emo dokazati da za x; < x31 x # X1, x3 vrijedi nejednakost

FG) = f(x2) < S(x3) = f(x2)

X1 — X2 X3 — X2

(1.13)

Za tri broja xi, X, x3 s uvjetom x; < x3 imamo tri moguca poretka:
a) x < x1 < X3

b) X1 < Xy < X3

C) X1 < Xx3 <Xy

Zapisimo nejednakost za brojeve x, < x| < x3:

(x3 = x1) f(x2) + (2 = x3) f(x1) + (x1 = x2) f(x3) 2 0.
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Faktor x; — x; zapiSimo ovako (x3 — x,) + (x — x1) 1 uvrstimo u gornju nejednakost:

((x3 = x2) + (2 = x1)) f(x2) + (X2 — x3) f (1) + (X1 — X2) f(x3)
(X3 = x2) f(x2) + (X2 — x1) f(x2) + (2 — x3) f(x1) + (x1 — x2) f(x3)
(f(xr) = fO))(x2 — x3) = (f(x3) — f(x2))(x2 — x1).

0
0

AV Y

PomnoZzimo li s (—1) gornju nejednakost dobivamo

(fGxr) = f(x2))(x3 = x2) < (f(x3) = f(x2))(x1 — x2).

Zbog pretpostavke o poretku brojeva xi, x,, x3 1zrazi x3 — x, 1 X; — X, su pozitivni pa kad
cijelu nejednakost podijelimo s njithovim produktom dobivamo upravo

S = f(x2) < f(x3) = f(x2)

X1 — X2 X3 — X2

Sto je 1 trebalo dokazati.

Promotrimo slucaj kada je x; < x, < x3. Analogno, zapiSimo nejednakost (1.7 za brojeve
X1 < Xy < X3:
(X3 = 22) f(x1) + (01 = x3) f(x2) + (2 = x1) f(x3) 2 0.

Faktor x3 — x, zapiSimo ovako (x3 — x;) + (x; — x2) 1 uvrstimo u gornju nejednakost:

((e3 = xp) + (xp = x2)) f(x1) + (x1 — x3) f(x2) + (2 — x1) f(x3)
(x3 = x1)f(xr) + (x1 = x2) f (1) + (X1 — x3) f(x2) + (x2 — x1) f(x3)
(f(x2) = fOe))(xr — x3) = (f(x3) = f(x))(x1 — x2).

vV v

Pomnozimo li s (—1) gornju nejednakost dobivamo

(f(x2) = fOx))(x3 — x1) < (f(x3) = f(x)(x2 = x1).

Zbog pretpostavke o poretku brojeva xi, x,, x3 izrazi x3 — x, 1 X, — x; su pozitivni pa kad
cijelu nejednakost podijelimo s njihovim produktom dobivamo upravo

f(x2) = f(x1) < f(x3) = f(x1)

X2 — X1 X3 — X2

a to smo upravo trebali dokazati.

Promotrimo slucaj kada je x; < x3 < x;.
Zapisimo nejednakost (1.7)) za brojeve x; < x3 < x;:

(2 = x3) f(x1) + (x1 — x2) f(x3) + (x3 — x1) f(x2) > 0.
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Faktor x, — x5 zapiSimo ovako (x, — x;) + (x; — x3) 1 uvrstimo u gornju nejednakost:

(G = xp) + (xp = x3)) f(x1) + (x1 — x2) f(x3) + (X3 — x1) f(x2)
(2 = x1)f(xr) + (x1 = x3) f (1) + (X1 — x2) f(x3) + (x3 — x1) f(x2)
(f(x3) = fOe))(xr — x2) = (f(x2) — f(x))(x1 — x3).

Pomnozimo li s (—1) gornju nejednakost dobivamo

(f(x3) = )2 = x1) < (f(x2) = f(x))(x3 = x1).

Zbog pretpostavke o poretku brojeva xi, x,, x3 1zrazi x, — x; 1 X3 — X; su pozitivni pa kad
cijelu nejednakost podijelimo s njihovim produktom dobivamo upravo

S(x3) = f(x) < flx) - f(xl)'

X3 — X1 X2 — X1

0
0

vV v

Ako u (1.13)) stavimo
X| = X1, Xy = X, X3 = Y1, tada uz uvjete x; < yy, xX; # Xz, y; # X imamo

FG) = f(x2) < fon —f(xz).

X1 — X2 Y1 — X2

Ako u (I.13)) stavimo
X1 = X2, X3 = Y1, X3 = Y, tada uz uvjete x, < y,, y; # X2, y1 # y2 imamo

f(x2) = fOn) < SO = fOn)
X2 — )1 B Yi—)2 .

Vidimo da te dvije nejednakosti ¢ine niz te da je

fGx) = f(x2) < SO —f()’z).

X1 — X2 yi—»W

Stavimo li u tu nejednakost x, = x, x; = x+ 2,y =y, y; = y + z dobivamo

f(x+2)— f2) < fo+2-f()

< <

Sto nakon mnoZenja sa z upravo postaje nejednakost (1.12) koju smo trebali dokazati.

Teorem 1.2.5. (Hermite - Hadamardova nejednakost) [7|]
Za konveksnu funkciju f : [a,b] — R vrijedi:

a+b 1 b fa) + f(b)
£( > )smfaf(t)dtsT.
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.. L oa+bh 1 (7
Dokaz. Pokazimo da vrijedi f(T) < P f(dt.
Neka je x € (a, b), tada postoji t € (0, 1) takav da je x = ta + (1 — t)b. Primjenimo li

definicijsku nejednakost konveksne funkcije za brojeve a i b te za parametar t dobivamo:

ftta+(A -0b) < tf(a)+ 1 -1)f(b)
f(A-va+1th) < (1-0f(a)+1tf(b).

Zbrojimo li nejednakosti dobivamo

f(ta+ (1 —-0)b)+ f((1 —t)a+th) < f(a) + f(b). (1.14)
MozZe se pokazati da je konveksna funkcija integrabilna pa integriranjem dobivamo
1 z = ta+(1-1b . )
_ _ d 1
f fa+ (1 —nbydr = |42 = dta—bdt | _ f fo— = — f f@)dz
0 dz 4 a-b b-a,
dt = o
a—-b
| z = (I-0Da+tb , .
— _ d 1
f F((1 = t)a+ thydr = |92 = dia—Dbdt | f flo)——— = — f f)dz.
0 d = dz u a-b b-al,
- a—-b

Uvrstimo li sve dobiveno u (1.14]) dobivamo

1 b
2- b—f f(2dz < f(a) + f(b),

Sto je upravo trebalo pokazati.

1 + f(b
Pokazimo da vrijedi lijeva nejednakost, odnosno 5 f f(tdt < w.

1
Uzmimot:E, x=ua+ (1 —-u)b, y=(1—u)a+ ub.

a+b

1 1
Tada je tx + (1 — )y = 5(ua + (1= ub) + 5((1 — u)a + ub) = , odnosno

(l+b)

> Flex+ 1 =1yy)

£f(x) + (1 = 1)y
1 1
S/ +5f0)

% [f(ua + (1 - u)b) + f((l —ua+ ub)] .

i

IA
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Integriranjem dobivamo

b
e f f,

Sto je upravo trebalo pokazati. O

Definicija 1.2.6. [3] Funkciju f : I — R nazivamo konveksnom u Jensenovom smislu ili
J-konveksnom na I ako za sve x,y € I vrijedi:

f(x+y)g S+ )

> > (1.15)

Funkciju f je strogo J-konveksna ako za sve x,y € I vrijedi:

FEE2) < SO0

Funkciju f : 1 — R nazivamo konkavnom u Jensenovom smislu ili J-konkavnom na |
ako za sve x,y € I vrijedi:

f(X+y) S S+ JO)
2 2
Funkciju f je strogo J-konkavna ako za sve x,y € I vrijedi:

FEE2)5 [0S0,

Teorem 1.2.7. [3] Ako je f neprekidna i J-konveksna tada je f konveksna.

Dokaz. (=) Neka je funkcija f konveksna. Tada za @ = 1/2 imamo J-konveksnost.

(&) Neka je f J-konveksna. Pretpostavimo suprotno, tj. da funkcija f nije konveksna
funkcija. Tada postoji podinterval [a, b] takav da graf od f|, 5 nije ispod duZine koja spaja
tocke (a, f(a)) i (b, f(b)). Zato funkcija

f(b) f()

h(x) = f(x) = ———(x-a) - f(a), x € [a,]]

poprima i pozitivne vrijednosti. Primijetimo da je funkcija 4 neprekidna te da vrijedi h(a) =
h(b) =0
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Prema pretpostavci f je J-konveksna, pa pokaZzimo da je i & J-konveksna

() = f(52) -0 ()
< 2fe+fon - TOTIO (Z2OIZE Gy L o) L fia
= %f()+;f() 1f—(bg @ gy - 1—f(b;_£(“) (- a)
1@~ 5@
< f()—lw (v =)= 3 f@) + 3 0)
SO - S @

1 1
= Eh(X) + El’l(y)

Kako je funkcija /& neprekidna, onda na segmentu [a, b] postize svoj maksimum vy, y > 0.
Oznacimo s ¢ = min{x € [a, b] | h(x) = y}. Po definiciji od c, za svaki m > 0 za koji je
¢ £ m € |a, b] imamo

h(c —m) < h(c) 1 h(c + m) < h(c).

Zbrajanjem nejednakosti dobivamo

h(c —m) + h(c + m)

h(c) > > ,

a to je u kontradikciji s ¢injenicom da je & J-konveksna. Drugim rije¢ima, funkcija f je
konveksna funkcija. O

Lema 1.2.8. [I] Interval I je zatvoren na konveksne kombmacye tj. ako su xy,...,x, € i

ai,....a, € [0, 1], takvi da je Z ay = 1, slijedi da je Z ax € 1.
k=1 k=1

Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom po n.
Slu¢aj n = 1 je trivijalan. Tvrdnja u slucaju kada je n = 2 vrijedi iz karakterizacije
segmenta.
2
Naime, neka su x, x; € I, a1, a, € [0, 1] sa svojstvom, Z ay=1.Tadajea; =1 - ay, pa
k=1
2
je ZCZk)Ck =X +axxy; = (1 — a)X| + arxs.
=1
Prema karakterizaciji segmenta vrijedi:
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2
(1 — ap)x; + axxy € [x1, x2], a bududi da je [x, x,] C I slijedi da je Z apxi € 1.

k=1
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za konveksne kombinacije gdje je n € N, n > 2. Pokazimo

da tvrdnja vrijediizan + 1.
n+1

Neka su xy, ..., x,11 € [ 1@y, ...,a,11 € [0, 1] takvi da je Z a; = 1. Promotrimo tri slu€aja:

k=1
1° Ako je a,4+1 = 0 tada imamo:

n+l n

n
Z QX = Z QX + Uy X1 = Z ax; €1,
k=1 k=1 k=1

pa tvrdnja vrijedi po pretpostavci indukcije.

2° Akoje @, = 1tadaje oy = @, = ... = @, = 0, pa vrijedi:
n+l
Z QX = Apy1 Xpel = Xntl-
k=1
n+l
Po pretpostavci je x,.; € I, pa vrijedi Z apxg € 1.
k=1

3° Ako je @, € (0, 1) tada imamo:

n+l1 n

n
(097
Z QX = Z QX + A1 X1 = (1 = @) Z X | + Qpi1 Xpa1-
k=1 k=1 =l 1 = ap

Kako je
n+1 n n n
Tk
Za’k:1:ZG’k+(¥n+1:1:>ZCYk:1—CYn+1:>ZI =1,
k=1 k=1 k=1 =1 — Qpy

po pretpostavci vrijedi:

(Z Y Xk] el
=1 1 — Up+1

Buduc¢i da je po pretpostavci i x,,; € I pa po bazi indukcije za slucaj n = 2 vrijedi:

n
(073
(I = aus1) (Z xk) + Ay 1 Xnr1 € 1,
k=1

1 - (0778

Sto smo 1 trebali pokazati.

Iz pretpostavke da tvrdnja vrijedi za neki n € N pokazali smo da vrijedi i za n+ 1 pa buduéi
da smo dokazali da vrijedi i baza indukcije, prema principu matemati¢ke indukcije dana
tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj 7. m|
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Teorem 1.2.9. (Jensenova nejednakost) 3] Funkcija f : I — R je konveksna ako i samo

n
ako za svakin € N, n > 2, x1,...,x, € l i za sve a, ...,a, € [0, 1] takve da je Zak =1
k=1

f(Z a'kxk] < Z ay f(xi). (1.16)
Py k=1

Dokaz. (=) Nekajen =2te x;,x; € I,a;,a; € [0, 1]. Tada imamo

vrijedi:

2
y=l=2>a+am=1=2a=1-m
k=1

Uvrstavanjem n = 2 u (I.16)) dobivamo:

2 2
f (Z a’kxk] < Z ay f(xz)
=1 =1
flax +aoxy) < af(x) + arf(xo)
Sl —a)x +ax] < (1 —a)f(x1) + aaf(x2).

Prema definicji f je konveksna funkcija.
(<) Neka je f konveksna funkcija. Dokaz ¢emo provesti matemati¢kom indukcijom po
n € N. Neka je n = 2. Prema definiciji(l.1.1{1 lemi|l.2.§| vrijedi:

Sl —a)x +axx] < (1 —ar)f(x1) + arf(x2) =

2 2
=f [Z akxk) < Z a f ().
k=1 k=1

Pretpostavimo da (I.16) vrijedi za neki n € N. DokaZimo da nejednakost vrijediizan + 1.
n+l

Neka su xy, ..., x,41 € [ 1@y, ...,y € [0, 1] takvi da je Z a; = 1. Promotrimo tri slucaja:

k=1
1° Ako je @, = 0 tada po lemi[I.2.§]imamo:

n+1 n n+l n
Z Xy = Z apxy = f(z a/kxk] = f( a’kxk]-
k=1 k=1 k=1 k=1

Takoder vrijedi:

n+l n

Z af(xp) = Z ayf(xi)
k=1 k=1
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Prema pretpostavci indukcije slijedi:

f [Z a’kxk] < arf(xx),

k=1 k=1
odnosno
n+l1 n+l1
f (Z akxk] < Z i f(xp).
k=1 k=1
2° Akoje @, = 1 tadaje oy = @, = ... = @, = 0, pa vrijedi:

n+l
f[z a'kxk] = flape1Xne1) = f(Xp41)-
k=1

Primjenom definicije konveksne funkcije dobivamo:

n+1

D f () = @ ) = Fni):
k=1

Pa zakljuCujemo da vrijedi:

3° Ako je @41 € (0, 1) tada po lemi[I.2.§]imamo:

n+1 n

(047
E agxy = (I — apye1) Xk |+ X1 Xns1
k=1 k=1 I =an

odnosno:

n+1 n
(07
f(Z akxk] = f((l - an+1)( 7 - xk] + an+1xn+1].
k=1 — Un+l

=1
Po definiciji konveksne funkcije vrijedi:

n

f((1 - anﬂ)(; 1 _a;nﬁxk] + a’n+1xn+1) < -au)f [Z 1 _a(,): Xk) + @1 f (K1)

=1 n+l
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Primjenom pretpostavke indukcije dobivamo:

- a
f[(l - Uyt1) [Z N £ Xk) + C¥n+1xn+1]
=1 — U+

IA

1 - |

(I —aus1) [Z ol f(xk)) + @1 f (Xns1)
g

IA

Z i f (xp) + Apir f(Xna1)
=1

A
g
S
=
g

Tada dobivamo traZenu nejednakost, tj. :

Iz pretpostavke da nejednakost vrijedi za neki n € N pokazali smo da vrijediizan + 1 pa
buduéi da smo dokazali da vrijedi i baza indukcije, prema principu matematicke indukcije
dana nejednakost vrijedi za svaki prirodan broj n > 2. O

Lema 1.2.10. [/2] Ako je konveksna funkcija f diferencijabilna, tada je f' rastuca funk-
cija.

Dokaz. Pretpostavimo da je x > y, trebamo dokazati da je f'(y) < f’(x). Neka je f
konveksna i diferencijabilna funkcija. Prema definiciji konveksne funkcije za ¢t € (0, 1)
vrijedi:

flx+ (1 -1y) 1f(x) + (1 =0 f(y)

flx+ (1 =1)y) tf(x) + (1 =0f() = f)
fO+1tx—y) - ) _ () - fO)

IA A

y+ix—y) -y B Hx—y)
fO+x = -/ _ [ -fO)
1(x—y) - x-y

Ako u prethodnoj nejednakosti djelujemo s lim,_,y dobivamo:

, J) - fO)
o < Ty



POGLAVLIJE 1. KONVEKSNE FUNKCIJE 19

Zamijenimo li ¢ sa (1 — ¢) dobivamo:

f((A=Dx+1y) (1 =-0f(x)+1f(y)
f((d=Dx+1y) - f(x) —1f(x) +1f(y)
Jx+1y—x) - f(x) 1(f(y) — f()
X+t(y—x)—x ty—x)
fa+tiy-0) - f) _ fO) - )
Hy — x) - y—x

Podijelimo li prethodnu nejednakost s lim,_,o vrijedi:

X=y
tj. dobili smo

< f'(x).

, J) - f)
f(Y)Sx—_y

Drugim rijeCima, f’(y) < f’(x). O

Teorem 1.2.11. [l/2] Neka je f : I — R diferencijabilna funkcija na otvorenom intervalu
I C R. Funkcija f je konveksna na intervalu I ako i samo ako je f’ rastuca.

Dokaz. (=) U prethodnoj lemi smo pokazali ako je funkcija konveksna, tada je njena
derivacija rastuca funkcija.

(<) Neka je f’ rastu¢a funkcija na intervalu /. Kako je f po pretpostavci derivabilna, ona
je 1 neprekidna.

Neka su xy, x, € I takvi da je x; < x, te neka je ¢t € [0, 1].

Oznacimo s X = (1 — 7)x; + tx,. Vrijedi X € [xy, x;]. Prema Langrangeovu teoremu srednje
vrijednosti postoji ¢; € (xy, X) 1 postoji ¢, € (X, x,) takvi da vrijedi:

f®) = fx1) = fllc)E-x)
= flleDtCn —xp) (1.17)
f) = f() = flc)d=D(x = x)). (1.18)

Pomnozimo (1.17) s (1 — )i (1.18)) s ¢, tada dobivamo

flenrd = 1)(x, — x1)
fe)1 = 0(xy = xp).

(I-0fX) -1 =0f(x1)
1f(x2) = 1f(%)
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Bududi da je ¢; < ¢; vrijedi f(cy) < f(cz), odnosno

A-DfD-A-Dftx) _ 1)~ tf(D)
(1 =0)(x2 = x1) (=000 —xy)

A-Df®) -A-Df(x1) < 1f(x)—1f(X)
A=Df® +1f(®) < A-0f(x1)+1f(x)
f) < A=0f0x)+1f(x2).
Drugim rije¢ima, f je konveksna. O

Teorem 1.2.12. [/2] Neka je f : I — R dva puta diferencijabilna funkcija na otvorenom
intervalu I C R. Funkcija f je konveksna na intervalu I ako i samo ako je f"'(x) > 0 za
svaki x € I.

Dokaz. Ako je f dva puta diferencijabilna, tada je tvrdnja da funkcija f” raste ekvivalentna
s f”(x) > 0 za svaki x € I, pa tvrdnja teorema slijedi iz prethodnog teorema. O

Funkcija f : I — R je konkavna na I ako i samo ako je f”(x) < 0 za svaki x € I.

Kao neposrednu posljedicu prethodne karakterizacije imamo sljedeéi teorem.

Teorem 1.2.13. [l/2]] Neka je f : I — R dva puta diferencijabilna funkcija na otvorenom
intervalu I C R, te neka je ' ogranicena, tj. postoje m, M € R takvi da je m < " < M.
Tada su funkcije g i h definirane na sljedeci nacin

M
g0 = T2 = 00, h() = f(x) - %xz

takoder konveksne.

Dokaz. 1zratunajmo drugu derivaciju od g
gx)=Mx—f', g"(x)=M-f"(x).

Bududi da je f < M slijedi da je g”’(x) > 0, Sto znaci da je g konveksna funkcija.
Na isti nacin, proucavajuéi h”(x) = f”(x) — m dobivamo da je h konveksna funkcija.

Promotrimo nekoliko primjera odredivanja konveksnosti funkcija.
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Primjeri konveksnih funkcija

Primjer 1.2.14. Funkcija f(x) = x* (x > 0) je konveksna ako je k > 1 ili k < 0, a konkavna
ako je 0 <k < 1.
Naime, druga derivacija funkcije f je f”(x) = k(k — 1)x*72. Tada je f”(x) nenegativna ako
jek(k—1) > 0,1t. ako k € (—o0,0] U [1, 00), odnosno f”(x) je negativna ako je k(k—1) < 0,
. ako 0 <k < 1.

Primjer 1.2.15. Neka je funkcija f zadana formulom f(x) = e*.
Druga derivacija funkcije f je f"'(x) = e*, pa zakljucujemo da je f konveksna funkcija.
Primjer 1.2.16. Neka je funkcija f zadana formulom f(x) = In(x).
Prva derivacija funkcije f je f'(x) = -, a druga derivacija je f"(x) = ——.
X X
Buduci da je f”(x) < 0, zakljucujemo da je f konkavna funkcija.
Primjer 1.2.17. Funkcija f(x) = ax* je konveksna za a > 0, a konkavna a < 0.

Naime, druga derivacija funkcije f je f”(x) = 2a. Tada je f"' nenegativna ako je 2a > 0,
tj. ako a > 0, odnosno f"' je negativna ako je 2a < 0, tj. ako a < 0.

Primjer 1.2.18. Neka je funkcija f zadana formulom f(x) = x> — 2x* + 3.
Prva derivacija funkcije f je f'(x) = 3x* — 4x.
Druga derivacija funkcije f je f”'(x) = 6x — 4.

Zakljucujemo da je " nenegativna za x €

2 2
3 +oo> te negativna za x € <—0<>, §>

. . . 2 .
Drugim rijecima, f je konveksna na intervalu 3 +00), a konkavna na intervalu { —oo, 3/
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Zvjezdaste funkcije

Klasu nenegativnih, neprekidnih realnih funkcija definiranih na segmentu [0, b] takvih da
je f(0) = 0 oznacavat ¢emo s C(b).

Cb)={f:10,b] > [0,00): f(0) =0, f neprekidnay} .

Klasu nenegativnih, neprekidnih konveksnih funkcija na [0, ], f(0) = 0, oznacavamo s
K(b), .
K(b) ={f € C(b) : f je konveksna} .

Definicija 2.0.1. [[/4] Funkciju f : [0,b] — R nazivamo zvjezdastom ako za svaki x €
[0,D] i za svaki t € 0, 1) vrijedi
f(tx) <tf(x).

Klasu nenegativnih, neprekidnih zvjezdastih funkcija na [0, b], f(0) = 0, oznacavamo

sa S*(b), tj.
S*(b) ={f € C(b) : f je zvjezdasta}.

Propozicija 2.0.2. Zbroj dvije zvjezdaste funkcije definirane na istom intervalu [0, b] je
ponovno zvjezdasta funkcija.

Dokaz. Nekasu f i g dvije zvjezdaste funkcije definirane na intervalu [0, b]. Tada za svaki
t € (0,1)1zasvaki x € [0, b] prema Cinjenici da su funkcije f 1 g zvjezdaste, vrijedi:

(f + &)(x) f(tx) + g(tx)
tf(x) + 1g(x),

tj. f + g je zvjezdasta funkcija na [0, b]. O

IA

Propozicija 2.0.3. UmnoZak dvije nenegativne zvjezdaste funkcije definirane na istom in-
tervalu [0, b] je ponovno zvjezdasta funkcija.

22
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Dokaz. Neka su f 1 g dvije nenegativne zvjezdaste funkcije definirane na intervalu [0, b].
Tada za svaki € (0, 1) i za svaki x € [0, b] prema Cinjenici da su funkcije f i g zvjezdaste,
vrijedi:

(f-@tx) = f(tx)- g(tx)
tf(x) - tg(x)
2 f(x)g(x)

tf(x)g(x), jerje <tzate(0,1),

A

IA

tj. f - g je zvjezdasta funkcija na [0, b]. O
Lema 2.0.4. Funkcija f je zvjezdasta na [0, b] ako i samo ako je @ rastuca funkcija.
Dokaz. (=) Neka je f : [0,b] — R zvjezdasta funkcija. Tada vrijedi

fty) <tf(y),Vt€(0,1),¥y € [0,b].

NekajeO<x<yit= f,yiO.Tadaimamo
y

) < §f<y>
f o
x oy

ZakljuCujemo da je M rastuca funkcija.
X
(<) Neka je m rastuca funkcijait € (0, 1). Tada je x < x te vrijedi
X
fx) S

1x

X
fx) < t1f(x).

Drugim rijeCima, f je zvjezdasta funkcija. O

Lema 2.0.5. [l/2)] Ako je funkcija f diferencijabilna na [0,b], tada je ona zvjezdasta ako i

samo ako je f'(x) > —.
X



POGLAVLIE 2. ZVIEZDASTE FUNKCIJE 24
o : . ” ity
Dokaz. (=) Neka je f : [0,b] — R zvjezdasta funkcija. Oznacimo s g(x) := ——. Prema
X
prethodnoj lemi, g je rastuca pa deriviranjem funkcije g dobivamo:

_FWx— )

g'(x) = > 0
fox—fx) = 0
fox = f(x)
, (x)
reo o> 12
X
Sto smo 1 trebali pokazati.
N I L R o
(&) Neka je f'(x) > ——. Oznac¢imo s g(x) := ——. Deriviranjem funkcije g dobivamo:
X X
vy o Jx = f(x)
g§x) = —s——
X
' L, ()
gu>=—pm—iﬁ.
X X
Budué¢i da je desna strana jednakosti pozitivna zakljucujemo g’ > 0.
Dakle g je rastuca funkcija, tj. /) je rastuca funkcija, pa prema lemi2.0.4| f je zvjezdasta
X
funkcija iz S *(b). |

Primjer 2.0.6. Promotrimo sto moZemo zakljuciti o zvjezdastosti polinoma. Neka je
fx) = aix + ax* + ... + a,x" (2.1)

polinom n-tog stupnja, n > 1, na {0, o) . Tada je

TAC) = @ +ax+ .. +ax" i (2.2)
X
f(x) = ay+2ax+3a3x* + ... + na,x"", (2.3)

paje
J(x)

F(x) =52 = ax + 2a35° + ... + (n — Da,x"".
X

Za n = 2 dobivamo

fm—§?=@x (2.4)

i to je pozitivno za a, > 0.
Dakle, polinom (2.1) drugog stupnja je zvjezdast ako i samo ako je a; > 0.
Za n = 3 dobivamo

f(x)

f'(x)——
X

a taj Ce izraz biti nenegativan za pozitivne x ako i samo ako je a; > 0,a, > 0.

= arx + 2a3x°, (2.5)
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Za polinom Cetvrtog stupnja vrijedi sljedeca lema.

Lema 2.0.7. [I4] Polinom Cetvrtog stupnja je zvjezdast na (0, o) ako i samo ako
njegovi koeficijenti zadovoljavaju jedan od ovih uvjeta:

(i) ay >0ia§—3a2a4 <0

(ii)a4 > 0,&3 >0ia, >0.

Dokaz. Promotrimo izraz f’(x) —

£
)

J )

f(x) - e x(ar + 2a3x + 3asx°).

To je polinom treceg stupnja s nultoCkom x = 0. Taj ¢e polinom biti nenegativan na (0, o)
ako je kvadratni polinom
a + 2azx + 3a4x2

nenegativan na (0, co), a to Ce biti ili kad ima najviSe jednu realnu nultocku i pripadna mu
parabola gleda prema gore ili kad su mu obje nultocke negativne 1 parabola gleda prema
gore.

Prvi slucaj Ce se desiti kad je diskriminanta polinoma nepozitivna i 3a4 > 0, tj. kad je

a4>0ia§—3a2a4S0.

. . . . ce . - . c
Prema Vieteovim formulama, u drugom slucaju vrijedi x; + x, = — <01x;-x, = - >0,

a
pa uz uvjet ag > 0, druga Vieteova formula daje a, > 0, a prva a; > 0. Time je dokazana
ova lema. O

Primjer 2.0.8. Neka je funkcija f zadana formulom f(x) = —e™ na [0, co).
f(x) e

Oznacimo s g(x) := —, tj. g(x) = ——.
X X
Prva derivacija funkcije g je

, e*(-Dx—e™* e
g = = - (- D)
X X
Buduci da je g’ > 0 zakljucujemo da je f zvjezdasta funkcija.
Primjer 2.0.9. Funkcija f(x) = x je zvjezdasta na [0, 00), za p > 1.
Naime, oznacimo s g(x) := —x, 1. g(x) =x" -1
by

Prva derivacija funkcije g je g'(x) = (p — 1)xP™%. Tada je g'(x) pozitivna ako je (p — 1) > 0.
Drugim rijecima, za p > 1 funkcija f je zvjezdasta funkcija.
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1 _
Primjer 2.0.10. Funkcija f(x) = (1 + —) e Je zvjezdasta na intervalu <0’ \62_1]'
X

J ()

Naime, f je zvjezdasta ako i samo ako vrijedi f'(x) > —— za sve x € [0,b] , odnosno

X
f(x) - @ > 0. Tada za funkciju f vrijedi

1

x3

0

(l—x—xz)-e%

2

l-x—x> > 0ix>0.

1+ 45

R pa zakljucujemo da je f zvjez-

Rjesenja pripadne kvadratne jednadZbe su X, , =

dasta na intervalu <O, %]
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Superaditivne funkcije

3.1 Definicija i svojstva

Definicija 3.1.1. [2]] Funkciju f : [0, b] — R nazivamo superaditivnom ako za sve x,y, x +
y € [0, b] vrijedi
Jx+y) = f(x0) + f().

Klasu nenegativnih, neprekidnih superaditivnih funkcijana [0, ], f(0) = 0, oznacavamo
sa S(b), tj.
S(b) ={f € C(b) : f je superaditivna} .

Propozicija 3.1.2. [2]] Zbroj dvije superaditivne funkcije definirane na istom intervalu
[0, b] je ponovno superaditivna funkcija.

Dokaz. Neka su f i g dvije superaditivne funkcije definirane na intervalu [0, b]. Tada za
sve x,y,x +y € [0, b] prema definiciji superaditivnosti funkcija f i g vrijedi:

(frex+y) = flx+y)+glx+y)
2 [+ f()+g(x) +g0)
= (f+2®+(f+80),
tj. f + g je superaditivna funkcija na [0, b]. O

Propozicija 3.1.3. /2] UmnoZak dvije nenegativne superaditivne funkcije definirane na
istom intervalu [0, b] je ponovno superaditivna funkcija.

27
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Dokaz. Neka su f i1 g dvije nenegativne superaditivne funkcije definirane na intervalu
[0, b]. Tada za sve x,y, x+y € [0, b] prema definiciji superaditivnosti funkcija f i g vrijedi:

(f-x+y)

Jx+y)-glx+y)

[f(x) + fD] - [g(x) + 8]

J(0g(x) + fF(M) + f(x)g(y) + f(¥)g(x)
f8(x) + f8),

Y

\%

tj. f - g je superaditivna funkcija na [0, b]. O

Primjer 3.1.4. [2] Funkcija f : (0,00) — R, f(x) = x* je superaditivna na {0, ), za
k> 1.
Prema definiciji superaditivne funkcije vrijedi

fx+y) = f)+f)
(x+y)k > xk+yk

(3 f1) > (g)k +1.

Kada se uvrsti supstitucija

X
t=—,1>0,
y

tada je
(t+DF >+ 1.

Neka je y = (t + 1) — t* — 1. Pogledajmo prvu derivaciju od y

y = k(t+ DF! — kAt
k[t + D =41,

Izracunajmo stacionarne tocke

y =0
K+ D' =411 = 0
t+ 1D = A

t+ 1\k1
p— = 1

(—)

1

r+1 - 1

t
t+1 = ¢
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te dobivamo da funkcija nema stacionarnih toc¢aka.

(0, 00)
Y| o+
y raste

y(0%) = lim_oy(h) = 1¥ = 0F -1 = 0.
Zakljucujemo da je y > 0, Vx € (0, 00).
Drugim rijecima, f je superaditivna funkcija na {0, co).

Za neke vrste funkcija postoji test, tzv. Brucknerov test koji omogucéava da se supera-
ditivnost dokaZe na samo jednoj vrsti argumenata, a iz toga onda slijedi superaditivnost za
sve argumente x 1 y.

Definicija 3.1.5. /5] Neprekidnu funkciju f definiranu na [0, a] nazivamo konveksno-kon-
kavnom funkcijom ako postoji b, 0 < b < a takav da je f konveksna na [0, b] i konkavna
na [b,al.

Ako je b = a, tada konveksno-konkavna funkcija postaje konveksna, a ako je b = 0,
tada je konveksno — konkavna funkcija u stvari konkavna.
Na donjem grafu je prikazana jedna konveksno-konkavna funkcija kojoj je b # a.

Slika 3.1:
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Teorem 3.1.6. [5|] Neka je f konveksno-konkavna funkcija definirana na intervalu [0, a]
takva da je f(0) < 0. Tada je

)gl{g;[f () + fla-x)] < fla)

nuzan i dovoljan uvjet da f bude superaditivna funkcija.

Dokaz. Nuznost uvjeta je ocigledna.

Da bi dokazali dovoljnost uvjeta, promotrimo funkciju g(x,y) = f(x+y) — f(x) — f(y) def-
iniranu na skupu 7 = {(x,y) : 0 < x,y,x + y < a}. Prema uvjetu teorema g je nenegativna
na skupu {(x,y) : x + y = a}. Takoder, g je nenegativna u tocki g(0,0) za f(0) < 0.
Pokazat ¢emo da je g nenegativna na cijelom skupu 7.

Ako fiksiramo jednu varijablu, bilo x bilo y, pokazat ¢emo da je funkcija g ili padajuca ili
rastuca ili prvo rastuéa pa onda padajuca.

Neka je funkcija f konkavna na [0, b], b = a. Uzmimo x;, x, € [0, b] takve da je x; < x,.
Neka je y fiksan.

Prema propoziciji[I.2.4] ako stavimo u (T.12)) x = x;, y = x,, z = y dobivamo

fGr+y)— f(x) = fQa +y)-f(x).

Dodamo li na obje strane — f(y) slijedi

FGa+y) = fx) = fO) = [l +y)—f(x) - f(),

tj. g(x1,y) = g(x,,y). Dakle, funkcija g je padajuca.
Neka je funkcija f konveksna na [0,b], b = a. Uzmimo x;,x, € [0, b] takve da je
x1 < xp. Neka je y fiksan. Prema propoziciji [I.2.4] ako stavimo u (I.12) x = x;, y = x»,
z =y dobivamo
S +y) = fx1) £ fOx2 + y)=f(x).

Dodamo li na obje strane — f(y) dobivamo

Fa+y) = fx) = fO) < fOa +y)-f(x2) - f(),
tj. g(x1,y) < g(x»,y). Dakle, funkcija g je rastuca.
Neka je f konveksna na [0, b], a konkavna na [b, a], b < a. Tada prema upravo dokazanom
g raste na [0, b] i pada na [a, b] Sto je i trebalo dokazati. Isto vrijedi ako se u funkciji g

fiksira prva varijabla. Dakle, uz fiksan x, g poprima minimum ili u tocki g(x, 0) ili u tocki
g(x,a — x). No, vrijedi:

8(x,0) = f(x,0) = f(x) = f(0) = =f(0) 2 0,
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pa ako je minimum u g(x, 0), onda je g(x,y) > g(x,0) > 0.

Ako uz fiksan x, g poprima minimum u g(x,a — x), tada je g(x,y) > g(x,a — x), a to je
nenegativno po pretpostavci teorem. Dakle, za bilo koji fiksirani y je g(x,y) > 0, a to znaci
da je g nenegativna na cijelom 7. Drugim rijeCima, f je superaditivna. O

3.2 Teorem hijerarhije

Slijedi prvi teorem koji opisuje odnose konveksnih, zvjezdastih i superaditivnih funkcija,
tj. razmatra pitanje hijerarhije klasa tih funkcija.

Teorem 3.2.1. [/2] Za proizvoljan b > O vrijedi:
K(b) c S*(b) Cc S(b). (3.1)

Dokaz. Neka je f € K(b), tj. f je nenegativna, neprekidna i konveksna i1 neka je ¢ €
(0, 1), x € [0, b]. Prema definiciji konveksnosti vrijedi

Jf@x) = fltx+ (1 =0 -0) < 1f(x) + (1 = f(0),

pa slijedi
f(tx) < tf (%),
a to smo upravo i trebali pokazati, dakle K(b) C S*(b).

Neka je f € S*(b), §j. f je zvjezdasta i neka su x,y,x +y € [0,b]. Prema lemi 2.0.4

.. X) . . . e -
funkcija g(x) = —— je rastuca, pa za x iy vrijedi
X

gx) <glx+y),

t].
f@) _ fe+y) 32
X xX+y
Takoder za y 1 x + y vrijedi
g0y < g(x +y),
tj.
fO)  fax+y) (3.3)

y  x+y
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Iz 3.2) i (3.3) slijedi
f(x+y):(X+y)f(X+y) NG SVINNICES)
xX+y x+y xX+y
f O
x—= +y—=
X y
= f)+f.

Odnosno, f(x+y) > f(x)+ f(y). Drugim rije¢ima, f je superaditivna funkcijaiz S(b). O

U sljedeé¢im primjerima ¢emo pokazati da vrijede stroge inkluzije.

Primjer 3.2.2. [I4] Neka je f polinom cetvrtog stupnja oblika
f(xX)=a;x+ WX’ + a3x® + agxt.

U lemi[2.0.7|dani su uvjeti koje zadovoljavaju koeficijenti od f ako je f zvjezdasta funkcija.
Ako Zelimo da f bude konveksna funkcija, tada promatramo drugu derivaciju od f, tj.

(%) = 2a0x + 6asx + 12a,x°.

Funkcija " ce biti nenegativna na {0, oo) ako i samo ako ili ima obje nultocke nepozitivne
i parabola je okrenuta prema gore ili ako ima najvise jednu realnu nultocku i parabola
je okrenuta prema gore. IskaZemo li te uvjete pomocu koeficijenata dobivamo da je "’
nenegativna ako je

(i)a4>(),a3 >0ia, >0

(ii) ag > 0, 3a§ - 8aray < 0.

Ako Zelimo naci polinom Cetvrtog stupnja koji je zvjezdast, ali nije konveksan, koeficijenti
a,, as, ay se traze medu brojevima za koje vrijedi:

ag > O, asz < 0i 8612614 < 361% < 9612614.
Na primjer, moZemo uzeti ay = g,a3 = =3, a, = 4, pa funkcija f

4
f(x)=ax+ 4x* = 3x° + §x4

nije konveksna, ali je zvjezdasta.

2 <
Primjer 3.2.3. Neka je funkcija g zadana formulom g(x) = {); 0

x x€][0,1]

S UL

Oznacimo s h(x) := =——=,
X
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Ocito da je g rastuca funkcija, pa prema lemi g je zvjezdasta i pripada S*(b).
Zelimo pokazati da g nije konveksna. Dokaz éemo provesti traZeéi kontraprimjer. Neka je
x=2,y= 5 t= 3 Po definiciji konveksne funkcije vrijedi g((l —-x+ ty)) <(1-0glx)+

tg(y). Uvrstavanjem x,y, t dobivamo

o -nxrm)=sz-2+53)=5(3)= 7

1

1 1
_._+_.2:2_
2 4 2 8

1 1 1
(1= 0gx) +180) = 5 8(3) + 5 8@ =
.5 9 .
Buduci da je 1 > 3 slijedi da je g((l —-Hx+ ty)) > (1 —1)g(x) + tg(y). Drugim rijecima, g

nije konveksna.

Primjer 3.2.4. Neka je f funkcija definirana na [0, 2] ovako:
f(x)=x*zax€[0,1]
f(x)=-x*+4x-2zaxe[l1,2]

Slika 3.2: Graf funkcije f
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Promatrajuci graf, ocito je f konveksna na [0, 1] i konkavna na [1, 2]. Takoder iz grafa
vidimo da f zadovoljava pretpostavku Brucknerovog testa.
Naime, ako je x € [0, 1), tada je f(x)+ f(2 —x) = f(0O)+ f(2-0) = f(2).
Dakle, prema Brucknerovom testu, f je superaditivna.
PokaZimo da f nije zvjezdasta. Treba naci bar jedan x € [0,2] i t € [0,1] za koji je

f@tx) > 1f(x).

49 49,2 49
Uzmimo x = < it = a.4T9adaje9zx = E; 1 pa je f(tx) = _(E) +4: 2 —2= 116987,
2
S druge strane, tf(x) = ﬁ( - (g) +4o o - 2) = 1.1856 > f(tx).

Dakle, f nije zvjezdasta.
Ovo je primjer superaditivne funkcije koja nije zvjezdasta.
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Integralne sredine

4.1 Definicija i svojstva

Definicija 4.1.1. KaZemo da funkcija f ima svojstvo P u srednjem ako funkcija

F(x) = }Cfxf(t)dt, x>0, F(0)=0 4.1)
0

ima svojstvo P. Funkcija F naziva se integralna sredina funkcije f na intervalu [0, x].

Dakle, kazemo da je funkcija f konveksna u srednjem ako je funkcija F definirana s
konveksna. Analogno, kazemo da je funkcija f zvjezdasta u srednjem ako je funkcija
F definirana s zvjezdasta te kazemo da je funkcija f superaditivna u srednjem ako je
funkcija F definirana s (4.1)) superaditivna.

Oznacimo sa MK (b), MS*(b), MS (b) klase nenegativnih, neprekidnih funkcija definiranih
na [0, b], £(0) = 0, koje su konveksne u srednjem, zvjezdaste u srednjem i superaditivne u
srednjem.

4.2 Teorem hijerarhije
Teorem 4.2.1. /2] Za proizvoljan b > 0 vrijedi:
K(b) € MK(b) C S*(b) C S(b) € MS*(b) € MS (b). 4.2)

Dokaz. Nekaje f € K(b), tj. f je konveksnaineka je t € (0, 1), x € [0, b]. Prema definiciji
funkcija f ima svojstvo P u srednjem ako vrijedi (4.1)). Uvodenjem supstitucije t = xu
dobivamo

1
F(x):f f(xu)du. 4.3)
0

35
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Takoder, prema konveksnosti funkcije vrijedi f(tx) = f(tx+ (1 —1)y) < tf(x) + (1 =) f(¥).
Tada imamo

F(tx+ (1 —1)y)

1
f f(txu + (1 — H)yu)du
0

IA

1
fo (tf o) + (1 = 1) f(yu))du

1 1

fo (¢f (xu))du + fo (1 =) f(yu))du
tF(x) + (1 = F(y),

a to smo upravo i trebali pokazati, dakle K(b) € MK (b).

Neka je f € MK(b), tj. f je konveksna u srednjem. Prema definicji

FO _ i+ FO (4.4)
X X

Funkcija F je konveksna, pa prema lemi [I.2.10] F” je rastuca funkcija. U teoremu [3.2.1]
smo pokazali da je klasa konveksnih funkcija pravi podskup klasa zvjezdastih funkcija, pa

F F
je F zvjezdasta, tj. F®) je rastu¢a. Sad imamo zbroj dvije rastuée funkcije F® iF',ato
X X

je opet rastuéa funkcija. Dakle, /) je rastuca, tj. f je zvjezdasta.
X

U teoremu je dokazano da vrijedi S*(b) € S(b). Neka je f € MS*(b). Tada je
F € §*(b), a prema teoremu [3.2.1|slijedi da je F € S(b), j. f € MS (b). Time smo dokazali
da je MS*(b) C MS (b).

Neka je f superaditivna funkcija. Tada prema definiciji superaditivne funkcije, za u €
0,1),x € [0,b], f(x) = f(xu+ (1 —u)x) vrijedi

J) = fQu+ (1 -wx) = fOu) + f((1 = u)x).

Uvodenjem supstitucije = xu u (4.1I) dobivamo

1
f(x)=2F(x) = fo (f(x) = 2f (xu))du

\%

1
fo (FGxa) + F((1 = w)x) — 2 (xu)du

1
fo (F((A = u)x) = f(xu))du

1 1
f S = w)x)du — f fxu)du.
0 0
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Supstitucijom 1 — u = z dobivamo da je

1 1
f A1 = wy)du = f Flendz,
0 0

pa je gornja razlika jednaka O.
QOdnosno,

J(x) = 2F(x)
f(x)

v v

2F(x).

PomnoZimo lijevu i desnu stranu s —
X

[ 2F()

X X
Prema (4.4)
10 _ iy PO 2P0
X x X
t.
F'(x) > @
X

Primjenom leme F je zvjezdasta, a to smo upravo 1 trebali pokazati, dakle f €
MS*(b). O

Napomena 4.2.2. Oznacimo s F, funkciju

nm:%f%%mm 4.5)
X Jo
Odnosno:

f(x) = Fo(x) + (x/a)F,/ (x). (4.6)

Uvodenjem supstitucije u , t = xu''® vrijedi

1
nm:fﬂwww. 4.7)
0

Oznacimo sa M“K(b), M*S*(b), M“S(b) klase nenegativnih, neprekidnih funkcija
definiranih na [0, b], f(0) = 0, sa svojstvom da odgovarajuce funkcije F* pripadaju klasi
konveksnih, zvjezdastih 1 superaditivinih funkcija.
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Teorem 4.2.3. [/2] Za proizvoljne a,b > 0 vrijedi:

K®b) € MK®b) < S*(b) < SOb)
N N
M*S*(b) M*S (b)

Dokaz. Neka je f € K(b), tj. f je konveksna i neka je t € (0,1),x,y € [0,b]. Prema
napomeni 4.2.2] vrijedi:

1
F,(tx + (1 —-1)y) f Fexu'’ + (1 = Hyyu"*)du
0

IA

1
f (1 Cau' ") + (1 = 1) fyu''))du
0

1 1
f(tf(xu””))du+f((l—t)f(yu”“))du
0 0
tFo(x) + (1 = F(y),

a to smo upravo i trebali pokazati, dakle f € M“K(b).

Neka je f € M*K(b). Prema (4.6) vrijedi:

J(x)  Fau(x) N F,/'(x)
x  x a

Funkcija F, je konveksna pa prema lemi [I.2.10| F,’ je rastuéa funkcija. U teoremu [3.2.1]
smo pokazali da je klasa konveksnih funkcija pravi podskup klasa zvjezdastih funkcija.

Stoga je F, ujedno i zvjezdasta, tj. funkcija F"T(x) je rastuéa. Dakle, funkcije f42 j U
S

X a
X

su rastuce pa je 1 njihov zbroj rastuca funkcija, tj.
zvjezdasta, odnosno f je iz S *(b).
Takoder, prema teoremu [3.2.1] vrijedi

je rastuca. ZakljuCujemo da je f

S*(b) c S(b) = M*S*(b) € M*S (b).

Neka je f € S*(b) i neka je r € (0, 1), x € [0, b]. Tada prema i definiciji za zvjezdaste
funkcije vrijedi

1 1
F,(tx) = f Fltxu''®y du < f tf (') du = tF,(x).
0

0

Drugim rije¢ima f € M*S*(b).
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Neka je f € S(b), tj. f je superaditvna funkcija i neka su x,y,x +y € [0, b]. Tada prema
(4.7 1 definiciji za superaditivne funkcije vrijedi:

1 1
Fo(x+y) = fo S+ y)ut®y du > ﬁ (fOu') + fu'') du = Fo(x) + Fo(y).

Drugim rijeCima, f € M“S (b). O



Poglavlje 5

m-konveksne funkcije

5.1 Definicija i svojstva

Definicija 5.1.1. [[13] Neka je m nenegativan, fiksan realni broj te neka je b > 0. Funkciju
f : [0, b] — R nazivamo m-konveksna funkcija, ako za svaki x,y € [0,b] i t € [0, 1] vrijedi

fx+m( -0y <t-f(x)+m(-1)- (). (5.1)

Ako u (5.1)) vrijedi drugi znak nejednakosti, tada govorimo o m-konkavnoj funkciji.

Uocimo, za m = 1 dobivamo konveksnu funkcija, a za m = 0 dobivamo zvjezdastu
funkciju.
Pokazimo da za m-konveksnu funkciju vrijedi f(0) < 0 ¢imjem < 1.
Uzmimo da je t = 0iy = 0. UvrStavanjem u dobivamo

fO-x+m(1-0)-0) < 0-f(x)+m(-0)f(0)
fO0) < mf(0)
fO)-(I1-m < O

Buduc¢idajem € [0,1),tadaje 1 —m > 0 paje f(0) <O0.

Oznacimo tocke A(x, f(x)), B(y, f(y)), P(mx, mf(x)), Q(my, mf(y)). Funkcija f je m-konveksna
ako 1 samo ako je to¢ka M(z, f(z)) ispod tetive BP za z € [y, mx] te ispod tetive AQ za

Z € [x, my]. DokaZimo ovu tvrdnju.

Neka je z € [x,my]. Tada postoji t € [0, 1] takav da je z = tx + (1 — f)my. Zbog

m-konveksnosti vrijedi

(@) <tf(x) + m(l =D f(y). (5.2)

40



POGLAVLIJE 5. m-KONVEKSNE FUNKCIJE 41

Spojnica AQ, A(x, f(x)), Q(my, mf(y)), ima jednadZbu

MO =@
my — x

Y —mf(y) my).

Uvrstimo i X = z i iskoristimo li da je z — my = tx + (1 — f)my — my = t(x — my) dobivamo

Y2) = mf(y)+ M (x
my — x

mf(y) — timf(y) - f(x))

1f(x) + m(1 =) f(y).

Usporedivsi sa (5.2) vidimo da je f(z) < Y(z), tj. totka M(z, f(z)) nalazi se ispod spojnice
AQ, kad je z € [x, my].
Analogno se pokaze da se u slucaju kad je z € [y, mx] tocka M nalazi ispod tetive BP,

B(y, f(y)), P(mx, mf(x)).

—my)

Lema 5.1.2. Neka je funkcija f m-konveksna, tada je f zvjezdasta funkcija.

Dokaz. Nekaje x € [0,b] 1t € [0, 1]. Tada vrijedi
fx)=fx+m(1—-1)-0)<t-f(x)+m(1-1)-f(0) <t- f(x).

Drugim rijecima f je zvjezdasta funkcija. O

Propozicija 5.1.3. [I3] Ako je f m-konveksna i 0 < n < m < 1, tada je f n-konveksna
Sfunkcija.

Dokaz. Neka su x,y € [0,b] 1 neka jet € [0, 1]. Prvo uocimo da je f(%y) <

dobivamo iz leme [5.1.2 "
RaspiSemo li tx + n(1 — ¢)y kao tx + m(1 — t)—y te primjenimo li m-konveksnost funkcije
m

Zr() jerto
m

f dobivamo
fax+n(l-1y) = floxrmd -1 2y)
m
- f00) +m(l = 1) - f(2)

t- £ +m(l —r)-% FO)
L+ ) +n(l = DF),

Sto znaci da je f n-konveksna. m|

IA

IA
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Propozicija 5.1.4. [6l] Ako su fi, f> : [0,b] — R m-konveksne funkcije, tada je funkcija f
zadana formulom f(x) = m[oa)g]{ fi(x), fo(x)} takoder m-konveksna.
x€[0,

Dokaz. Neka su x,y € [0,b] 1 neka je ¢ € [0, 1]. Tada po definicji m-konveksne funkcije
vrijedi

filtx +m(1 =0)y) < tfi(x) +m(l -0fi(y) < 1f(x) + m(1 = ) f(y)

1

Lx+m(l-10y) < 1/x0)+m(1-0)f) <tf(x) +m1 = 0fQ).
Odatle slijedi

J@x +m(1 = 1)y) = max{fi(tx + m(1 = 1)y), fo(tx + m(1 = )y)} < 1f(x) + m(1 = ) f(y).
O

Propozicija 5.1.5. [6] Neka je m; < my # 1 i neka su f,g : [0,b] — R. Ako je [ m;-
konveksna i g my-konveksna, tada je f + g mi-konveksna funkcija.

Dokaz. Buduéi da je g my-konveksna i m; < my, tada prema propoziciji g je my-

konveksna funkcija. Neka su x,y € [0, b] i neka je ¢ € [0, 1]. Sada vrijedi

(f+8x+m(l-0ny) = [flx+m(l-10y)+gx+m(l—-1y)
1f(x) + mi(1 = ) f(y) + 18(x) + my (1 = )g(y)
1(f +8)x) +m(1 = )(f +8)),

IA

a to smo upravo trebali pokazati. O

Propozicija 5.1.6. [l13] Ako je f : [0,b] — R m-konveksna funkcija i @ > 0, tada je
funkcija af m-konveksna.

Dokaz. Neka su x,y € [0,b] 1 neka je t € [0, 1]. Primjenom definicije m-konveksne funk-
cije dobivamo

(@f)tx+m(l —1y) < ealtf(x)+m -0f()]
= Haf)(x) +m(l - D(af)y).
Drugim rijeCima, « f je m-konveksna funkcija. O

Propozicija 5.1.7. [lI3] Ako je f : [0,b] — R m-konveksnai g : R — R rastu¢a m-
konveksna funkcija, onda je g o f m-konveksna funkcija.
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Dokaz. Neka je f : [0,b] — R m-konveksna, tada za svaki ¢ € [0, 1] 1 x,y € [0, b] vrijedi

fx+m( =1y) <tf(x) +m(l =) f(). (5.3)

Buducdi da je g : [0, b] — R rastuca m-konveksna funkcija imamo

g(f(zx + m(1 = 1)y)) gf(x) + m(1 =0 f(y))

18(f(x)) + m(1 = 0)g(f ().

<
<

Dakle, g o f je m-konveksna funkcija. |

Klasu m-konveksnih neprekidnih funkcija na [0, b] sa svojstvom f(0) < 0 oznaCavamo
s Kin(D), tj.

K,.(b) = {f : [0,b] — R je m-konveksna, neprekidna, f(0) < 0}.

Lema 5.1.8. [|/3] Funkcija f pripada klasi m-konveksnih funkcija ako i samo ako je funk-
cija
J&x)—m- f(y)

X —my

rastuc¢a na (my, b,y € [0, b].

Dokaz. Danu nejednakost f(tx + m(1 —t)y) <t f(x) +m(1 —¢t) - f(y) pri Cemu je x > my,
zapiSimo u sljede¢em obliku

J@x +m(l = 1)y) tf(x) + mf(y) — mef(y)

() =mfG)) = f(tx+m(l = y) = mf()
fE =mfe) _ faxtm(d =0y —m-f0)

X —my - H(x — my)

T e 0,1. Tadaje z = tx + m(1 — 1)y i
y

Neka je z < x, z, x € (my, b]. Definiramo ¢ :=

gornja nejednakost postoji

Jn(X) 2 fin(2),

tj. fn je rastuca na (my, b]. |
Lema 5.1.9. [13] Ako je f diferencijabilna na (0, b), tada je f € K,,(b) ako i samo ako

Pz IO (5.5)

X —my

za x > my.
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Dokaz. (=) Neka je f € K, (b), tj. f je m-konveksna funkcija funkcija s f(0) > 0.
J(x) —mf(y)

Oznaimo s g(x) := ——————. Prema prethodnoj lemi, g je rastu¢a pa deriviranjem
X —my

funkcije g dobivamo:

_ P0G = my) - f) + mf ()

g'(x) . > 0
(x — my)
fOx=my) = f(x)+mf(y) = 0
) =—my) = f(x)—mf(y)
o > =m0
X —my
Sto smo i trebali pokazati.
(<) Neka je f'(x) > M Oznacimo s g(x) := M Deriviranjem
X —my X —my

funkcije g dobivamo:

f @ = my) = f) + mfG)
(x=my)?
1 —
20 = - Q=mO)|

X —my X —my

g'(x)

Bududi da je desna strana jednakosti pozitivna zakljucujemo g’ > 0.
J(x) —mf(y)
x —

ny
m-konveksna funkcija iz K,,,(D). O

Dakle, g je rastuéa funkcija, tj. je rastuca funkcija, pa prema lemi|5.1.8| f je

Primjer 5.1.10. /6] Funkcija f : [0,00) — R, f(x) = ax + b je m-konveksna (m € [0, 1])

ako je b < 0.
J(x) —mf(y)
X —my

Naime, f je m-konveksna ako i samo ako vrijedi f'(x) > za x > my, odnosno

f(x) - ]M > 0. Tada za funkciju f(x) = ax + b vrijedi
X —my
a(x —my) — (ax + b) + m(ay + b) 0
X —my N
ax —amy — ax — b + may + mb 0
X —my N
mb —b s> 0.
X —my
Buduci da je x > my, zakljucujemo da je f'(x) — M >0zab<O.
X —my

Drugim rijecima f je m-konveksna za b < 0.
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Primjer 5.1.11. [l6] Funkcija f : [0,00) — (—00,0], f(x) = —In(x + 1) je m-konveksna

funkcija.

Naime, f je m-konveksna ako i samo ako vrijedi f'(x) >

f@) = mfe)
—m =

(%)=

Za funkciju f(x) = —In(x + 1) to je ekvivalentno sa

x+ 1

J(x) —mf(y)

za x > my , odnosno
X —my

c(x—my)—(=In(x+ 1)) +m-(—In(y + 1))

\%
o

X —my
—(x — my)
+ 1

+In(x+ 1)+ In(y+1)™"

\%
e

X —my

PokaZimo da za x > my vrijedi

—(x-=-my)+(x+DIn(x+ 1) +(x+ Dln(y+ 1) > 0.

Lijevu stranu gornje nejednakosti oznacimo s

hx):=—-(x—-my)+(x+ DIn(x+ 1)+ (x+ DIn(y+ )™,

tada trebamo pokazati da je h(x) > 0.
Oznacimo sa z(y) := In(my + 1) — mIn(y + 1). Tada je z(0) = In(0+ 1) —mIn1 = 0.
Pogledajmo prvu derivaciju funkcije z

m

z0) = my+1_my+1

y+1l-my—-1

(my+ D@y +1)
(I —m)y
(my+ Dy +1)

Bududi da je z rastuca f i z(0) = 0 slijedi da je z(y) > 0 za svaki 'y > 0.
Neka su m iy fiksni brojevi, tada za x > my vrijedi

lim A(z) = h(my) = (my + 1) In[(my + D(y + 1)™].

z—my

Uoc¢imo, my + 1 je nenegativno, In[(my + 1)(y + 1)™] = z(y), a to smo dokazali da je
nenegativno, pa zakljucujemo da je h(my) > 0.
Pogledajmo prvu derivaciju h(x):

h' (x)

—I+In(x+1)+(x+1)

X+
mln(x + 1) —mlIn(y + 1).

1
7 +In(y + 1)™
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Za x > my slijedi da je In(x + 1) > In(my + 1). Drugim rijecima h'(x) > z(y) > 0.
Zakljucujemo da je h(x) > 0 za svaki x > my.

Propozicija 5.1.12. Ako je f : [0, b] — R istovremeno i m-konveksna i m-konkavna, m # 1,
tada je f linearna funkcija, tj. postoji c € R takav da je f(x) = cx.

Dokaz. 1z pretpostavke da je f 1 m-konveksna 1 m-konkavna slijedi da za sve x,y € [0,b] 1
t € [0, 1] vrijedi
Jx +m(1 = 1)y) = 1f(x) + m(1 =D f(y).

Zat=01iy=0imamo

fO-x+m-0) = 0- f(x)+mf(0)
f(0) = mf(0)
fOT-m) = 0,
tj. £(0) =0.
IzraCunajmo joS i f(tb) :
f@) = f(t-b+m(—1)-0)
= 1f(b) + m(1 —1)f(0)
= tf(b).
Definirajmo linearnu funkciju g koja spaja tocke (0, 0) i (b, f(b)). Dakle,
g(x) = J%x.

Pokazat ¢emo da je g(x) = f(x) za svaki x € [0, b].
Neka je x € [0, b] proizvoljan broj. Tada postoji ¢ € [0, 1] takav da je x = ¢b.

Tada je
_ 1), _ 10

8(x) = = —x = ——=tb = 1f(b) = f(tb) = f(x).

Budu¢i da ovo vrijedi za svaki x € [0, b] slijedi da su f 1 g jednake, tj f je linearna funkcija.
O
1 X
Lema 5.1.13. [[13] Ako je funkcija F,(x) = ﬁ f g’ (t) - f(t)dt nenul m-konveksna funk-
8X) Jo

cija za svaku m-konveksnu funkciju f tada postoje realni brojevi k i u,u > 0 takvi da je
Jfunkcija g oblika
g(x) =k - x". (5.6)
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Dokaz. Funkcija fy(x) = cx je m-konveksna funkcija za svaki ¢ € R.
Prema pretpostavci leme funkcija

Fo(x) = Fy(fo)(x) = Lf g t-dt=c-Gx)
g(x) Jo

je m-konveksna funkcija.
To znacdi da za svaki x,y € [0,b] 1t € [0, 1] vrijedi

c- [G(tx +m(l —-ty)—t-Gx)—m(l —1)- G(y)] <0
te za ¢ = =1 dobivamo:
Gtx+m(l —t)y) =t-Gx)+m(l —1)-G(y).
Znaci da je G i m-konveksna i m-konkavna, pa je prema propoziciji [5.1.12] G linearna, tj.

Gx)=a-x.
Prema definiciji od G vrijedi

G(x)

1 *
@Lg(l)'l'dt

a-x = fg’(t)-t-dt.
0

Deriviranjem dobivamo

ag(x) +axg'(x) = g'(x)x
axg'(x) - g (x)x = -ag(x)
gxa-1) = -ag(x)
g (x) -a 1
g(x) T a-1 x

Dobiveni izraz integriramo

fg(x)dx = a -Inx+c¢
g(x) a—1
Ing(x) = Inx"+Ink,

gdje je —al = u, k € R. To moZemo zapisati
a —
Ing(x) = In(x"-k)
g(x) kxt,
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a to smo upravo trebali pokazati.
Vratimo se na definiciju od F i promotrimo F za f(t) = c.
Uvrstimo li g’(t) = k- u - 7' i f(¢) = ¢, dobivamo

1 X
— f g - f(tdt
g(x) Jo

1 X

= — k-u-*edt
g(x) fo

k X
- e f “dt
g(x) Jo

hue
gx) u

F(x)

X

0

Zadnji izraz nije definiran za ¥ = 0 zbog u u nazivniku. Ako je u < 0 onda #“|;~y nije
definiran. Dakle, # mora biti pozitivan. O

Lema 5.1.14. [lI3] Ako je funkcija g oblika g(x) = k- x",u > 0 tada je funkcija F, nenega-
tivna i m-konveksna za svaki f € K, (D).

1 X
Dokaz. Neka je Fy(x) = ﬂ f g @) - f(t)dtig(x) = k- x*. Tada vrijedi
8X) Jo

&m:ﬂngfwwma

0

Uvodenjem supstitucije ¢ = x - s'/* dobivamo:

1
Fu(x) = f flx - s'")ds.
0

Budu¢idaje f € K,,(b), za x,y € [0,b] it € I:

1
F(tx + m(1 = 1)y) f Flexs'" + m(1 = )ys'"")ds
0

IA

1
fErﬂmwwwm—nfwﬂmﬁ

0
I'FM(X)+m(1 _t)'Fu(y)

Sto smo 1 trebali pokazati. O

Klasu m-konveksnih funkcija u srednjem na [0, ] s obzirom na funkciju g(x) = kx“,
f(0) < 0 oznatavamo s M“K,,(b), j.
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M"K,,(b) = {f : [0,b] = R : f(0) <0, f neprekidna, F, € K,,(b)}.

{ Fu) = f ) t“_lf(t)dt}.
0

5.2 Teoremi hijerarhije

Slijedi teorem koji opisuje odnose konveksnih, m-konveksnih, n-konveksnih i zvjezdastih
funkcija, tj. razmatra pitanje hijerarhije klasa tih funkcija.

Teorem 5.2.1. [[13]] Za proizvoljan b > 0i 1 > m > n > 0 vrijedi:
K(b) € K,,(b) C K,,(b) C Ky(D). (5.7)

Dokaz. Nekaje f € K(b), tj. f je konveksnainekajet € [0,1],x,y € [0,b]i0 <m < 1.
Prema definiciji konveksnosti vrijedi

fx+m(1—-1)-y) ftx + (1 = 1)(my))
tf(x) + (1 = 1) f(my)

1f(x) +m(l =) f(y),

IAN A

pri ¢emu smo u zadnjoj nejednakosti upotrijebili da je konveksna funkcija ujedno i zvjez-
dasta.
Dakle, f je m-konveksna, tj. K(b) C K,,(b).

Neka je f € K,,(b), tj. f je m-konveksna i neka su x,y € [0,b],0 < n <m < 1. Prema
teoremu f € K,(b). Drugim rije¢ima, f je n-konveksna funkcija.

Neka je f € K, (b), tj. f je n-konveksna i neka je x € [0,b] 1 ¢ € [0, 1]. Tada vrijedi

fx)=fax+n(l-10)-0)<t- f(x)+n(l-1)-f0) <1 f(x),

jerje f(0) < 0.
Dakle, K,,(b) C Ky(b) . O

Teorem 5.2.2. [13] Akoje O <n <m < 1iu> 0 tada vrijedi:

Kb) < Kyb) < K,b) < Kyb)
N N N N
M“K(b) < M‘K,(b) < M'K,(b) < M"Ky(b)
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Dokaz. Prema teoremu [5.2.1] vrijedi K(b) C K,,(b) C K,,(b) C Ko(b).

Neka je f € K(b), tj. f je konveksna. Neka je t € [0, 1], x,y € [0,b] i
Fu0) = [ f(x-s"*)ds. Tada vrijedi:

F,(tx+ (1 -1)y)

1
f fx- s+ = )ys'™yds
0

IA

1
f WFGs'™ + (1 = D f(ys' ™) dis
0

1 1
f(tf(xsl/”))dS+f((l—t)f(ysl/“))ds
0 0
tF,(x) + (1 = DF,(y),

a to smo upravo i trebali pokazati, dakle f € M“K(b).

Neka je f € Ko(b) i neka je t € [0,1], x € [0,b]. Neka je F,(x) = fol f(x - s'/*)ds. Prema
definiciji za zvjezdaste funkcije vrijedi

1 1
F.(tx) = f ftx - s"yds < f tf(x-s"Yds = tF,(x).
0 0

Drugim rijecima, f € M“Ky(b).

Neka je f € M"K(b), tj. F, je konveksna. U prethodnom teoremu smo dokazali da je
tada F, m-konveksna, tj. f € M"K,,(b).
Dakle M“K(b) € M"K,,(b).

Neka je f € M"K,,(b), tj. f je m-konveksna u srednjem. To znaci da je F,, m-konveksna, a
ve¢ smo dokazali da je m-konveksna funkcija ujedno i n-konveksnaza O <n <m < 1.
Dakle, F, je n-konveksna, tj. f € M“K, (b).

Neka je f € M"K,(b), tj. f je n-konveksna u srednjem. Tada je F, n-konveksna, pa je
prema prethodnom teoremu F, zvjezdasta.

Drugim rijeCima, f € M“Ky(b), tj. M"K,(b) € M"Ky(D).

Neka je f € K,,(b) tj. f je m-konveksnainekajet e [0,1],x,y€[0,b],u>010<m< 1.
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Tada imamo

F,(tx + m(1 —1)y)

1
f Flexs'" + m(1 = £)ys'/")ds
0

IA

1
f (£~ FCes'™™) 4 m(1 = 1) - fys")ds
0
L Fu) + m(l =) - Fu(y),

a to smo upravo i trebali pokazati, dakle K,,(b) € M"K,,(D).
Analogno pokazemo da je K,(b) € M"K,(b). O

Do sad smo funkcije promatrali na intervalu [0, b]. Ta se situacija moze prosiriti, tj.
moZemo promatrati funkcije definirane na opéenitom intervalu[a, b].
Sa Cla, b] oznacavat ¢emo neprekidne funkcije definirane na [a, b].
Definirajmo nekoliko klasa funkcija koje poopéavaju zvjezdaste, superaditivne i konveksne
u Jensenovom smislu.

Klasu m-zvjezdastih funkcija na [a, b] oznacavamo sa S [a, b], t].

f@) —mfla)  f&)-mfl@)

X —ma Z—ma

Syla.bl ={f € Cla,b] : <z<x<bl

Klasu m-superaditivnih funkcija na [a, b] oznacavamo sa S ,[a, b], tj.
Sula.b] = {f € Cla,b] : f(x) + f(3) < f(x +y - ma) + mf(a),¥x.y € [a, b]}.
Klasu m-zvjezdastih funkcija u Jensenovom smislu na [a, b] oznaCavamo s J; [a, b], tj.
Inla,b] = {f € Cla,b] : f(2x — ma) - mf(a) 2 2[f(x) - mf(@)],a < x < b}.
Klasu m-konveksnih funkcija u Jensenovom smislu na [a, b] oznacavamo s J,,[a, b], tj.

m(x + y)) - m[f(x) + f(»]

l+m 1+m

Jula.b] = {f € Cla.b] : f(

,Vx,y € |a, b]}.
Klasu m-subhomogenih funkcija na [a, b] oznacavamo s H,[a, b], t].
Hyla,b] = {f € Cla,b] : f(tx) < tf(n).a < x<bm <1< 1),

Klasu m-subhomogenih funkcija u Jensenovom smislu na [a, b] oznaCavamo s H}, [a, b], t].

Hyla,b] = |f € Cla,b] : f( IZT;) < limmf(x),a <x<b).
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Klasu slabih m-superaditivnih funkcija na [a, b] oznaCavamo sa wS ,,[a, b], tj.

wS .la, b] = {f e Cla,b]: fla+t)+ f(b—1) < f(b+(1—m)a)+mf(a),Vt € [0, (b — a)/Z]}.

Klasu slabih m-konveksnih funkcija u Jensenovom smislu na [a, b] oznacavamo s wJ,,[a, b],

tj.

m(a + b)
1+m

mlf(a+1)+ f(b-1)]

1+m

wlla.b] = {f € Cla,b] : > f( ).Vt € [0, (b - a)/2]}.

Ovo poopcenje funkcija pojavilo se krajem devedesetih, a obradio ih je Gh. Toader.
Promotrimo odnose danih klasa funkcija, tj. razmotrimo pitanje hijerarhije klasa tih funk-
cija.

Teorem 5.2.3. [11|] Za m € (0, 1] vrijedi:

K,la,b] €S [a,b] CS,la bl CwS,la,b]

m

H,la,b] 2 Hy,la,b] 2 K,la,b] € J,la, bl € wi,la, b]

Dokaz. Neka je f € K,la,b], tj. f je neprekidna i m-konveksna na [a, b] i neka je t €
[0, 1], x € [a, b]. Prema definiciji m-konveksnosti vrijedi

1f(x) +m(l =) f(a)

tf(x) + mf(y) — tmf(a)
1(f(x) = mf(a)).

f(tx+m(l —ta)
ftx+m(l —ta)
fx+m(l —t)a) —mf(y)

INIAN A

Neka je z € [a,b] takavdaje z < x. Tadazat = < a imamo da je z = tx + m(1 — f)a, pa
X —ma
gornja nejednakost postaje

f@) —mf(a) <1(f(x) —mf(a)).
Podijelimo li ju sa t#(x — ma) dobivamo

f@—mfla) fx)-mfla)

t(x—ma) X —ma

Budu¢i da je t(x—ma) = z—ma, dokazali smo da je f € S [a, b]. Dakle K,,[a,b] C S, [a, D].

Nekaje f € S, [a, D], tj. f je m-zvjezdasta.
Ako je f m-zvjezdasta, tada za z < x, z, x € [a, b] vrijedi

f&) —mfla)  f&)—mfla)

X —ma ~ t(x—ma)
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Pomnozimo li tu nejednakost sa zajednickim nazivnikom i transformiramo li ju, dobit ¢emo

(z = ma)(f(x) —mf(a))
J(@)(x — ma)

(x —ma)(f(z) —mf(a))
f(x)(z—ma) + mf(a)(x — z). (5.8)

>
<
Stavimo li u (5.8) z = x, x = x + y — ma dobivamo

JX)(x+y—-2ma) < f(x+y—ma)(x —ma) + mf(a)y — ma). (5.9)
Stavimo liu (5.8) z = y, x = x + y — ma dobivamo

JO)x+y—2ma) < f(x+y—ma)y —ma)+ mf(a)(x — ma). (5.10)
Zbrojimo li i dobit éemo

(f)+ fONx+y—-2ma) < f(x+y-—ma)(x—ma)+(y—ma)]+
+mf(a)[(y — ma) + (x — ma)].

Nakon dijeljenja sa (x + y — 2ma) dobivamo

f)+ f) < fx+y—ma) + mf(a),

a to znaci da je f m-superaditivna.
Dakle, dokazali smo da je S [a,b] C S ,.la, b].

Neka je f € S,la,b], tj. f je neprekidna 1 m-superaditivna.
Prema definiciji m-superaditivnosti vrijedi

J)+fO) < f(x+y—ma)+mf(a)
Sad napravimo sljedecu supstituciju x = a +t,y = b —t. Tada je

fla+n+fb-1)

fla+t+b—t—ma)+mf(a)
fb+ (1 —m)a)+mf(a).

<
<

Drugim rije¢ima, S ,,[a, b] € wS ,[a, b].

Dokazimo sada inkluzije u drugoj recenici teorema.
Neka je f € K,la,b], tj. f je neprekidna i m-konveksna i neka je ¢ € [0, 1], x € [0, b].
Prema definiciji m-konveksnosti vrijedi

fx+m( =1y) <tf(x) +m(l =) f(y).
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m 1
kajet ;= ——. T el —t= —— ijedi
Neka je ¢ T ada je t 1+m,pavrljedl

A2 xm(——)) < f(x)+m(ﬁ)f(y)

1+m 1+m 1+m

A

m m
1+mx+1+my) < 1+mf(X)+1—f(y)

+m
£

m(x+y)) < m[f(X)+f(y)]_

1+m 1+m
ZakljuCujemo da je f m-konveksna funkcija u Jensenovom smislu.

Neka je f € K,la,b], tj. f je neprekidna i m-konveksna i neka je ¢+ € [0, 1]. Neka je
x =y. Primjenom definicije m-konveksne funkcije dobivamo

f(tx +m(1 —1)x)
f(tx + mx — mtx)
f(x(t + m — mt))
Slx(m + (1 —m))]

1f(x) + m(1 = 1) f(x)
1f(x) + mf(x) — tmf(x)
Jfx)(t +m—mt)
J(m + (1 —m)).

INIANCIN A

Oznadimo s z := m + (1 —m), tadaimamodajez>miz <11

f(xz) < f(o)z,

znacidaje f € H,la,b].
Dakle, K,,[a,b] C H,|a,b].

Neka je f € Jula,bl, tj. f je neprekidna i1 m-konveksna u Jensenovom smislu. Prema
definiciji m-konveksne funkcije u Jensenovom smislu vrijedi

m(x + y)) < mlf(x) + fFO1

1+m 1+m

i

Uvedemo li supstituciju: x = a + ¢,y = b —t, uvrStavanjem u gornju nejednakost dobivamo

m(f(a+1t)+ f(b—1) ma+t+b-1
1+m f( 1+m )
m(a+b))

1+m

A

zna¢ida je f € w/y,la, b]. Dakle, J,[a, b] € wJ,[a, b].
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Neka je f € Hyla,b], tj. f je neprekidna 1 m-subhomogena. U definiciju m-subhomogene

funkcije uvrstimo supstituciju ¢ := Tam Tada je
m

fx) < tf(x)

2m 2m
. < .
1+m x) 1+ mf(x)

Dakle, dobili smo da je f € H, [a,b], Yj. H,la,b] € H; [a,b]. O

7
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Sazetak

Konveksne funkcije predstavljaju vazno mjesto u matematici, jer imaju mnogobrojnu pri-
mjenu u razli¢itim podru¢jima matematike. Pocetak proucavanja konveksnih funkcija ve-
zan je uz danskog matematicara J.L.W.V. Jensena.
U ovom radu razmotrili smo pitanje hijerarhije klasa konveksnih funkcija, odnosno poka-
zali smo da vrijedi

K(b) c S*(b) c S(b).

U prvom poglavlju ovog rada izrekli smo osnovne definicije i svojstva konveksnih funk-
cija. Takoder smo iskazali 1 dokazali Jensenovu nejednakost 1 Hermite-Hadamardovu ne-
jednakost za konveksne funkcije. Nakon konveksnih funkcija u drugom i treCem poglavlju
definirali smo zvjezdaste i superaditivne funkcije. Nakon $to smo dokazali nekoliko te-
orema i propozicija vezane uz konveksne, zvjezdaste i superaditivne funkcije na intervalu
[0, b], poglavlje smo zakljucili proucavajuci hijerarhiju konveksnih funkcija. U Cetvrtom
poglavlju proucavali smo integralne sredine, tj. konveksne funkcije u srednjem, zvjezdaste
u srednjem 1 superaditivne funkcije u srednjem te razmotrili hijerarhiju danih klasa funk-
cija:

K(b) € MK(b) € S*(b) € S(b) € MS*(b) € MS (b).

U posljednjem poglavlju ovog rada posvetili smo se poop¢enju konveksnih funkcija. Defi-
nirali smo m-konveksne, m-zvjezdaste, m-superaditivne, m-konveksne funkcije u Jenseno-
vom smislu, slabe m-konveksne funkcije u Jensenovom smislu, m-superaditivne funkcije
u Jensenovom smislu, slabe m-superaditivne funkcije te razmotrili pitanje hijerarhije klasa
tih funkcija.



Summary

Convex functions play an important role in many areas of mathematics, because they
have many applications in different fields of mathematics. Danish mathematician J.L.W.V
Jensen is considered for the creator of this field of mathematics.
In this paper we have studied the question of hierarchy of the convexity of functions. We
proved strict inclusion:

K(b) c S*(b) c S(b).

In the first section of this paper, we have given the several definitions and properties of co-
nvexity of functions. We have also expressed and proved Jensen’s inequality and Hermite-
Hadamard’s inequality for convex functions. In Chapter 2 and 3 we defined starshaped and
superadditive functions. After that we proved several theorems and propositions for co-
nvex, starshaped, and superadditive functions on [0, b], we concluded chapter by studying
hierarchy of convexity of this functions. In the fourth chapter, we extended our results
by the arithmetic integral mean, respectively we studied the sets of functions which are
convex, starshaped, respectively superadditive in the mean. We proved inclusions:

K(b) € MK(b) C S*(b) C S(b) C MS*(b) € MS (D).

At the end of this paper, we defined m-convex, m-starshaped functions, m-superadditive
functions, Jensen m-convex functions, weak Jensen m-convex functions, Jensen m-superadditive
functions, and weak m-superadditive functions. Some inclusions between such classes of
functions are established.
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