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Uvod

Glavni cilj ovog diplomskog rada je istraZiti nekoliko specijalnih nizova cijelih brojeva;
Fermatovih, Mersennovih i Fibonaccijevih brojeva, odnosno njihovu povezanost sa sku-
pom prostih brojeva. Pocinjemo s prvim poglavljem u kojem ¢emo uvesti oznaku P za
skup svih prostih prirodnih brojeva, koja ¢e imati nepromijenjeno znacenje u ¢itavom radu.
Takoder navodimo Euklidovu lemu, poznatu kao karakterizacija prostih brojeva, koja se po
prvi put pojavila kao Propozicija 30 u Knjizi VII Euklidovih Elemenata. Nadalje, bez do-
kaza, uvodimo i fundamentalan rezultat teorije brojeva, poznat kao Osnovni teorem aritme-
tike, te Eulerovu funkciju, koju L. Euler uveo 1763. godine. U drugom poglavlju, uz neke
elementarne 1 analiticke dokaze beskonacnosti skupa $, navodimo 1 dva stoZerna teorema.
Prvi je tzv. Dirichletov teorem, za €iji su dokaz potrebni neki preliminarni rezultati o tzv.
karakterima abelovih grupa, te neki pojmovi i rezultati iz kompleksne analize, a drugi je
rezultat Teorem o prostim brojevima, za koji dajemo tablicu relevantnih numerickih poda-
taka za funkcije promatrane u teoremu. Nadalje, dokazujemo jedan od najvaznijih rezultata
drugog poglavlja; tojest, dokaz teorema divergencije reda }; cp ﬁ Njega je prvi dokazao
Euler 1737. godine, uz napomenu kako je to joS jedan dokaz beskonacnosti skupa . Mi
¢emo dati dva dokaza, od kojih je prvi direktan, dok drugi uvodi u igru Riemannovu zeta
funkciju. Naposlijetku, kona¢no dolazimo do glavnog dijela ovog rada, a to je zadnje po-
glavlje u kojem najprije promatramo vezu skupa prostih i Fermatovih brojeva, te dajemo jo$
jedan dokaz beskonacnosti skupa prostih brojeva u N. Nadalje, promatramo niz Mersenno-
vih brojeva, koje je uveo francuski klerikalac i matematicar M. Mersenne, te ih koristimo
u svrhu jo$ jednog dokaza beskonacnosti skupa . Uz karakterizaciju savrSenih parnih
brojeva, u terminima Mersennovih brojeva, bez dokaza, spomenut ¢emo Lukas-Lehmerov
test, koji je vrlo koristan u testiranju za nalazenje velikih Mersennovih brojeva. Na kraju
rada govorit ¢emo o nizu Fibonaccijevih brojeva, koji je 1202. godine u svojoj knjizi Liber
Abaci, definirao talijanski matematicar Leonardo Pisano. Uvest ¢emo i vrlo bitan rezultat
poznat kao Binetova formula, koji ¢e biti bitan u nastavku rada kako bi pokazali vezu Fibo-
naccijevih i prostih brojeva, te naposlijetku za jos jedan dokaz beskonacnosti skupa prostih
brojeva.



Poglavlje 1

Neki osnovni pomo¢ni rezultati

U ovom uvodnom poglavlju podsjetit éemo se na neke standardne pojmove 1 rezultate ele-
mentarne teorije brojeva. Vise detalja, i posebno dokaze nekih tvrdnji koje ovdje navodimo,
moze se npr. nac¢i u [S, Chapter 2], [4]1 [2, Chapter 1,2].

1.1 Djeljivost cijelih brojeva

Predmet proucavanja ovog diplomskog rada je skup cijelih brojeva Z, ili bolje receno,
njegovi prosti elementi.

Definicija 1.1.1. Prirodan broj p > 1 je prost broj, ili prim broj, ukoliko su 1 i p jedini
njegovi pozitivni djelitelji.

Oznacimo
P = skup svih prostih prirodnih brojeva.

Napomena 1.1.2. Gornja c¢e oznaka P imati nepromijenjeno znacenje u citavom ovom
radu.

Pojam djeljivosti u Z dobro je poznat. Cinjenicu da 0 # a € Z dijeli neki b € Z
oznacavamo standardno s alb. Prisjetimo se sada na ovaj vaZan i dobro poznat rezultat.

Teorem 1.1.3. (o dijeljenju s ostatkom u 7)
Neka su a € Z i b € N proizvoljni brojevi. Tada postoje, i jedinstveni su, q,r € Z takvi da

Jje
a=bg+r i 0<r<b.

Dalje, podsjetimo se na pojam najveceg zajednickog djelitelja.
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Definicija 1.1.4. Za brojeve 0 # a,b € 7Z, prirodan broj d je najveci zajednicki djelitelj
(NZD) od a i b ako vrijedi:

(1) dlaidb;

(2) ako je d’ bilo koji zajednicki djelitelj od a i b, onda d’|d.

U tom slucaju pisemo
d = (a,b).

Posebno, kaZemo da su brojevi a i b relativno prosti ako je NZD (a,b) = 1.

Teorem 1.1.5. Za proizvoljne cijele brojeve 0 # a,b € 7Z postoji, i jedinstven je, njihov
NZD d = (a,b). Nadalje, u tom slucaju postoje cijeli brojevi x,y takvi da je

ax+by=d.
Korisno je spomenuti i sljedecu jednostavnu lemu.

Lema 1.1.6. Za bilo koje cijele brojeve a,b # 01 x, takve da je b + ax # 0, imamo
(a,b) = (a,b + ax).

Sljedeci rezultat daje nam tehniku racunanja NZD d = (a, b), za zadane a i b. Pored
toga, dobivamo i efektivan nacin nalaZzenja cijelih brojeva x i y takvih da je ax + by = d.

Teorem 1.1.7. (Euklidov algoritam)
Neka su a € Z i b € N proizvoljni. Pretpostavimo da je uzastopnom primjenom teorema o
dijeljenju s ostatkom dobiven niz jednakosti:

a=bqg +r, 0<r <b,

b:r1q2+r2, 0<I"2<I"1,

ry = rqs;+rs, 0<ry<m,
Tjio=7rj14;+7j, O<I’j<l’j_],
Tj-1 = Tjqj+1.

Tada je (a,b) = d jednak r;, posljednjem ostatku razli¢itom od nule. Vrijednosti x iy u
Jjednakosti d = ax+by mogu se dobiti induktivno, uzastopnim prikazivanjem svakog ostatka
r; kao linearne kombinacije a i b.



POGLAVLIJE 1. NEKI OSNOVNI POMOCNI REZULTATI 4

Dokaz. Za pocetak, prisjetimo se jednakosti, iz prethodne leme; da je (n,m) = (n,m + nx)
za0 # n,m € Z 1 x € Z. Tada primjenom na cijele brojeve a i b vrijedi

(a,b) = (a—bqi,b) = (r1,b) = (r1,b —riqz) = (r1,r) = (r1 — rqs, r2) = (r3,12).

Nastavljajuci ovaj proces, dobivamo: (a, b) = (rj,rj-1) = r;.

Indukcijom ¢emo dokazati da je svaki r; linearna kombinacija od a i b. To je to¢no za
ri 1 rp, pa pretpostavimo da vrijedi za r;_; 1 r,_,. Buduci da je r; linearna kombinacija od
ri-1 115, po pretpostavci indukcije dobivamo da je i linearna kombinacija od a i b. O

Radi daljnje potrebe, navedimo i sljedeéi rezultat; koji izmedu ostalog karakterizira
proste brojeve.

Lema 1.1.8. (Euklidova lema)
Pretpostavimo da albc i da je NZD (a,b) = 1. Tada a|c. Posebno, da je p prost broj i plab,
onda pla ili p|b.

Dokaz. Pretpostavimo da je NZD (a,b) = 1. Tada iz Teorema vrijedi da se 1 moze
prikazati kao linearna kombinacija a i b, tojest

ax+by=1.
MnoZenjem s brojem ¢ dobivamo
acx + bcy = c.

Sada imamo da ala i albc, pa a dijeli i linearnu kombinaciju acx + bcy, odnosno alc.
Za drugi dio tvrdnje teorema, pretpostavimo da plab. Ako p ne dijeli a, tadasuai p
relativno prosti, tojest (a, p) = 1. Iz prethodno dokazanog, slijedi da p|b. O

Sada navedimo, bez dokaza, i ovaj fundamentalan rezultat teorije brojeva.

Teorem 1.1.9. (Osnovni teorem aritmetike)
Za svaki 0 # n € Z postoje prosti brojevi py,. .., px € N takvi da je

n==xpip2--: Pk
Gornja je faktorizacija jedinstvena do na poredak faktora.

Kao posljedicu gornjeg teorema imamo da se svaki 0 # n € Z moZe na jedinstven
nacin, do na poredak faktora, zapisati u obliku

n=xpi-.ph, gdjesup; <py<---<pp

ovdje su a; € N. Taj se rastav naziva standardna dekompozicija na proste faktore.
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Napomena 1.1.10. Naglasimo kako se svi gore navedeni pojmovi i rezultati mogu gene-
ralizirati. Tako npr. za bilo koja dva ne-nul elementa u nekoj domeni glavnih ideala A
postoji NZD ta dva elementa. Isto tako, u takvom je prstenu A dobro definiran pojam pros-
tog elementa. I pokazuje se da je takav A i tzv. prsten jedinstvene faktorizacije. To znaci
da vrijedi analogon gore navedenog osnovnog teorema aritmetike, koji je sada specijalan
slucaj A = Z. O svemu navedenom vise detalja moZe se naci u [7].

1.2 Aritmeticke funkcije

Sada ¢emo navesti joS jedan pojam, koji ima veliku ulogu u teoriji brojeva, te nam je bitan
za daljnje potrebe.

Definicija 1.2.1. Funkcija f : N — C zove se aritmeticka funkcija; odnosno, to je funkcija
Cija je domena skup prirodnih brojeva, a njezina kodomena je skup kompleksnih brojeva.

Neke od vaznijih aritmetickih funkcija u teoriji brojeva su:
7(n) = broj pozitivnih djelitelja od n;

o(n) = zbroj pozitivnih djelitelja od n;

o(n) = zbroj k-tih potencija pozitivnih djelitelja od n.

Isto se moZe napisati i ovako:

(n) = Z I, om= Zd, o(n) = Zd".

dn din din
Za pocetak, definirat cemo vazno svojstvo koje zadovoljavaju neke aritmeticke funk-
cije.
Definicija 1.2.2. Aritmeticka funkcija f je multiplikativna, ako vrijedi
f@mn) = f(m)f(n)
za bilo koje m,n € N, takve da je (m,n) = 1.

Sljedeci teorem direktno ¢e nam dati multiplikativnost gore definiranih aritmetickih
funkcija 7(n), o(n) 1 ok (n).

Teorem 1.2.3. Pretpostavimo da je f(n) multiplikativna aritmeticka funkcija i da vrijedi

Fn)= ) f(@).

din

Tada je F(n) takoder multiplikativna.
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Dokaz. Pretpostavimo da je n = nyn,, tako da (n;,n,) = 1. Tada, ako d|n, te sun; i n,
relativno prosti, vrijedi da je d oblika d = dd, i d;|n;, d|n,, te (d;,d>) = 1. Obratno, ako
je d = did, takav da d,|n;, d,|n,, tada d|n. Ovime smo uspostavili korespondenciju izmedu
pozitivnih djelitelja d broja n i parova djelitelja d;, d, brojeva n, n,. Vrijedi sljedece

Fy=) fd)=) > fdidy).
din dilny dalny

Nadalje, pretpostavili smo da je funkcija f multiplikativna, pa je stoga f(d,d,) = f(d,)f(d>).
Konacno slijedi tvrdnja teorema:

Fin) = ) f(d) ) f(ds) = Fu)F(no).

dilny dalny

O

Za ilustraciju, u sljede¢em teoremu dajemo primjenu prethodnog rezultata na stan-
dardnu dekompoziciju na proste faktore; i to za funkcije 7(n) i o(n).

Teorem 1.2.4. Pretpostavimo da je n = p{' --- p;*. Tada vrijedi

™) =(ar + 1) (a + 1),

aj+1 ay+1
P -1 -

a+l
U(”):( -1 )(p;—ll)"'(p;k—ll)'

Dokaz. Pretpostavimo da je n = p“, te promotrimo sumu

Rt

dln

Dijelitelji broja p® su 1, p, p, ..., p%, pa stoga imamo

a

T(n)=T(p”):ZI:a+1.

i=0

Sada kada znamo da je T multiplikativna funkcija, gornje nam dokazuje prvi dio teorema.
Sli¢no, za drugi dio teorema, ponovno uzmimo da je n = p“, te promotrimo

>

din

Ponovo, djelitelji broja p® su 1, p, p?, ..., p%, pa stoga dobivamo

a+l_1

O'(n):a(p“):1+p+p2+...+p“:p

p-1"

Time smo dokazali i1 drugi dio teorema. m|
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Ovaj odjeljak zavrSavamo osnovnim razmatranjima o tzv. Eulerovoj ¢-funkciji. Za
pocetak sjetimo se da u proizvoljnom komutativnom prstenu A, skup svih invertibilnih ele-
menata A* = U(A) ima strukturu (multiplikativne) grupe. Posebno, za kvocijentni prsten
A =Z, = Z/nZ lako se pokaze, uz koriStenje Teorema[I.1.5] da vrijedi sljedeca tvrdnja.

Lema 1.2.5. Za broj a € Z vrijedi da je element a + nZ € Z, tj. invertibilan, ako i samo
ako je NZD (a,n) = 1.

Sada smo spremni uvesti spomenutu funkciju.

Definicija 1.2.6. Za svaki prirodan broj n definiramo
p(n) =cardla € {1,...,n} | NZD (a,n) = 1};

tojest,
@(n) = card(Z)),

broj invertibilnih elemenata u prstenu Z,,. Funkcija ¢ : N — N zove se Eulerova p—funkcija.
Kako bismo pokazali da je ¢ multiplikativna funkcija, treba nam jo$ jedan pojam.

Definicija 1.2.7. Za prirodan broj m, reduciran sustav ostataka modulo m je skup cijelih
brojeva r, ..., r. takvih da je svaki r; relativno prost s m, te vrijedi r; # r; (mod m) za
i # J, i za svaki cijeli broj x takav da je (x, m) = 1 postoji neki i da vrijedi x = r; (mod m).

Naprimjer, zam = 12 je {1, 5,7, 11} jedan reduciran sustav ostataka modulo 12; i jasno,
onda je ¢(12) = 4. Sljedeca je lema prvi korak prema dobivanju formule za efektivno
racunanje ¢(m), za m € N.

Lema 1.2.8. Ako je p € N prost broj i m € N proizvoljan, tada je

e(p™ =p" - p" ' =p"(1-1/p).

Dokaz. Jasno; ako je 1 < a < p, onda je NZD (a,p) = 1. Slijedi da broj 1 < x < p”
nije relativno prost s p samo u slucaju ako je x viSekratnik od p; tojest, ako je x = kp za
k =1,2,...p™ . To zna&i da onih brojeva 1 < x < p™ koji su relativno prosti s p ima

to¢no p™ — p"!; tojest, p(p™) = p" — p" L. O
Sada dajemo najavljeni dokaz multiplikativnosti Eulerove funkcije.

Teorem 1.2.9. Eulerova funkcija ¢ je multiplikativna.
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Dokaz. Neka su m i n relativno prosti prirodni brojevi, te neka su R = {ry, 72, ..., g} 1
S ={s1,52,..., Sy} reducirani sustavi ostataka modulo m i n, redom. Pokazat ¢emo da je
skup

T={nr+ms|reRiseSs}

takoder reducirani skup ostataka modulo mn. Kako skup 7" o€ito ima ¢(m)¢(n) elemenata,
slijedit ¢e da je ¢(mn) = @(m)p(n); ili drugim rije¢ima, dobit ¢emo Zeljenu multiplikativ-
nost funkcije ¢.

Prvo ¢emo pokazati da za svaki k € T vrijedi (k, mn) = 1. U tu svrhu, pretpostavimo da
zaneki k = nr + ms € T postoji neki prost broj p takav da p|(k, mn). Tada posebno p|mn,
1 onda, jer su m i n relativno prosti, slijedi da p|m ili p|n. Neka naprimjer p|m. Tada bismo
iz Cinjenice plnr + ms imali da p|nr, odnosno p|r; posljednje jer p 1 n. No to bi znacilo da
pl(r,m) = 1, §to je nemoguce. Slicno bismo dobili i da smo pretpostavili da p|n. Dakle,
tako smo pokazali da su svi elementi iz skupa T relativno su prosti s mn.

Nadalje, pokazat ¢emo da svaka dva broja iz skupa 7" medusobno nisu kongruentna.
Da bismo to vidjeli, pretpostavimo suprotno, tojest da za neke r,7" € Ri s, s” € S vrijedi

nr+ms = nr' + ms’  (mod mn).

Tada bi bilo n(r — ') + m(s — s”) = k(mn), za neki k € Z. Odavde bi slijedilo da m|n(r —r’),
odnosno zbog (m, n) = 1 imali bismo da m|(r—r"). Drugim rije¢ima, bilobi » = ' (mod m).
No kako su r, 7" € R mora vrijediti r = r’, Sto nije. Sasvim aanalogno bismo dobili i da je
s=s.

Jo§ nam preostaje pokazati da je svaki cijeli broj relativno prost s mn kongruentan
modulo mn nekom elementu iz skupa T. Za to, neka je k € Z i (k,mn) = 1. Kako su m
i n relativno prosti, k mozemo napisati kao k = nr’ + ms’, za neke ', s’ € Z. Nadalje,
pretpostavimo sada da postoji prost broj p takav da p|lm 1 p|r’. Tada bi p bio zajednicki
djelitelj od mn 1 od k, Sto je kontradikcija s prepostavkom da su mn 1 k relativno prosti.
To nam pokazuje da vrijedi (r',m) = 11 r’ je kongruentan modulo m nekom od elemenata
iz skupa R. Analognim razmatranjem dobivamo da je s” kongruentan modulo n nekom
od elemenata iz skupa S. To znaci da sada r’ 1 s* moZemo napisati ovako: r' = r + am i
s’ = s+ bn, za neke a i b. Slijedi kongruencija

k=nr'+ms =n(r+am)+m(s+bn)=nr+ms+mn(a+b)=nr+ms (mod mn).
Tako je teorem u potpunosti dokazan. O
Kao posljedicu gornjeg teorema i prijaSnje leme, dobivamo i najavljenu formulu.

Teorem 1.2.10. Ako je dan prirodan broj n = p{' --- p/*, tada je

k
gy =n| [(1=1/p.
i=1
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Dokaz. 1z prethodnog Teorema|l.2.9|slijedi

o) = e(p{") - e(p5?) - - - @(p)
= (P = PO - P (o = PP

=pl'd=1/p)---prA=1/p)=p-pl-A=1/p)---(1=1/pp)

k
=n| |a-1/p.
i=1



Poglavlje 2
Skup prostih brojeva P

Problem distribucije prostih brojeva, u skupu prirodnih brojeva N, izuzetno je zanimljiv, ali
u isto vrijeme i nevjerojatno teZzak. PocCetak bavljenja tim problemom nalazi se u antic¢koj
Grckoj, kada su dobivena dva osnovna rezultata. Prvi je da je skup prostih brojeva PC N
beskonacan, a drugi je Osnovni teorem aritmetike. Nakon toga, nekih dvije tisu¢e godina
nije bilo znac¢ajnijih pozitivnih pomaka u razumijevanju spomenutog problema. No u dru-
goj polovici 18. stolje€a zapocela su neka istraZivanja koja se mogu smatrati po¢ecima
moderne teorije brojeva, posebno tzv. analiticke teorije brojeva. Tu svakako treba spo-
menuti ime L. Eulera, kao jednog od pionira na tom polju. Ta su istraZivanja doZivjela
puni procvat u 19. stoljecu, kada su dobivena i dva stoZerna teorema. Prvi je tzv. Diric-
hletov teorem o prostim brojevima u aritmetickim nizovima, koji je motiviran nekim prije
dobivenim Eulerovim rezultatima. Navedimo ovdje taj teorem, tek uz napomenu kako za
njegov dokaz trebaju neki preliminarni rezultati o tzv. karakterima abelovih grupa, kao i
neki pojmovi i rezultati iz kompleksne analize, posebno o tzv. Dirichletovim redovima.

Teorem (Dirichletov teorem) Neka su d,a € N relativno prosti. Tada postoji beskonacno
mnogo prostih brojeva oblika
a+dn, n € N.

Stovise, red Y 11—7 reciprocnih vrijednosti prostih brojeva iz navedenog aritmetickog niza,

divergira; tojest,
1

— = 00,

p=a (mod d) p

Drugi je rezultat tzv. Teorem o prostim brojevima, o kojem ¢e biti viSe rijeci u odjeljku
(2.2). Naglasimo kako je dokaz tog teorema podosta zahtjevan, i koristi neke od glavnih re-
zultata iz kompleksne analize, posebno o tzv. beskonacnim produktima brojeva i funkcija.
Malo vise detalja o svemu ovdje reCenom moZe se naci npr. u [6].

10



POGLAVLIJE 2. SKUP PROSTIH BROJEVA P 11

2.1 Neki elementarni dokazi beskonac¢nosti skupa

Svrha ovog potpoglavlja je pokazati koliko je Sirok spektar dokaza tvrdnje da je skup pros-
tih brojeva  beskonacan. Svaki od njih dati ¢e nam jasniju sliku o prirodi skupa P, ali 1
samog prstena cijelih brojeva Z. Po¢injemo s osnovnim teoremom o beskonacnosti skupa
prostih brojeva, za koji éemo pokazati nekoliko varijacija dokaza.

Teorem 2.1.1. Skup prostih brojeva je beskonacan.
Dokazivanje ovog teorema najprije po¢injemo sa standardnim Euklidovim dokazom.

Dokaz. Prepostavimo da postoji konacno mnogo prostih brojeva py, p,..., p,. Svaki od
navedenih brojeva je pozitivan, pa mozemo definirati N € Z, kao

N=ppr---p,+ 1

Iz prethodno definiranog ocito je da broj N ima dekompoziciju na proste faktore, pa postoji
prost broj p takav da p|N, tojest

plpipa- pa+1

Pretpostavili smo da je skup prostih brojeva konacan, pa vrijedi da je p = p;, za neki

i=1,2,...,n. No, tada p|p;p> - - - pn, @ kako za svaka dva susjedna prosta broja vrijedi da
su medusobno relativno prosti, slijedi da p ne moze dijeliti p;p, --- p, + 1. Dosli smo do
kontradikcije, pa slijedi da je skup $ beskonacan. O

Posebno u ovom odjeljku dajemo tri nova dokaza koja su varijacije na Euklidov dokaz,
dat uz Teorem [2.1.1] Primijetimo kako niti jedan od tih dokaza ne koristi analizu.

Prvi dokaz koji navodimo koristi sumu 3, . %, uz pocetnu pretpostavku da je skup P
konacan; Sto ¢e nam, jasno, dati Zeljenu kontradikciju.

Dokaz. Pretpostavimo da je P= {pi,..., p.} skup svih prostih brojeva, te neka je N =
P1P2 -+ Pu- Definirajmo

azgi; tada je aN:iZ.

i=1 £t

Iz definicije vidimo da je aN cijeli broj, pa postoji neki prost broj p; € P koji je njegov
djelitelj. S druge strane, oCito p; g zasvakii # j. I ondaslijedi da taj p; mora dijeliti i broj
g =aN — Yy %. Dosli smo do kontradikcije; pa slijedi da je skup £ beskonacan. i
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Sljedeci je dokaz preko Eulerove funkcije ¢. Podsjetimo se da za k € N, definiramo
pk) :=card{x e N|x <k & (x,k)=1}.

Nadalje, ta je funkcija multiplikativna; tojest, vrijedi ¢(ab) = ¢(a)e(b) za bilo koje rela-
tivno proste brojeve a, b € N.

Dokaz. Ponovo pretpostavimo da je P = {py,..., p,} skup svih prostih brojeva, te da je
N = pipr--+pn. Za p; =2 imamo ¢(p;) = 1,1 ocito je ¢(p;) = p; — 1 za svakii > 2.

Ako je sada 1 < n < N, tada postoji neki prost broj p; € P takav da pjjn. To onda
znaci da je taj p; djelitelj i od nio0d N, za svaki n, Sto posebno znaci da je NZD (n,N) # 1.
Slijedi, po definiciji funkcije ¢, da je ¢(N) = 1. S druge pak strane, zbog multiplikativnosti
imamo da je

¢(N) = @(p1---pn) = @) @(pn) =(p1 =D ---(pn =D > 1;
Sto je 1 opet kontradikcija. O

Posljednji dokaz koji dajemo je preko polinoma s cjelobrojnim koeficijentima. Stan-
dardno, ovdje s Z[x] oznacavamo prsten polinoma s koeficijentima iz Z.

Lema 2.1.2. Za svaki nekonstantan polinom f(x) € Z[x), skup svih prostih brojeva koji su
djelitelji cijelih brojeva u skupu {f (k) | k € Ny} je beskonacan. Posebno, onda slijedi da je
i P beskonacan skup.

Dokaz. Neka je dan polinom

1

f)=ax +a4xX" +--+a,x", a; €Z;

ovdjejem > lia, # 0,te 0 < r < m takav da je a, # 0. Ozna¢imo S, = {f(k) |
k € Ny}, i onda s Uy skup svih prostih brojeva p za koje postoji neki f(k) € S takav da
p | f(k). Pretpostavimo sada da je skup U, konacan; tojest, da je Uy = {p1,..., p,}. Kao1i
u prethodna dva dokaza, stavimo N = p; - -- p,. Najprije pogledajmo slucaj kada je r < m,
1 onda definirajmo polinom

g)=a, +a,qx+...+a,x"".

Kako je x" - g(x) = f(x),1onda k" - g(k) = f(k) za svaki k € N, oCito za pripadne skupove
U1 U, imamo inkluziju U, € U;. Znaci, ako pokazemo da je U, beskonacan skup, imat
¢emo da je i Uy takoder beskonacan. Drugim rijeCima, za ovaj slucaj koji promatramo
mi zapravo bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je u danom polinomu f(x)
slobodan ¢lan ay # 0. Sada, uz tu pretpostavku, izaberimo ¢ € N takav da p} ne dijeli
ap = f(0) za svakii = 1,...,n. Naime, kako su svi prosti djelitelji od f(0) u skupu Uy,
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ay

imamo da se taj f(0) = ap moZe napisati u obliku ay = p‘l’I -+ py", zaneki @; € Ny. I onda
je dovoljno uzeti ¢ takav da je > a;, za svaki i. No onda naravno imamo da a, | N'; tojest,
N' = agb za neki b € Z. Promatrajmo sada za k > 1 brojeve

F(kN?") = ag + i a k(N = ay + Zm: a;k/(aph)™ = ao(zm: ajkjszagj_l + 1).
Jj=1 j=1 =1
Neka je sada k dovoljno velik tako da za cijeli broj
M =M, := i ak/bYay™" + 1
J=1
imamo | M |> 1; Sto oCito moZemo. Kona¢no, uzmimo bilo koji prost broj p koji je djelitelj
od M. Ekvivalentno, taj p ne dijeli ayb, jer bismo u suprotnom imali i da taj p dijeli razliku

M- Z akib(agh) ™" = 1,

J=1

Sto je nemoguce. Znaci, p ne dijeli apb = N' = p| --- p}; §to konacno daje da p ¢ Uy, a
to je kontradikcija. Drugi je slucaj r = m; tojest, f(x) = a,,x". Sada izaberimo ¢ € N tako
da p! ne dijeli f(1) = a,, za svaki i. Isto kao u prvom slucaju imamo N’ = aob, za neki b.
Sada gledamo

FIN* +1) = a,(N* + 1),

Jasno je da N* + 1 > 1, te da svaki prost djelitelj p od N* + 1 nije u skupu Uy; §to je
kontradikcija. Time je lema dokazana. O

2.2 Analiticki dokaz beskonacnosti skupa

JoS uvijek ne postoji egzaktna formula uz pomo¢ koje bi bilo moguce odrediti n-ti prosti
broj, Sto predstavlja jedan od najvecih otvorenih matematickih problema. Podjednako
tezak problem je i odredivanje nacina i gustoce raspodjele prostih brojeva u skupu N. Pos-
tavlja se iduce pitanje: “Koliki je udio prostih brojeva na nekom proizvoljno odabranom
intervalu?”

Oznacimo s m(x) broj prostih brojeva p takvih da je p < x, za x € [2, 00); tojest,
n(x)=card{p e P | p < x}.

Tako dobivamo funkciju
7w [2,00) > N,
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Jedan od prvih velikih problema matematike 19. stoljeca bio je razumijeti ponaSanje te
funkcije, odnosno dobiti informaciju o njenom asimptotskom ponasanju. Kao kruna tih
nastojanja dobiven je sljedeci netrivijalan rezultat koji se standardno zove Teorem o prostim
brojevima.

Teorem 2.2.1. Za funkciju nt vrijedi

m(x) _ L

x—eo x/Inx

1li drugacije receno, za dovoljno velike vrijednosti x, imamo asimptotsko ponasanje funk-
cije m dano kao

m(x) ~ i.
In x

Kako bismo ilustrirali gornji teorem, dajemo sljedecu tablicu, koja daje relevantne nu-
mericke podatke za funkcije promatrane u teoremu:

n m(n) 1n:ln) %
10 4 4.34294 0.921
100 25 21.7147 1.151
1000 168 144.765 1.160
10000 1229 1085.74 1.131
100000 9592 8685.89 1.104
1000000 78498 72382.4 1.084

10000000 664579 620421.0 1.071
100000000 5761455  5428681.02 1.061
1000000000 50847534  48254942.4 1.053
10000000000 455052511 4342944819 1.047

Kako smo ve¢ spomenuli, sam dokaz Teorema o prostim brojevima je dosta kompli-
ciran, i mi ga ovdje nismo u stanju dokazati; ali pokazat ¢emo neke vezane zanimljive
rezultate o ponaSanju funkcije 7. No za informaciju tek kazimo kako su prvi detaljan do-
kaz, nakon stolje¢a napora raznih matematicara, koncem 19. stoljeéa dali J. Hadamard i C.
J. de la Valée Poussin. Pritom se klju¢nom pokazala uloga B. Riemanna, koji je 1959. u
svom jedinom radu iz teorije brojeva, pod naslovom Uber die Anzahl der Primzahlen unter
einer gegebenen Grosse, skicirao program 1 ideje dokaza. (Taj se rad pokazao od funda-
mentalne vaznosti za cijelu matematiku, do danasnjih dana.) Konacno, svakako treba reci i
to da su prvu slutnju o tvrdnji teorema, neovisno jedan o drugome, dali C. F. Gauss i A. M.
Legendre na prijelazu iz 18. u 19. stoljece. Njihova je slutnja bila utemeljena heuristikom.
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Naime, oni su promatrali vrijednosti 71(n), za velike n-ove; onako kako je to prikazano u
gornjoj tablici. No, nisu imali ideje kako bi se to i precizno dokazalo.

Nas glavni cilj u ovom odjeljku je dokazati sljedeci teorem, koji je sam za sebe vrlo
zanimljiv. Njega je prvi dokazao Euler 1737. godine, uz napomenu kako je to joS jedan
dokaz beskonacnosti skupa . Mi ¢emo dati dva dokaza, od kojih je prvi direktan, dok
drugi uvodi u igru Riemannovu zeta funkciju.

Teorem 2.2.2. Red }, ,.p ]—17 divergira.

Prvi dokaz ovog teorema dajemo onako kako je to napravljeno u ¢lanku [3]]; zapravo
mi slijedimo [2, Theorem 1.13]. Najprije jedna lema.

Lema 2.2.3. Neka je realan broj Q > 1 proizvoljan. Tada red

|
Zl+nQ

n=1

divergira.

Dokaz. Funkcija f : [1,+00) = R, f(x) = 5 +IQX, oCito je strogo padajuca. Onda, za bilo
koji prirodan broj N > 1, ocito imamo

N N 1
Iy = d .
g f1f<x>x<n§:;1+nQ

Ali,

N1 1+ QN
= —1In .
1 Q 1+Q

N
dx 1
Iy = = —In(1+Q
N f11+Qx o+ Qo

v . ee e . 1+QON N - .
Jo$ primijetimo da je npr. 1++Q > 3,1 zato je

Iy > ! 1nN

N - .

Q 2

Bududi da je limy_, ln% = 400, zakljuCujemo da je i limy_, Iy = +oo. I tako slijedi

lema. =
Za daljnje potrebe numerirajmo proste brojeve p € P po veliini; tojest, p; = 2, p, =
3,p3=5,...7Znadi,
P ={p1.p2.p3: ..}
Sada dajemo najavljeni dokaz Teorema
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da dani red konvergira. Onda posebno postoji m € N
takav da

o 11

Gt P 2
Oznac¢imo Q = p; - -- p,, 1 onda gledajmo brojeve 1 + nQ2, za n € N. Jasno, niti jedan od
tih brojeva nije djeljiv s niti jednim prostim brojem iz skupa {p;,..., p,}. To znacli da su

svi prosti djelitelji brojeva 1 + n€) u skupu {p,,+1, Pm+2, - . .}. No to onda znaci da za svaki
N > 1 vrijedi nejednakost

N 1 oo ) 1 t
< —]. 2.1
Z 1 +nQ Z( Z pk) @D
Naime, pretpostavimo da je, za neki, n,

— Xm+1 . Am+2 FE
1+nQ = pm+l pm+2 ’

jasno, to je konacan produkt. Zapravo, ovako za svaki n € N dobivamo niz brojeva
(@ms1, A2, - - ), gdje su @; € Ny, 1 od nekog mjesta nadalje su svi @; - ovi jednaki 0.
Ekvivalentno, funkcija koja prirodni broj n preslikava u odgovarajuci niz (@41, @42, - - )
je injekcija. Sada, recimo da za konkretan n imamo

Xn+2 X+l

— P+ 1
1+I’lQ—pm+1 “Pmi2 " Pt

za neki [ € N,. Stavimo
1= Qpuyy 00+ Oy

Onda ocito suma

(9]

1y 1 1 !
PEEERSE
k=m+1 pk pm+1 pm+2

( 1 )Ulm+1 ( 1 )(Ym+2 ( 1 )a’m+l B 1 )
Pm+1 Pm+2 Pm+l 1+ l’lQ’

Sto pokazuje da (2.1) doista vrijedi. I sada primijetimo da je desna strana u (2.1)) manja ili
jednaka od sume geometrijskog reda
2(3) -

t=1

sadrzi sumand

Za posljedicu imamo da je 3V, ﬁ < 1,zasvakin e N;iondadajei

= 1
le+n£2 N—)oo 1+nQ

No to je u kontradikciji s Lemom [2.2.3] Zakljucu]emo da promatrani red divergira. m|
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Sada ¢emo dati drugi dokaz Teorema[2.2.2] koji uvodi Riemannovu zeta funkciju i tzv.
Eulerove produkte; pojmove od centralne vaznosti u analiti¢koj teoriji brojeva.

Definicija 2.2.4. Za realnu varijablu s > 1 definiramo Riemannovu zeta funkciju redom

(o)

1
(=) —.
n=1 n

Zapravo Riemannova zeta funkcija je realna funkcija
{:(1,400) = R.

Naglasimo kako je zapravo od velike vaznosti promatrati zeta funkciju kao kompleksnu
funkciju kompleksne varijable s € C \ {1}; to nama ovdje nece trebati.

Nadalje, sjetimo se da harmonijski red }; -, i divergira; vidi Lemu To ima za
posljedicu da uzimanjem jednostranog limesa u s = 1, zdesna, imamo

ILIR {(s) = 0. (2.2)

Isto tako, primjenom osnovnog teorema aritmetike odmah slijedi da je
1 1
L(s) = 1—[(1+—S+7+---).
PEP p p
Medutim, teorem o geometrijskom redu nam daje
1 1 1

I+ —+—+---= —.
ps ps l_ps

Kao posljedicu gore navedenoga, dobivamo sljedeci korolar.
Korolar 2.2.5. Riemannova zeta funkcija moZe se napisati kao (beskonacan) produkt

@ =[1(==)

pEP

to je tzv. prikaz zeta funkcije kao Eulerovog produkta.

Primijetimo 1 ovo; Sto smo vec¢ viSe puta dokazivali. Kad bi skup # bio konacan, onda
bi za svaki s € [1,+00) i broj {(s) bio konacan; kao produkt od konacno faktora 1—;7-&'
No, to je u kontradikciji s (2.2)), kada uzmemo da s — 1*. ZakljuCak je i ovdje da je P
beskonacan skup.

Sada smo spremni za najavljeni drugi dokaz Teorema [2.2.2]
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Dokaz. Znajuci da je Taylorov razvoj

1 N X
ln(l—x):Z;’

n=1
za 0 < x < 1, slijedi
1 = " = X
)55 <5
nl—x nzz;n ;x 1—x

Odavde, koristeci Cinjenicu da je = <2xza 0 < x < %, dobivamo nejednakost

1 1
ln(l_x)<2x, za0<x<§.

Sada, logaritmirajuci Eulerov produkt, dobivamo

@)=y 1n(1 _lp_s) <2 p.

peP peP

Konacno, kad bi red )’ ,cp % konvergirao, onda bismo imali i da red )’ ,.p p~* konvergira,

za svaki s > 1; ovdje koristimo da je p~* < é, i onda usporedni kriterij konvergencije za

redove. Kao posljedicu bismo imali da je limes
]irﬂ In({(s)) konacan.

No, to je ponovno u kontradikciji s (2.2)). O

Primijetimo da prethodni rezultat upucuje na ¢injenicu da je gustoc¢a niza prostih bro-
jeva prilicno velika. Usporedno s gusto¢om niza kvadrata {1, 4,9, 16, ...}, gustoca skupa
prostih brojeva je veca. Podsjetimo se da 3, , # konvergira, dok smo mi dokazali da }’, %
divergira.

Kao posljednji rezultat u ovom odjeljku, odredit ¢emo donju medu za n(x); tojest za
broj prostih brojeva koji su manji ili jednaki x. Nakon toga, slijedi jo§ jedan dokaz o
beskonacnosti skupa prostih brojeva.

Teorem 2.2.6. Za svaki prirodni broj x > 2 imamo

m(x) > Inln x.
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Dokaz. Nekaje py,..., px,...rastuéiniz prostih brojeva. Iz [S, Lemma 3.1.2.1] vrijedi da
je pp < 2% za svakin > 1. Tada, za dani x, odaberimo k takav da vrijedi

k—1 k
22 <x<2%.
. k-1 . .. . .
Kako je pi < 2>, te je funkcija 7 rastu¢a, imamo

k< n*) < n(x).

Iz x < 22 < ¢ slijedi
Inlnx < k < 7(x).

O

Koristeci osnovni teorem aritmetike, mozemo dobiti i jos jednu formu donje mede za
n(x), koja je sli¢na onoj u prethodnom teoremu.

Teorem 2.2.7. Za svaki prirodni broj x > 21,vrijedi

) > In x
m(x .
2Inln x
Dokaz. Neka je x fiksan, te neka su p;, zai = 1,2,...,7(x), svi prosti brojevi manji ili

jednaki x. Tada iz osnovnog teorema aritmetike slijedi da je broj cjelobrojnih rjeSenja
nejednakosti

1—[ Pl x

pi

za e; > 0, upravo jednak x. S druge strane, broj rjeSenja je umnoZzak broja odabira za svaki

e;. Kako za p{" < x ; tojest, e; < llr?—lf imamo
In In In2 +In
e,-<1+—x< +—x:—x<ln2+lnx<(lnx)2
In p; In2 In2

za x > 20, slijedi

hl.x 277()6)
<[] (1 ) < (amo?)

X 1
i

Sto nas vodi do kona¢nog rezultata, odnosno 7(x) > 2111'1‘1’; —. O

Korolar 2.2.8. 71(x) — oo kada x — oo. Posebno, skup prostih brojeva je beskonacan.

vrijedi nejednakost m(x) — oo. O

Dokaz. 1z Teorema za x > 2 vrijedi nejednakost m(x) > Inlnx. Tada za x — oo



Poglavlje 3

Fermatovi i Mersennovi brojevi

3.1 Fermatovi brojevi

U sljedeéim odjeljcima istrazit ¢emo vezu skupa prostih brojeva $ sa nekoliko specijalnih
nizova cijelih brojeva. Prvi takav niz koji ¢emo promatrati je skup Fermatovih brojeva.

Definicija 3.1.1. Fermatovi brojevi definirani su nizom (F,) pozitivnih cijelih brojeva na
sljedeci nacin:
F,=2"+1, n=123,...

Posebno, ukoliko je F,, prost broj, naziva se Fermatov prost broj.

Fermatova slutnja bila je da su svi brojevi u ovom nizu prosti. Zapravo, F; = 5,
F, =17, F3 =2571 F4 = 65537 su prosti brojevi, ali Fs je sloZen, tojest

Fs=641-6700417.

Jo$ je uvijek otvoreno pitanje postoji li beskonacno mnogo Fermatovih prostih brojeva.
Slutnja je da ih ima kona¢no mnogo. No ukoliko je broj oblika 2" + 1 prost za neki cijeli
broj n, tada on mora biti Fermatov prost broj. Zapravo, imamo ovaj malo jaci rezultat.

Teorem 3.1.2. Ako je a > 2 ia" + 1 prost, tada je a paran broj i n= 2" za neki nenegativan
cijeli broj m. Posebno, ukoliko je p = 2* + 1 prost broj, tada je k = 2" za neki n, a taj p je
Fermatov prost broj.

Dokaz. Ukoliko je a neparan broj, tada je @" + 1 paran, dakle nije prost broj. Pretpostavimo
sada da je a paran broj, te da je n oblika n = kl pri ¢emu je k neparan i k > 3. Tada vrijedi

d'+1=@+ D@ -a®? +...+1).

20
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Bududi je drugi faktor u desnoj strani gornje jednakosti ocito prirodan broj veci od 1,
imamo da je " + 1 = a + 1 sloZen broj; §to je kontradikcija s pretpostavkom teorema.
Zakljucak je da ukoliko a" + 1 je prost, onda nuZno n nema neparnih djelitelja; tojest, n
mora biti neka potencija broja 2.

Jasno, druga tvrdnja teorema je specijalan slucaj kada stavimo a = 2. O

Koriste¢i Fermatove brojeve dat ¢emo joS jedan dokaz beskonacnosti skupa prostih
brojeva u N. Za to nam je potrebna sljedeca lema.

Lema 3.1.3. Neka je (F,) niz Fermatovih brojeva. Ako je m # n, onda su F, i F,, relativno
prosti, tojest (F,, F,,) = 1.

Dokaz. Prvo primijetimo da za bilo koji x € R i paran k € N vrijedi jednakost
F-l=x+DET =2+ 1),

to se odmah vidi mnoZenjem faktora na desnoj strani i sredivanjem dobivenog izraza.
Pretpostavimo sada da je npr. n > m, te da za neki 1 # d € N imamo da d|F, i d|F,,. Tada
vrijedi
F - 2 22” - 1 m._Hn—m m._Hn—m

n _ = QT YT

= = -
to dobijemo tako da u gornjoj jednakosti stavimo x = 22" i k = 2"~ Slijedi da F,,|F, — 2,
a onda iz ¢injenice da d|F,, imamo i da d|F, — 2. Kako d|F,, tada mora vrijediti 1 da d|2 ;
tj. d = 2. No Fermatovi brojevi su neparni pa je to nemoguce. Time je lema dokazana. O

Napomena 3.1.4. Neka je a € N, i onda definirajmo niz brojeva A, = a*> + 1. Tada
analogno kao u prethodnoj lemi, vidimo da vrijedi:

1. Ako je n > m, tada a" +1|a - 1; 4. AnlA, =2

2. Imamo (A, A,,) = 1 ukoliko je a paran i n # m, odnosno (A,,A,,) = 2 ukoliko je a
neparanin # m.

Slijedi najavljeni novi dokaz Teorema[2.1.1]

Dokaz. Kako su elementi beskonacnog niza (F,) u parovima relativno prosti, a svaki F),
mora imati barem jednog prostog djelitelja, odmabh slijedi da skup $ mora biti beskonacan.
O
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3.2 Mersennovi brojevi

Sada ¢emo promatrati niz tzv. Mersennovih brojeva.

Definicija 3.2.1. Mersennovi brojevi su niz (M,) pozitivnih cijelih brojeva definirani na
sljedeci nacin:
M,=2"-1, n=1,2,3,...

Posebno, ukoliko je M, prost broj, naziva se Mersennov prost broj.

Mersennove brojeve uveo je francuski klerikalac i matemati¢ar M. Mersenne, koji je
pokazao da ako je M, prost broj, tada i » mora biti prost. Takoder, on je tvrdio da je
M, prost broj za n = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257 i sloZzen za sve ostale. Danas
je poznato da Mg; 1 M>s7 nisu prosti brojevi, dok Ms; i Mgy jesu. Nadalje, M, je prost
broj za nekoliko velikih eksponenata p, te potraga za sve ve¢im i ve¢im prostim brojevima
opcenito ukljuCuje Mersennove brojeve. Kao i kod Fermatovih brojeva, joS uvijek stoji
otvoreno pitanje o beskonacnosti skupa Mersennovih brojeva. Medutim, slutnja je da Mer-
sennovih brojeva ima beskonacno mnogo. Do danas su poznata 44 Mersennova broja, od
kojih je najveéi M3;s82657. ViSe detalja moZe se naci na web-stranici [[1]].

Teorem 3.2.2. Pretpostavimo da su a i n pozitivni cijeli brojevi. Ukoliko je a" — 1 prost
broj, tada je a = 2 i n je prost broj. Posebno, ako je Mersennov broj M,, Mersennov prost
broj, tada je n prost.

Dokaz. Pretpostavimo da je a > 3. Iz jednakosti
d"—1=@@-D@ " +a" 2 +---+1),

slijedi da @ — 1|a" — 1. Pa ukoliko je a" — 1 prost broj, tada je a = 2. Nadalje, dokazujemo
drugi dio tvrdnje teorema. Kada bi bilo n = kl, tako da 2 < k, [ < n, tada bismo imali

2K 12" - 1.
Dakle, ukoliko je 2" — 1 prost broj, onda i n mora biti prost. O

U skladu s temom ovog poglavlja, Mersennove brojeve koristit ¢emo u jos jednom
dokazu beskonacnosti skupa prostih brojeva P.

Lema 3.2.3. Za bilo koji par Mersennovih brojeva M,,, M,, vrijedi

(Mm, Mn) = (2"1 _ 1,2n _ 1) — 2(m,n) —1.
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Dokaz. Trivijalno zam = nilim = 1ili n = 1. Pretpostavimo ondadajen > m > 1. Iz
Teorema [I.1.7 primijenjenog na m, n imamo

n=mqoy+r,

m=riq + r,

T =Ts-1qs-1 t Ty,
Vs—1 = Is{qs,

za neke g;, r; € N. Dakle, imamo
ry = (m,n),

najveca zajednicka mjera brojeva m i n. Odavde slijede jednakosti
20— =m0t — 1 =211 (20" — 1)+ (2" - 1),
2" — 1 =2"1 — 1 =271 — 1) + (27 ~ 1),

(3.1)
2".772 _ 1 — 2Vs—lf]s71+rs _ 1 — 2“(2‘]571”71 _ 1) + (2}’5 _ 1)’

2t 1 =20 — 1 =2 = DRV 4.4 1),
Takoder vrijedi sljedece:
DTl _ ] = (25 — 1)@ ],
1z posljednje jednakosti i zadnja dva retka u (3.1]) odmah slijedi
2 =12 =1 i 2% — 122 — 1.
Korak po korak, postupajuci analogno, dobivamo da
2 — 12" -1, zai=s—1,s-2,...,1.

I na kraju konac¢no
2 —1)2" -1 i 2 — 12" - 1.
Pretpostavimo sada da je najveéa zajednicka mjerad = (M,,, M,,) = (2" - 1,2" - 1). 1z
gore pokazanog, po definiciji najvece zajednicke mjere slijedi da 2™ — 1|d. S druge strane,

ako u nizu jednakosti (3.1)) idemo odozgo prema dolje, analogno rezoniranje kao prije dat
¢e nam da

dl2" - 1), zai=1,2,...,s.
Znaci, posebno d|2"s — 1; 1 onda iz toga i1 gore dobivenog 2" — 1|d slijedi da je
d=2"—-1=2""—1.

Time je lema dokazana. O
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Sada smo u mogucnosti dati, joS jedan, najavljeni novi dokaz Teorema|2.1.1

Dokaz. Pretpostavimo da je P = {pi, p2, ..., pn}, konaCan skup prostih brojeva takvih da
je2=p; < py <...< p, Tadaslijedi

(2P - 1,20 = 1) = pA A I, za [# ]

Zai=1,2,...,nsvakiClan 27" — 1 je neparan broj, te ne postoji neparni prosti broj koji je
zajednicki djelitelj dvaju ¢lanova. Kako skup # sadrzi samo n — 1 neparnih prostih brojeva,
zakljuCujemo da mora postojati prost broj koji ne pripada tom skupu. O

Mersennovi brojevi usko su vezani uz takozvane savrsene brojeve. Prije same definicije
podsjetimo se da za n € N sa o-(n) oznaCavamo zbroj svih pozitivnih djelitelja d € N od n,

tojest
o(n) = Z d.

dln,d>1

Definicija 3.2.4. Broj n € N je savrsen broj ukoliko je jednak zbroju svojih pravih djelite-
lja, tojest
d=o{n)—n.
din.d>1d#n

Primijetimo ocitu ekvivalenciju:
n je savrSen broj < o(n) = 2n.
Kao prve primjere savrSenih brojeva imamo 6 1 28, jer je

6=1+2+3 1 28=1+2+4+7+14.

Euklid je dao prvi znaCajan rezultat o problemu koji su postavili Pitagorejci:
Pronadi sve savrSene brojeve.

Naime, on je pronaSao sve savrSene parne brojeve; iako je puni dokaz te ¢injenice dao tek
Euler nekih dvije tisuce godina kasnije.

Teorem 3.2.5. Neka je (M,) niz Mersennovih brojeva. Tada imamo sljedece:

(i) (Euklid) Ako je M, = 27 — 1 Mersennov prost broj, tada je
n=2r"12"r-1)

savrSen broj.
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(ii) (Euler) Ako je n > 2 paran savrsen broj, tada je n = 2P"'(2P = 1)i M, = 27 — 1 je
Mersennov prost broj.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je ¢ = 27 — 1 prost broj i stavimo n = 27~-!(27 — 1). Tada je

o) =1+2+--+2" 4 g+ 2g+---+2"g

p—1+1_1
=@+ DA+24+27) = @ = 1+ D)

=2P(2" — 1) =202 '(2" - 1) = 2.
Dakle, o(n) = 2n, pa zakljucujemo da je n savrSen broj.
(if) Pretpostavimo da je n savrSen broj. Neka je n = 2'u, gdje je u neparan broj. Buduéi
da je najveéa zajedni¢ka mjera (2’,u) = 1, a o je multiplikativna aritmeti¢ka funkcija,
imamo

o) =cQu) =)o) =1 +2+---+2)0w) = 2" = Do(u).
Kako je n savren broj vrijedi o-(n) = 2n, tojest o(n) = 2(2'u) = 2*'u. I onda slijedi
2%y = 2"~ Dor(u). (3.2)

Iz gornje jednakosti posebno imamo da 2*'u|(2"*! — 1)o-(u), i onda Euklidova lema daje
2% or(u); tojest,
o(u) =2"a, (3.3)

za neki a € N. Kako posljedicu (3.2)) i (3.3), imamo
u=Q2"%" - Da.

Broj u ima dva razli¢ita djelitelja, a i (2! — 1)a > a. Njihov zbroj iznosi 2""'a = o (u).
To je moguée jedino u sludaju ako u = (2'*! — 1)a nema drugih djelitelja, odnosno jedino
akojea=1iu=2""-1.1z Teorem slijedi da je p = t + 1 prost broj, te je 27 — 1
Mersennov prost broj i n ima trazeni oblik n = 2'u = 2P~1(27 — 1). O

Prethodni teorem nam u potpunosti daje karakterizaciju savrSenih parnih brojeva, u
terminima Mersennovih brojeva, no joS je otvoreno pitanje postoji li savrSen neparan broj.

Na kraju ovog odjeljka spomenimo, bez dokaza, rezultat koji se zove Lukas - Lehmerov
test, a koji je vrlo koristan u testiranju za nalaZenje velikih Mersennovih prostih brojeva, a
dokaz se moze pronaci u knjizi [3].

Teorem 3.2.6. Neka je p neparan prost broj, te induktivno definirajmo niz (S ,,)
Si=4 i S,=82,-2

Tada je Mersennov broj M,, = 27 — 1 Mersennov prost broj ako i samo ako M), dijeli S ;.
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3.3 Fibonaccijevi brojevi i Zlatni rez

U ovom odjeljku govorit éemo o nizu cijelih brojeva zvanim Fibonaccijevi brojevi. Ovaj
niz brojeva ima mnogo zanimljivih svojstava, a neke od njih istrazit ¢emo u ovom odjeljku.
Tek kazimo da je zanimanje za ovaj niz brojeva, od strane amatera kao i strane mate-
maticara, gotovo misti¢an. (Npr. Casopis The Fibonacci Quarterly objavljuje iskljucivo
rezultate vezane uz Fibonaccijeve brojeve.) Dodatno, ovaj odjeljak usko je vezan uz broj
zvan zlatni rez, koji ima veliko znacenje i primjenu u geometriji.

Definicija 3.3.1. Fibonaccijevi brojevi su niz (f,) definiran rekurzivno sa fy = 1, f, = 1,
te

fo = fosr + fumz

U skladu s definicijom, prvih nekoliko clanova niza je
1,1,2,3,5,8,13,21,...

Ovaj niz definirao je talijanski matematiCar Leonardo Pisano, takoder poznat i kao
Leonardo od Pise, u svojoj knjizi Liber Abaci, objavljenoj 1202. godine. U iznoSenju svog
problema, postavio je sljedeCe pitanje:

Koliko ¢e parova zeceva biti proizvedeno u godini dana, pocevsi od jednog para, ako
svaki mjesec svaki par proizvede novi par, koji postaje produktivan od sljedeceg mjeseca
nadalje.

A
AN
VAW

Slovo A oznacava produktivan par ze€eva, a slovo B neproduktivan par, tojest, par koji
¢e postati produktivan za mjesec dana. Isto tako, jednostrukom crtom prikazano je nasta-
janje jednog novog para B, iz produktivnog para A. S dvije crte oznaceno je “prenasanje”
para zeCeva u sljedeci mjesec. Preciznije, kada iz para A imamo dvostruku crtu u par A,
to oznacava da je produktivan par iz jednog mjeseca produktivan i u sljedeCem mjesecu. A
ako iz para B izlazi dvostuka crta u par A, to znaci da je u jednom mjesecu novo izlegnuti
par zeCeva u idu¢em mjesecu postao produktivan par zeCeva. Prebrojavanjem dobivamo
sljedecu tablicu, tojest prvih nekoliko njezinih redaka:
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Broj A-ova Broj B-ova Ukupno

1 0 1
1 1 2
2 1 3
3 2 5

Vidimo da dobivamo upravo rekurzivnu formulu za Fibonaccijeve brojeve. Alternativni
nacin definiranja Fibonaccijevih brojeva dan je u sljedecem teoremu.

Teorem 3.3.2. Neka je Py = 1 izan > 2 neka je P, broj 0 — 1 nizova duljine n — 2 bez
ponavljanja jedinica. Tada je P, = f, za svaki n.

Dokaz. Za P, postoji samo jedan niz (0), paje P, = f, = 1. Zan > 2 neka je g, broj
0-1 nizova duljine n — 2 bez ponavljanja jedinica, te sa zavrSetkom 0. Neka je A, broj 0-1
nizova duljine n — 2 bez ponavljanja jedinica, te sa zavrSetkom 1. Za svaki takav niz duljine
n — 2 koji zavrSava sa 0, postoje 2 nova niza duljina n — 1, dok za one koji zavrSavaju sa 1
postoji samo jedan novi niz. Dakle,

Gn = Gn-1+hyey 1y = gen,
1 onda
P, =q,+h,.
Isto tako primijetimo da za n > 2 imamo:
Py = gp1 + huot = g
I onda slijedi da je:
P,=qgy+h,=P, y+h, =P,y +¢qu1 =P+ P,

Znaci, niz (P,) zadovoljava istu rekurzivnu formulu kao i (f,); tojest, P, = f, za svaki
n€N. O

Sljedeci teorem pokazat ce nam usku povezanost izmedu Fibonaccijevih brojeva i broja

1+ V5

a = .

2
Broj a koji se prirodno pojavljuje u mnogim geometrijskim primjenama je takozvani zlatni
rez.

Teorem 3.3.3. (Binetova formula) Neka je (f,) Fibonaccijev niz, « zlatni rez i broj B =

—a! = # Tada je zan > 1,

_an_ﬁn
h= g
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Dokaz. Brojevi a i £ o€ito su nulto¢ke polinoma
¥-x-1=0.

Slijede jednakosti,
a,n+2 — a,n+l +a" i ﬁn+2 :ﬁn+l +:8n a n> 1.

Nadalje, @ — 8 = \/5, pa imamo

— 2 _ @2
ﬁ:ﬂ:l 1 fzzal ﬁ:a+ﬁ:1,
a-p a-p
te onda
f _ an+2_ﬁn+2 _ a,n+l +a,n_(ﬁn+1 +ﬁn) _ a,n+l _ﬁn+1 . an_an :f +f
n+2 04—,3 Q’—B a’—ﬁ a—,B n+1 ns
zan > 3. O

Korolar 3.3.4. Ako su f, i @ kao u prethodnom teoremu, tada vrijedi

Dokaz. 1z Binetove formule slijedi,

for Q! — g B 1 — (g)nﬂ

fooa@=p e - G

Kako je |§| = % < 1, slijedi da izraz % tezi ka @ kada n — oo. Dalje primijetimo
l n
kako vrijedi
n n + n— n— 1 1 1
f+1:f 1:1+f1:1+f_:1+f_1+f_2:1+ -
S Jn I y e L+ 22
Tako je posebno naprimjer
1 1 1 1
é:1+—:1+— i é:1+—:1+ )
f L 1 bE 5 1+1
f £ 1

Indukcijom odmabh slijedi da je lim Vi jednak navedenom veriZznom razlomku. O

—00 fn
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Sada ¢emo navesti niz svojstava Fibonaccijevih brojeva. Pored toga Sto ¢emo pokazati
bogatu teoriju tih brojeva, oni ¢e nas dovesti do dva dodatna dokaza beskonacnosti skupa
prostih brojeva . Napomenimo kako do kraja ovog odjeljka koristimo ove oznake: (f,)
za Fibonaccijeve brojeve i « za zlatni rez.

Lema3.3.5. fi+ o+ -+ fi=fun—1n>1

Dokaz. Tvrdnja ocito vrijedi zan = 1 1 n = 2. Nadalje, za n > 3 imamo

fl+f2+"'+ﬁl—l+fn:ﬁz+1_1+ﬁl:fn+2—1.
O

Sljedeée dvije leme dokazat éemo indukcijom, koristeéi definicijsku jednakost f,.1 =

S+ faor-
Lema 3.3.6. f, /1 = [+ 7+ + f2, zan> 1.

Dokaz. Jednakost je oCito zadovoljena zan = 11 n = 2. Pretpostavimo sada da tvrdnja
vrijedi za n — 1, gdje je n > 3. Onda imamo

ffr = Lt o) = 2 fufor = 2+ (P o+t fL) = i+ fF 4+ [

Lema 3.3.7. f,,, = fu-1fo + fofms1, zam,n > 1.

Dokaz. Za proizvoljni m 1 n = 1, jednakost postaje

fl+m = ‘f()fm + f]fm+l;

Sto vrijedi ukoliko stavimo f; = 0. Nadalje, jednakost oCito vrijedi i za n = 2. Pretposta-
vimo sada da tvrdnja leme vrijedi za n > 2. Onda imamo

Jntmet = foem + fa-14m
= JaotSm + SaSmer + fo2Sfim + o1 fnnn
= (a1 + Jo-2) S + (fn + Jam1) St
= fafm + Jos1 fns1.

Tako je lema dokazana. O

Lema 3.3.8. (a) Ako su r,s, pozitivni cijeli brojevi takvi da r dijeli s tada vrijedi da f,
dijeli f,. Obratno, ako je m > 2 i f,|f,, tada n|m.
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(b) (fu, fn) = foum)- Tojest, najveci zajednicki djelitelj (NZD) od f, i f, je (n,m)—ti ¢lan
Fibonaccijevog niza. Posebno, f, i f,, su relativno prosti ako je n relativno prost s m.

Dokaz. Pokazimo najprije prvu tvrdnju dijela (a) leme. Znamo da vrijedi ¢ = —1 i
a + 8 = 1. Pretpostavimo da r|s, tojest da je s = r - t za neki t € N. Tada imamo

a,rt _ Rt a -6
fs = frt = ﬁ — ﬁ (a(t—l)r + a,(t—Z)rlBr et a,rIB(t—Z)r +ﬁ(t—1)r)

a—-p a-pf

— fr((l’([_l)r + a,(t—2)rﬁr PR a,rﬁ(t—z)r +ﬁ(z—1)r)'

Dakle, ako r|s, tada vrijedi da f,|f;.

Da bi dokazali obratno, moramo prvo dokazati tvrdnju (o) leme. (Primijetimo kako ¢e
nam za to trebati gore pokazan prvi dio tvrdnje (a)). Za to pretpostavimo da je m > n. Tada
prema Euklidovom algoritmu slijedi r; = (m, n), gdje je

m=nqyo+r; 1 0<r <n,
n=riqg1+rn 1 0<r<rn,
(3.4)
a2 =raqe+rn 1 0<r <r.p,

-1 = 1'tq;.

U sljedecem koraku uvesti ¢emo supstituciju w = ngq, te dokazujemo da vrijedi sljedece:

(fw—lfrlaﬁl) = (frpﬁz)
Oznacimo sa d = (f,,, f,), tada d dijeli f,, i f,, nadalje d|f,,-1f,,. d|f., pa slijedi da

dl(fw—lf;‘l’f;l)'
Obratno, neka je D = (f,-1f,,, f), dakle D|f, 1 D|f,,—1, pa iz dijela (@) imamo da D

dijeli i f,4,. Nadalje, za svaki k € N je NZD (fy, fi+1) = 1, pa D ne moze dijeliti f,;-1,
odnosno f,,._;, stoga slijedi da D|f,,. Time smo dokazali gornju tvrdnju.
Sada, primjenom jednakosti(3.4) na odgovarajuce Fibonaccijeve brojeve, mozemo tvr-
diti sljedece
(fm’ f;’l) = (fnq0+r1’ f;’l) = (fnqo—lfrl + f;lqofr1+1’fn)
= (fnqoflfrl’fn) = (frl’f;1)-

U drugoj jednakosti koristili smo Lemu [3.3.7] te s obzirom da prvi dio dokaza dijela (a)
znamo da vrijedi f,|f.q,, slijedi tvrdnja. Kako vrijedi da f,|f,, ,, analogno imamo

o fo) = (f1. ) = - = (feis frio) = T
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Time smo dokazali tvrdnju pod (b).
Sada imamo sve potrebno kako bismo dokazali drugi dio dokaza dijela (a). U tu svrhu
pretpostavimo da je m > 2 ida f,|f,,. Tada koriStenjem tvrdnje (b), imamo da je

fn = (fm,fn) = f(m,n)-

Odavde slijedi da n|m, buduéi da je m > 2 1 imamo f, < f; ukolikoje 2 < r < s. O
Lema3.3.9. (a) fo = filfis1 + fic1) = fk2+1 - sz—r

(b) for = Zf:o (lf)fl gdje je (f) binomni koeficijent.

(¢) fus1 = le-—:%o-l (”;i), gdje je [ x] funkcija najvece cijelo.
Dokaz. U dokazima ¢emo primjenjivati Binetovu formulu. Prisjetimo se isto tako da je
af=-lia+p=1.
(a) Imamo sljedeci niz jednakosti

a,2k —,82k B (a,k —,Bk)(ak +ﬁk)

Ja = = ful@ + Y
-p a-p

_ (a/k "‘,Bk)(a/ ) _ oF+l — a,kﬁ +ﬁka —ﬁk”
= k( o _ﬁ ) - fk( p —ﬁ )
3 a,k+1 —,Bk+l Cl’ﬁ(ﬁk_l _ a/k_l)
B fk( a—-p + a-f )
= f}((fk+l +‘ﬁ(,1) = (.ﬁ<+l _.fkfl)(kar] +ﬁ(—1)
= sz+1 - sz—l'

(b) Imamo sljedeci niz jednakosti

k

2= 0= -2

k
i=0 i=0 i=0 i=0

k i
)
1 & k 1 2% a2k
=—[(1+&)-1+p)]=— (@@ -5
a-p

a-p
= fa-

(c) Tvrdnja ocito vrijedi za 0 < n < 2. Pretpostavimo da je n > 2 i nastavljamo sa
indukcijom. Tada vrijedi

i
[

[£1] N 2] .
ot = fat fur = Z (n_?_l)"' (n_.z_l)- 3.5)

i=0 !
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U prvom slucaju uzet ¢emo da je n = 2m, gdje je m > 1. Tada je

n-1 | n-2
=m-1= s
2
i koriste¢i (3.5]) imamo jednakosti,
m—1 . m—1 . m—1 . m .
2m—1—1i 2m—-1-(i+1) 2m—1—i 2m—1—-i
n+l — . + . = . + .
S ;( i ) ;( i+1)-1 ) ;( i ) Z‘( i—1 )
dm—-1\ S (2m—-1-i\ [(2m—-1-m\ & (2m-1-i
()
2m—1 m—1\ S2m-1-i 2m—1-—1i
| o +(m—1)+;[( i )+( i—1 )]
2m -0 dm—m\ & (2m—i N (2m — i
() 0 2 )
[5]

Ovime smo dokazali slu¢aj u kojem je n paran broj.
U drugom slucaju uzet ¢emo da je n neparan broj, odnosnon = 2m + 1 im > 1. Tada je

e

2
Onda ponovno s obzirom na (3.5 imamo

m-—1,

m

fn+1:Z

(Zm —i
i=0
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Teoremom 1 korolarom u nastavku, pokazat ¢emo vezu izmedu Fibonaccijevih i pros-
tih brojeva, a to ¢e nas naposlijetku odvesti do jo§ jednog dokaza o beskonacnosti skupa
prostih brojeva.

Teorem 3.3.10. Neka je p prost broj. Tada vrijede sljedece tvrdnje
(i) plfy ako je p =5, te plfy-1 ili plfps1 ako je p # 5.
(ii) plfyer akoje p = 2.
(iii) plf,-1 ako je p kongruentan +1 modulo 10.
(iv) plfy+1 ako je p kongruentan +3 modulo 10.

Dokaz. Ako je p = 2, tada je f3 = 21 vrijedi p|f,.;. Ako je p = 3, tada je f4 = 3 1 vrijedi
plfy+1. Ako je p = 5, tada je fs = 51 vrijedi p|f,. Neka je p > 7. Koriste¢i Binetovu
formulu slijedi,

NG VN
s e | = ey | SR

a po binomnoj formuli imamo,
(1+ V5 =1= (’11) V5 + (2)5 + (Z)( V3)P + o (= 1)(V5)"

Pretpostavimo da je n neparan broj. Tada slijedi

2" f, = %[(7)2 V5 + (’31)2( V5 4+ (2)2( \/g)n]

_ (’11)2 + (Z)z( V3 4t (Z)z( V5!

Neka je n = p prost broj. Kako je (‘l’) = 0mod(p),zal <i < p, slijedi

2 f, - (p)z( V5t = (p)z + (p)z( V)2 + ... +( P )2( V33 =0 (mod p).
D 1 3 p—2

po Malom Fermatovom teoremu vrijedi 2 = 2 (mod p), pa mora vrijediti

f,=57 (mod p),

1 onda ponovno koriste¢i Mali Fermatov teorem imamo
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f3 =1 (mod p).

Nadalje,
5 a? _ﬁp 2 a,p—l _ﬁp—l a,p+l _ﬁp+l
fp_fp_lfp+l:(a—ﬁ)_[( a-p )( a-B )]
Ry i (azl’ + B — (-1 (@ +,32))
N (a - B)>? (a - p)?
51! -
=——— =D =1.
5y (-1
Slijedi

0= f2=1= fyifpn (mod p).

I onda imamo da p|f,-; ili p|f,+i.

Preostaje nam pokazati tvrdnje (iii) i (iv), Sto je malo zahtjevnije. U tu svrhu sjetimo
se kako je definiran Legendreov simbol; za viSe detalja o svemu $to slijedi vidjeti npr.
[4, Poglavlje 3]. Za neparan prost broj p i a € N je Legendreov simbol (%) = 1 ako
kongruencija x> = a (mod p) ima rjesenje, odnosno (%) = —1 ako ta kongruencija nema
rjeSenja. Neka je sada

p==+1 (mod 10).

Onda je (%) = 1, jer x> = p (mod 5) ima rjeSenja. Naime, ukoliko je p = 1 (mod 10)
stavimo npr. x = 1, a ukoliko je p = —1 (mod 10) stavimo npr. x = 2. Sada se sjetimo
da za neparne 1 medusobno razliCite proste brojeve p i g vrijedi Gaussov kvadratni zakon

reciprociteta:
(2)(2) - (-DTT.
q/\p

HOREEE

1 onda (%) = 1. Dalje, po tzv. Eulerovom kriteriju imamo

To posebno daje

(_) =5%  (mod p),

1 zato |
57 -1=0 (mod p). (3.6)
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Sada, analogno kao prije, za n paran imamo

T AR no\en2
2 1f,,_(1)+(3)5+---+(n_1)5 .

Dalje, neka je sada p prost broj i n = p — 1; tu trenutno ne pretpostavljamo da je p = +1
(mod 10). Onda imamo

~1 ~1 ~1 -1
) e = ()

Zatim,

(O e ()

Induktivnim argumentom vidimo da je posebno

_(pI 1) =1 (mod p).

p—1 p—1 p—1
= =...= =-1
{0 E (P BRI R
1 zato imamo
) ) o (5T -
2o =-(14+5+5+---+52 )= ——r>c——
, >-1 3.7)
_ (5”7+1 _ q
= - ) (mod p)
Sada; iz (3.6) i (3.7) slijedi
2072f, 1 =0 (mod p);
tojest, plf,-1, kako smo i tvrdili. Sli¢no se vidi i tvrdnja (iv). |

Korolar 3.3.11. Neka je p prost broj veci od 7. Tada je svaki prosti djelitelj od f, veéi od
)22
Dokaz. Neka je g prosti djelitelj od f, i p > 7 prost broj. Pretpostavimo da je g < p. Ako
je ¢ = p, tada iz Teorema[3.3.10[0)| vrijedi ¢ = p = 5; pa moZemo pretpostaviti da je g < p.
Tada, koriste¢i Lemu imamo
(oo Jo) = fop = f1 = 1

(fps f-1) = fpg-ny = 1 = 1,

(fp’fq+l) = f(p,q+1) =fi=1L
Sada, ponovno po Teoremu 3.3.10f#)imamo da ili g| f; ili g| f;-1 ili g| fy+1. Ali ako g|f;, onda

to zajedno s Cinjenicom ¢|f,, daje da q|(f,, f); tojest, g|1, Sto je kontradikcija. Analogno se
vidi 1 za ostala dva slu€aja. ZakljuCujemo da g > p. |
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Koriste¢i Fibonaccijeve brojeve, sada mozemo dati jo§S dva dokaza Teorema [2.1.1| o
beskonacnosti skupa prostih brojeva.

Dokaz. Pretpostavimo da je P = {py, ..., p.}, konaCan skup razli¢itih prostih brojeva, tak-
vihdaje p; < p» < ... < p,, tedaje p, > 7. Neka je p prost djelitelj od f,,. Tada iz
Korolara [3.3.11]slijedi da je svaki prosti djelitelj od f,, veci od p,, odnosno p > p,. Tako
dobivamo da p ¢ P, Sto pokazuje da skup P nije konacan. O

Dokaz. Pretpostavimo da je P = {py, ..., p,} skup svih prostih brojeva, te neka je p; = 2.
Zanjih imamo da je f,, > 1 zai = 2,...,n. Tada najviSe jedan f,, zai = 2,...,nima dva
prosta djelitelja. U suprotnom, kako je (fy., f5,) = fipipy» zai # J, ve€ bi imali n+ 1 prostih
djelitelja. Dosli smo do kontradikcije, jer naprimjer

Si9=37-113 i fs3 =557 -2417.

O

U nastavku navesti cemo nekoliko primjera generaliziranih ideja vezanih uz Fibonac-
cijeve brojeve.

1. Neka je K proizvoljno polje, te neka su x,y € K. Tada definirajmo sljedece
To(x, Y) =0, T(x, y) =1

te nadalje
To(x,y) = xTp_1(x,y) = yT,_o(x, ).

Ovaj niz u polju K zadovoljava puno zajednickih svojstava s Fibonaccijevim broje-
vima. Ukoliko je A 2 x 2 invertibilna matrica nad poljem K takva da vrijedi tr(A) = x
1det(A) =y, tada vrijedi

A" = To(x, y)A + yT1(x, ),
gdje je I matrica identiteta. Posebno,
Tux Y = T )T (6 y) =y, n> L.
Ukolikoje x =11y = -1, tadaje T,(x,y) = f, zan > 0.

2. Sljedeéi primjer pokazuje vezu izmedu CebiSevljevih polinoma, koji igraju veliku
ulogu u aproksimaciji funkcija, i Fibonaccijevih brojeva. Akojey =11in > 1, tada

Ty(x, 1) = §,(x),
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gdje je S,(x) n - ti Cebigevljev polinom druge vrste. Nadalje imamo

Sum = Sn(-x)SmH (x) =8 (0)S -1 (X)

Som = Sm(Sn+l(x) - Sn—l(x)) : Sn(x)

za sve prirodne brojeve n,m. U to¢ki x, ovi CebiSevljevi polinomi zadovoljavaju
sljedece
S () (X) = (S n(x), S ().

3. Za pozitivne realne vrijednosti, CebiSevljevi polinomi imaju jednostavnu formu.
Ako je K =R, x > 01ineka je x = cos(f) < 2. Vrijedi sljedece

_ sin(nf)
50 =Gy
Ako je x = cosh(#) > 2, tada imamo
2 sinh(n6)
Sn = >
) sinh(6)

te za x = 2 vrijedi
S.(x) =n.
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Sazetak

U ovom radu govorimo o skupu cijelih brojeva, to¢nije reCeno o njegovim prostim ele-
mentima. Polazeéi od definicije i elementarnih pojmova teorije brojeva, pokazujemo neke
od osnovnih rezultata, te karakterizacija tog skupa. Nadalje, navodimo razne varijacije
dokaza beskonacnosti skupa prostih brojeva, gdje pritom koristimo neke od zanimljivih
analiti¢kih pristupa. Na kraju prou¢avamo vezu skupa prostih brojeva s nizom Fermatovih,
Mersennovih i Fibonaccijevih brojeva, te pomocu tih nizova i njihovih svojstava, ponovno
pokazujemo tvrdnju da je skup prostih brojeva beskonacan.



Summary

In this diploma thesis we consider the set of integers, or better said its prime elements.
Starting from definitions and basic concepts of number theory, we are showing some of
the main results, and characterizations of this set. Furthermore, we consider variations of
proof refered to infinity of the set of prime numbers, where while we are using some of
interesting analytical approaches. Finally, we are exploring the relation of the set of prime
numbers with a sequences of Fermat, Mersenne and Fibonacci numbers, and using these
sequences and their properties, again showing the claim that the set of prime numbers is
infinite.
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