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Uvod

U ovom diplomskom radu prouc¢avamo Jordanovu mjeru skupa i njena svojstva.

Najprije ¢emo precizno definirati pojam duzine, otvorene duZine i poluravnine. Pokazat
¢emo da su to konveksni skupovi, a nakon toga ¢emo definirati trokut kao konveksnu ljusku
tri nekolinearne tocke.

Sredi$nji dio rada posvecen je pojmu i svojstvima trokuta te poligona u ravnini. Pokazat
¢emo da svaki poligon IT u ovoj ravnini moZemo zapisati kao kona¢nu uniju trokuta takvu
da za svaka dva razlicita trokuta iz te unije vrijedi da je njihov presjek prazan skup ili
stranica od oba trokuta ili tocka koja je vrh oba trokuta.

Na kraju uvodimo funkciju trokutne povrsSine koju ¢emo prosiriti do poligonske povrSine
g kojom ¢emo racunati povrSinu svakog poligona IT u ravnini.

Reéi ¢emo da je skup S izmjeriv u Jordanovom smislu s obzirom na ¢, ako postoji
poligon II takav da je S sadrzan u Il i ako je infimum skupa svih g(IT"), pri ¢emu je S
sadrzan u IT’, jednak supremumu skupa svih g(IT"”), pri ¢emu je IT” sadrzan u S. Taj broj
oznacavamo s ¢,(S ) 1 nazivamo Jordanova mjera od S s obzirom na gq.






Poglavlje 1

Ravnina

1.1 Elementarna ravnina

Definicija 1.1. Neka je S skup. Definiramo S = {{p1, p2}| p1, p» medusobno suprotni
linearni uredaji na S }.

Definicija 1.2. Neka je M neprazan skup, ¥ familija podskupova od M te f : ¥ — | ey P
funkcija takva da je za svaki p € Y f(p) € p. Dakle, f(p) = {p1,p2}, gdje su p1 i p,
medusobno suprotni linearni uredaji na p.

Za (M, Y, f) kaZemo da je elementarna ravnina ako vrijedi:

(1) Za sve A,B € M, A # B postoji jedinstveni p € Y takav da su A, B € p.
(2) Za svaki p € ¥ postoje A,B,C € p takvida je A + B,A+ CiB # C.
(3) Postoje A, B,C € M takvi da ne postoji p e ¥ t.d. A,B,C € p.

(4) Postoje A, B € M takvi da je A # B.

Propozicija 1.3. Neka je (M, Y, f) elementarna ravnina. Neka je p € Yte A,B € p,A # B.
Neka je f(p) = {p1,p2}. Tada za toc¢no jedan i € {1,2} vrijedi A p; B.

Dokaz. Dokazimo prvo da postoji i € {1, 2} takav da A p; B. Znamo da je p; linearni uredaj
na p. Zbog svojstva usporedivosti p; na p vrijedi

Ako je A p; B, onda smo gotovi. Ako je Bp; A, onda je (B, A) € p;.
Buduci da je p, uredaj suprotan uredaju p; vrijedi (A, B) € p,, Sto povlaci A p, B.

3



4 POGLAVLIJE 1. RAVNINA

Pretpostavimo da je Ap; BiAp; B.
Bududi da je p; uredaj suprotan uredaju p, vrijedi B p; A. Dobili smo

ApiBiBpiA = A=B,
Sto je u kontradikciji s pretpostavkom propozicije.
Dakle, za to¢no jedan i € {1,2} vrijedi A p; B. |

Definicija 1.4. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina. Neka su A,B € M. Definirajmo
skup AB sa:

(1) Ako je A = B, onda je AB = {A)}.

(2) Ako je A # B, onda postoji jedinstveni p € ¥ takav da A, B € p. Neka je <, jedan
od dva elementa od f(p). Tada je

AB={Tep|lA<,T=<,BiliB=,T <, Al.

Skup AB nazivamo duzina (segment) odreden tockama A i B.

Pokazimo da ova definicija ne ovisi o izboru uredaja <,,.
Neka je <€ f(p) takav da je </ #=,,. Dakle, </, je uredaj suprotan uredaju <,. Neka je

> =P
S={TeplA<,T<,BiliB=<, T < A}.
Dokazimo da je AB = S.
Neka je T € AB. Tada je
A<, T=,BiliB=x,T <, A.

Akoje A £, T £, B, imamo
A, TiT=<,B = T=<,AiB<,T = B, T<,A = TEeS.

Analogno dobivamoda B <, T <, Apovla¢i T € §.
Dakle, ABC S. Analogno dobivamo § C AB. Dakle, AB = S.
Zakljucak: definicija ne ovisi o izboru uredaja na p.

Uocimo: AkosuA,B € ptd. A <, B, gdje je <, jedan od dva uredaja na p (tj. jedan
od dva elementa od f(p)), onda je

AB={Tep|lA<,Tx,B).

Uocimo: Neka je AB duzina. Onda su A, B € AB. Nadalje, uo¢imo da je AB = BA.



1.1. ELEMENTARNA RAVNINA 5

Definicija 1.5. Neka je (M, Y, f) elementarna ravnina. Neka je p € ¥ pravac te A € p.
Tada za skupove
{TeplA<, T}i{T € p|T <, A}

gdje je <, jedan od dva uredaja na p, kazemo da su polupravci s vrhom A (odredeni s p).

Definicija 1.6. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina. Neka su A, B,T € M. Za tocku T
kazemo da leZi izmedu A i B ako je
T € AB.

Definicija 1.7. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina. Neka je p € ¥ pravac i <, jedan
od dva uredaja na p. Za tocke A, B € p pisemo

A<,BakojeA<,BiA+B.

Lema 1.8. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina. Neka je p € ¥ pravac i <, jedan od
dva uredaja na p. Neka su A, B,C € p takve da je A <, Bi B <, C. Tada je

A<, C.
Dokaz. Zelimo pokazati da je A <, CiA#C.Znamodaje A<, BiB<,C,tj.
A<Z,B, BL,CiA#B=A%,C
Pokazimo joS da je A # C. Pretpostavimo suprotno, tj. A = C. Buduc¢i da je
A<,B=>C<,B=>C<Z,BiC#B

Dakle, C £, Bi B <, C s§to povlaci da je C = B. No, to je kontradikcija jer je C # B.
Stogaje A # C. O

Analogno vidimo da
AZ,BiB<,C=>A<,C.

Napomena 1.9. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina. Neka je p pravac, te A,B € p
takve da A # B. Tada je
A<, Bili B <, A.

Propozicija 1.10. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina. Neka su A,B,C,D € M tocke
takve da je AB = CD. Tada je

{A,B} = {C, D}.



6 POGLAVLIJE 1. RAVNINA

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je A = B. Po definiciji duZine slijedi AB = {A}. Tada je
CD = {A}, pa je CD jednoclan skup. To zna¢i da je C = D. Prema definiciji duZine vrijedi
CD = {C}. DakKle,

{A}={C} > A=C = A=B=C=D.

Pretpostavimo sada da je A # B. Odaberimo na p = AB uredaj <, (tj. element od f(p))
takav daje A <, B. Tadaje AB={T € p|A <, T £, B}. Znamo da je

C,DeCD=AB=>C,DeAB=>A<,C<,BiA<,D<,B.

ZnamodasuC,D € p,paje C <, Dili D £, C. Ako je C <, D onda je prema definiciji
duZine CD = {T € p|C <, T <, D}. Buduéi da su A, B € AB = CD slijedi da je

A,BeCD=C<,A%,DiC<,Bx%,D.

IzA £, CiC <, Aslijedida je A = C. Analogno je B = D.
Ako je D <, C analogno se dobije daje A=DiB =C. O

Lema El. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina. Neka su A, B,T € M tocke takve da
jeT € ABiT # A. Tada L
A ¢ BT.

Dokaz. Neka je p € ¥ takav da A, B € p. Neka je <,€ f(p) takav daje A <, B. Tada je
A<, TiT <, B.
Pretpostavimo da je A € BT. Buduéidaje T <, Bslijedidaje T <, AiA <, B. Dobivamo

A<, TiT<,A = A=T.

To je u kontradikciji s pretpostavkom leme.
Dakle, A ¢ BT. O

Lema 1.12. Neka je (M, Y, f) elementarna ravnina. Neka su A, B € M, te nekaje T € AB.
Tada je o
AT NTB ={T}.

Dokaz. Neka je p pravac takav da su A, B € p. Neka je <e f(p) t.d. A < B. Tada je
A<T<B.

Pretpostavimo da je P € AT N TB.

Iz P e AT slijedi P < T,aiz P € TBslijedi T < P. Stogaje T = P. O

Definicija 1.13. Neka je (M, Y, ) elementarna ravnina. Neka je S C M. Za S kaZemo da
Jje konveksan skup u (M,¥Y, f) ako za sve A, B € S vrijedi

ABCS.
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Uoc¢imo: Svaki pravac je konveksan skup.

Propozicija 1.14. Neka je (M, Y, f) elementarna ravnina. Neka su A,B € M. Tada je
segment AB konveksan skup.

Dokaz. Neka je p pravac takav da A, B € p. Neka je <,€ f(p) takavdaje A <, B.

Zelimo dokazati da je AB konveksan skup.
Neka su C, D € AB. Tada je

A<,C%,BiA%,D%,B.
Budu¢idasu C,D € p,slijedidaje C <, DiliD <, C.
1.C<,D
Neka je T € CD. Tada je C <, T <,D,pajeA <, Titakoder T <, B. Slijedi da je

T € AB= CD C AB.

2.D%,C
Analogno dobivamo DC C AB.

U oba slu¢aja imamo CD C AB, pa zaklju¢ujemo da je AB konveksan skup. O

Lema 1.15. Neka je (M, Y, f) elementarna ravnina. Neka su A, B € M, te neka je C € AB.
Tada je -
AB=ACUCB
Dokaz. Buduéi da je AB konveksan skup, vrijedi
AC CABiCBCAB = ACUCB C AB.

Neka je p pravac koji prolazi tockama A i B, te neka je <€ f(p) t.d. je A < B. Tada je

AB={Tep|A<T=<B} > A<C<B.

Nekaje T € A_B;Tada Je A =T < B. Nadalje, vrijedi 7 < C'ili C < T. U prvom slucaju
dobivamo T € IE, a lﬁrugo_m T € CB.
Zakljuak: AB € ACU CB. O

Propozicija 1.16. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina. Neka je p pravac u toj ravnini,
te <€ f(p). Neka je k € N te neka su xo, ..., x; € p tocke takve da je xy < x; < ... £ X;.
Tada je

XoXk =

k-1
XiXit1-

0

1
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Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po k.

Za k = 1 tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k € N. Neka
Su X, ..., X¢r1 € p tocke takve da je xp < x; < ... < x; < Xguy. Koristeéi Lemu [I.15] i
induktivnu pretpostavku dobivamo:

k-1

k
X0Xk+1 = XXk U XpXpey1 = [U XiXi1] U Xp Xy = U XiXit1-
i=0 i=0

Prema tome tvrdnja vrijedi za k + 1.
Time smo dokazali tvrdnju propozicije. O

Lema 1.17. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina. Neka su I, J segmenti t.d. je INJ # (.
Tada je I N J segment.

Dokaz. Ako je I N J jednoclan skup, onda je tvrdnja jasna.

Pretpostavimo da I N J ima barem dvije tocke. Tada I 1 J leze na istom pravcu. Ozna¢imo
gas p. Nekasu A, B € p td. je I = AB. Odaberimo <€ f(p) t.d. A < B.

Nadalje, neka su C, D € p t.d. je J = CD. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti
daje C < D.

Neka je Ty € I N J. Tada je

A<Ty<BiC<Ty=<D.

Nekaje E = Aakoje C < A,inate E = C. Uo¢imo dajetada A < EiC < E.

Nadalje, neka je F = B ako je B < D, inae F = D. UoCimo dajetada F < Bi F < D.
Tvrdimo daje I N J = EF.

UoCimodaje E <Ty < F.Stogaje E<F.NekajeT € INnJ. Tada je

A<T<BiC<T<D = E<T<F = T¢cEF.

Obratno, neka je 7' € EF. Stogaje E < T < F. Iz definicije to¢aka E i F slijedi da je
TeABiT € CD,odnosnoT € INJ. O

Definicija 1.18. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina. Za (M,Y, f) cemo reci da je
elementarna P-ravnina ako vrijedi tzv. Pashov aksiom.

Pashov aksiom: L L o
ako suA,B,C € Mip eV teako p sijece AB (tj. p N AB # 0), onda p sijece AC ili BC.

Lema 1.19. Neka je (M,"Y, f) elementarna ravnina, neka je p € \Y, te neka su A, B, C € p.
Tada jedna od ove tri tocke leZi izmedu preostale dvije.

Dokaz. Neka je <, uredaj na p takav daje A <, B.
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1. Cx,A
Jasno je tada da je A € CB.

2.A%,C
Ako je C <, Bslijedi da je C € AB. Ako je B <, C slijedi da je B € AC.
|
Definicija 1.20. Neka je (M, VY, f) elementarna ravnina. Za tocke A, B,C € M kaZemo da

su kolinearne ako postoji p € Y takav da su A, B, C € p. Ako tocke A, B, C nisu kolinearne,
tada kaZemo da su nekolinearne.

Napomena 1.21. Neka je (M, Y, f) elementarna ravnina. Neka su A,B € M, A # B. Sa
AB oznacavamo jedinstveni p € ¥ t.d. je A, B € p.

Lema 1.22. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina. Neka su A, B, C nekolinearne tocke.
Neka je D € AB, D # B. Tada je
BCNAD =0.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, dakle, BC N AD # 0. Neka je E e BCN AD. 1z D € AB
slijedi
AD C AB = E € AB.

Dakle, E € BC i E € AB. Prema Lemi[l.11slijedi B ¢ AD. Dakle, B # E, pasu Bi E dvije
razliCite toCke i obje pripadaju pravcima AB 1 BC, pa je AB = BC. Ovo je u kontradikciji s
pretpostavkom da su A, B, C nekolinearne.

Dakle, BC N AD = 0. O

Lema 1.23. Neka je (M, Y, f) elementarna ravnina, neka su A, B € M, te neka je I segment

td. je

ICABiA€el.
Tada je A krajnja tocka od 1.

Dokaz. Neka je p pravac t.d. A, B € p. Odaberimo <€ f(p) t.d. je A < B.
Imamo I = CD gdjesuC,D € M. 1z

ICAB = C,D € AB.
Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je C < D. 1z
CeAB = A<C.

S druge strane iz L
Ael = AeCD = C<A.

Iz ovoga zakljuCujemo daje A = C. m|
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Teorem 1.24. Neka je (M,Y, f) elementarna P-ravnina, neka su A,B,C € M, te p € ¥

pravac koji ne prolazi ni jednom od ovih tocaka. Tada p ne moZe sjeci sva tri segmenta
AB,BC i AC.

Dokaz. 1. slucaj: Tocke A, B i C su kolinearne.

Neka je ¢ pravac takav da su A, B,C € ¢. Prema Lemi [[.19]jedna od ove tri tocke
lezi izmedu preostale dvije. Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da B
lezi izmedu A i C. Neka je <,€ f(g) takavdaje A <, C. Tadaje A <X, Bi B <, C.

Pretpostavimo da pravac p sijece sva tri segmenta AB,BC @ . Dakle, postoji T €
ABtd. T, € ptepostoji T, € BCtd. T, € p. 1zT € ABslijedi T, £, B, aiz
T, € BC slijedi B <, T,. Kada bi T, = T, to bi povla¢ilo da je

B=T, = Bep.

To je nemoguce pa je T; # T».

Dakle, T, 1 T, su dvije razliite toCke koje leze na pravcima p i g. Stoga je p = q.
No, to povlaci da p prolazi totkama A, B i C, Sto je u kontradikeiji s pretpostavkom
teorema. Dakle, p ne sijece sva tri segmenta AB, BC i AC.

2. slucaj: Tocke A, B i C su nekolinearne.

Pretpostavimo da pravac p sijeCe sva tri segmenta AB,BCiAC. NekasuT;, T, Ts €
p tocke takve daje T, € AB, T, € BC i T; € AC. Bez smanjenja opCenitosti moZzemo
pretpostaviti da T, lezi izmedu T, i T3, dakle T, € T Ts.

Prema tome pravac BC sijeCe segment T T5. Stoga, prema Pashovom aksiomu slijedi
da BC sijecCe AT, ili AT;. Uo&imo da je Ty # B (T, € p, B nije element p), stoga
prema Lemi @ BC ne sije¢e segment AT). Isto tako, C # T, pa prema Lemi m
slijedi BC N AT; = 0, §to je kontradikcija.

Dakle, p ne sije¢e sva tri segmenta AB, BC i AC. O

1.2 Ravnina

Definicija 1.25. Neka je (M,Y, f) elementarna P-ravnina. Za (M,Y, f) kaZemo da je
ravnina ako

(1) Za svaki p € ¥ i sve A, B € p postoji tocka C € p,C # B takva da je B € AC.

(2) Za svaki p € ¥ i sve A,B € p, A # B postoji tocka C € AB takva da je C # A i
C # B.
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Teorem 1.26. Neka je (M, Y, f) ravnina te neka je p pravac u ravnini. Definirajmo relaciju
W na skupu M\ p sa L
AYB ako je ABN p = 0.

Tada je y relacija ekvivalencije na M \ p koja rastavlja M \ p na dvije klase ekvivalencije.

Dokaz. OCcito je da je relacija ¢ refleksivna i simetri¢na.

Dokazimo da je ¢ tranzitivna.
Neka su A,B,C € M\ p takve da je AYyB, ByC. Pretpostavimo da (A,C) ¢ . Tada
je AC N p # 0. Prema Pashovom aksiomu slijedi da p sije¢e AB ili BC. No, to je u
kontradikciji sa AyB 1 By C. Dakle, AyC. Prema tome relacija i je tranzitivna, odnosno ¢
je relacija ekvivalencije na M \ p.

DokaZimo sada da y rastavlja M \ p na dvije klase ekvivalencije.
Odaberimo neku to¢ku O € p. Nadalje, odaberimo neku tocku A € M\ p. Neka je g pravac
koji sadrzi tocke O 1 A. Bududi da je (M, ¥, f) P*- ravnina postoji tocka B € ¢, B # O
takva da je O € AB. Uo&imo da B ¢ p. Naime, u suprotnom bi O i B bile dvije razli¢ite
tocke koje leze na pravcima p 1 g, pa bi slijedilo p = ¢, Sto je nemoguce jer je A € g 1
A ¢ p.
Dakle, B ¢ p i pravac p sijee segment AB. Stoga (4, B) ¢ .
Neka je C € M\ p. Tvrdimo da je tada Ay C ili ByC. Pretpostavimo suprotno

(A, C) ¢y i(B,C) ¢y

odnosno p sijece segmente AC i BC. Ovo je u kontradikciji s Teoremom
Dakle, AyC ili ByC.
Zakljucak: [A] # [B]izasvaki C € M \ p vrijedi [A] = [C] ili [B] = [C].
Pri tome za P € M \ p sa [P] oznaCavamo klasu od P pri relaciji |

Definicija 1.27. Neka je (M, Y, f) ravnina, neka je p pravac u ravnini te neka je P € M\ p.
Za [P] kaZemo da je poluravnina odredena pravcem p, pri cemu je [P] klasa tocke P pri
relaciji Yy na M \ p definiranoj sa Ay B ako je ABN p = ().

Napomena 1.28. Neka je (M, Y, f) elementarna ravnina, te neka je K,,a € A (indeksi-
rana) familija konveksnih skupova u ovoj ravnini. Tada je

N«

aeA

konveksan skup.
Naime, ako su P, Q € (,es Ko» Ondaje P, Q € K,,Va € A. Stoga je
POCK,VaecA= PQC ﬂKa

a €A

Dakle, (,e4 K. je konveksan skup.
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Definicija 1.29. Neka je (M, Y, ) elementarna ravnina, te S € M. Neka je
Conv (S) = ﬂ K.
Kkonveksan, S CK

Dakle, Conv (S) je presjek svih konveksnih skupova u (M,Y, f) koji sadrze S. Za Conv (S)
kazemo da je konveksna ljuska skupa S (u ravnini (M,P, f)).

Uoc¢imo: Conv (S) je konveksan skup, te S € Conv (S). Nadalje, uoc¢imo da vrijedi
sljedece:
K konveksan skup t.d. § € K = Conv(S) C K

(Conv (S) je presjek svih konveksnih nadskupova od S, a K je jedan od tih skupova).
Uocimo:
S =Conv (S) & S konveksan skup

Naime, ako je S = Conv (S), onda je jasno da je S konveksan skup. S druge strane, ako
je S konveksan onda iz prethodne Cinjenice zaklju¢ujemo Conv (S) € S. Ovo zajedno s
S € Conv (§) povlacidaje S = Conv (S).

Primjer 1.30. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina, te neka su A, B € M. Tada je
Conv {A, B} = AB.

Dokazimo to. Jasno da su A, B € Conv {A, B}, iz Cega slijedi AB C Conv {A, B} jer je
Conv {A, B} konveksan slﬂ). L L
S druge strane, {A, B} € AB, pa je Conv {A, B} C AB jer je segment AB konveksan skup.

Propozicija 1.31. Neka je (M,Y, f) ravnina. Neka je p € ¥, te neka je K poluravnina
odredena pravcem p. Tada je K konveksan skup.

Dokaz. Nekasu A, B € K. Dokazimo da je AB C K.
Iz definicije poluravnine slijedi da je K = [Q], gdje je Q € M \ p, a [Q] klasa tocke Q pri
relaciji Y na M \ p definiranoj sa

T]lﬂTz o Th'T, Nnp= 0.

No, iz A € K slijedi K = [A]. Stoga je
K={CeM\p|ACNnp=0}

Sada iz B € K slijedi AB N p = 0, pa za svaku totku T € AB slijedi AT N p = 0 jer je
AT C AB, Sto povlaCi T € K. ZakljuCak AB C K.
Dakle, K je konveksan skup. m|



1.2. RAVNINA 13

Uoc¢imo: Neka je (M, ¥, f) ravnina te neka je p pravac u toj ravnini. Tada postoje to¢no
dvije poluravnine K i K, odredene s p te da je

K]ﬂKzZ(b,M\p:KIUKz.

Dakle, svaka tocka iz M \ pse nalazi u to¢no jednom od skupova K; i K,. Nadalje, ako
suA,B € M\ pteakoje ABN p = 0, onda se A i B nalaze u istoj poluravnini. Ako je
ABN p # 0, onda se A i B nalaze u razli¢itim poluravninama.

Definicija 1.32. Neka je (M,Y, f) ravnina, neka je p pravac u toj ravnini te neka je K
poluravnina odredena pravcem p. Za skup

Kup
kaZemo da je zatvorena poluravnina odredena pravcem p.
Uoc¢imo: Postoje tocno dvije zatvorene poluravnine L; i L, odredene pravcem p, t.d. je
LiNnL,=piliUL, =M.

Lema 1.33. Neka je (M, Y, f) elementarna ravnina i p pravac u toj ravnini. Neka je B € p
teAe M\ p. NekajeT €¢ ABtd. T # B. Tada T ¢ p.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Dakle, T € p.

Tada su T 1 B dvije razliCite tocke koje leZe na pravcu p te ujedno leZe na pravcu AB (jer
je AB C AB).

Stoga je p = AB, paje A € p, §to je nemoguce.

Dakle, T ¢ p. O

Propozicija 1.34. Neka je (M, Y, f) ravnina, te neka je L zatvorena poluravnina u (M, Y, f).
Tada je L konveksan skup.

Dokaz. Neka je p pravac takav da je
L=KUp,

pri ¢emu je K poluravnina odredena pravcem p. Neka su A, B € L. Zelimo dokazati da je
ABCL.

1. slucaj: A,Be K

Onda je AB C K jer je K konveksan skup, pa je AB C L.
2. slucaj: A,Bep

Onda je AB C p,paje ABC L.
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3.sluCaj: Ac K,Bep
Nekaje T € AB. Akoje T = Bondaje T € p,tj. T € L.

Pretpostavimo 7 # B. Tada za svaki P € TA vrijedi P # Bi P € AB. Prema Lemi
1.33|imamo P ¢ p. ZakljuCak: TAN p = 0.

Iz ovoga slijedi da tocke T i A leZe u istoj poluravnini odredenoj s P. No,

AeK = TeK = TelL.
Ovime smo pokazali da je AB C Lusluéaju A € K, B € p.
4. sluCaj: Ae p,BeK

Analogno kao i u prethodnom slu¢aju dolazimo do zaklju¢ka da je AB C L.
O
Definicija 1.35. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina, te neka su A, B € M. Definiramo
(AB) = AB\ {A, B).
Za (AB) kaZemo da je otvorena duZina odredena tockama A i B.

Uocimo: Jasno je (AB) = (BA). Nadalje, ocito je (AA) = 0.
Uoc¢imo: U ravnini (M, ¥, f) vrijedi (AB) # 0 zasve A,Be M, A # B.

Lema 1.36. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina, te neka su A,B,C,D € M td. je
AB C CD. Tada je
(AB) C (CD).

Dokaz. Neka je p pravac na kojem leze tocke C i D. Odaberimo <€ f(p) t.d. C < D.
IzA,B e CDslijedi A, B € p.
Bez smanjenja opéenitosti moZzemo pretpostaviti da je A < B. Nadalje,

A,BECD = C<A<B<D
AkojeT € (AB),ondaje A< T < B,paslijediC <T <D, tj. T € (CD). O

Lema 1.37._Nekc£ (M, Y, f) ravnina, neka je p pravac, te neka su A, B,C, D € p tocke
takve da je ABN CD # (. Tada je

AeCDiliBeCDiliC € ABiliD € AB.

Dokaz. Nekaje T € ABN CD. Odaberimo <€ f(p) t.d. je A < B.
Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je C < D. Imamo A < T < Bi
C < T < D. Razlikujemo dva slucaja:



1.2. RAVNINA 15

1. A<C

Tadaje A<C <T < B,pajeC € AB
2.C<A

Tadaje C<A<T <D,paje A€ CD

O

Lema 1.38. Neka je (M,Y, f) ravnina, neka je p pravac, te neka su A, B,C, D € p tocke
takve da je

(AB) N {CD) # 0.
Tada (AB) N {CD) sadrZi barem dvije tocke.

Dokaz. Nekaje T € (AB) N {(CD). Odaberimo <€ f(p) t.d. je A < B.
Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je C < D. Imamo

A<T=<BiC=<TZ=<D.

Razlikujemo dva slucaja:

1. A<C

Tadaje A < C < T < B, pa prema Lemi slijedi da je (CT) C (AB). Iz
C < T < D isto tako slijedi da je (CT) C (CD). NoC # T jerje T € (CD), pa je
(CT) # 0.

Prema tome, postoji P € (CT). Imamo P € (AB)N(CD)1 P #T.
2. C<A

Analogno dobivamo (AT) € (AB) N (CD), pa zakljuCujemo da (AB) N (CD) sadrzi
toCku razli¢itu od 7.






Poglavlje 2

Trokuti

Definicija 2.1. Neka je (M, Y, f) elementarna ravnina te neka su A, B, C € M nekolinearne
tocke u ovoj ravnini. Tada za
Conv{A, B, C}

kaZemo da je trokut.

Lema 2.2. Neka je (M,Y, f) elemﬁtama P—_ravnina te neka su Aﬁ, CeM nekiineame
tocke u ovoj ravnini. Neka je P € BC i T € AP. Tada postoji D € AB t.d. je T € CD.

Dokaz. Ako je P = C, onda uzmemo D = A.

Pretpostavimo stoga da je P # C.

Ako je T = P onda uzmemo D = Biimamo T € DC.

Pretpostavimo sada da je T # P. Neka je p pravac t.d. C,T € p. Pravac p sijeCe segment
AP. Prema Pashovom aksiomu p sije¢e PBili AB.

Kada bi p sijekao PB postojala bi tocka Q t.d. je Q € pi Q € PB. Prema Lemi imali
bismo C # Q Sto bi znacilo da pravci p 1 CB sadrze dvije razliCite tocke. Dakle, p = BC.
No, to bi povlacilo da je T € BC, a to je nemoguce jer su AP i BC razliditi pravci, pa je
jedina tocka iz njihovog presjeka P.

Stoga p sije¢e AB. Neka je D € pNAB. Pravac AP sije¢e segment BC pa prema Pashovom
aksiomu AP sije¢e DC ili DB.

1. slucaj: Pretpostavimo da AP sije¢e DB.

Ako je P = Bondaje T € AB, pa je tvrdnja leme jasna.

Pretpostavimo sada da je P # B. Tada su pravci AB i AP razliciti (u suprotnom bi
tocka P pripadala pravcima AB i BC, no jedina toCka koja lezi na ta dva pravca je
B). Stoga je A jedina tocka u presjeku ta dva pravca.

S obzirom da AP sije¢e DB, a DB C AB, imamo A € DB. No, prema Lemi ovo
nije moguce ako je A # D. Stogaje A = D.

17
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Ovo povlaCidaje A € p,paje p = AC. Stogaje T € AC,aliiT € AP. Buduc¢i da je
AP # AC slijedi A = T, pa tvrdnja leme slijedi. (Znamo da je AC = AP S§to povlaci
P e AC. No, P € BC, ajedina tocka iz AC N BC je C.)

2. sluéaj: Pretpostavimo sada da AP sije¢e DC.

Neka je Q € AP ﬂ_D_C . Pravci AP 1 DC su razliiti 1 oba sadrze to¢ku 7. Slijedi da
jeT = Qt. T € DC. (Naime, ako je AP = DC, ondaje C € AP1 P € AC iz Cega
slijedi da je P € AC N BC, odnosno P = C, $to je nemoguce.)

O

Lema 2.3. Neka je (M,Y, f) elementarna P-ravnina te neka su A, B, C € M nekolinearne
tocke u ovoj ravnini. Neka je P € BC i Q € AC. Neka je T € PQ. Tada postoji D € AB t.d.
jeT € CD.

Dokaz. Akoje P = C,ondaje T € QC, paje T € AC. Tada moZemo uzeti D = A.
Pretpostavimo sada da je P # C. Tada su tocke A, P i C nekolinearne (u suprotnom bismo
imali P € AC, pabi vrijedilo P € AC N BC, no AC N BC = {C}). L
Prema Lemi [2.2|postoji D, € AP t.d. T € D,C. Nadalje, prema istoj lemi postoji D, € AB
t.d.

D, € DzC

Stopovlaci CD; CCD, paje T € CD;. O

Propozicija 2.4. Neka je (M,Y, f) elementarna P-ravnina te neka su A, B,C € M nekoli-
nearne tocke u ovoj ravnini. Neka je
s=|]Jcp

PeAB
Tada je S konveksan skup.

Dokaz. Neka su asuTl, T, e S. Zelimo dokazati da j je T,T,CS.
Nekaje T € T,T,. BuduéidasuT,,T, € S postoje Py, P, € AB t.d.

T, € CP|iT, € CP; (Lemal2.3).
Ako je Py = P,, onda su
T, 7,eCPi,=>T,T,CCP,=>TeCPi=>TE€S.

Pretpostavimo sada da je P, # P,. Tada su tocke Py, P, 1 C nekolinearne jer PP, = AB, a
C ¢ AB. Prema Lemi [2.3|postoji D € PP, t.d. je T € CD. Iz P,P, C AB slijedi D € AB.
OvoznaCidajeT € S.
ZakljuGak: T,T, C S.

Prema tome S je konveksan skup. m|
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Teorem 2.5. Neka je (M, Y, f) elementarna P-ravnina te neka su A, B, C € M nekolinearne
tocke u ovoj ravnini. Neka je A = Conv {A, B, C}. Tada je

Dokaz. Nekaje S = |Jpz CP. Zelimo dokazati daje A = S.
Uo&imo da je A konveksan skup, te da su A, B, C € A. Iz ovoga slijedi da je AB C A. Stoga
za svaki P € AB imamo

PeA = CPCA.

Iz definicije od S slijedi S C A.
S druge strane, prema Propoziciji S je konveksan skup. Iz definicije od S je jasno da
su CA,CB C S. Dakle, A, B,C € §S. Prema tome, imamo

{A,B,C} S = Conv{A,B,C} S = ACS.
ZakljuCujemo daje A = S. O

Teorem 2.6. Neka je (M, Y, f) ravnina, te neka su A, B i C nekolinearne tocke u toj ravnini.
Neka je A = Conv {A, B, C}. Neka je K4 zatvorena poluravnina odredena pravcem BC koja
sadrZi tocku A, neka je Kp zatvorena poluravnina odredena pravcem AC koja sadrZi tocku
B i K¢ zatvorena poluravnina odredena pravcem AB koja sadrZi tocku C. Tada je

A = KA N KB N Kc.
Dokaz. Jasno je da vrijedi
A,B,Ce Ky, A,B,CeKpiA,B,CeKc.

Prema tome, {A, B,C} C Ky N Kg N K¢. Skup K4 N K N K¢ je konveksan kao presjek
konveksnih skupova (prema Propoziciji [I.34). Stoga je Conv {A, B,C} € K4 N K N Kc.
Dakle,

ACKsNKpNKe.

Dokazimo sadadaje Ky N Kz N Kc CA. Nekaje T € Ky N KgN K.

1. slucaj: T € AB
Tadaje T € ABiliB€ AT iliA € TB.
AkojeT € ABondaje T € A.

Pretpostavimo da je B € AT. Uzmimo da je B # T. Tada T ¢ BC (u suprotnom bi
tocke B i T lezale na pravcima AB i BC). Dakle, imamo AT N BC # 0, pa slijedi
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da su tocke A 1 T u razli¢itim poluravninama koje su odredene pravcem BC. To je
nemoguce jerje T € K,. Dakle, B=T paje T € A.

Pretpostavimo sada da je A € TB. Analogno dobivamo da 7' # A vodi na kontradik-
ciju. Stogaje T = A1 T € A.
. slucaj: T ¢ AB

Neka je D € AB, D # Ai D # B. Pravac TD sijete AB, pa prema Pashovom
aksiomu 7D sijeCe AC ili BC. Pretpostavimo da je 7D N AC # 0. Neka je P € AC
t.d. P € DT. Razlikujemo tri slucaja:

1. T € PD

Budué¢idasu P,D € Aimamo T € A.

. DePT

Uocimo da P ¢ AB. (U suprotnom bismo imali P € ACNAB §to povlaci P = A.
No, to bi znacilo da su P i D dvije razli¢ite tocke koje leZe na pravcima AB i
DT. To je nemoguce jer je AB # DT jer T ¢ AB.)

Dakle, imamo P ¢ AB, T ¢ ABi PT N AB # 0. Iz ovoga slijedi da totke P i
T leze u razli¢itim poluravninama koje su odredene pravcem AB. Stoga tocke
P iT ne leze u istoj zatvorenoj poluravnini odredenom pravcem AB. Medutim,

imamo L
PEACQAQKAQKBQKC

paje P € K¢. S druge strane, T € K4 N Kz N K¢ Sto povlaci T € K.

. PeTD

Pretpostavimo da je P # 7. Uoc¢imo da D ¢ AC (u suprotnom bismo imali
D € ACNAB = {A}). Stoga je DT # AC, paje DT NAC = {P}. Iz ovoga slijedi
daT ¢ AC. Imamo

D¢AC, T ¢ ACiTDNAC £ 0

pa tocke T i D ne leze u istoj poluravnini odredenoj s AC, Sto znaci da ne leze
ni u istoj zatvorenoj poluravnini odredenoj s AC. No, D € Apaje D € Kg, a
T eKgjerjeT € Ky N Kz N K. Ovo dovodi do kontradikcije.

Dakle, P=T paje T € AC, tj. T € A.

Zakljuujemo da ako T'D sijece AC ondaje T € A. Analogno dobivamo da je T € A
ako T'D sijece BC.

Dakle, ako T ¢ AB,ondaje T € A.

Prema tome K4, N Kg N K¢ € A. ZakljuCujemo daje A = K4 N Kg N Kc. O
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Propozicija 2.7. Neka je (M,Y, f) ravnina, te neka su A, B i C tri nekolinearne tocke u
ovoj ravnini. Neka je

A=Conv{A,B,C}iT € A\ {A,B,C}.
Tada postoje P,Q € At.d. T € (PQ).

Dokaz. Znamo da je
A= Jcp
PeAB

stogaje T € CP za P € AB.
Akoje T # P,ondaje T € (CP) (jer znamo da je T # C).
AkojeT = P,ondaje T € AB.No, T #Ai1T # B,paje T € (AB). O

Propozicija 2.8. Neka je (M,Y, ) ravnina, neka su A, B i C tri nekolinearne tocke u ovoj
ravnini te neka je A = Conv {A, B, C}. Neka su P, Q € A te neka je T € (PQ). Tada je

T € A\{A,B,C}

Dokaz. Imamo L
T € (PQ)C PO CA.

Dakle, T € A. DokazimodajeT # A, T # BiT # C.
Pretpostavimo da je T = A. Dakle,

Ae(PQ) = A+ PiA%0Q.

Budu¢idaje ABNAC = {A},imamo da P ¢ AB1ili P ¢ AC.
Bez smanjenja opcéenitosti moZzemo pretpostaviti da P ¢ AC. No, tada imamo Q ¢ AC.
Naime, jasno je daje P # Q te daje A € PQ. Kada bi vrijedilo Q € AC onda bismo imali
da su A i Q razlicite tocke koje leZe na pravcima AC i PQ, a to bi povlacilo AC = PQ, §to
je nemoguce jer P ¢ AC.
Dakle,

P¢AC, Q¢ ACiPQNAC #0.

Ovo znaci da se to¢ke P i Q ne nalaze u istoj zatvorenoj poluravnini odredenoj pravcem
AC. No, to je nemoguce jer su P,Q € A, pa se prema Teoremu [2.6| P i Q nalaze u istoj
zatvorenoj poluravnini odredenoj s pravecem AC. Dakle,

T + A.

Analogno dobivamo T # BiT # C.
Dakle, T € A\ {A, B, C}. ]
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Teorem 2.9. Neka je (M,Y, f) ravnina, neka su A, B i C tri nekolinearne tocke u ovoj
ravnini te neka je A = Conv {A, B, C}. Nadalje, neka su A’, B’ i C’' nekolinearne tocke te
neka je A" = Conv{A’, B',C’}. Pretpostavimo da je A = A'. Tada je

{A,B,C} ={A",B',C"}
Dokaz. Prema Propoziciji[2.7|1 Propoziciji [2.8| imamo
A\{A,B,C} ={T € A|postoje P,Q € Atd. je T € (PQ)}.
Isto tako
AN \{A",B',C"} ={T € A’ | postoje P, Q € A’ t.d. je T € (PQ)}.
Iz A = A’ sada zakljuCujemo da je
A\{A,B,C} =N \{A",B,C'}.

Opcenito, ako je S nekakav skup te ako su §1,5, € S tdje S \S; =95 \S,, onda je
S =5,
Stoga je {A,B,C}={A’,B’,C'}. O

Definicija 2.10. Neka je (M, Y, f) ravnina te neka su A, B i C tri nekolinearne tocke u ovoj
ravninii\/ekije A_ = Conv{A, B,C}. Za tocke A, B i C kaZemo da su vrhovi trokuta A. Za
duZine AB, BC i AC kaZemo da su stranice trokuta A. Definiramo:

A = ABUBC UAC
Za 0A kaZemo da je rub trokuta A. Nadalje, za skup
A=A\ A
kaZemo da je interior (unutrasnjost) trokuta A.

Propozicija 2.11. Neka je (M, Y, f) ravnina te neka je A trokut s vrhovima A, Bi C. Tada
je
A= | cp.

Pe(AB)

Dokaz. Neka je P € (AB). Dokazimo da je (CP) C 2
Neka je T € (CP). Jasno je daje T € A.
Pretpostavimo da je T € AC. Tada je

CT =CA = CP=CA = Pe(CA.
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No, P € AB. Dakle,
PeCANABIiCANAB={A} = P=A,

Sto je nemoguce jer je P € (AB). Prema tome T ¢ AC. Isto tako dobivamo T ¢ BC.
Pretpostavimo da je T € AB. Tada je T € AB. Dakle,

T e ABNCPiABNCP={P} = T =P,

$to je nemoguée jer je T € (CP). Prema tome T ¢ AB.
ZakljuCujemo da je

T eA\OA = TGZ.

Dakle, (CP) Q&. Prema tome, | Jpe(ap,(CP) Q&
Obratno,

Te£=> TeAiT ¢ 0A
Znamo daje A = Jp g3 ﬁ,s_toga postoji P € ABt.d. T € CP.
Akoje P =A,ondaje T € CA,paje T € JA, §to je nemoguce. Dakle, P # A. Isto tako

dobivamo da je P # B. Dakle, P € (AB).
Nadalje, T # Cjer T ¢ OAi T # P jer je P € OA. Prema tome, T € (CP).

Dakle, A= (Upeap (CP). |
Lema 2.12. Neka je (M, Y, f) ravnina te neka je A trokut s vrhovima A, B i C. Tada je
ANAB=AB

Dokaz. Oito je daje ABC AN AB. o o
Nekaje T € ANAB. Budu¢idaje T € A postoji P € AB t.d. T € CP (prema Teoremu
2.5). Stoga je T € CP. Imamo

T cABNCPiABNCP={P} = T=P.

Dakle, T € A__B
Zakljucak: AB=ANAB. O

Teorem 2.13. Neka je (M,'Y, f) ravnina te neka je A trokut s vrhovima A, B i C. Neka je
Ly poluravnina odredena pravcem BC t.d. je A € Ly, Ly poluravnina odredena pravcem
AC td. je B € Ly i L¢ poluravnina odredena pravcem AB t.d. je C € L¢. Tada je

32 LA mLBﬁLc.
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Dokaz. Neka je
KA :LA UBC, KB = LBUACIKC = LC UAB

Iz Teorema[2.6]slijedi da je A = K4 N K N Kc.
Tvrdimo da je A=A\ (ABU BC U AC) tj. da je

A\ (ABUBCUAC) =A\(ABU BC U AC) 2.1)

AkojeT € A\ (ABU BC UAC), onda je jasno daje T € A\ (ABU BC U AC).
S druge strane, pretpostavimodaje T € A\ (ABUBCUAC)tedajeT € ABUBC U AC.
Tadaje T € ABiliT € BCiliT € AC, pazbog T € A imamo

T ceABNAIT e BCNAiILT € ACNA.

Prema Lemi [2.12] sada slijedi T € ABili T € BC ili T € AC, §to je nemoguce jer je
T € A\ (ABU BC U AC). Dakle, (2.1) vrijedi. Sada imamo

A= A\ (ABUBC UAC) = AN (ABU BC UAC)S = AN ABS N BCE N ACE =
=K4sNKzNKecNABS N BCCNACE = (K4 N BCY) N (KzNACS) N (K¢e N ABC).
Imamo
K, NBCC = (L, UBC)NBC® = (Ly UBC“)U(BCNBC)=L,U0=Ly.

Analogno dobivamo Kz N AC® = Lgi K- N ABC = L.
Prema tome, A= L, N Lz N Lc. O
Lema 2.14. Neka je (M,Y, f) ravnina, neka je p € Y pravac, L poluravnina odredena s p

te neka je K pripadna zatvorena poluravnina odredena s p, tj. K = LU p. Neka je A trokut
takav da je A C K. Tada je

AC L.

Dokaz. Znamo da sigurno jedan od vrhova trokuta A ne lezi na p. Oznacimo taj vrh s C te

neka su A i B preostala dva vrha. Neka je T € 2
Zelimo dokazati da je T € L. Pretpostavimo suprotno: 7 ¢ L. Budu¢i da je

ACACK

imamodajeT € K,paizT ¢ Lslijedi T € p.
S druge strane, prema Propoziciji[2.11

TeA= T e(CP)
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gdje je P € (AB). Kada bismo imali P € p onda bi slijedilo 7P = p, pabi vrijedilo CP = p,
Sto je nemoguce jer C ¢ p. Dakle, P ¢ p,tj. P € M \ p. No,

TeCPNnp = CPNp+0,

Sto znaci da se tocke C i P ne nalaze u istoj poluravnini odredenoj s pravcem p. OCcito su
C,PeA,pasuC,Pe K. AliC,P ¢ p,paimamo C, P € L, §to je nemoguce.

Prema tome 7" € L.

Zakljucak: AC L. O

Korolar 2.15. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka su A, i A, trokuti takvi da je Ay C A,.
Tada je

A CA;
Dokaz. Neka su A, B i C vrhovi trokuta A,. Neka je L, poluravnina odredena pravcem

BC takva da je A € L,, Lp poluravnina odredena pravcem AC takva da je B € Lg1 L¢
poluravnina odredena pravcem AB takva da je C € L. Neka je

Ki=L,UBC, Kg=Lz UACiKcs =LcUAB.
Znamodaje Ay = KaNKpNKciAy=LyNLgNLe. 1z Ay C A, slijedi
A] QKAHKBQKC = A] QKA,AngB,Angc.

Prema Lemi [2.14|slijedi da je AjC Ls, A€ Lgi A\C Le,paje A\C LyNLgN Le.

Prema tome, A|C A,. |

Propozicija 2.16. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka su A, B i C tri nekolinearne tocke u
ovoj ravnini. Neka je D € (AB). Neka je

A =Conv{A,B,C}, A, =Conv{A,D,C}, A, = Conv{D, B, C}.

Tada je
A:A1UA2i A] mAQZQ.

Dokaz. Imamo
A= U CP
PeAB

Neka je p = CD. Imamo A,Be M\ piABN p # 0.
Neka su K i L poluravnine odredene s pravcem p takve daje A € Ki B € L. Jasno je da
K # L. Neka je

U CP = UHDU Uﬁ:Alqu

PeAD ili PEDB PeAD PeDB

K=KUpiL=LUp.
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Imamo A, D, C € K, paje stoga A CK.
Analogno dobivamo A, C L.

Iz Leme [2.14]slijedi A\/C K1 A,C L. Iz KN L = @ slijedi Ay N A= 0. O

Teorem 2.17. Neka je (M, Y, f) ravnina. Neka je A trokut u toj ravnini te neka je p pravac.
Tada je A unija konacno mnogo trokuta s medusobno dijunktnim interiorima od kojih svaki
leZi u jednoj zatvorenoj poluravnini odredenoj s p.

Dokaz. Nekasu A, B1 C vrhovi trokuta A.

1. slucaj: sva tri vrha A, B 1 C nalaze se u istoj zatvorenoj poluravnini odredenoj s p

Oznacimo tu poluravninu s K. Buduc¢i da je K konveksan skup i {A, B, C} € K imamo

Conv{A,B,C}C K = ACK.

2. slucaj: nisu sva tri vrha u istoj zatvorenoj poluravnini odredenoj s p

Tada postoje dva vrha od A koja ne leZe na p te ujedno ne leZe u istoj poluravnini
odredenoj s p. (Naime, sva tri vrha ne leZe na p, dakle, jedan od vrhova lezi u polu-
ravnini K odredenoj s p. Kada bi druga dva vrha leZala u K U p onda bi sva tri vrha
lezala u istoj zatvorenoj poluravnini. Stoga jedan od ta dva vrha lezi u poluravnini
odredenoj s p koja je razli¢ita od K.)

Neka su to vrhovi A i B. Neka su K i L poluravnine od p takve daje A € K, B € L,
K # L. Nekaje D € AB td. je D € p. Ozna¢imo

K=KUpiL=LUp.

Promotrimo prvo slucaj kada je C € p. Neka je A; trokut s vthovima A, D 1 C te neka
je A, trokut s vrhovima D,C 1 B. 1z A, D, C € K slijedi A; C K te analogno A, C L.

1z Propozicije slijedi da je
A=ATUAI Aol ﬂAOz:(D.

Promotrimo sada slucaj kada C ¢ p. Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretposta-
viti da je C € K. Imamo

BeL,CeK = BCnp#0.
Neka je E € BC t.d. E € p. Jasno je da je E € (BC). Neka je

A1 =Conv {A,E,C}i1A, = Conv {A, B, E}.
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Iz Propozicije 2.16|slijedi A = A; U A, te Ay N Ar= 0. Neka je

A; =Conv {A,D,E}i A4 = Conv {D, B, E}.

Opet iz Propozicije 2.16[slijedi A, = A3 U Ay te A3 N Ay= 0. Stoga je

A=A UA3UA;

Dokazimo joS$ da trokuti A, A3 i A4 imaju medusobno disjunktne interiore. Znamo

da je A; N A4= 0. Nadalje, prema Korolaru|2.15

A3 cCA = A3QA2

paiz A; N A= 0 slijedi A3 N A;= 0. Analogno dobivamo Ay N A= 0.

Iz A,E,C € K slijedi A, C K. 1zA, D, E € K slijedi A; € K. 1z D, B, E € L slijedi
Ay C L.

O

Teorem 2.18. Neka je (M, Y, f) ravnina, neka je A trokut, te neka su py,...,p,, n € N
pravci. Tada postoje trokuti Ay, ..., A,,, m € N s medusobno disjunktnim interiorima takvi
da je

A=A U..UA,
te takvi da se za svaki i € {1,...,m} i svaki j € {1,...,n} trokut A; nalazi u jednoj od dvije
zatvorene poluravnine odredene s p;.

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n.

Zan = 1 tvrdnja slijedi iz Teorema[2.17] Pretpostavimo da je n € N te da tvrdnja vrijedi za
n.

Neka su py, ..., pp+1 pravei. 1z induktivne pretpostavke slijedi da postoje trokuti Ay, ..., A,
m € N s medusobno disjunktnim interiorima takvi da je

A=A U..UA,

te takvi da se za svaki i € {1,...,m} i svaki j € {1,...,n} trokut A; nalazi u jednoj od dvije
zatvorene poluravnine odredene s p;.

Neka je i € {1,...,m}. 1z Terorema m slijedi da postoje trokuti o, ...crj(l_ s medusobno
disjunktnim interiorima ¢ija je unija jednaka A; te takvi da se svaki od tih trokuta nalazi u
zatvorenoj poluravnini odredenoj s p,,.;. Promotrimo trokute:

1 1 2 2 m
(o P e B e N 0 oy (2.2)

m
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Njihova unija je jednaka A. Nadalje, ovi trokuti imaju medusobno disjunktne interiore.
Naime, za i € {1,...,m}ip,q € {1,...,k}, p # g jasno je da trokuti o}, i o, imaju disjunktne
interiore.

S druge strane, akosu i, j € {1,...,m},i # jte p € {l,...,k}, g € {1, ...,k;} onda je

U;,QAi, U;QAJ 0" CA, éQAJ-
iz Cega slijedi da 0'; 1 0';' imaju disjunktne interiore.

Nekajei € {I,....,m}1ip € {1,...k;}. Tvrdimo da se o nalazi u zatvorenoj poluravnini
odredenoj s p; za svaki j € {1,...,n + 1}.

Za j = n+ 1 ovo slijedi iz toga kako smo konstruirali trokute (2.2).

Ako je j < nonda se A; nalazi u zatvorenoj poluravnini odredenoj s p; pa je jasno da se i
0'; nalazi u istoj zatvorenoj poluravnini. O

Lema 2.19. Neka je (M,"Y, f) ravnina te neka je A trokut u ovoj ravnini s vrhovima A, B
i C. Neka je S C M takav da se za svaki p € {AB, BC, AC} S nalazi u jednoj od dvije
zatvorene poluravnine odredene s p. Tada je

SCAiliSN A= 0.

Dokaz. Neka je K4 poluravnina odredena pravecem BC koja sadrZi tocku A, te neka je
K, =K, UBC. Analogno definiramo K, K¢, Kzi KC
Znamo da je

A=K,NKznNKc.

AkojeS C Ky, S CKziS CKc,ondajeS CA. Ako S ¢ K,, ondaje S N K, = 0. No,
ACK, = ACKs = SN A=0

Do istog zaklju¢ka dolazimo ako § ¢ Kz ili S ¢ Kc. O

Propozicija 2.20. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka su o, Ay, ...,A,, n € N trokuti. Tada

postoje trokuti Ty, ..., T,,, m € N s medusobno disjunktnim interiorima ¢ija je unija jednaka
o te takvi da za svaki i € {1,...,m} i svaki j € {1, ...,n} vrijedi

T; C AJ' ili TN AJ‘: 0
Dokaz. Za j€{l,...,n}nekasuAj;, B;iC; vrhovi trokuta A;. Promotrimo pravce

AlBla A]C], BlCl A2B2’ AZCZ’ BZCZ '--’Aan9 Ancn’ BnCn (23)



29

Prema Teoremupostoje trokuti 74, ..., 7,,, m € N s medusobno disjunktnim interiorima
Cija je unija jednaka o te takvi da se za svaki i € {1, ..., m} i svaki pravac p iz 7; nalazi
u jednoj od dvije zatvorene poluravnine odredene s p.

Nekajei € {1,...,m} te neka je j € {1,...,n}. Tada za svaki p € {A;B;, A;C;, B;C;} vrijedi
da se 7; nalazi u jednoj od dvije zatvorene poluravnine odredene s p.

Prema tome, iz Leme [2.19|slijedi da je

T, C AJ ili TN Aj: 0.
O

Propozicija 2.21. Neka je (M, VY, ) ravnina. Neka su A, i A, trokuti. Tada postoji konacna

Sfamilija trokuta F koji su sadrZani u A, koji ne sijeku A,, Ciji su interiori medusobno
disjunktni takva da je

AJUA, = U A.

AeF U{A}

Dokaz. Prema Propoziciji postoje trokuti 7y, ..., T,,, m € N s medusobno disjunktnim
interiorima takvidaje Ay = 7y U...Ut, izasvakii € {1,...,m} vrijedi 7; C A, ili ;N Ay= 0.

Neka je ¥ skup svih 7;, i € {1, ..., m} takvih da je T;N A02= (0. Neka je
A=F U{Ay}

Tada je A konacna familija trokuta s medusobno disjunktnim interiorima. Tvrdimo da je
unija svih trokuta iz A jednaka A; U Ay, t.

UA = A UA,.
AeA

Ocito je Upea A € Ay U A;.
Obratno, akoje T € AjUA,ondaje T € AyiliT € Ay \ A,.

1. AkojeT € Ay,ondajejasnodaje T € |Jpcq A.
2. AkojeT € A\ Ay,ondajeT € 1;,i €{l,...,m}.

Znamo da je 7; C A, ili ;N A= 0. No, 7; € A, ne moZe vrijediti jer T ¢ A,. Dakle,

T,‘ﬂAzZQ = TiET = 1, € A

Dakle, T € [Jpea A.
Prema tome Ay U Ay = [Jaeruia,) A O
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Definicija 2.22. Neka je (M,Y, f) elementarna ravnina. Neka je I1 C M. Za Il kaZemo da
je poligon u (M,Y, f) ako postoji n € N i trokuti Ay, ..., A, t.d. je

[IT=AU..UA,.
Primjer 2.23. Svaki trokut je ocito poligon (zan = 1).

Uoc¢imo: Ako je (M,VY, f) elementarna ravnina te ako su II; i II, poligoni, onda je
IT; U I, poligon.

Teorem 2.24. Neka je (M, Y, f) ravnina. Tada se svaki poligon u ovoj ravnini moZe napi-
sati kao unija konacno mnogo trokuta s medusobno disjunktnim interiorima.

Dokaz. Dokazimo indukcijom po n sljedece: ako su Ay, ..., A, trokuti, onda se A} U...UA,
moze napisati kao unija konacno mnogo trokuta s medusobno disjnktnim interiorima.
Zan = 1 tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

Neka su Ay, ..., A, trokuti. Prema induktivnoj pretpostavci postoje trokuti oy, ..., 07, m €
N s medusobno disjunktnim interiorima takvi da je

A] U...UAn =0 U..Uaogy,.
Stoga je
A] u..u A,H_] = (A] u..u An) U A,H_] = (0'1 U...uU O'm) U An+1
= (1 UA DU U(0, UAL)

Nekajei € {1, ..., m}. Prema Propoziciji[2.21|postoji kona¢na familija trokuta #; s medusobno
disjunktnim interiorima takva da je A C o; za svaki A € F; te

AN A, =0 i U A=0;UA,,
AeFiUlA 41}

Neka je
A=FU..UF, U{A1}

Tada je ‘A konacna familija trokuta. Neka su 71,7, € A, 71 # 7,. Razlikujemo 3 slucaja:
1. 1y, eFzaie{l,..,m}
Tada ocito 7, 1 7, imaju disjunktne interiore.
2. mef,nefzal, je{l,..mli#j

. . . o o .o . o o
Tadajet) Co;it) Coj,paizo; Nojj=0slijedit; N 7;=0.
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3. T1 € ?‘izaie {1,...,m}i7’2 = An+] ili T = An+1 iT2 € ﬂzaie {1,,m}

Tada je 7N 79]: 0.

Ja=UmvlJmu.v(JFr v =
=(JAuvawu( JRuamu. v JRua.m =
= (1 VUA )V (01 UAL DU ..U (0, UAL)

Imamo:

= A] U..u An+1

O

Propozicija 2.25. Neka je (M,Y, f) ravnina, neka je A trokut u ovoj ravnini te p pravac.
Tada je L
AnNp=0iliAnp={V}iliAnp=PQ

gdje je V vrh trokuta A, a P,Q € OA, P # Q.
Dokaz. Neka su A, B i C vrhovi trokuta A. Pretpostavimo da je A N p # (. Tada postoji

T e Atd. T € p. Tvrdimo da je
OANp #0.

Buduci da je T' € A postoji P € ABtd. T € CP. Pravac p sijece CcpP _pa prema Pashovom
aksiomu p sijece AC ili AP. Ovo znaci da p sijeCe AC ili AB (jer je AP C AB). Dakle, p
sijeCe OA. Razlikujemo dva slucaja:

1. p ne sijeCe niti jednu od otvorenih duzina (AB), (AC) i (BC)

Tada je pNOA neprazan skup koji sadrzi samo vrhove trokuta A. Kada bi p sadrZavao
dva razli¢ita vrha trokuta A, onda bi sadrzavao ¢itavu duzinu odredenu tim vrhovima,
Sto je nemoguce prema pretpostavci (1) sluaja. Stoga p sadrzi samo jedan vrh tro-
kuta.

Bez smanjenja opcenitosti neka je to vrh A. Tvrdimo da je

pNA={A}

U suprotnom bi postojala tocka 7' € 2 t.d. je T € p. 1z Propozicije [2.11|slijedi da je
T € (AP) gdje je P € (BC). 1z ovoga slijedi

AT =AP = p=AP = Pep.

Dakle, p sijece (BC), $to je nemoguce.
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2 p sijece neku od otvorenih duzina (AB), (AC) i (BC)

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da p sijeCe (AB).

Akoje A € pili B € p,ondaje p = AB, pa je po Lemi[2.12]

pNA=AB.

Pretpostavimo da A ¢ p i B ¢ p. Prema Pashovom aksiomu p sijece BC ili AC. Bez
smanjenja opcéenitosti pretpostavimo da p sijece BC.

Neka je Q € BCtd. Q € p. Tada Q ¢ AB. Naime, u suprotnom bismo imali
Q € ABN BC, pabi slijedilo Q = B, sto je nemoguce jer B ¢ p. Tvrdimo da je
pNA=PQ.

Jasno je daje PO C p N A.
Pretpostavimo da postoji 7 € pNAt.dT ¢ PQ. Buduéidaje T € pi T ¢ PQ prema
Lemi[I.19slijedi da je L L

PeTQiliQe PT.
Pretpostavimo da je P € TQ. Uoéimo daje T # P, stoga T ¢ AB (u suprotnom
imamo TP = AB, tj. p = AB paje Q € AB, §to je nemoguce).
Dakle, TQ N AB # 0 pa T i Q ne leZe u istoj poluravnini odredenoj s AB. No. to je

nemoguée prema Teoremu [2.6|jer su 7', Q € A. Analogno dobivamo da Q € PT vodi
na kontradikciju.

Dakle, AN p = PQ.

O

Lema 2.26. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka su A trokut i I segment takvi da je IN A # (.
Tada je I N A segment.

Dokaz. Neka je p pravac na kojem lezi I. OCito je tada p N A # 0. Prema Propoziciji[2.23
vrijedi da je p N A segment. Imamo

INA=UINnp NA=IN(pNA).

Prema Lemi skup I N (p N A) je segment.
Dakle, I N A je segment. O

Propozicija 2.27. Neka je (M, Y, f) ravnina, neka je A trokut te P € A. Tada je
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Dokaz. OCito je |gpesn PO C A.
Nekaje T € A. Akoje T = Pondaje T € (Jpepa PO.
Pretpostavimo da je 7 # P. Nekaje p = TP. Imamo T, P € p N A. Iz Propozicije
slijedi da je L
pNA=010,
gdje su Q, O, € AA. Stoga imamo T, P € Q;Q,. Prema Lemi|1.15|vrijedi

010, = Q1PUPQO,

Stogaje T € Q,Pili T € PQ,. Dakle, T € yesn PO.

Propozicija 2.28. Neka je (M, Y, f) ravnina, neka je A trokut te P eZ. Ako je p pravac
koji prolazi tockom P, onda p ne moZe sadrzavati tri razlicite tocke iz OA.

Dokaz. Neka su A, B 1 C vrhovi trokuta A. Pretpostavimo suprotno. Razlikujemo dva
slucaja:
1. Dvije od tih tocaka leZe na istoj stranici.
Tada je ta stranica podskup od p, pa je prema Lemi[2.12] p N A upravo ta stranica, $to
jenemoguée jerje P € pNA1iP eA.
2. Nikoje dvije od tih to¢aka ne leZe na istoj stranici.

Iz ovoga slijedi da se te tocke nalaze na razli¢itim otvorenim duZinama (AB), (BC)
1 (AC). Iz ovoga zakljucujemo da p ne prolazi niti jednom od tocaka A, Bi C. No
sada smo u kontradikeiji s Teoremom [1.24]

O

Propozicija 2.29. Neka je (M,Y, f) ravnina, neka je A trokut s vrhovima A, B i C te neka
je T € (AB). Neka su D i E tocke takve da je (DE) N (AB) = {T'}. Tada je

(DE)YN A% 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je D € AB. Tada je AB pravac koji sadrZi tocke Di T, no i DE
je takav pravac. Stoga je
AB=DE = D,E € AB.

Znamo da je (DE) N (AB) = {T'}, pa prema Lemi slijedi da (DE) N (AB) sadrZi barem
dvije tocke, Sto je nemoguce.
Dakle, D ¢ AB. Ovo povla¢i da E ¢ AB. Prema Pashovom aksiomu pravac DE sijeCe
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duzinu AC ili BC. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da sijece BC.
Neka je
Qe DENBC.

Pretpostavimo da je TQ C dA. Prema Propoziciji slijedi da je TQ podskup neke
stranice od dA. No

Te(AB) = T ¢ ACiT ¢ BC.
Stoga je TQ C AB. Takoder iz Q € BC slijedi T # Q. Sada su T i Q razli¢ite to¢ke koje
leze na pravcima DE 1 AB, pa je DE = AB, Sto je nemoguce. Dakle,

TO ¢ dA.

No, ogito je TQ C A. Iz ovoga slijedi da postoji to¢ka P € (TQ) t.d. je P € & Iz Leme
2.28|slijedi da je

(TQYCA.
Neka je p = DE. Odaberimo <€ f(p) t.d. T < Q. Bez smanjenja opCenitosti pretposta-
vimo da je D < E. Tada imamo da je D < T < E. Razlikujemo dva slucaja:
1. E<XQ
Imamodaje D < T < E < Q. Znamo da je T # E. Odaberimo to¢ku F' € (TE).
Tada je F € (DE)i F € (TQ), paje F € A. Dakle, (DE) N A# 0.

2. O<F
Imamodaje D < T < Q < E. Tada je (TQ) C (DE). Odaberimo tocku F € (T Q).
Tadaje F e Ai T € (DE). Dakle, (DE)YN A# 0.

O

Propozicija 2.30. Neka je (M,Y, f) ravnina, neka je A trokut te P € 2 Neka su Qy, 0, €
0A, Q1 # O,. Tada je
PO, N PO, ={P}

Dokaz. Jasno je da je {P} C PQ; N PQ,.
Pretpostavimo da postoji
TEPQIQPQz, T + P.

[zT € PO, 1T € PQ, slijedi

QlaQ2€TP = Ql,QzeTPﬂA.
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Prema Propoziciji imamo TP N A = Q304 gdje su Q304 € 0A, Q3 # Q4.
Dakle, Qi, 0>, Q3 1 Q4 su tocke iz JA koje pripadaju pravcu T P. Prema Propoziciji [2.28

slijedi da je

01=03,0,=041li 01 = 04, 02 = 0s.
U svakom sluCaju TPNA = 0105, t. T, P € 0,10;.
IzP e Q,0,iLeme zakljuCujemo da je

PQ, N PQ, = {P}.

No, T € PO, N PQ, 1T # P, §to je nemoguce.
Dakle, zaklju¢ujemo da je PQ N PQ, = {P}. O

Propozicija 2.31. Neka je (M, Y, f) ravnina te neka su Ay i A, trokuti takvi da je Ay N Ay=
0. Tada je

A]m AOQ: @

Dokaz. Prema Propoziciji postoje trokuti 7y, ..., 7,,, m € N Cija je unija jednaka A; te
takvi da za svaki i € {1, ..., m} vrijedi

T; C Az ili TN AZI 0.
No, 7; € A, ne moZze vrijediti.

Pretpostavimo suprotno. Tada je 7, C Ay. No,

o
o
TigAl :>T,'QA1

Dakle, 781' C Ay N A,. Sto je nemoguce jer je To,-i 0,aA; NA=0.
Zakljucak: 7,0 Ay= 0 paje AN A= 0. O

Propozicija 2.32. Neka je (M,VY, f) ravnina te neka je A trokut. Neka je S konveksan
podskup od OA. Tada je S sadrian u nekoj stranici od A.

Dokaz. Neka su A, B 1 C vrhovi trokuta A. Imamo dva slucaja.

1. § sijece neku od otvorenih duZzina (AB), (CB), (CA)

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da S sijeCe (AB). Neka je
PeSnN{AB).

Tvrdimo da je tada S C AB.



36 POGLAVLIJE 2. TROKUTI

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji Q € S t.d. Q ¢ AB. Slijedi da je
Q € ACili Q € BC.

Bez smanjenja opCenitosti pretpostavimo da je Q € AC. Dakle, P,Q € S, pa buduéi
da je S konveksan skup vrijedi PQ C S. Jasno je da je Q # A (jer Q ¢ AB).
Pretpostavimo da je Q = C. Tada je (CP) € CP C S. No, prema Propoziciji
(CP) C A, sto je nemoguce jer je @ # (CP) C SN A= 0.

Stoga je Q # C, paje Q € (AC). Uocimo da su tocke A, C i P nekolinearne. Neka je
o trokut s vrhovima A, C 1 P. Ocito je

CCASGCAD (POYCTCA

pa slijedi da je (PQ) C & Sto je nemoguce jer je (PQ) C S.
Dakle, S C AB.

2. S C{A,B,C}

Tada S ne sadrzi dva vrha trokuta A jer bi u suprotnom sadrzavao i sve tocke na
otvorenoj duZini odredenoj s ta dva vrha, Sto je nemoguce zbog S C {A, B, C}. Dakle,

S={A}iiS ={B}ili S = {C}.

O

Propozicija 2.33. Neka je (M, Y, f) ravnina. Nekasu A,Be€ M, A # Bten e Nioy,...,0,
trokuti takvi da je (AB) C o U ... U 0. Tada je

ABC o U.. U0y,

Dokaz. Dokazimo prvo tvrdnju propozicije uz pretpostavku da je o; N (AB) # 0 za svaki
iefl,.., n}
Neka je p pravac na kojemu leze tocke A i B, te neka je <€ f(p) t.d. A < B. Prema Lemi

o; N AB je segment.
Neka su C;, D; € ABtd. je o, NAB = C;D; te C; < D;. Za svakii € {1,...,n} vrijedi A < C;
i D; < B. Dokazimo da je

AeoU..Uaog,.

Pretpostavimo suprotno. Tada A ¢ o za svaki i € {l,...,n} iz Cega slijedi da za svaki
iefl,..,n}vrijediA #C; (Jerje C; € 0;),paje A < C,.
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Neka je ip € {1,...,n} t.d. je C;; < C; zasvakii € {1,...,n}. Buduc¢i da je A < C;, vrijedi
(AC;)) # 0. Neka je T € (AC,,). Jasno je da je

(AC;,)) CS(AB) => T € (AB),

papostojii € {1,...,n}td. T € o;.
Stoga je L
Teo,NAB = Te(CD;, = C; <T.

S druge strane, T € (AC;) povlaCi T < C
kontradikcijis C; < T.

Zakljucak: A € o U ... U g,,. Isto tako dobivamo B € oy U ... U 0. 1z toga slijedi tvrdnja
propozicije u slucaju kada svaki o; sijeCe (AB).

Pretpostavimo sada da neki o7; ne sijeku (AB). Neka je

iv» pPazbog C;y < C;imamo T < C;. Ovo jeu

S={ief{l,..,n}|o;N{AB) = 0}.
Tada je S # 0, pa postoji k € N t.d. je S = {iy, ..., iy} za neke iy, ..., iy € {1,...,n}. Tada je
<AB> - (O U...u Tis

pa iz dokazanog slijedi da je ABC o, U..Udog.
Stogaje ABC oy U ..U, O

Propozicija 2.34. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka su Ai oy, ...,0,, n € N trokuti t.d. je

AC oy U ...U0o,. Tada je
ACoyU..Uo,.

Dokaz. Neka su A, Bi C vrhovi trokuta A. Neka je T € 0A.

1. slucaj: T € (AB)iliT € (AC)ili T € (BC)

Bez smanjenja opcéenitosti moZzemo pretpostaviti da je T € (AB).

Prema Propoziciji[2.11|vrijedi (CT) C g Stoga je

(CT) CoqU...Ugy,.
Iz Propozicije [2.33] slijedi da je
CTCoU...U0,.

StogajeT € oy U ...U 0y,
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2.slu€a: T=AiT=BiiT=C

Bez smanjenja opcCenitosti uzmimo da je 7 = C. Odaberimo tocku 7, € (AB).

Prema Propoziciji 2.11] vrijedi (CT;) C 5 Analogno kao i u prethodnom slucaju
dobivamo CT; C oy U ... U 0,. Stoga je

CeoqU..Uog, > TeoU..Uo,.

ZakljuCujemo daje JA C oy U...Uo,. Stogaje AC oy U...U0o,. O

Lema 2.35. Neka je (M,Y, f) ravnina. Neka je o trokut s vrhovima A, B i C, te neka je T
trokut s vrhovima A, B i D, pri ¢emu se tocke C i D nalaze u istoj poluravnini odredenoj s
pravcem AB. Tada je

onT#0
Dokaz. Odaberimo T € (AB). Neka je E to¢ka t.d. je T € (ED). (Takva tocka sigurno
postoji prema definiciji P*-ravnine.) Imamo

(AB) N{ED) = {T}.

Iz Propozicije [2.29|slijedi da je (ED)N o#0.
Neka su K i L poluravnine odredene pravcem AB, pri ¢emu je D € K. Znamo da je tada i
C € K. Iz Leme [2.14|slijedi da je & C K. OCito je

DENAB+0iE ¢ AB.

U suprotnom bi E, T € AB povlacilo D € AB, §to je nemoguce.
Dobivamo da je E € L. Imamo

T e AB = (TE)C L.

Zasto? Sigurno je TE C LU p (jer je zatvorena poluravnina konveksan skup), pa je posebno
(TE) C LU p. Ako bi za tocku T’ € (TE) vrijedilo T’ € p, onda bismo imali

T',.Tep = Ee€p,
Sto je r:emoguc’e. To znaéioda je{TE) C L.
Zbog o C K sada imamo o N(TE) = (. Vrijedi
(DE) =(DT) U{T} U(TE),
pa (DE)N 0% 0 povladi (DT)yN o+ 0.

S druge strane prema Propoziciji vrijedi (DT) C T,
Zakljutak: o N T 0. O



Poglavlje 3

Kompleksi trokuta

3.1 Kompleksi duzina

Definicija 3.1. Neka je (M, Y, f) elementarna ravnina. Za konacnu familiju podskupova
D od M kazemo da je kompleks duZina ako vrijedi sljedece:

(1) Svaki element od D je duZina koja sadrzi barem dvije tocke.

(2) Akosul,J € Dtd I # JondajelNJ =0ililNJ={A} gdje je A krajnja tocka i
odliodl.

Ako je D kompleks duZina u ravnini (M, ¥, f) onda sa D° oznacavamo skup svih A € M
takvih da je A krajnja tocka nekog segmenta iz D.

Propozicija 3.2. Neka je (M., f) elementarna ravnina. Neka su A,B € M, A # B, te
neka je S konacan podskup duZine AB takav da su A, B € S. Tada postoji kompleks duZina
D takav da je

| Ji=2BiD"=5.

IeD

Dokaz. Skup S je konacan 1 ima barem dva elementa jer su A,B € S.

Neka je p = AB, te neka je <€ f(p) t.d. je A < B. Budu¢ida je S C p te da je < uredaj na
p, S moZemo zapisati u obliku {sy, 51, ..., s,} gdjejen e Ni sy < 51 < ... < §,_1 < Sp.

Iz S QﬁslijediA <spis, < BpazbogA,B€S imamo A = syiB =s,.

Neka je

D={s;s;:11i€{0,..n—1}}.

39
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Koristeéi Propoziciju dobivamo

n—

Ji-

1
SiSi+1 = SoSp = AB.
IeD i=0

Nekasul,J € D,I # J. Tada je

I = SiSi+11 J = S8+l

zaneke i, j € {0,...n — 1} takve daje i # J.
Zelimo pokazatidaje INJ =0Qili I nJ = {V} gdje je V krajnja tockaiod Iiod J. U tu
svrhu bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti daje i < j. Tadajei+ 1 < j, pa
razlikujemo dva slucaja:
l.i+1<j
Tada je s;4; < s;. Tvrdimo da je tadal N J = 0.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji X € I N J, paslijedi X < s, < 5; < X, .
X < X, §to je kontradikcija.
2. i+1=j

Imamo

INJ =5:Siv1 N Siv18is2,
pa prema Lemi zakljuCujemo daje I N J = {s;11}).

Ovime smo dokazali da je D kompleks duZina.
Iz definicije od D je jasno da vrijedi D° = §. o

Lema 3.3. Neka je (M,'Y, f) elementarna ravnina. Neka je D kompleks duZina te neka je
I €D, I=AB. Tada je
D°nI={A, B}

Dokaz. Jasno je da je
{A,BycD'nl.

S druge strane pretpostavimo da postoji C € D° NI td. jeC#AiC # B.
Iz C € D° slijedi da postoji J € D t.d. je J = CD zaneki D € M.
Prema Propoziciji|l.10/imamo I # J. Ovo zajednos I,J € DiINJ # QO povlaci INJ = {V}
gdje je V krajnja tockaiod I1iod J.
Jasno je da je
CelnJ = C=V.
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Dakle, C je krajnja tocka od /, Sto je nemoguce.
Zakljutak: D' N1 = {A, B). i

Definicija 3.4. Neka je (M, Y, f) elementarna ravnina te A C M. Za kompleks duZina D
kaZemo da je segmentacija skupa A ako je

Jr=a
IeD

Propozicija 3.5. Neka je (M,VY, f) elementarna ravnina, te neka je A trokut s vrhovima
A,BiC. Neka je S konacan podskup od 0A takav da je A, B,C € S. Tada postoji segmen-
tacija D skupa OA takva da je

D =5.

Dokaz. 1z Propozicije slijedi da postoji segmentacija D5z segmenta AB takva da je
0 -
D=5 NAB.
Isto tako zaklju¢ujemo da postoje segmentacije D, 1 Dy segmenata AC i BC takve da je
0 _ Yok s U RC
D=5 NACIDL =S NnBC.
Definirajmo
D= QFAB U QFAC U Dﬁ

Dokazimo prvo da je O kompleks duZina.
Ocito je da su elementi od D duZine koje sadrze barem dvije tocke.
Nekasul,J € Dtd. je I # J. Zelimo dokazatidaje INJ = Qili I N J = {V} gdje je V
krajnja to¢kaiod I 1iod J.
Ovo je jasno ako su
I,J e Dilil,J € Dirilil,J € Dy

Inace, bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da je I € D1 J € D45. Pretpos-
tavimodaje INJ # 0. Imamo/ C ABiJ C AC, paje
INnJCABNAC CABNAC = {A}.
Dakle,
INJC{A}IINJ#0 = INnJ={A}.

Stogaje A€ liA e J,paiz Leme[I.23]slijedi da je A krajnja tockaiod /iod J.
Prema tome D je kompleks duZina.

Vrijedi:
UI: U 1U U 1V U 1=ABUAC UBC = dA.
IeD 1eD5 1eD5= IeDge
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Dakle, D je segmentacija od JA.
Nadalje,
0 _ g 0 0 _ Y A R
D =D;VDUD- = NAB)U(S NAC) U (S N BC)

=SNABUACUBC)=SNdA =S.

3.2 Kompleksi trokuta

Definicija 3.6. Neka je (M,Y, f) ravnina, te neka je K konacna familija trokuta takva da
za sve 0,7 € K takve da je o # 7 vrijedi jedno od sljedeceg:

(1) oNnt=0
(2) o NTjestranicaiodoiodTt
(3) ont={V}gdjejeVvrhiodoiodr.
Tada za ‘K kaZemo da je kompleks trokuta u (M, P, f).

Definicija 3.7. Neka je (M,Y, f) ravnina, A C M te ‘K kompleks trokuta takav da je

| Jo=a.

oek

Tada za K kazZemo da je triangulacija skupa A.

Propozicija 3.8. Neka je (M,Y, f) ravnina. Neka je A trokut, te neka je D segmentacija
od 0A. Tada postoji triangulacija ‘K od A takva da je za svaki o € K o N 0A stranica od
o, te takva da je

[cNoA|oeK}=D.

KaZemo da je ‘K triangulacija od A podredena segmentaciji D.

Dokaz. Odaberimo tocku P € E Zal € D oznadimo sa
P=x1

trokut s vrhovima P,C 1 D gdje su C 1 D krajnje tocke od /. Uocimo da je ova definicija
dobra, tj. da su tocke P, C i D nekolinearne.

Naime, prema Propoziciji [2.32] segment / je podskup neke stranice trokuta A. Neka je to
AB, gdje su A i B vrhovi od A. Tada C i D leZe na pravcu AB, pa kada bi P,C i D bile
kolinearne to¢ke onda bi i P leZala na AB, $to bi povladilo P € ABN A = AB. To je
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nemoguce jer je P € 2
Neka je
K={P=I|I¢c D}

Dokazimo da je K kompleks trokuta.
Nekasuo,7 € K, o # 7. Tada je
oc=Pxlit=P=xJ,
gdjesu l,J € D, 1 # J. Bududi da je D kompleks duZina vrijedi INJ =0iliI N J = {V}
gdje je V krajnja tockaiod /1od J.
1. sluéaj: INJ =0
Koriste¢i Propoziciju dobivamo
o0t = PPy = | |PTin| JPT,= | ] PTinPL= | ) (P1=(P}

Tiel Ted Tiel, Trel Tiel, Trel
Dakle, c N7 ={P},aolitoje Pvrhiod o iod .
2. slucaj: I'NnJ = {V} gdje je V krajnja tockaiod /1 od J
Prema Propoziciji [2.30

o-mT:(P*I)m(P*J):UP_T]m UP_T2= U PT, NPT,

Tel TreJ T€l, TreJ
= ( U PT, N PT,) UPV = {P}UPV = PV.
T€l, TrelJ, T\#T>
Buduéi da su P i V vrhovi trokuta o, PV je stranica od o
Isto tako PV je stranica od J.

Ovime smo pokazali da je K kompleks trokuta.
Dokazimo sada da je
U o=A.

oeK

Za svaki o € K vrijedi da je o trokut Ciji su vrhovi iz A. Stogajeio C A.

Prema tome, |, <4 0 C A.

S druge strane neka je 7 € A. Prema Propozicijipostoji Q € 0Atd. T € PQ. Bududi
da je D segmentacija od 0A postoji I € D t.d. je Q € I. Tada je

POCPxl = TePxl.
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Dakle, A C [Jyex 0

Zakljucujemo da je | e 0 = A. Ovime smo dokazali da je K triangulacija od A.
DokaZimo sada: ako je T € dA onda je PT N dA = {T}.

Pretpostavimo da postoji totka Q € PT N dA t.d. je Q # T. Imamo

QePT = PQCPT = PQNPT =PQ

S druge strane, prema Propoziciji PQ N PT = {P}. Dakle, PQ = {P},tj. P = Q, ato
je nemogude jer je P €A. L
Neka je o € K. Tada postoji I € Dt.d. je o = P+I. Uoc¢imo da je tada o = | J;; PT.Prema
prethodnoj tvrdnji imamo

anaA:QJﬁﬂmaA:LJ@Tmam:LJu}:L

Tel Tel Tel

Dakle, o N A je stranica od 0. Ovime smo ujedno pokazali da je o N JA € D, te da za
svaki I € D vrijedi I = o N 0A zaneki o € K (tj. za o = P = I). Prema tome

{ocNIA|o e K} =D.
O
Teorem 3.9. Neka je (M,Y, f) ravnina. Neka je ¥ konacna familija trokuta s medusobno
disjunktnim interiorima. Neka je
m=| JA.
AeF
Tada postoji triangulacija K od I takva da za svaki o € K postoji A € F t.d. je o C A.

Dokaz. Neka je S skup svih tocaka koje su vrh nekog trokuta iz . Skup S je ocito
konacan. Neka je A € . Promotrimo skup dA N S. Taj skup je konacan podskup od 9A i
sadrZi vrhove od A. Prema Propoziciji 3.5| postoji segmentacija D, od 0A t.d. je

D =5 NaA.

Prema Propoziciji 3.8| postoji triangulacija K, od A podredena D,.
DokaZzimo prvo da je (e Da kompleks duzina. Dovoljno je dokazati da ako su A}, A, €
Ftd jeA) #Mtel e Dy iJeDytd jel # J,ondajeINJ =0iliInJ={V}gdje
je V krajnja tockaiod I iod J. Pretpostavimo daje I N J # 0.

1. slucaj: 1, J leZe na istom pravcu

Neka je I = AB, J = CD, gdje su A, B,C, D € M. Prema Lemi slijedi da je

A€eCDiliBeCDiliC € ABiliD € AB.
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Bez smanjenja opéenitosti uzmimo da je A € CD. Uo&imo sljedece:
IeDy =AeD) = AES.

Nadalje,
J €Dy, = JC A = CDC A = A€,

Dakle,
AcdMNS = AeDy = AcD} NJ.

Prema Lemi slijedi da je D} N J = {C,D}. Dakle, A € {C, D}. Bez smanjenja
opcenitosti uzmimo da je A = C.
1. Ae BD
1z Leme|1.12]slijedi da je BA N AD = {A}, tj. I N J = {A)}.
2. Be AD,tj. BeCD

Analogno kao §to smo zakljucili da je A € {C, D} dobivamo B € {C, D}, tj.
B € {A, D}. Stoga je B = D. Prema tome [ = J, §to je kontradikcija.

3. De AB

Imamo D € DY jerje J € D,,. Stogaje D € S.
S druge strane

DeAB = DedA = DedA NS = DeD .

No, D € AB, a ABN Z)g1 = {A,B}. Dakle, D € {A, B}, paje D = B (jer je
A = C). Stoga je I = J, $to je kontradikcija.
2. slucaj 11 J ne leze na istom pravcu
Tvrdimo da je I N J jednoclan skup. Pretpostavimo suprotno.

Tada zbog I N'J # O postoje E,F € INnJtd. E # F. Ako je p pravac na kojem
lezi I (takav sigurno postoji) onda su E, F € p, paje p = EF. Dakle, I C EF. Isto
tako dobivamo 1 J € EF. Ovo je sada u kontradikciji s ¢injenicom da I 1 J ne leze
na istom pravcu.

Dakle, I N J = {V}. Tvrdimo da je V krajnja tocka i od I i od J. Pretpostavimo
suprotno.

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da V nije krajnja tocka od 1.

Imamo
I=ABiJ=CD,
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gdje su A,B,C,D € M. Dakle, V € (AB). 1z ovoga slijedi da je V € (CD). U
suprotnom bismo imali V = C ili V = D, a to bi znacilo da (AB) sadrZi tocku iz
S NoOA, (C,D e S), dakle, tocku iz Z)OAI. Ovo je nemoguce jer je Z)g1 NAB = {A, B)
(prema Lemi [3.3).

Dakle, V € (AB) 1 V € (CD). Budu¢i da je I € D,, imamo I C JA,, pa prema
Propoziciji[2.32]slijedi da I leZi na nekoj stranici od A;. Oznac¢imo s A’, B’, C” vrthove
trokuta A; t.d. je I C A’B’. Dakle, AB C A’B’ pa iz Leme [1.36] slijedi da je (AB) C
(A’B’).

Stoga

Ve(CD)N(A'B’y = (CD)N(A’B") = {V}.

Naime, kada bi u (CD) N (A’B’y postojala toka W # V onda bi vrijedilo CD C VW
1A’B’ € VW, §to je u kontradikciji s ¢injenicom da / i J ne leZe na istom pravcu.

Iz Propozicije [2.29|slijedi da je (CD)N A;# 0. No,

(CD)Y COA, C Ay = AN A#ED.

S druge strane, znamo da je A, N A= 0 pa prema Propoziciji [2.31] slijedi da je

AN A= 0, Sto je nemoguce. Dakle, V je krajnja to¢kaiod I1iod J.

ZakljuCak: | Jxeq Da je kompleks duZina.
Dokazimo sada da je |y Ka kompleks trokuta.
U tu svrhu dovoljno je pokazati sljedece: akosu A, Ay € F, A # Ay te 0 € Ky, 1T € Ky,
takvidajeo Nt # 0,ondaje o NtstranicaiodoiodriliocNt={V}gdjejeV vrhiod
oiodr.
Imamo

O'QAliTgAz = O'ﬂTgAlmAQ.

Buduéi daje Ajn Ay=01A; NA, = 0 prema Propoziciji|2.31| vrijedi

ALO Ay = (A UBA) N Ay = (A NAY) U (0A; N AY) = A, N A,
= 0A, N (Ay UBA) = (OA1N Ay) U (9A, N OA) = DA, N DA,
Dakle, A; N A, = A N OA,, pa zakljuCujemo da je o N 7 C 0A| N JA,. Stoga je
onNt=(0NT)N(OA NIAy) = (0 NIA) N (T NOA).

Dakle,cNnt=INnJgdjejel = ocNIA,1J =1NJIA,. Po konstrukciji od K,, imamo [ je
stranica od o te da je I € Dy, . Isto tako J je stranica od 71 J € D,,.
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1. 1=1J

Tadajeoc N7t =1=J.Dakle,c N7jestranicaiod oiodr.

2.1#J

Buduci da su I i J elementi familije (e Da te da je ta familija kompleks duZina
imamo INJ =0ili I NnJ = {V} gdje je V krajnja tockaiod /i od J. No,

INJ=ocnt+#0.

Stogaje INJ = {V} gdje je V krajnja tockaiod /1o0d J. Slijedidaje V vthiod o1
od 7, aimamo o N7 = {V}.

Zakljucak: | Jaer Ka je kompleks trokuta. Imamo:
) e=UdJo=]a=m
g€Uper Ka AEF oeKp AeF

Dakle, (Jaer K je triangulacija od II.
Ocito za svaki 0 € |Jyeq Ka postoji A € F t.d. o CA. O

Teorem 3.10. Neka je (M,Y, f) ravnina. Tada svaki poligon u ovoj ravnini ima triangula-
ciju.

Dokaz. Ovo slijedi direktno iz Teorema |2.24{i Teorema (3.9 O

Definicija 3.11. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka je K konacna familija trokuta takva da
za sve o, T € K, o # T vrijedi

onT=0.
Tada za K kaZemo da je polukompleks trokuta u (M, Y, f).

Napomena 3.12. Neka je (M, Y, f) ravnina te neka je K kompleks trokuta u toj ravnini.
Tada je K polukompleks trokuta.

Ovo slijedi direktno iz definicije kompleksa trokuta.

Definicija 3.13. Neka je (M,Y, ) ravnina te neka su K i L polukompleksi trokuta. KaZemo
da je L subdivizija od K ako je
Je=Ur

oK el

te ako za svaki T € L postoji o € K t.d. jet C 0.
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Propozicija 3.14. Neka je (M, Y, f) ravnina te neka su K i L polukompleksi trokuta t.d.
je L subdivizija od K. Neka je oy € K. Neka je A ={r € L|1 C 0y}. Tada je

UT:(T().

TEA

Dokaz. OCito je | J;eq T € 0.
Obratno, nekaje T € 0. Tada je

TGUO':>T€UT

oekK el

jer je L subdivizija od K.
Tozna¢idaje T € T zaneki 7 € L. Postoji o € K t.d je T C 0. Uocimo da je

TEOo'OnO' = OS()QO'?&@.
Pretpostavimo da je oy # 0. Bududi da je K polukompleks trokuta vrijedi
Oc') o N 8’ =0,

pa iz Propozicije slijedi da je oo No =0, §to je nemogude.
Dakle, 0y = 0. Prema tome,

TCOoyg > TEA = TEUT.
TeEA

Ovime smo dokazali da je 9 C J,eq T-
Iz Propozicije slijedi da je 09 € |J,en 7. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Korolar 3.15. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka je & polukompleks trokuta. Tada postoji
kompleks trokuta K t.d. je K subdivizija od F .

Dokaz. Ovo slijedi direktno iz Teorema[3.9 m|

Propozicija 3.16. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka su ‘K, L i G polukompleksi trokuta
t.d. je K subdivizija od L te L subdivizija od G. Tada je K subdivizija od G

Dokaz. Ovo slijedi direktno iz definicije subdivizije. O

Teorem 3.17. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka su K i L kompleksi trokuta t.d. je
Jo=Jr
ek el

Tada postoji kompleks trokuta G takav da je G subdivizija i od K i od L.
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Dokaz. Neka je o~ € K. Prema Propoziciji 2.20] postoji polukompleks trokuta - takav da

je
UT:O'

T€F s

itakav dazasvakite F,isvakiA € Lvrijedit CAiliTnN 3: (0. Neka je
g=J7
ogek

Tada je G’ polukompleks trokuta. Naime, ako su 71,7, € G’, 71 # T2, onda imamo dva
slucaja:

1. Postojio € K td. suty, 7, € F,.

Jasno je da je 1N T=0 jer je ¥, polukompleks trokuta.
2. Postoje 01,0, € K, 01 £ o td. sut) € Fpr, 1 T2 € Ty

Imamo
. o o ., o o
TI1COo11TC0y 2171C01 1 T,C0,.

Buduéi da je K kompleks trokuta imamo o1 N oa= 0, paje
‘l?l ﬁ?fzg(;l 0022:>7?1 ﬂ‘lgzz 0.

Dakle, G’ je polukompleks trokuta.
Tvrdimo da je G’ subdivizijaiod K i od L. Imamo

Ur-UUo-Uo

T€G’ geK 1€F, oeK
pa vrijedi i
U 7= U o (3.1)
T€G’ oel

Ocito je svaki 7 € G’ podskup nekog o € K. Ovo znaci da je G’ subdivizija od K.
Neka je 7 € G'. Tvrdimo da postoji A € Lt.d. je 7 C A.
Pretpostavimo suprotno. Znamo da je T € ¥, za neki o € K. 1z konstrukcije 7, slijedi da
je
TN A=0

za svaki A € L. 1z Propozicije [2.31] slijedi da je

TNA=0
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za svaki A € £. Odaberimo T €7 (takva sigurno postoji). Tada je T € 7, pa je prema ll
T € U o,

Sto znaci da postoji A € Ltd. je T € A. Dakle, T €T NA, §to je nemoguce jer je
T NA=0.

Dakle, postoji A € L t.d. je T € A. Ovo znaci da je G’ subdivizija od L.

Prema Korolaru [3.15] postoji kompleks trokuta G t.d. je G subdivizija od G'. 1z Propozicije
3.16|slijedi da je G’ subdivizijaiod K iod L. O

Lema 3.18. Neka je (M,Y, f) ravnina, neka je K kompleks trokuta, te neka su o, v € K.
Neka su Ai B, A # B, vrhovi trokuta o, a T vrh trokuta t. Tada

T ¢ (AB).
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, 7 € (AB). OcCitojetadaoc #tio Nt # 0.

. oNtjestranicaiodociodt

Neka je C treéi vrh od 0. OCito T ¢ ACi T ¢ BC. Stoga
ocN71=AB = ABje stranicaod .

Ovo znacidasu A, Bvrhoviod r,paT € (AB) povla¢idasu A, BiT svi vrhoviod 7
i ujedno i kolinearne tocke. To je nemoguce.

2. o0nNnt={V}gdjeje Vvthiodoiodr
IzT € oNtslijedidaje T = V. Prema tome, T je vrh od o, $to je nemoguce jer je
tocka T kolinearna s A1 B.

Dakle, T ¢ (AB). O

Propozicija 3.19. Neka je (M,Y, f) ravnina, neka je A trokut te neka je K triangulacija
od A. Neka je I stranica nekog trokuta iz K, te neka su A i B tocke takve da je I = AB.

(1) Ako je (AB)N Z # 0, onda postoje tocno dva razlicita trokuta o i T iz K kojima je 1
stranica. Ako je Cy vrh od o koji ne leZi na I te C, vrh od T koji ne leZi na I, onda C,
i C, leZe u razlicitim poluravninama odredenima s AB.

(2) Ako je (AB)N 3: 0, onda postoji tocno jedan trokut iz K kojemu je I stranica i
vrijedi da je I podskup neke stranice od A.
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Dokaz. (1) Neka je (AB)N A # 0.

Neka je o € K t.d. je AB stranica od o. Tada su A, B vrhovi od o. Neka je C treéi
vrh od 0.

Odaberimo 7 € (AB)N & Neka je p = TC. Odaberimo <€ f(p) td. je T < C.
Prema Propoziciji [2.25]imamo L
pNA=PQ,

gdje su P,Q € 0A. Izovogaslijedidaje P+ TiQ # T.
Tvrdimo daje P < T ili Q < T. U suprotnom bi vrijedilo

T<PiT<Q = T<P<QiliT<Q<P = T¢PQ.

No, to je nemoguée jerje T € pN A = PQ.

Dakle, P < T ili Q < T. Bez smanjenja opéenitosti uzmimo da je P < T. Iz ovoga
slijedi da je T < Q. (U suprotnom bismo imali Q < T pa bismo opet dobili da
T ¢ @.) Imamo

P<TiT<Q = P<Q,

pa zbog C € PQ imamo C < Q. Dakle, P< T < C < Q.

Neka su K i L poluravnine odredene pravcem AB t.d. je C € K. Imamo PC N AB =
{T'}, Sto znaci da se P i C ne nalaze u istoj poluravnini odredenoj s AB. Dakle,

PelL=(PT)CL.
Iz Teorema [2.6|slijedi da je oo € K U AB. ZakljuCujemo
(PTyno =0 (3.2)

S druge strane ocito je (PT) € A. Bududi da je A = |J,eqc T imamo (PT) C A C
Urexc 7> pa iz (3.2)) slijedi
pryc | ) =

€K \{o}

ﬁQUT.

TeK\{o}

Iz Propozicije [2.33] slijedi

Posebno, T € | J e\ 7> pa postoji 7 € K\ {o} t.d. je T € 7. Dakle,

TertiTeo = 1tNo+0it+0.
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Bududi da je K kompleks trokuta 7 N o je stranicaiod 7iod o ili T N o = {V} gdje
je Vvrhiod 7iodo. Ovo posljednje je nemoguée jer T nije vrh od o (T € (AB)).

Dakle, 7 N o je stranicaiod 71 od o. No,
T¢ACiT ¢ BC = tno =AB
$to znaci da je AB stranica od 7.

Neka je D vrh trokuta 7 razli¢it od A 1 B. Pretpostavimo da je D € K. Prema Lemi

ﬁ slijedi da je o N 1¢ 0. Ovo je nemogucde jer je K kompleks trokuta (pa je
ujedno u polukompleks trokuta). ZakljuCujemo da je D € L.

Pretpostavimo sada da postoji 7’ € Kt.d. je v’ # 0,7 # ttedaje AB stranica od 7.
Tada su A, B vrhovi od 7. Neka je E tre¢i vrh od 7.
1. EeK
Iz Leme [2.35|slijedi da je oNn T, $to je nemoguce.
2. EeL

Iz Leme [2.35|slijedi da je TN 7% 0, §to je nemoguce.

Dakle, postoje tocno dva razlicita trokuta iz K kojima je / stranica.

Neka je (AB)N A = 0.

Tada je (AB) C 0A. Prema Propoziciji vrijedi da je (ABY C EF gdjesu Ei F
vrhovi od A. Imamo L
AB=EF = ABCEF.

Dakle, L L L
ABC0ci1ABCEF = ABCoNEF,

pa je prema Propoziciji AB C EF.

Neka je o € K t.d. je AB stranica od . Neka Je C vrh od o razlicit od A i B.
Pretpostavimo da postoji 7 € K t.d. o # 7 te da je AB stranica od 7.

Nekaje Dvrthod7rtd. je D # Ai D # B. Imamo C, D € A, a prema Propoziciji [2.6)
Citav A se nalazi u zatvorenoj poluravnini odredenoj pravcem EF.

No, EF = AB, pa zakljuCujemo da se C i D nalaze u istoj poluravnini odredenoj
pravcem AB. Iz Leme [2.35]slijedi da je

o N 10,
Sto je nemoguce.

Zakljuéujemo da postoji to¢no jedan trokut iz K kojemu je AB stranica.
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Lema 3.20. Neka je (M,Y, f) ravnina, te neka je A trokut. Neka je K triangulacija od A.

(1)
(2)

Svaki vrh od A je vrh nekog trokuta iz K.

Neka su A, B razliciti vrhovi od A te neka je p = AB. Neka je <€ f(p) t.d. je A < B.
Pretpostavimo dajen € NtedasuTy,..., T, sve tocke iz AB koje su vrh nekog trokuta
izKtedajeTy<T, <..<T,1 <T, Tada su TyT,,T T, ...,T,\T, svi segmenti
koji su stranice nekog trokuta iz K te ujedno sadrZani u AB.

Dokaz. (1) Nekaje V vrhod A. Tadaje V € A, papostojioc € K td.jeV € 0.

2)

Pretpostavimo da V nije vrh od . Prema Propoziciji postoje P,Q € o td. je
V € (PQ). Budu¢i da je o C A imamo

POeAiV e(PQ),

pa prema Propoziciji [2.8| dobivamo da V nije vrh od A, §to je kontradikcija. Prema
tome, V je vrh od 0.

Neka je / segment t.d. je / stranica nekog trokuta o € K te t.d. je I C AB. Tmamo
daje I = PQ, gdje su P,Q € M. Ocito vrijedi P, Q € AB.

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je P < Q. OCcito su P, Q vrhovi
odo. Izovogaslijedidaje P=T;,aQ = T;zaneke i,j€ {0,..,n}td. jei < j.
Tvrdimodaje j =i+ 1.

Pretpostavimo suprotno. Tada je
i+1 <j = T, <Tiq < Tj = T € <T,TJ>

Ovo je u kontradikciji s Lemom [3.18

Dakle, j =i+ j. Prematome I = T,T;,;.

Dokazimo sada da je svaki od segmenata 771, ..., T),_1 T, stranica nekog trokuta iz
K. Neka jei € {0,...,n — 1}. Odaberimo D € (T;T;;;). Tada je D € A, pa postoji
oceKtd. Deo.

Pretpostavimo da je D € 0. Iz o C A slijedi o C A, paje D € A. No,
DeTT,y = DeAB = D €A,

Sto je u kontradikciji s D € Z Dakle , D € do.

Neka su P, Q vrhovi od o t.d. je D € PQ. Uo&¢imodaje D # Pi D # Q. (Naime,
D € (T;T;), pa bismo u suprotnom bili u kontradikciji s Lemom [3.18]) Stoga je
D e (PQ).
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Uocimo da su toc¢ke P, D, Q kolinearne. Pretpostavimo da P ¢ p. Tada (zbog D € p)
imamo Q ¢ p, pa bududi da PO sijee p (u tocki D) zaklju¢ujemo da se tocke P i Q
ne nalaze u istoj poluravnini (pa nisu u istoj zatvorenoj poluravnini) odredenoj s p.
No, to je nemoguce prema Teoremu [2.6]jer vrijedi P, Q € o C A. Dakle,

Pep = Qep = P,QecpnA=AB.
Bez smanjenja openitosti mozemo pretpostaviti da je P < Q. Imamo

DE(PQ) = P<D, De{IT,;) » D<Tyy; = P<T,.

Iz ovoga slijedi P < T;. (U suprotnom imamo P € (T;T;.,), a to je nemogucée zbog
To<T)<..<T,_1<T,)

Analogno dobivamo T; < Q Sto povlaci T < Q. Dakle,
P<T;<Ty 0.

Pretpostavimo da je P < T;. Tada je T; € (PQ), a to je nemoguce prema Lemi [3.18
Dakle, P = T;.

Analogno dobivamo Q = T,;.

Prema tome 77T}, je stranica nekog trokuta iz K.



Poglavlje 4

Poligonska povrsina

4.1 Trokutna povrsina

Definicija 4.1. Neka je (M,'Y, f) ravnina. Oznacimo sa T familiju svih trokuta u toj rav-
nini. Za funkciju p : 7 — R kaZemo da je trokutna povrsina u (M,Y, f) ako vrijedi
sljedece:

Ako su A, B, C nekolinearne tocke, D € (AB), A trokut s vrhovima A, B i C, A, trokut s
vrhovima A, D i C, A, trokut s vrhovima D, B i C, onda je

p(A) = p(Ar) + p(Ar).

Definicija 4.2. Neka je (M, Y, ) ravnina te neka je p trokutna povrsina na (M, Y, f). Neka
su A, B,C € M. Definiramo broj p(ABC) na sljedeci nacin:

(1) Ako su A, B, C nekolinearne tocke, onda postoji (jedinstven) trokut A kojem su A, B i
C vrhovi. U tom slucaju definiramo

P(ABC) = p(A).

(2) Ako su A, B i C kolinearne tocke, onda stavimo

P(ABC) = 0.

Lema 4.3. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka je p trokutna povrsina na toj ravnini. Neka
su A, B i C nekolinearne tocke, te neka je O € A pri cemu je A trokut s vrhovima A, B i C.
Tada je

p(ABC) = p(OAB) + p(OAC) + p(OBC).

55
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Dokaz. Pretpostavimo da je O € & Znamo da je &: Upeap (CP). Stoga postoji P € (AB)
t.d. je O € (CP). Imamo
p(ABC) = p(PAC) + P(PBC).

S druge strane iz O € (PC) slijedi da je
P(APC) = p(APO) + p(OCA) i p(BPC) = p(PBO) + p(OCB).
Stoga je
P(ABC) = p(APO) + p(OCA) + p(PBO) + p(OCB) 4.1

Nadalje, iz P € (AB) slijedi da je p(ABO) = p(APO) + p(PBO). 1z ovoga i (4.1) slijedi da
je p(ABC) = P(OAB) + P(OAC) + P(OBC).

Uzmimo sada da je O € 0A.

1. slucaj O € {A, B,C}

Tada je ocito da tvrdnja leme vrijedi.
2. slucaj O ¢ {A, B, C}

Tada se O nalazi u unutrasnjosti neke stranice od A. Bez smanjenja opcenitosti uz-
mimo da je O € (AB). Tada je p(ABC) = p(OAC) + p(OBC), pa tvrdnja leme vrijedi
jerje p(OAB) = 0.

O
Definicija 4.4. Neka je (M,Y, f) ravnina, neka je q € ¥ pravac te A, B € M. Definiramo:

1, ako je su A i B u istoj poluravnini odredenoj s pravcem g,
0(A,B,q) =% 0,akojeAcqiliBeg,
—1, inace.

Propozicija 4.5. Neka je (M,"Y, f) ravnina te neka je p trokutna povrsina na toj ravnini.
Neka su A, B i C nekolinearne tocke, te O € M. Tada je

p(ABC) = 6(0,C,AB) - p(OAB) + 6(0, A, BC) - p(OBC) + 6(0, B,AC) - p(OAC).
Dokaz. Oznac¢imo
x =0(0,C,AB) - p(OAB)
y =0(0,A, BC) - p(OBC)
7=0(0,B,AC) - p(OAC)

Trebamo dokazati da je p(ABC) = x +y + 2.
Neka je A trokut s vchovima A, Bi C.
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1. slucaj: O € {A, B,C}
Dakle, O = A ili O = Bili O = C. U svakom od ovih slucajeva tvrdnja propozicije
o€ito vrijedi.

2. slucaj: O se nalazi na nekoj stranici od A, ali O ¢ {A, B, C}

Tada se O nalazi u unutrasnjosti neke stranice trokuta A. Bez smanjenja opcenitosti
uzmimo da je O € (AB). Tada je P(OAB) = 0, paje x = 0. Iz Leme za-
kljucujemo 6(0, A, BC) = 116(0, B, AC) = 1. Stoga imamo

P(ABC) = p(OAC) + p(OBC) =y + 7= x+y + 2.

3. slucaj: O e&
Tada iz Teoremaodmah slijedi da je 6(O,C,AB) = 1,0(0,A,BC) = 1,0(0, B,AC) =
1. Sada tvrdnja propozicije slijedi iz Leme

4. sluCaj: O € ABiliO e BCiliO € AC,0 ¢ A

Bez smanjenja opCenitosti pretpostavimo da je O € AB. Buduc¢ida O ¢ AB (jer nije
iz A) prema Lemi imamo daje B€ OAili A € OB.

Bez smanjenja opéenitosti uzmimo da je B € OA. Tada je B € (OA), pa
P(OAC) = P(ABC) + P(BOC) = P(ABC) = P(OAC) — P(BOC).

Buduéi da OA sije¢e BC u tocki B, imamo (0, A, BC) = —1. Prema imamo
0(0, B,AC) = 1. Ocito je p(OAB) = 0. Dakle,

P(ABC) = p(OAC) — p(BOC) = 6(0, B,AC) - p(OAC) + 6(0O, A, BC) - p(BOC)
=z+y=x+y+2z

5. sluajO ¢ A,O ¢ ABUBC U CB.
Neka je K4 zatvorena poluravnina odredena s BC koja sadrzi to¢ku A. Analogno
definiramo K 1 Kc. Znamodaje A = K4 N Kzp N K.

Budu¢ida O ¢ Aimamo O ¢ K, ili O ¢ Kp ili O ¢ K. Bez smanjenja opCenitosti
pretpostavimo da O ¢ K,. 1z ovoga slijedi da su O i A u razliitim poluravninama
odredenim s pravcem BC. Stoga je AO N BC # 0, tj. (OA) N BC # 0

Neka je D € (OA) N BC. Imamo D € BC, pa prema Lemi [1.19slijedi da je D € BC
ili Be DCili C € BD.
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D e BC

Uoc¢imo D # B. (U suprotnom imamo B € (AO), §to je nemoguce jer O ¢ AB).
Isto tako D # C, paje D € (BC).

Iz D € (AO) slijedi

p(OBA) = p(OBD) + p(ABD) i p(OAC) = p(OCD) + p(ADC).
Zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo:
p(OBA) + p(OAC) = (p(ABD) + p(ADC)) + (p(OBD) + p(OCD))

= p(ABC) + p(OBC).

Dakle,
p(OBA) + p(OAC) = p(ABC) + p(OBC) =

P(ABC) = p(OBA) + p(OAC) — p(OBC) 4.2)

Imamo 6(0, C,AB) = 1 (Prema Lemi [[.22] D i O se nalaze u istoj poluravnini
odredenoj s AB, a iz istog razloga se C i D nalaze u istoj poluravnini odredenoj
s AB, stoga se O i C nalaze u istoj poluravnini odredenoj s AB).

Isto tako zakljucujemo 6(0, B,AC) = 1.

Nadalje, 6(O, A, BC) = —1 jer su O i1 A u razli¢itim poluravninama odredenim
s BC.

Prema tome, iz slijedi p(ABC) = x+y +z.

BeDCiliC € BD

Bez smanjenja opCenitosti pretpostavimo da B € DC

Kao i u prethodnom sluc¢aju zaklju€ujemo da je B # D, pa je B € (DC).

Neka je A’ trokut s vrhovima A, O i C. Buduéi da je D € (AO), te B € (CD)
prema Propoziciji|2.11{imamo da je B EAO’. Prema Lemi 4.3|vrijedi:

p(OAC) = p(BAC) + p(BOC) + p(BOA) =

P(ABC) = p(OAC) — p(OBC) — p(OAB).

Vrijedi 6(0,B,AC) = 1. (Prema Lemi D i O su u istoj poluravnini
odredenoj s AC, a isto tako 1 to¢ke D i B. Stoga su B i O u istoj poluravnini
odredenoj s AC.)

Nadalje, 6(0, A, BC) = —1. (Naime, ve¢ smo prije konstatirali da su O i1 A u
razli¢itim poluravninama odredenim s BC.)
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Naposljetku (0, C,AB) = —1. Prema Lemi D i O su u istoj poluravnini
odredenoj pravcem AB. S druge strane, C i D leZe u razliCitim poluravninama
s obzirom na AB jer je B € (CD). Stoga su O i C u razli¢itim poluravninama
odredenim s AB.

Iz svega ovoga slijedi tvrdnja propozicije.
O

Teorem 4.6. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka je p trokutna povrsina na (M,Y, f). Neka
je A trokut te K triangulacija od A. Tada je

pd) = > p(@).
gek
Dokaz. Imamo K = {oy,...,0,} pri ¢emu su oy, ...,0, trokuti, te o; # o zai,j €

{1..,n}, i # j. Zaie€{l...,n} neka su A;, B;, C; vrhovi trokuta o;.
Neka je I duZina koja ima barem dvije toCke. Neka su A 1 B krajnje toc¢ke od I. Za O,C € M

definiramo
6(0,C,I)=6(0,C,AB)1i p(O,I) = p(OAB).

Neka je O € M proizvoljno odabrana tocka. 1z Propozicije 4.6]slijedi da je

p(A;B,C;) = 6(0,C;,A;B;) - p(OA;B;) + 6(0, A;, B;C)) - p(OB;C;) + (0, B;, A;C;) - p(OA;C;).

(4.3)
Zbrojimo sve ove jednakosti za i € {1..,n}. Na lijevoj strani dobivamo:
D pABC) =) po).
i=1 oekX
Na desnoj strani dobivamo sumu
>160,D,D- p(0, 1) (44)

pri ¢emu sumiramo po svim /, D gdje je I stranica nekog trokuta iz K, a D vrh tog trokuta
koji nije na 1. L
Neka je [ stranica nekog trokuta iz K. Imamo I = PQ.

1. slugaj: (PQYN A% 0

Prema Propoziciji postoje to¢no dva razlicita trokuta iz K kojima je I stranica.
Neka su to o1 7. OCito su P i Q vrhovi od o i 7. Neka je D; tre¢i vrh od o, a D,
tre¢i vrh od 7.
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Nadalje, prema Propoziciji vrijedi da se Dy 1 D, nalaze u razli¢itim poluravni-
nama odredenim s PQ. Iz ovoga zakljuCujemo da je jedan od brojeva 6(O, Dy, 1) i
0(0, D,, 1) jednak 1, a drugi -1, ili su oba 0.

U sumi (4.4)) I se javlja u to¢no dva pribrojnika, a njihov zbroj je 0.

. sluaj: (POYN A=0

Tada je prema Propoziciji |’ PQ podskup neke stranice od A, te postoji to¢no jedan
trokut iz K kojemu je PQ stranica. Dakle, u (4.4) ostaju samo oni ¢lanovi za koje
vrijedi da je I podskup neke stranice od A.

Neka su A, B 1 C vrhovi od A. Promotrimo sve one ¢lanove sume za koje je
I C AB. Promotrimo jedan takav /. Imamo / = PQ. Buduéi da postoji to¢no jedan
trokut o € K kojem je [ stranica, I se u sumi (4.4) javlja to¢no jednom i to kao
6(0,D,I) - p(O,I) gdje je D vrh od o koji ne leZi na I. Imamo

6(0,D,I) =6(0,D, PQ) =6(0,D,AB) = 6(0,C, AB).
(D € o C Apovlaci D € A iz Cega slijedi da su D i C u istoj poluravnini odredenoj s

AB.)

Odaberimo <€ f(AB) t.d. je A < B. Neka su Ty, ..., T,, sve toCke iz AB koje su vrh
nekog trokuta iz K te takve daje Ty < Ty < ... < T,y < T,. Uo¢imo da su prema
Lemi[3.20]A i B medu tockama Ty, ...T,, $to povlatidaje A =Tyi B =T,.

Prema Lemi vrijedi da su To71, ..., T,-1 T, svi segmenti koji su stranice nekog
trokuta iz K te ujedno sadrZani u AB.

ZakljuCujemo da je suma svih ¢lanova od lb za koje je I C AB jednaka

1 n—1
0(0,C,AB) - p(O,T;T;;;) = 6(0,C,AB) Z p(OTT;1).
i=0 i=0

n—

Budu¢ida je T, € (TyT,) vrijedi p(OTT,) = p(OToT,) + p(OT,T,) (Ako O ¢ AB
onda ova jednakost vrijedi jer je p trokutna povrSina , a ako je O € AB onda jednakost
vrijedi jer su sva tri broja jednaka 0.)

Nadalje, iz T, € (TyT3) analogno dobivamo
2
P(OTT3) = p(OT>T3) + p(OTyT2) = p(OToT3) = > p(OTiTs).
i=0

Lako indukcijom dobivamo da za svaki k < n vrijedi p(OT,T}) = Zi':()l p(OT;T,y),
posebno za k = n dobivamo p(OT,T,) = Z?:_Ol p(OT;T;iy).
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Dakle, suma svih ¢lanova od || od kojih je I C AB je jednaka 6(0,C,AB) -
p(OT,T,), tj. 6(0,C,AB) - p(OAB).

Analogno dobivamo da je suma svih ¢lanova od (4.4) od kojih je I C A__C jednaka
6(0,B,AC)- p(OAC), te da je suma svih ¢lanova od |l od kojih je I € BC jednaka
6(0,A,BC) - p(OBC).

Dakle, suma (4.4) je jednaka
0(0,C,AB) - p(OAB) + 6(0, B,AC) - p(OAC) + 6(0O, A, BC) - p(OBC).
Prema Propoziciji f.6]imamo
0(0,C,AB) - p(OAB) + 6(0, B,AC) - p(OAC) + 6(0O, A, BC) - p(OBC) = p(ABC).
ZakljuCujemo da zbrajanjem jednakosti od s lijeve strane dobivamo ), .x(0), a s

desne p(ABC) = p(A).
Time je tvrdnja teorema dokazana. O

4.2 Poligonska povrsina

Definicija 4.7. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka je Il poligon u ovoj ravnini. Neka je 1S[

skup svih tocaka T € 11 za koje postoji trokut o t.d. je T € cioc CIl Za 12[ kaZemo da je
unutrasnjost poligona I1.

Uoc¢imo: ako su IT; i I, poligoni t.d. IT; C I, tada je IT; C IT,.
Propozicija 4.8. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka je A trokut u ovoj ravnini. Tada je

unutrasnjost od A kao trokuta jednaka unutrasnjosti od A kao poligona.

Dokaz. Neka je Z unutrasnjost od A kao trokuta, te neka je € unutrasnjost od A kao poli-
gona. Zelimo dokazati da je 2 = Q.

Neka je T € A. Tada je ofito T € Q (A C A).

Neka je sada T € Q. Tada postoji trokut o t.d. T € oio C A Prema Korolaruﬁznamo
da je oC z iz Cegaslijedi T € & Time smo dokazali da je & = Q. O

Definicija 4.9. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka je P skup svih poligona u toj ravnini.
Neka je q : P — R funkcija koja ima sljedece svojstvo

ql; UIL) = g(II;) + g(IL,)

za sve poligone 11, i 11, takve da je 11} N Il,= 0. Tada za q kaZemo da je poligonska
povrsina na (M,"Y, f).
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Propozicija 4.10. Neka je (M, Y, f) ravnina te neka je q poligonska povrsina na (M, P, f).
Neka je T skup svih trokuta u ovoj ravnini. Tada je q/s trokutna povrsina.

Dokaz. Treba dokazati sljedece: ako je A trokut s vchovima A, Bi C, D € (AB), A, trokut
s vthovima A, D i C te A, trokut s vrhovima C, D i B, onda je g(A) = g(A;) + q(A»).

Prema Propoziciji[2.16| vrijedi A = A; UA, 1 A} N A, = 0. Stoga je

g(A1 U Ay) = g(A1) + q(A2) = q(A) = q(Ar) + g(Ad).

O

Propozicija 4.11. Neka je (M, Y, f) ravnina te neka je p trokutna povrsina na toj ravnini.
Neka je K polukompleks i L kompleks trokuta pri cemu je L subdivizija od K. Tada je

Dokaz. Neka je o € K. Neka je
Ly={re LTt Co}

Uocimo da je L, kompleks trokuta. Prema Propoziciji vrijedi (Jrep, 7 = 0. Ovo
znaci da je £, triangulacija od o.

Prema Teoremu 46| vrijedi da je p(0) = Y., p(7). OCito je Uyex L- € L. S druge strane
vrijedi L € Uy ex Lo jer je L subdivizija od K.

Nadalje, ako su 0,0, € K t.d. je oy # 0, onda su L, i L, disjunktni skupovi. U
suprotnom bi postojao 7 € L t.d je

. o o 'O o o] o o
TCO11TC 0y, =2T7TC011TC0,=>TC0; NOy,

a to je u kontradikciji s ¢injenicom da je o1 No,=0.
Iz ovoga slijedi da je

WOEDY (Z p(r)) = Y p@) =Y po).

1€l oceK \reL, el oeK

Lema 4.12. Neka je (M, Y, f) ravnina, neka su m,n € N te neka su oy, ...,0, [ T{,..., Ty
trokuti t.d. je oo'l- N 791- =0zasveiell,...m}ijell,.., n}. Tada poligoni

n

I, = Oaiil'[z: Urj
i=1

=1

imaju disjunktne interiore.
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Dokaz. Neka je i € {1,...,m}. Za svaki j € {1,...,n} vrijedi o N 791-: 0, pa je prema
Propoziciji o Nt; = (. Stoga je

o N U..UT)=0 =0 NI, = 0.

Neka je A trokut t.d. je A C II,. Tada je oi NA = 0, paje o;N Z = (. Ovo vrijedi za svaki
i € {1,...,m} iz Cega zakljuCujemo

H]m &Z @

Iz ovoga slijedi da je IT;N I1,= @ (po definiciji unutra$njosti poligona II, je unija interiora
A za sve trokute A C I,).
Posebno I1; N I1,= 0. O

Teorem 4.13. Neka je (M,Y, f) ravnina, te neka je p trokutna povrsina na toj ravnini.
Tada postoji jedinstvena poligonska povrsina q na (M, Y, f) koja prosiruje p, tj. takva da
je

p(A) = q(A)

za svaki trokut A.

Dokaz. Neka je P skup svih poligona. Definiramo funkciju ¢ : £ — R na sljedeéi nacin.
Neka je IT € . Odaberimo triangulaciju K od I1. Definirajmo

g = > p(o).

gek

DokaZimo da ova definicija ne ovisi o izboru triangulacije K.
Pretpostavimo da je £ neka druga triangulacija od I1. Zelimo pokazati da je

D p@) =) plo). (4.5)

oekK oel

Prema Teoremu postoji kompleks G koji je subdivizijai od K i od L. Prema Propo-

ziciji . 1] vrijedi
Dp@) =) p@ i ) ple) =) p)
e T€EG oel TEG
iz Cega slijedi (4.5).
Iz definicije od ¢ je jasno da je g(A) = p(A) za svaki trokut A. (Za triangulaciju od A
uzmemo K = {A}).
DokaZimo da je g poligonska povrSina.
Uoc¢imo prvo sljedece. Ako je I poligon te K polukompleks trokuta t.d. je | cxc 0 = I,
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onda je g(I1) = ¥ ,cxc p(0).
Prema Korolaru postoji kompleks trokuta £ takav da je £ subdivizija od K. Tada

prema Propoziciji vrijedi ) ex P(0) = Xrep (7). Vrijedi

| Jr=Jor=n

el gekK

Sto znaci da je £ triangulacija od 11, pa prema definiciji od g vrijedi g(IT) = ., p(7).

Dakle, g(I) = 2 e5c p(0).
Neka su IT; i I, poligoni s disjunktnim interiorima. Neka je K triangulacija od IT, te %,

triangulacija od I,. Za svaki oy € K i 0, € K, vrijedi

. o ° . o ° o o ° o
o Clljiop CIl, =>0Cll} 1 onCIL =0 N o CII NI, .

Dakle, 0?1 N 032 = (). Ovo posebno znaci oy # 0.
Imamo sljedeci zakljucak: K; U K, je polukompleks trokuta i K; N K, = 0. Nadalje,

U o= UO‘U UO':H1UH2-

oKUK, o€k g€k

Prema prethodnoj napomeni vrijedi

g UTL) = Y p@)= ), p@)+ ), p(o) = ¢(l) + ().

oK UK, ek o€k

Zakljucak: ¢ je poligonska povrsina na (M, WV, f).

Pretpostavimo da je r poligonska povrSina na (M, W, f) takva da je r(A) = p(A) za svaki
trokut A.
DokaZzimo prvo sljedece: ako je n € N te ako su oy, ..., 07, trokuti s medusobno disjunktnim
interiorima, onda je

r(ocyU..Uaoy,) =r(oy) +r(oy) + ... + r(o,).

DokaZimo ovo indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Neka su o7, ..., 07,4 trokuti s medusobno
dijsunktnim interiorima. Iz Leme [4.12]slijedi da poligoni oy U ... U 0, i 0,41 imaju disjun-
ktne interiore. Stoga je

r((ciVU..Uo,)Uou) =r(oq V..U, +1(0p) =1r(oy) + ... + 7(0,) + F(041)-

Time je tvrdnja dokazana.
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DokaZimo sada da je r = q.
Neka je II poligon. Neka je K njegova triangulacija. Imamo K = {0y, ...,0,} gdje o # T
zai, j€{l,...,n}. Imamo

ql) = Z plo)=ploy) +...+ p(o,) =r(oy) +... +r(o,) =r(cy U...Uaog,) = r(l).
ceK

Dakle, g(IT) = r(IT) za svaki poligon II.
Zakljucak: g = r. Prema tome, postoji jedinstvena poligonska povrsina g na (M, ¥, f)
koja proSiruje p. |

Teorem 4.14. Neka je (M, Y, f) ravnina te neka su 11, i I, poligoni t.d. je I, C Il i
I, # II,. Tada postoji poligon X t.d. je

M,=T,U%i I, ny=0.

Dokaz. Neka sun € N te Ay,..., A, trokuti t.d. je I} = A; U ... UA,. Nadalje, neka su
meNteoy,...,o, trokuti t.d. je I, =0 U ... U 0y,.

Neka je i € {1,...,m}. Tada prema Propoziciji postoji konac¢na familija trokuta 7;
takva da je | J,er; T = 07 te takva da za svaki T € F;isvaki j € {1,..,n} vrijedi 7 C A; ili
TN A;=0.

Neka je ¥ = U, F:. Neka je

G={reF |t CAjzanekije{l,.. n}}

H={reF|tnN Aoj: 0 za svaki j € {1, ...,n}}.

UoCimo daje GUH = F, stoga je Urer T = Ureg T YU Ureq 7. Imamo

UT:CJUT:OU"ZHZZ;‘UTUUT:H} (4.6)

T€F i=1 1eF; i=1 T€G TeH

UT:H1.

TEG
Za svaki T € G postoji j € {1,...,n} t.d. jeT € Aj, pa A; C II; povlaci 7 C II;. Stoga je
UTEQT C Hl.

S druge strane, neka je j € {1,...,n}. Neka je T €A;. Tada postojit € ¥ td. je T € 1.
Imamo

DokazZimo da je

TGAJQT :>Ajﬂ‘r¢(0 = TQA]'.
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Stoga je T € G. Dakle, T € | J,¢g 7, pa zakljuCujemo A;C | J,cg 7. Prema Propoziciji 2.34
slijedi da je Aj C (J,eg 7. Ovo vrijedi za svaki j € {1, ..., m} pa je stoga

A]U...UAmQUT = I QUT.
T€EG TEG

Neka je £ = (J,eq 7. Prema (4.6)) vrijedi
IT, UX =1I,.

Uocimo da ovo povlaci da je X # 0, pa je H # (0, odnosno X je poligon.
Preostalo je joS dokazati da poligoni II; 1 ¥ imaju disjunktne interiore. U tu svrhu

dovoljno je prema Lemidokazati sljedece: akoje 11 € Gi T, € H, onda je 71 N o= 0.
Imamo da

T1eG=>1CAzaje(l,.,nfineH = HrNA=0.

Nadalje,

T QAJ' :>791§Aj:> TN 791:(0 :>7?20791: 0.
Dakle, IT; N = 0. |

Lema 4.15. Neka je (M, Y, f) ravnina te neka su Il i I1, poligoni t.d. je I1; # I1; U IL.
Tada postoji poligon X t.d. je

UL =TLUs i Ns=0i%CIL.
Dokaz. 1z Teorema.14]slijedi da postoji poligon X takav da je
I, UL =1, USi IT, N 3= 0.
Neka su oy, ..., 0, trokuti t.d. je Il; = oy U ... U 0, te neka su 7y, ..., 74 trokuti t.d. je
2:7’] U...UTt.
Neka je i € {1, ...,k}. Tvrdimo da je 7;C II,.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji 7' et; t.d. T ¢ IT,. Imamo
Ter,Cr;,CXCI|NE = Tell,Ull, = T €eIl,.

Stoga postoji j € {1, ...,n} t.d. je T € o;. Dobivamo da

%‘ﬂ()’j;&@ :>79iﬂacij¢0) :>ZOH1¢(/),
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Sto je kontradikcija. Prema tome, 7,C I,.
Iz Propozicije [2.34] slijedi da je 7; C IT,. Dakle,

Ty 0T €I, = X CII5.
O

Definicija 4.16. Neka je (M,Y, f) ravnina. Za trokutnu povrsinu p na (M,¥, f) kaZemo
da je nenegativna ako je
pA) =0

za svaki trokut A. Za poligonsku povrsinu g na (M,"Y, f) kaZemo da je nenegativna ako je
gD >0
za svaki poligon T1.

Uodimo: Restrikcija nenegativne poligonske povrSine na skup svih trokuta je nene-
gativna trokutna povrSina. S druge strane, ako je p nenegativna trokutna povrSina, onda
prema Teoremu postoji jedinstvena poligonska povrsSina g koja proSiruje p, a iz do-
kaza terorema je jasno da je g nenegativna poligonska povrsina.

Propozicija 4.17. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka je q nenegativna poligonska povrsina
na (M,Y, f). Neka suIl, i I, poligoni t.d. je I1; C I1,. Tada je

g(11;) < g(IL,).
Dokaz. Prema Teoremu d.14]znamo da postoji poligon X takav da je
I, =IL,Uzi I, N 5= 0.
Imamo
q(IL) = g(I1; U X) = g(ITy) + g(X) = g(11;)
jerje g(Z) = 0.
Dakle, ¢(I1;) < g(IL,). ]

Propozicija 4.18. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka je q nenegativna poligonska povrsina
na (M,Y, f). Neka su Il i 11, poligoni. Tada je

g(11; UIL) < g(ILy) + g(IL).
Dokaz. Prema Lemi[4.15]|postoji poligon X t.d. je
M UlL=TLUSiT,Ns=0i3cCIL.

Imamo:
q(II; UIL) = g(I1; U X) = q(I1}) + g(Z) < g(IT)) + g(I1p).






Poglavlje 5

Jordanova mjera

Definicija 5.1. Neka je S C R te neka je a € R. Za a kaZemo da je gornja meda skupa S
ako je a > x za svaki x € S.

Uoc¢imo: ako je a gornja meda skupa S, te a’ € R broj takav da je a’ > a, onda je i a’
gornja meda od S'.

Definicija 5.2. Nekaje S C R te xo € S. Za xy kaZemo da je maksimum skupa S ili najveci
element skupa S ako je xy gornja meda od S, tj. ako je xo > x za svaki x € §.

Uoc¢imo: maksimum skupa ako postoji je jedinstven.

Definicija 5.3. Neka je S C R. KaZemo da je S odozgo omeden skup ako ima barem jednu
gornju medu.

Definicija 5.4. Neka je S C R te neka je a € R. Za a kazemo da je supremum skupa S ako
Jje a najmanja gornja meda skupa S, tj. ako vrijedi slijedece:

(1) aje gornja meda od S
(2) ako je a’ gornja meda od S, onda je a < a'.

Uod¢imo: ako je @ maksimum skupa S, onda je a supremum od S. Nadalje, supremum
skupa ako postoji je jedinstven.

Primjer 5.5. Broj 0 je supremum skupa (—o0,0).

Naime, ocito je 0 gornja meda ovog skupa. Pretpostavimo da je a gornja meda skupa
(~00,0). Zelimo dokazati daje 0 <a.
Pretpostavimo suprotno. Tada je a < 0, a iz toga slijedi da postoji x e R t.d. jea < x < 0.
Iz x < O slijedi x € (—o0,0), a bududi da je a gornja meda ovog skupa imamo x < a.

69
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No, ovo je u kontradikciji s a < x. Dakle, 0 < a, pa je 0 supremum ovog skupa.

Iz ovoga odmah zaklju¢ujemo da (—co,0) nema maksimum. Naime, maksimum ovog

skupa bi bio i supremum tog skupa, pa bi morao biti jednak 0, a 0 nije element (—oo, 0).
Analogno dolazimo do opéenitog zakljucka: ako je a supremumod S ia ¢ S onda S

nema maksimum.

AKSIOM POTPUNOSTI: Neka su S i T neprazni podskupovi od R takvi da za svaki
x € S isvakiy e T vrijedi x < y. Tada postoji z € R takav da je

x<z<Yy
zasvexe SiyeT.
Propozicija 5.6. Svaki neprazan odozgo omeden podskup od R ima supremum.

Dokaz. Neka je § neprazan odozgo omeden podskup od R. Neka je T skup svih gornjih
meda od S. Imamo T # 0 jer je S odozgo omeden.
Nadalje, ocito je da za svaki x € § i svakiy € T vrijedi x < y.
Prema aksiomu potpunosti postoji z € R takavdaje x < z<yzasvakixe S isvakiyeT.
Uoc¢imo da je z gornjameda od S jerje x < zzasvakix € S.
S druge strane, ako je y gornja meda od S tadajey € T i vrijedi z < y.

Dakle, z je supremum skupa S'. O

Definicija 5.7. Neka je S C R te a € R. Za a kaZemo da je donja meda skupa S ako je
a<xzasvakix €S.

Definicija 5.8. Za podskup S od R kazZemo da je odozdo omeden ako ima barem jednu
donju medu.

Definicija 5.9. Nekaje S C R, te x) € S. Za xo kazemo da je minimum skupa S ili najmanji
element skupa S ako je xy donja meda skupa S .

Definicija 5.10. Neka je S C R, te a € R. Za a kaZemo da je infimum skupa S ako je a
najveca donja meda od S, tj. ako vrijedi sljedece:

(1) aje donja meda od S
(2) ako je a’ donja meda od S onda je a’ < a.
Uocimo:
(1) Ako je a minimum skupa §, onda je a infimum od §.

(2) Infimum skupa ako postoji je jedinstven.
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Primjer 5.11. Broj 0 je infimum skupa 0, +0o0).

Analogno kao i u Primjeru 5.5 zaklju¢ujemo da ovaj skup nema minimum.
Propozicija 5.12. Svaki neprezan odozdo omeden podskup od R ima infimum.
Dokaz. Ovo dokazujemo analogno kao i Propoziciju [5.6] O

Propozicija 5.13. Neka je S C R te a € R. Tada je a supremum skupa S ako i samo ako je
agornjamedaod S iVe>0dxe S td. jea—¢e < x.

Dokaz. Pretpostavimo da je a supremum od S. Tada je oCito a gornja meda od S. Neka je
€ > 0. Zelimo dokazati da postoji x € S t.d. jea — & < x.

Pretpostavimo suprotno. Tada Vx € § vrijedi a — € > x. Ovo znaci da je a — & gornja
meda skupa . No, buduéi da je a supremum skupa S vrijedia < a—¢. Slijedidaje € <0,
Sto je kontradikcija.

Pretpostavimo sada da je a gornja medaod S tedaVe > 0dx e S td. jea—¢e < x.
Tvrdimo da je a supremum od S. Neka je ' gornja meda od §. Zelimo dokazati da je
a<d.

Pretpostavimo suprotno. Tadajea > a’. Nekajee =a—a'. Tadajee >0iad = a —e.
Prema pretpostavci postoji x € S t.d. je a’ < x. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je
a’ gornja meda od §.

Dakle, a < a’ pa zaklju€ujemo da je a supremum od S . O

Propozicija 5.14. Neka je S C R te a € R. Tada je a infimum skupa S ako i samo ako je a
donjamedaod S iVe>0dxe S td. jex<a+e.

Dokaz. Ovo se dokazuje analogno kao Propozicija[5.13] |

Definicija 5.15. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka je S C M. Za skup S kaZemo da je
omeden u (M, Y, f) ako postoji poligonI1t.d. S CII.

Definicija 5.16. Neka je (M, Y, f) ravnina te neka je q nenegativna poligonska povrsina
na (M,Y, ). Neka je S omeden skup. Definiramo unutrasnju mjeru (povrsinu) od S s
obzirom na q kao broj q.(S) definiran na sljedeci nacin:

(1) Ako ne postoji poligon 11 t.d. je I1 C S neka je
q.(S§)=0.

(2) Ako postoji poligon 11 t.d. je I1 C S, neka je

q.(S) = sup { g(IT) | IT poligon, I1 C S}. (5.1
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Uoc¢imo: Definicija ima smisla. Naime, skup { ¢(IT) | IT poligon, IT C S} ima
supremum jer je neprezan odozgo omeden. Da je taj skup odozgo omeden vidimo na
sljedeci nacin: znamo da postoji poligon Il t.d. je S C Ily (jer je S omeden). Tada za
svaki poligon IT t.d. je IT € S vrijedi IT C Il pa je g(II) < g(Ily) (Propozicija {.17).
Dakle, g(Il) je gornja meda promatranog skupa.

Definicija 5.17. Neka je (M, Y, f) ravnina te neka je q nenegativna poligonska povrsina
na (M,VY, f). Neka je S omeden skup. Definiramo vanjsku mjeru (povrsinu) od S s obzirom
na q kao broj q*(S) definiran na sljedeci nacin:

q"(S) = inf { g(IT) | I1 poligon, S C I1}.

Definicija 5.18. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka je q nenegativna poligonska povrsina
na (M,Y, f). Neka je S omeden skup. Za S kaZemo da je izmjeriv (u Jordanovom smislu)
s obzirom na q ako je:

q.(8) =4 (S).

U tom slucaju broj q.(S) oznacavamo q,(S) i nazivamo Jordanova mjera od S s obzirom
naq.

Propozicija 5.19. Neka je (M,Y, f) ravnina, neka je q nenegativna poligonska povrsina
na (M,Y, f) te S omeden skup. Tada je

q.(S) < g*(S).

Dokaz. Tvrdnja je jasna ako ne postoji poligon IT t.d. je [T C S.
Pretpostavimo sada da postoji poligon I takav da je IT C S. Neka je

A = {qI) | ITpoligon, IT C S}.
Znamo da je ¢.(S) = sup A. Neka je
B = { ¢(I) | I poligon, S < II}.

Neka je I1; poligon t.d. je S C II;. Za svaki poligon IT t.d. je I1 C § slijedi IT C I1;, pa je
q(I) < g(I1;). Ovo znaci da je g(I1,) gornja meda skupa A. Stoga je

supA < g(IT}) = ¢.(5) < g(I1y),

Sto vrijedi za svaki poligon II; t.d. je S C II;.
Ovo znaci da je ¢.(S) donja meda skupa B, pa je ¢.(S) < inf B. No, inf B = ¢*(§).
Dakle ¢.(S) < ¢*(S). O
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Propozicija 5.20. Neka je (M,Y, f) ravnina te neka je q nenegativna poligonska povrsina
na (M,Y, f). Neka je 11 poligon. Tada je 11y izmjeriv u Jordanovom smislu s obzirom na
qi

q,(1lp) = g(Ilp).

Dokaz. Ocito je I1y omeden skup u (M, 'Y, f). Nadalje, ako je II poligon t.d. je IT C II,
onda je prema Propoziciji
g(ID) < ¢(Ilp).

Ovo znaci da je g(I1y) gornja meda skupa { g(IT) | IT C I1y}. No, ocito je g(Ilj) element ovog
skupa jer je 1y C Iy, pa zakljucujemo da je g(Ily) maksimum tog skupa, a ujedno i njegov
supremum. Prema tome

q:(Ilg) = g(Iy).

Posve analogno zaklju€ujemo da je

q" (Ip) = g(Iy).
Iz ovoga slijedi tvrdnja propozicije. O

Propozicija 5.21. Neka je (M, Y, f) ravnina, neka je q nenegativna poligonska povrsina
na (M,Y, f) te S omeden skup.

(1) Pretpostavimo da ne postoji poligon koji je podskup od S. Tada je S izmjeriv u
Jordanovom smislu s obzirom na q ako i samo ako za svaki € > 0 postoji poligon 11
takav da je

S CIligdl) < e.

(2) Pretpostavimo da postoji poligon koji je podskup od S. Tada je S izmjeriv u Jorda-
novom smislu s obzirom na q ako i samo ako za svaki € > 0 postoje poligoni 11; i 11,
td. je

IT; €§ CIhLig(l) — g(Il;) < e&.

Dokaz. (1) Imamo da je ¢.(S) = 0. Pretpostavimo da je S izmjeriv u Jordanovom
smislu. Tada je

q:(8)=q(S) = ¢°(§)=0.
Neka je € > 0. Iz definicije od ¢*(S) i1 Propozicije slijedi da postoji poligon I1
takavdaje S CIli
gdl) < q"(S) +& = q(D) < e.

Pretpostavimo sada da za svaki € > 0 postoji poligon IT takav daje S C IT1ig(Il) < e.
Ovo znaci da niti jedan pozitivan broj nije donja meda skupa { g(IT) | S C IT}.
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Budu¢i da je 0 donja meda ovog skupa imamo da je O infimum ovog skupa. Prema
tome

g (S)=0 = ¢'(S)=q.(S)

tj. S je izmjeriv u Jordanovom smislu s obzirom na gq.

Pretpostavimo da je S izmjeriv u Jordanovom smislu. Tada je ¢.(S) = ¢*(S).

Neka je € > 0. Kao i malo prije zakljucujemo da postoji poligon I, takav da je
S CThiq() < ¢'(S) + g

S druge strane, koristeéi Propoziciju [5.13|zaklju¢ujemo da postoji poligon IT; t.d. je
I, CSig.(S) - g < ().

Imamo: . .
q-(S) — 3 < q(I1)) < g(Il) < g*(S) + 3

. e e
= q(I) —q(1;)) < g’ (S) + 37 (g+(S) — 5)
= q(IL) —g(I}) < e&.
Obratno: Pretpostavimo da za svaki & > 0 postoje poligoni I1; i I1; t.d. je
I, cS§ ¢ Hzlq(Hz) - q(Hl) <E&.

Pretpostavimo da S nije izmjeriv u Jordanovom smislu. Tada je ¢.(S) # ¢*(S), pa
iz Propozicije [5.19] slijedi ¢.(S) < ¢*(S). Neka su IT; i II, poligoni takvi da je
II; € § CIl,. Tada imamo

q(l) < q.(S) < g’ () < q(I) = ¢'(S) = q.(S) < q(Il) — q(ITy) (5.2)

Neka je e = ¢"(S) — ¢.(S). Tada je € > 0.

Prema pretpostavci postoje poligoni IT; i I, t.d. je
I, €S CII; i g(I) — gI;)) < &.

No, prema (5.2) vrijedi € < g(Il,) — ¢(I1;). Kontradikcija.

Zakljucak: skup S je izmjeriv u Jordanovom smislu.
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Teorem 5.22. Neka je (M,Y, f) ravnina te q nenegativna poligonska povrsina na (M, Y, f).
Neka su S i T skupovi u ovoj ravnini izmjerivi u Jordanovom smislu s obzirom na q. Tada
je S UT izmjeriv u Jordanovom smislu.

Dokaz. 1. slucaj: Postoji poligon koji je podskup od S, te postoji poligon koji je pod-
skupod T.

Neka je € > 0. Tada prema Propoziciji postoje poligoni IT;, I, IT}, IT) t.d. je
e U ’ E . , , &
M C§ CILill €T CIh, gl —g() < 5 igT;) - q(T) < .

Prema Teoremu [4.14] postoji ¥ € M t.d. je I, = IT; UX i pri tome je £ = 0 ili je =
poligon Ciji je interior disjunktan s IT;. Isto tako postoji ¥’ € M t.d. je IT, = IT} U X’
i pri tome je ¥’ = 0 ili je ' poligon t.d. ' N IT|= 0.

Uocimo da je tada
q(Iy) = q(ITy) + q(£) i g(IT3) = ¢(I1}) + g(X),
pri ¢emu uzimamo g(0) = 0. Stoga je
& : ’ ’ 4 2
q(Z) = q(IL) — q(y) < 51 q(X) = (L) — ¢(I}) < 5.
Vrijedi I1; UIT} € S UT C II, UIL,. Tvrdimo da je
q(IL, UIT}) — q(IT, UIT)) < &.

Ako je II; UII; = II, UL, onda je tvrdnja jasna.
Pretpostavimo da je IT; UIT| # I1, U IT,.

Tada postoji poligon X" t.d. II, UIT, = (IT; UII}) UX” pri ¢emu su interiori poligona
2" 111 U II] disjunktni. Slijedi

g, UTTY) = g(IT; UTT) + ¢(&7) = q(=") = q(I, UTL,) — ¢(IT; UIT)).

Tvrdimo da je £” € £ U Y. Neka su 7y, ..., 7, trokuti ¢ija je unija jednaka X”. Neka
jei€{l,...k}. Dokazimo daje :C TUY'.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji T € 7 td. T ¢ TUY. Imamo
Ter,Cr,CY CI UL,

Razlikujemo dva slucaja:
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a) T ell,
Znamo I, =l UX,noT ¢XjerT ¢ XU Y. StogajeT €Il;.
Neka su o7, ..., 0, trokuti koji u uniji daju II;. Tada postoji j € {1,...,n} t.d.
T € 0. Stoga je 7N o ; # 0 Sto povlaci 7 N 0(3]';& 0.
Nekaje P €7 N &. Tada iz P €7, sljedi da je P € X"
S druge strane imamo

O'jQHIQHIUH’l

paslijedi da se T nalazi u unutrasnjosti poligona IT; UIT}. Ovo je u kontradikciji
s Cinjenicom da su interiori poligona X" 1 I1; U II disjunktni.

b) T €1I
Analogno kao i1 u prethodnom slu¢aju dobivamo kontradikciju.

Stoga je L,CIUY.

Prema Propoziciji[2.34]slijedi daje 7, C X U X',
Zakljucak: X" C X U Y.

Iz ovoga i Propozicije d.1§]slijedi da

’” ’ , E E
gE) < qEZUI) <q@) +qE) < S+ =&

Dakle, g(X”) < g paje q(Il, UIIL}) — g(IT; UII)) < &.
ZakljuCak: za svaki & > 0 postoje poligoni I} i IT} t.d. je
Iy cSuT cIlyiqdl)) —q(1)) < €.

Iz Propozicije[5.21]slijedi da je skup S U T izmjeriv u Jordanovom smislu s obzirom
nagq.

. slucaj: Postoji poligon koji je podskup od §, ali ne postoji poligon koji je podskup

odT.
Neka je £ > 0. Tada prema Propoziciji [5.21] postoji poligon IT t.d. je

TCI i () < g
Nadalje, prema Propoziciji postoje poligoni IT; i I, t.d. je

) e
I, €S cIl, i g(Il,) — g(IT)) < 5
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Imamo
I, cSUTCIl,Ull i q(Hl) < C](Hz UIl) < Q(Hz) + C](H)
Stoga je
q(Il, UVID) = q(11,) < g(I1y) + ¢(ID) — ¢(I1;)
g ¢
=q(l) — ) +¢dD) < 5 + 5 <&
Dakle, g(I1, U IT) — g(IT)) < e.
Iz Propozicije [5.21]slijedi da je S U T izmjeriv u Jordanovom smislu.

. slucaj: Postoji poligon koji je podskup od T, ali ne postoji poligon koji je podskup
odS.

Analogno kao 1 u prethodnom sluc¢aju dobivamo $ UT izmjeriv u Jordanovom smislu.
. slucaj: Ne postoji poligon koji je podskup od S i ne postoji poligon koji je podskup
odT.

Neka je £ > 0. Tada prema Propoziciji [5.21] postoje poligoni ITi IT’ t.d. je

SCI, TCIT, q(H)<§iq(H’)<§.

Tada je
SUT CIUI i gUIUIY) < gD +q(T) < -+ <.
Iz ovoga zakljuCujemo sljedeée: niti jedan pozitivan broj nije donja meda skupa

{g1”) | IT” poligoni1§ U T < IT”}. OCcito je 0 donja meda ovog skupa pa je 0
infimum ovog skupa.

Prema tome ¢*(S UT) = 0.

S druge strane, ocito je g.(S U T) > 0 (jer je g nenegativna poligonska povrSina), pa
imamo
0<q.SUT)<qgSUT)=0 = ¢ SUT)=0.

Dakle, g.(S UT) =q*(S UT), pajeskup S UT izmjeriv.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu izgradivali smo Jordanovu mjeru i njezina svojstva. Na pocetku,
u Poglavlju 1, aksiomatski smo zadali ravninu te definirali duZinu, konveksan skup, ko-
nveksnu ljusku 1 poluravnine. Dokazali smo njihova svojstva koja ¢emo Koristiti u daljnjim
poglavljima. U Poglavlju 2 uveli smo pojam trokuta kao konveksne ljuske skupa koji sadrzi
tri nekolinearne tocke, te pojam poligona kao uniju kona¢no mnogo trokuta. Definirali
smo rub trokuta, unutrasnjost trokuta i promatrali Sto vrijedi za medusobne odnose dvaju
trokuta, pravca i trokuta i njihovih unutrasnjosti. U Poglavlju 3 razradili smo pojmove
kompleksa duzina, segmentacije skupa, triangulacije skupa te kompleksa 1 polukompleksa
trokuta. Zatim smo u Poglavlju 4 uveli funkcije koje racunaju povrSinu trokuta i poligona.
U zavrSnom dijelu, Poglavlju 5, definirali smo broj koji nazivamo Jordanova mjera skupa
s obzirom na poligonsku povr§inu. U ovom smo poglavlju proucavali i svojstva Jordanove
mjere.






Summary

In this thesis we constructed the Jordan measure and its properties. At the beginning, in
Chapter 1, we have axiomatically constructed a plane and defined the segment, convex
set, convex hull and half-plane. We have proved their properties which we will be using
in further chapters. In Chapter 2, we have introduced the concept of a triangle as the
convex hull of a set which contains three non collinear points, and the concept of a polygon
as a union of finite number of triangles. We have defined a border of the triangle, its
interior, and observed what is valid for relations between line and triangle, two triangles
and their interiors. In Chapter 3, we have developed concepts of complex of segments,
segmentation of a set, triangulation of a set and a complex of triangles. Then in Chapter 4,
we have introduced functions which calculate area of the triangle and polygon. In the final
chapter, Chapter 5, we have defined a number which is called the Jordan measure of a set,
considering the polygon area. In this final chapter, we have also studied the properties of
the Jordan measure.
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