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MATEMATIČKI ODSJEK

Marija Dukić
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Uvod

Pojam kompaktnosti javlja se u raznim oblicima i okolnostima. Postoje kompaktnost
skupa, metričkog i topološkog prostora, sekvencijalna te lokalna kompaktnost koje ćemo
upoznati kroz ovaj rad. Da bismo uopće došli do pojma kompaktnosti moramo najprije
definirati neke osnovne pojmove i vidjeti njihova svojstva kao što su sam pojam metrike i
topologije te otvoreni skupovi i pokrivači. Zanimljiva je veza potpunosti, koju promatramo
samo u kontekstu metričkih prostora, i kompaktnosti koja kaže da je metrički prostor kom-
paktan ako i samo ako je potpun i potpuno omeden.

U ovom radu vidjet ćemo i koja je veza neprekidnih funkcija i kompaktnosti. Zanim-
ljivo je napomenuti sljedeću tvrdnju: Ako su (X,T ) i (Y,S) topološki prostori, f : X → Y
funkcija neprekidna s obzirom na topologije T , S i K kompaktan skup u (X,T ), onda je i
f (K) kompaktan u (Y,S).

Sekvencijalna kompaktnost, takoder ima razna zanimljiva svojstva. Tako ćemo vidjeti
da je metrički prostor sekvencijalno kompaktan ako i samo ako je kompaktan, a put do te
tvrdnje je malo složeniji. Nadalje, proučavat ćemo i potprostore metričkih (i topoloških)
prostora te u kojoj su medusobnoj vezi sa kompaktnošću. Tako je jedan od važnijih rezul-
tata ovog rada sljedeći: Ako je K kompaktan skup u Hausdorffovom topološkom prostoru,
onda je K zatvoren.

Pod kompaktnošću u Rn, n ∈ N, podrazumjevamo kompaktnost u metričkom prostoru
(Rn, d), gdje je d euklidska metrika na Rn. I tu imamo razna svojstva, a istaknut ćemo da je
K kompaktan skup u Rn ako i samo ako je K zatvoren i omeden, što općenito u metričkim
prostorima ne vrijedi.

Kompaktnost možemo primijeniti i u dokazima nekih činjenica iz analize kao što je npr.
činjenica da neprekidna funkcija na segmentu poprima minimum i maksimum. Nadalje,
vidjet ćemo kako kompaktnost možemo iskoristiti u dokazu činjenice da je svaka nepre-
kidna funkcija na segmentu integrabilna. Tu će ključna biti tvrdnja da je svaka neprekidna
funkcija izmedu metričkih prostora uniformno neprekidna ako je domena kompaktna.
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2 SADRŽAJ

Kao jedan od primjera lokalne kompaktnosti navest ćemo metrički prostor s diskretnom
metrikom. Vidjet ćemo da metrički prostor (I∞, d∞) nije lokalno kompaktan. Ovdje I∞

označava skup svih nizova u [0, 1], a d∞ : I∞ × I∞ → R funkciju definiranu sa

d∞((xi), (yi)) = sup{|xi − yi| | i ∈ N}.

Nadalje, pokazat ćemo i da je metrički prostor (Rn, d), gde je d euklidska metrika na Rn,
lokalno kompaktan.

Na kraju rada proučit ćemo jedan od važnih pojmova, a to je Hilbertova kocka. Hilber-
tovu kocku (oznakaH) definirali smo kao skup svih nizova (xi) ∈ I∞ takvih da je

xi ≤
1
i

za svaki i ∈ N. Pokazat ćemo da je metrički prostor (H , d∞) kompaktan.

Na kraju treba reći da je kompaktnost jedan važan pojam u matematici te da postoje
mnogi aspekti kompaktnosti koji ovim radom nisu obuhvaćeni.



Poglavlje 1

Metrički i topološki prostori

1.1 Metrički prostori
Definicija 1.1.1. Neka je X neprazan skup te d : X × X −→ R funkcija takva da vrijedi:

1) d(x, y) ≥ 0,∀x, y ∈ X
d(x, y) = 0⇐⇒ x = y,∀x, y ∈ X

2) d(x, y) = d(y, x),∀x, y ∈ X

3) d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z),∀x, y, z ∈ X

Tada za d kažemo da je metrika na skupu X, a za (X, d) kažemo da je metrički prostor.

Primjer 1.1.2. Neka je n ∈ N te d : Rn × Rn −→ R funkcija definirana sa

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · · + (xn − yn)2.

Tada za d kažemo da je euklidska metrika na Rn.
Dokažimo da je to zaista metrika na Rn. Provjeravamo sljedeća svojstva:

1) Neka su (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Rn. Budući da vrijedi

(x1 − y1)2 ≥ 0, . . . , (xn − yn)2 ≥ 0

za sve (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Rn imamo√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · · + (xn − yn)2 ≥ 0

iz čega slijedi
d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) ≥ 0.

3



4 POGLAVLJE 1. METRIČKI I TOPOLOŠKI PROSTORI

Uočimo,
d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = 0

⇔
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · · + (xn − yn)2 = 0

⇔ (x1 − y1)2 = 0, . . . , (xn − yn)2 = 0

⇔ x1 = y1, . . . , xn = yn

⇔ (x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn).

2) Za sve (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Rn vrijedi sljedeće

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · · + (xn − yn)2

=
√

(−(y1 − x1))2 + (−(y2 − x2))2 + · · · + (−(yn − xn))2

=
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + · · · + (yn − xn)2

= d((y1, . . . , yn), (x1, . . . , xn)).

Dakle,
d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = d((y1, . . . , yn), (x1, . . . , xn))

za sve (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Rn.
3) Definirajmo funkciju || || : Rn → R tako da za x ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn) stavimo

||x|| =
√

x2
1 + · · · + x2

n, x ∈ Rn.

Može se pokazati da vrijedi sljedeće

||u + v|| ≤ ||u|| + ||v||

za sve u, v ∈ Rn. Stoga za x, y, z ∈ Rn vrijedi

||x − y|| = ||x − z + z − y|| ≤ ||x − z|| + ||z − y||. (1.1)

Neka su x, y ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn). Imamo

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · · + (xn − yn)2 = ||x − y||,

odnosno
d(x, y) = ||x − y||.

Iz nejednakosti (1.1) slijedi da za sve x, y, z ∈ Rn vrijedi

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Primjer 1.1.3. Neka je X neprazan skup. Neka je d : X × X −→ R funkcija definirana sa

d(x, y) =

{
1, x , y
0, x = y.

Tada za d kažemo da je diskretna metrika na X. Lako se vidi da je d zaista metrika.
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Otvoreni skupovi
Definicija 1.1.4. Neka je (X,d) metrički prostor, x0 ∈ X, r ∈ R, r > 0. Definiramo skup

K(x0, r) = {x ∈ X | d(x, x0) < r}.

Za skup K(x0, r) kažemo da je otvorena kugla oko x0 radijusa r u metričkom prostoru (X,
d). Ako želimo naglasiti o kojoj se metrici radi, pišemo K(x0, r; d).

Neka je (X, d) metrički prostor te U ⊆ X. Kažemo da je U otvoren skup u (X, d) ako za
svaki x ∈ U postoji r > 0 takav da je K(x, r) ⊆ U.

Slika 1.1: U je otvoren skup u metričkom prostoru (X, d)

Primjer 1.1.5. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je x0 ∈ R te r > 0. Tada je
K(x0, r) = 〈x0 − r, x0 + r〉.

Naime,
x ∈ K(x0, r)⇔ d(x, x0) < r ⇔ |x − x0| < r

⇔ −r < x − x0 i x − x0 < r

⇔ x0 − r < x i x < x0 + r

⇔ x ∈ 〈x0 − r, x0 + r〉.

Dakle, K(x0, r; d) = 〈x0 − r, x0 + r〉 gdje je d euklidska metrika na R.
S druge strane, ako su a, b ∈ R, a < b, onda je

〈a, b〉 = 〈x0 − r, x0 + r〉,

gdje su

x0 =
a + b

2
, r =

b − a
2

.

Zaključak: Otvorene kugle u (R, d) su upravo skupovi oblika 〈a, b〉, a, b ∈ R, a < b.
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Propozicija 1.1.6. Neka je (X, d) metrički prostor. Tada je svaka otvorena kugla u (X, d)
otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Neka je x0 ∈ X, r > 0. Želimo dokazati da je K(x0, r) otvoren skup u (X, d). Neka
je x ∈ K(x0, r) i neka je

s = r − d(x0, x).

Uočimo da je s > 0. Tvrdimo da je

K(x, s) ⊆ K(x0, r).

Neka je y ∈ K(x, s). Tada je d(y, x) < s. Vrijedi

d(x0, y) ≤ d(x0, x) + d(x, y) < d(x0, x) + s = d(x0, x) + r − d(x0, x) = r,

odnosno
d(x0, y) < r.

Slijedi da je y ∈ K(x0, r). Pokazali smo da je

K(x, s) ⊆ K(x0, r)

pa zaključujemo da je K(x0, r) otvoren skup. �

Slika 1.2. nam slikovito prikazuje prethodnu propoziciju.

Slika 1.2: Svaka otvorena kugla je otvoren skup

Propozicija 1.1.7. Neka je (X, d) metrički prostor. Tada vrijedi:

1) ∅ i X su otvoreni skupovi u metričkom prostoru (X, d);
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2) Ako je (Uα)α∈A indeksirana familija otvorenih skupova u (X, d), onda je
⋃

α∈A Uα

otvoren skup u (X, d);

3) Ako su U i V otvoreni skupovi u (X, d), onda je i U ∩ V otvoren skup u (X, d).

Dokaz. 1) Očito, ako je x ∈ X, onda za bilo koji r > 0 je K(x, r) ⊆ X. Dakle, X je otvoren
skup u (X, d). Očito je ∅ otvoren u (X, d).

2) Neka je (Uα)α∈A indeksirana familija otvorenih skupova u (X, d). Neka je x ∈
⋃
α∈A

Uα.

Tada postoji α0 ∈ A takav da je x ∈ Uα0 . Budući da je Uα0 otvoren skup u (X, d) postoji
r > 0 takav da je K(x, r) ⊆ Uα0 . Slijedi da je

K(x, r) ⊆
⋃
α∈A

Uα.

Dakle,
⋃
α∈A

Uα je otvoren skup u (X, d).

3) Neka su U i V otvoreni skupovi u (X, d). Neka je x ∈ U ∩ V . Tada je x ∈ U i x ∈ V .
Budući da su U i V otvoreni skupovi postoje r1, r2 > 0 takvi da je

K(x, r1) ⊆ U i K(x, r2) ⊆ V.

Neka je r = min{r1, r2}. Tada je r > 0, r ≤ r1 i r ≤ r2, pa je

K(x, r) ⊆ K(x, r1) i K(x, r) ⊆ K(x, r2).

Slijedi da je
K(x, r) ⊆ U ∩ V.

Dakle, U ∩ V je otvoren skup u metričkom prostoru (X, d). �

Propozicija 1.1.8. Neka je (X, d) metrički prostor te neka je V ⊆ X. Tada je V otvoren
skup u (X, d) ako i samo ako je V unija otvorenih kugli.

Dokaz. Neka je V otvoren skup u (X, d), tj. za svaki x ∈ V postoji rx > 0 takav da je

K(x, rx) ⊆ V.

Tada je
V =

⋃
x∈V

K(x, rx).

Obratno, neka je V unija otvorenih kugli, tj.postoji skup A i funkcije x : A → X i
r : A→ 〈0,∞〉 takve da je

V =
⋃
α∈A

K(xα, rα).

Iz propozicije 1.1.7 slijedi da je V otvoren skup. �
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Propozicija 1.1.9. Neka je (X, d) metrički prostor te neka su a, b ∈ X takvi da je a , b.
Tada postoje otvoreni skupovi U i V u (X, d) takvi da je a ∈ U, b ∈ V i U ∩ V = ∅.

Dokaz. Neka je

r =
d(a, b)

2
.

Jasno je da je r > 0 (jer je a , b pa je d(a, b) > 0). Definiramo

U = K(a, r) i V = K(b, r).

Tvrdimo da je U ∩ V = ∅. Pretpostavimo suprotno, tj. U ∩ V , ∅. To znači da postoji
x ∈ U ∩ V . Tada je x ∈ U i x ∈ V . Vrijedi da je

d(x, a) < r i d(x, b) < r.

Pogledajmo sliku 1.3. Imamo sljedeće:

Slika 1.3:

d(a, b) ≤ d(x, a) + d(x, b) < 2r = d(a, b),

odnosno
d(a, b) < d(a, b).

Slijedi da je U ∩ V = ∅. Jasno je da su U i V otvoreni skupovi u (X, d) te da je a ∈ U i
b ∈ V . �

Potprostor metričkog prostora
Definicija 1.1.10. Neka su (Y, p) i (X, d) metrički prostori. Kažemo da je (Y, p) potprostor
metričkog prostora (X, d) ako je Y ⊆ X te ako je p(a, b) = d(a, b), ∀a, b ∈ Y.
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Uočimo sljedeće, ako je (X, d) metrički prostor te Y ⊆ X, Y , ∅, onda postoji jedins-
tvena metrika p na Y takva da je (Y, p) potprostor metričkog prostora (X, d). Jasno je da
takva metrika p mora biti jedinstvena što slijedi iz uvjeta

p(a, b) = d(a, b), ∀a, b ∈ Y.

S druge strane, ako definiramo funkciju

p : Y × Y → R, p(a, b) = d(a, b),

onda je jasno da je p metrika na Y te da je (Y, p) potprostor metričkog prostora (X, d).

Primjer 1.1.11. Neka je n ∈ N i d euklidska metrika na Rn. Neka je X ⊆ Rn, X , ∅ te
p : X × X −→ R funkcija definirana sa p(x, y) = d(x, y), za svaki x, y ∈ X. Tada je p
metrika na X i (X, p) je potprostor od (Rn, d). Za p kažemo da je euklidska metrika na X.

Lako se provjeri da vrijedi sljedeće:

Propozicija 1.1.12. Neka je (Y, p) potprostor metričkog prostora (X, d). Tada za svaki
x ∈ Y i r > 0 vrijedi K(x, r; p) = Y ∩ K(x, r; d).

Slika 1.4: Prikaz propozicije 1.1.12

Propozicija 1.1.13. Neka je (Y, p) potprostor metričkog prostora (X, d). Neka je V ⊆ Y.
Tada je V otvoreni skup u (Y, p) ako i samo ako postoji U otvoren skup u (X, d) takav da je
V = U ∩ Y.

Dokaz. Neka je V otvoren skup u metričkom prostoru (Y, p). Tada je V unija otvorenih
kugli, tj. postoji skup A i funkcije y : A→ Y i r : A→ 〈0,∞〉 takve da je

V =
⋃
α∈A

K(yα, rα; p).
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Slijedi, koristeći propoziciju 1.1.12, da je

V =
⋃
α∈A

(Y ∩ K(yα, rα; d)) = Y ∩ (
⋃
α∈A

K(yα, rα; d)).

Dakle, V = Y ∩ U, gdje je U =
⋃
α∈A

K(yα, rα; d). Očito je U otvoren skup u metričkom

prostoru (X, d).
Obratno, pretpostavimo da je V = Y ∩U, gdje je U otvoren skup u metričkom prostoru

(X, d). Dokažimo da je V otvoren u metričkom prostoru (Y, p). Neka je y ∈ V proizvoljan
element. Tada je y ∈ Y ∩ U pa je y ∈ Y i y ∈ U. Budući da je U otvoren skup u metričkom
prostoru (X, d), postoji r > 0 takav da je

K(y, r; d) ⊆ U.

No, tada je
Y ∩ K(y, r; d) ⊆ Y ∩ U,

odnosno
K(y, r; p) ⊆ V.

Prema tome, V je otvoren skup u metričkom prostoru (Y, p). �

1.2 Topološki prostori
Definicija 1.2.1. Neka je X neprazan skup te neka je T familija podskupova od X (tj.
T ⊆ P(X)) koja ima sljedeća svojstva:

1) ∅, X ∈ T

2) Ako je (Uα)α∈A indeksirana familija elemenata od T (tj. U : A → T ) onda je i⋃
α∈A

Uα ∈ T

3) U ∩ V ∈ T za sve U,V ∈ T .

Tada za T kažemo da je topologija na skupu X, a za uredeni par (X,T ) kažemo da je
topološki prostor.

Definicija 1.2.2. Neka je (X,T ) topološki prostor. Za skup U kažemo da je otvoren u
topološkom prostoru (X,T ) ako je U ∈ T .
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Neka je (X,T ) topološki prostor. Lako se indukcijom dokaže sljedeće:
Ako je n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ T , onda je

U1 ∩ · · · ∩ Un ∈ T .

Neka je (X,T ) topološki prostor. Za U kažemo da je otvoreni pokrivač topološkog pros-
tora (X,T ) ako jeU pokrivač skupa X te ako je svaki element odU otvoren skup u (X,T ),
tj. U ⊆ T i ⋃

A∈U

A = X.

Neka je X neprazan skup. Tada je P(X) topologija na X (očito vrijede sva svojstva to-
pologije). Za P(X) kažemo da je diskretna topologija na X, a za topološki prostor (X,
P(X)) kažemo da je diskretan topološki prostor.

Primjer 1.2.3. Neka je X bilo koji neprazan skup. Tada je {∅, X} topologija na X. Za {∅, X}
kažemo da je indiskretna topologija na X, a za topološki prostor (X,{∅, X}) da je indiskretan
topološki prostor.

Primjer 1.2.4. Neka je X = {1, 2, 3} i T = {∅, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}} topologija na X. Neka je
U = {{1}, {2}, {3}}. Je liU otvoreni pokrivač topološkog prostora (X,T )?
Nije, jer {2} ∈ U, ali {2} nije element topologije T .

Neka je (X, d) metrički prostor. Označimo sa Td familiju svih otvorenih skupova u
metričkom prostoru (X, d).

Primjer 1.2.5. Neka je (X, d) metrički prostor. Tada je Td topologija na X, dakle (X,Td)
je topološki prostor. Za Td kažemo da je topologija inducirana metrikom d.

Definicija 1.2.6. Neka je d euklidska metrika na Rn. Tada za Td kažemo da je euklidska
topologija na Rn. Općenitije, ako je X neprazan podskup od Rn i p euklidska metrika na
X, onda za Tp kažemo da je euklidska topologija na X.

Primjer 1.2.7. Neka je E euklidska topologija na R i neka jeV = {〈−∞, 1〉, 〈0,+∞〉}.
Je liV otvoreni pokrivač od (R,E)?
V je prekrio sve brojeve od R pa je pokrivač i oba elementa odV su otvorena, tj.

V ⊆ E i 〈−∞, 1〉 ∪ 〈0,+∞〉 = R.

Dakle,V je otvoreni pokrivač od (R,E).
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1.3 Kompaktnost
Definicija 1.3.1. Za topološki prostor (X,T ) kažemo da je kompaktan ako svaki otvoreni
pokrivač od (X,T ) ima konačan potpokrivač.

Dakle, (X,T ) je kompaktan ako vrijedi sljedeće: kad god je U otvoreni pokrivač od
(X,T ) onda postoje n ∈ N i U1,U2, . . . ,Un ∈ U takvi da je U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Un = X.

Primjer 1.3.2. Neka je E euklidska topologija na R. Tada topološki prostor (R,E) nije
kompaktan.

Neka jeU = {〈a, b〉 | a, b ∈ R, a < b}. Tada jeU otvoreni pokrivač od (R,E). Pretpos-
tavimo suprotno, tj. (R,E) kompaktan topološki prostor. Tada svaki otvoreni pokrivač od
(R,E) ima konačan potpokrivač. Posebno,U ima konačan potpokrivač, tj. postoje n ∈ N i
U1,U2, . . . ,Un ∈ U takvi da je

R ⊆ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Un.

Imamo da je U1 ∈ U pa je

U1 = 〈a1, b1〉, a1, b1 ∈ R, a1 < b1.

Analogno
U2 = 〈a2, b2〉, . . . ,Un = 〈an, bn〉.

Dakle,
R ⊆ 〈a1, b1〉 ∪ 〈a2, b2〉∪, . . . ,∪〈an, bn〉.

Sigurno postoji x ∈ R takav da je

x < a1, . . . , x < an.

Tada
x < 〈a1, b1〉∪, . . . ,∪〈an, bn〉

što je kontradikcija. Dakle, (R,E) nije kompaktan topološki prostor.

Primjer 1.3.3. Neka je X = {1, 2, 3}. Tada je (X,P(X)) kompaktan topološki prostor.
Zapravo, kad god je (X,T ) topološki prostor takav da je T konačan skup, onda je (X,T )
kompaktan. Naime, očito je svaki otvoreni pokrivač od (X,T ) konačan.

Primjer 1.3.4. Neka je S euklidska topologija na [0, 1〉. Topološki prostor ([0, 1〉,S) nije
kompaktan.
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Neka jeU = {[0, a〉 | a ∈ 〈0, 1〉}. Zašto jeU otvoreni pokrivač od ([0, 1〉,S)?
Jasno,U ⊆ S. Trebamo još vidjeti da je⋃

U∈U

U = [0, 1〉,

odnosno ⋃
a∈〈0,1〉

[0, a〉 = [0, 1〉.

Neka je x ∈
⋃

a∈〈0,1〉

[0, a〉. Postoji a ∈ 〈0, 1〉 takav da je x ∈ [0, a〉. Dakle, x ∈ [0, 1〉.

Obratno, neka je x ∈ [0, 1〉. Tada postoji a ∈ 〈0, 1〉 takav da je x ∈ [0, a〉. Zašto postoji
takav a? Budući da je x < 1 postoji a ∈ R takav da je

x < a < 1.

Imamo
0 ≤ x < a.

Dakle, a ∈ 〈0, 1〉. Očito je x ∈ [0, a〉. Zaključujemo, U je otvoreni pokrivač od ([0, 1〉,S).
Pretpostavimo da postoje n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ U takvi da je

U1 ∪ · · · ∪ Un = [0, 1〉.

Imamo da za svaki i ∈ {1, . . . , n} postoji ai ∈ 〈0, 1〉 takav da je

Ui = [0, ai〉.

Dakle,
[0, a1〉 ∪ · · · ∪ [0, an〉 = [0, 1〉.

Neka je M = max{a1, . . . , an}. Tada je

a1 ≤ M, . . . , an ≤ M.

Dakle,
M < [0, a1〉 ∪ · · · ∪ [0, an〉.

No, očito je M ∈ 〈0, 1〉.
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Topologija Zariskog i zatvoreni skupovi
Primjer 1.3.5. Neka je T = {R\K | K konačan podskup od R}∪{∅}. Tada je T topologija
na R. Nazivamo ju topologija Zariskog.

Provjeravamo svojstva:
1) Jasno, ∅ ∈ T i R ∈ T jer je R = R \ ∅.

2) Neka je (Uα)α∈A indeksirana familija elemenata od T . Dakle, Uα ∈ T , za svaki α ∈ A.
Ako je Uα = ∅, za svaki α ∈ A, onda je jasno⋃

α∈A

Uα = ∅

pa je ⋃
α∈A

Uα ∈ T .

Ako je Uα , ∅ za neki α0 ∈ A onda je

Uα0 = R \ K

za neki K koji je konačan podskup od R. Imamo

Uα0 ⊆
⋃
α∈A

Uα

pa je
R \

⋃
α∈A

Uα ⊆ R \ Uα0 .

No R \ Uα0 = K, dakle
R \

⋃
α∈A

Uα ⊆ K

pa je R \
⋃
α∈A

Uα konačan skup. Označimo

K′ = R \
⋃
α∈A

Uα.

Dakle, K′ je konačan podskup od R i⋃
α∈A

Uα = R \ K′.
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Stoga je
⋃
α∈A

Uα ∈ T .

3) Neka su U,V ∈ T . Ako je U = ∅ ili V = ∅, onda je U ∩ V = ∅ pa je U ∩ V ∈ T .
Ako je U , ∅ i V , ∅, onda je

U = R \ K1, V = R \ K2,

gdje su K1, K2 konačni podskupovi od R. Tada je

U ∩ V = (R \ K1) ∩ (R \ K2) = KC
1 ∩ KC

2 = (K1 ∪ K2)C = R \ (K1 ∪ K2),

K1 ∪ K2 konačan podskup od R, pa je U ∩ V ∈ T . Prema tome T je topologija na R.

Definicija 1.3.6. Neka je (X,T ) topološki prostor te F ⊆ X. Za F kažemo da je zatvoren
skup u topološkom prostoru (X,T ) ako je FC otvoren skup u topološkom prostoru (X,T )
(FC = X \ F).

Propozicija 1.3.7. Neka je (X,T ) topološki prostor. Tada vrijedi sljedeće:

1) ∅ i X su zatvoreni skupovi u (X,T );

2) Ako je (Fα)α∈A indeksirana familija zatvorenih skupova u (X,T ), onda je
⋂
α∈A

Fα za-

tvoren skup u (X,T );

3) Ako su F i G zatvoreni u (X,T ), onda je F ∪G zatvoren u (X,T ).

Dokaz. 1) ∅ i X su očito zatvoreni u (X,T ) (jer su im komplementi otvoreni).

2) Vrijedi
(
⋂
α∈A

Fα)C =
⋃
α∈A

FC
α

iz čega slijedi da je (
⋂
α∈A

Fα)C otvoren skup, tj.
⋂
α∈A

Fα je zatvoren u (X,T ).

3) Vrijedi sljedeće
(F ∪G)C = FC ∩GC.

Dakle, (F ∪ G)C je otvoren skup kao presjek dva otvorena skupa pa je F ∪ G zatvoren u
(X,T ). �

Definicija 1.3.8. Neka je (X, d) metrički prostor te neka je F ⊆ X. Za F kažemo da je
zatvoren u (X, d) ako je zatvoren u topološkom prostoru (X,Td). Drugim riječima, F je
zatvoren u (X, d) ako je FC otvoren u (X, d).
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Primjer 1.3.9. Neka je T topologija Zariskog na R. Tada 〈0, 1〉 nije otvoren u (R,T ).
Pretpostavimo da je 〈0, 1〉 otvoren, tj. 〈0, 1〉 ∈ T . Tada postoji konačan skup K takav

da je
〈0, 1〉 = R \ K = KC/C

〈0, 1〉C = K

〈−∞, 0] ∪ [1,+∞〉 = K

Skupovi 〈−∞, 0] i [1,+∞〉 nisu konačni, pa ni njihova unija nije konačan skup. Budući
da je K konačan došli smo do kontradikcije. Dakle, 〈0, 1〉 < T , tj. 〈0, 1〉 nije otvoren u
topološkom prostoru (R,T ).

Primjer 1.3.10. Neka je T topologija Zariskog na R. Tada 〈0, 1〉 nije zatvoren u (R,T ).
Skup je zatvoren u topološkom prostoru (R,T ) ako je njegov komplement otvoren u tom
topološkom prostoru. Prema tome, promotrit ćemo komplement skupa 〈0, 1〉. Jasno,

〈0, 1〉C = R \ 〈0, 1〉 = 〈−∞, 0] ∪ [1,+∞〉.

Budući da K = 〈0, 1〉 nije konačan, 〈0, 1〉C nije otvoren u topološkom prostoru (R,T ).
Dakle, 〈0, 1〉 nije zatvoren u topološkom prostoru (R,T ).

Teorem 1.3.11. Neka je T topologija Zariskog na R. Tada je (R,T ) kompaktan topološki
prostor.

Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivač od (R,T ). Tvrdimo da U ima konačan potpokrivač.
Sigurno postoji U ∈ U takav da je U , ∅. Stoga je (jer je U ∈ T )

U = R \ K

gdje je
K = {x1, . . . , xn}

za neke x1, . . . , xn ∈ R (ako je U = R, onda tvrdnja očito vrijedi). Za svaki i ∈ {1, . . . , n}
je xi ∈ R pa stoga postoji Vi ∈ U takav da je xi ∈ Vi (jer je U pokrivač). Tada je
{U,V1, . . . ,Vn} konačan potpokrivač od U na R. Dakle, (R,T ) je kompaktan topološki
prostor. �

Definicija 1.3.12. Neka je (X,T ) topološki prostor. Neka je K ⊆ X teU ⊆ T ,U , ∅. Za
U kažemo da je otvoreni pokrivač od K u (X,T ) ako je K ⊆

⋃
U∈U

U.

Definicija 1.3.13. Neka je (X,T ) topološki prostor te K ⊆ X. Kažemo da je K kompaktan
skup u topološkom prostoru (X,T ) ako za svaki otvoreni pokrivač U skupa K u (X,T )
postoje n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ U takvi da je K ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un.
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Uočimo, topološki prostor (X,T ) je kompaktan ako i samo ako je skup X kompaktan u
topološkom prostoru (X,T ).

Propozicija 1.3.14. Neka je (X,T ) kompaktan topološki prostor, te neka je F zatvoren
skup u (X,T ). Tada je F kompaktan u (X,T ).

Dokaz. Neka jeU otvoreni pokrivač od F u (X,T ). Neka je

U
′

= U ∪ {FC}.

U
′

je otvoreni pokrivač od (X,T ). Jer je (X,T ) kompaktan topološki prostor U
′

se
može reducirati na konačan potpokrivač. Iz ovoga zaključujemo da postoje n ∈ N i
U1,U2, . . . ,Un ∈ U takvi da je

X = U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Un ∪ FC.

Slijedi da je
F ⊆ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Un.

Dakle, F je kompaktan skup u topološkom prostoru (X,T ). �

Hausdorffov topološki prostor
Definicija 1.3.15. Neka je (X,T ) topološki prostor. Za (X,T ) kažemo da je metrizabilan
topološki prostor ako postoji metrika d na X takva da je Td = T .

Definicija 1.3.16. Neka je (X,T ) topološki prostor. Za (X,T ) kažemo da je Hausdorffov
topološki prostor ako za sve a, b ∈ X, a , b postoje U,V ∈ T takvi da je a ∈ U, b ∈ V,
U ∩ V = ∅.

Slika 1.5: Hausdorffov topološki prostor
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Propozicija 1.3.17. Svaki metrizabilan topološki prostor je Hausdorffov.

Dokaz. Neka je (X,T ) metrizabilan topološki prostor. Tada postoji metrika d na X takva
da je Td = T . Neka su a, b ∈ X, a , b. Iz propozicije (1.1.9) slijedi da postoje U,V
otvoreni skupovi u (X, d) takvi da je

a ∈ U, b ∈ V i U ∩ V = ∅.

Slijedi U,V ∈ Td, tj. U,V ∈ T . Dakle, topološki prostor (X,T ) je Hausdorffov. �

Primjer 1.3.18. Neka je X neprazan skup. Neka je T indiskretna topologija na X, tj. T =

{∅, X}. Ako X ima barem dva elementa, onda topološki prostor (X,T ) nije Hausdorffov, a
iz propozicije (1.3.17) slijedi da nije ni metrizabilan.

Primjer 1.3.19. Neka je X neprazan skup. Tada je (X,P(X)) metrizabilan topološki pros-
tor.

Naime, vrijedi P(X) = Td, gdje je d diskretna metrika na X. Jasno,

P(X) ⊇ Td.

S druge strane
P(X) ⊆ Td

jer je svaki podskup od X otvoren u (X, d). Zašto je to tako? Neka je S ⊆ X i neka je s ∈ S .
Neka je r = 1

2 . Tada iz definicije diskretne metrike slijedi da je

K(s, r) = {s}.

Dakle,
K(s, r) ⊆ S

pa je S otvoren skup u (X, d).

Lema 1.3.20. Neka je (X,T ) topološki prostor te neka je S ⊆ X takav da za svaki s ∈ S
postoji U ∈ T takav da je s ∈ U ⊆ S . Tada je S ∈ T .

Dokaz. Za s ∈ S neka je Us ∈ T takav da je

s ∈ Us ⊆ S .

Tada je (Us)s∈S indeksirana familija elemenata od T . Stoga je⋃
s∈S

Us ∈ T .

No,
S =

⋃
s∈S

Us.

Dakle, S ∈ T . �
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Ako je (X,T ) topološki prostor i K kompaktan skup u (X,T ), mora li K biti zatvoren?
Ne mora.

Neka je (X, {∅, X}) topološki prostor i K ⊆ X takav da je

∅ , K , X.

Otvoreni pokrivač od K može imati samo ∅ i X. K je kompaktan jer je svaki otvoreni
pokrivač od K konačan (samo ∅ i X). Budući da je

∅ , KC , X,

KC nije otvoren skup u topološkom prostoru (X, {∅, X}). Dakle, K nije zatvoren u to-
pološkom prostoru (X, {∅, X}).

Teorem 1.3.21. Neka je (X,T ) Hausdorffov topološki prostor, te neka je K kompaktan skup
u (X,T ). Tada je K zatvoren u (X,T ).

Dokaz. Ako je K = ∅ onda je tvrdnja jasna. Pretpostavimo da je K , ∅. Neka je x ∈ KC.
Želimo dokazati da postoji otvoren skup U takav da je

x ∈ U ⊆ KC.

Ako to pokažemo, iz leme 1.3.20 će slijediti da je KC ∈ T (tj. da je KC otvoren skup).
Neka je y ∈ K. Tada je x , y, pa budući da je topološki prostor (X,T ) Hausdorffov postoje
Uy,Vy ∈ T takvi da je

x ∈ Uy, y ∈ Vy, Uy ∩ Vy = ∅.

Neka je
U = {Vy | y ∈ K}.

Tada je U otvoreni pokrivač skupa K u topološkom prostoru (X,T ) pa postoji n ∈ N i
y1, . . . , yn takvi da je

K ⊆ Vy1 ∪ · · · ∪ Vyn .

Neka je
W = Uy1 ∩ · · · ∩ Uyn .

Tada je očito x ∈ W (jer je x iz svakog Uy) te je očito da je W ∈ T .
Dokažimo da je W ⊆ KC. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji z ∈ W takav je z ∈ K

(negirali smo tvrdnju ”Za svaki z ∈ W je z ∈ KC”). No, tada je

z ∈ Vy1 ∪ · · · ∪ Vyn

pa je z ∈ Vyi za neki i ∈ {1, . . . , n}. Ali z ∈ W povlači da je z ∈ Uyi . Dakle,

z ∈ Uyi i z ∈ Vyi
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no to je nemoguće jer je
Uyi ∩ Vyi = ∅.

Slijedi da je W ⊆ KC.
Zaključak: Za svaki x ∈ KC postoji W ∈ T takav da je

x ∈ W ⊆ KC.

Prema lemi 1.3.20 imamo da je KC ∈ T . Dakle, KC je otvoren skup u topološkom prostoru
(X,T ) pa je K zatvoren u (X,T ). �

1.4 Neprekidne funkcije
Definicija 1.4.1. Neka su (X, p) i (Y, q) metrički prostori te f : X → Y i x0 ∈ X. Kažemo
da je f neprekidna u x0 s obzirom na metrike p i q ako za svaki ε > 0 postoji δ > 0 takav
da je f (K(x0, δ; p)) ⊆ K( f (x0), ε; q). Funkcija f je neprekidna ako je neprekidna u svakoj
točki svoje domene.

Slika 1.6: Neprekidna funkcija s obzirom na metrike p i q

Napomena 1.4.2. Uz oznake iz prethodne definicije vrijedi:

f (K(x0, δ; p)) ⊆ K( f (x0), ε; q)⇔ { f (x) | x ∈ K(x0, δ; p)} ⊆ K( f (x0), ε; q)

m

(x ∈ K(x0, δ; p)⇒ f (x) ∈ K( f (x0), ε; q))⇔ (p(x, x0) < δ⇒ q( f (x), f (x0)) < ε)

Dakle, f je neprekidna u x0 ako i samo ako za svaki ε > 0 postoji δ > 0 takav da je

p(x, x0) < δ⇒ q( f (x), f (x0)) < ε).



1.4. NEPREKIDNE FUNKCIJE 21

Definicija 1.4.3. Neka su (X,T ) i (Y,S) topološki prostori te neka je f : X → Y. Za f
kažemo da je neprekidna s obzirom na topologije T , S ako je f←(V) ∈ T , za svaki V ∈ S.

Propozicija 1.4.4. Neka su (X,T ), (Y,S) i (Z,V) topološki prostori te f : X → Y i
g : Y → Z funkcije takve da je f neprekidna s obzirom na T , S i g neprekidna s obzirom
na S,V. Tada je kompozicija g ◦ f : X → Z neprekidna s obzirom na T ,V.

Dokaz. Neka je V ∈ V. Želimo dokazati da je

(g ◦ f )←(V) ∈ T .

Tvrdimo da vrijedi
(g ◦ f )←(V) = f←(g←(V)). (1.2)

Naime, vrijede sljedeće ekvivalencije:

x ∈ (g ◦ f )←(V)⇔ (g ◦ f )(x) ∈ V

⇔ g( f (x)) ∈ V ⇔ f (x) ∈ g←(V)

⇔ x ∈ f←(g←(V)).

Dakle, (1.2) vrijedi. No, budući da je g neprekidna s obzirom na S,V slijedi da je g←(V) ∈
S pa je f←(g←(V)) ∈ T (jer je f neprekidna s obzirom na T , S).
Zaključak: g ◦ f je neprekidna s obzirom na T ,V. �

Propozicija 1.4.5. Neka su (X, p) i (Y, q) metrički prostori te neka je f : X → Y. Tada je f
neprekidna s obzirom na metrike p, q ako i samo ako je f←(V) otvoren skup u metričkom
prostoru (X, p) za svaki otvoren skup V u (Y, q).

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna s obzirom na metrike p i q. Neka je V proizvo-
ljan otvoren skup u metričkom prostoru (Y, q). Želimo dokazati da je f←(V) otvoren skup
u metričkom prostoru (X, p). Neka je

x ∈ f←(V).

Tada je f (x) ∈ V pa budući da je V otvoren u metričkom prostoru (Y, q), postoji r > 0 takav
da je

K( f (x), r; q) ⊆ V.

No, budući da je f neprekidna u točki x postoji δ > 0 takav da je

f (K(x, δ; p)) ⊆ K( f (x), r; q).

Stoga je
f (K(x, δ; p)) ⊆ V
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pa je
K(x, δ; p) ⊆ f←(V).

Dakle, f←(V) je otvoren skup u metričkom prostoru (X, p).
Obrat.
Pretpostavimo sada da je f←(V) otvoren skup u metričkom prostoru (X, p) za svaki otvoren
skup V u metričkom prostoru (Y, q). Dokažimo da je f neprekidna s obzirom na metrike p
i q. Neka je x0 ∈ X i neka je ε > 0.Tada je

K( f (x0), ε; q)

otvoren skup u metričkom prostoru (Y, q) (prema propoziciji 1.1.6) pa je

f←(K( f (x0), ε; q))

otvoren skup u (X, p). Jasno je da je

x0 ∈ f←(K( f (x0), ε; q))

pa stoga postoji r > 0 takav da je

K(x0, r; p) ⊆ f←(K( f (x0), ε; q)).

Stoga je
f (K(x0, r; p)) ⊆ K( f (x0), ε; q).

Slijedi da je f neprekidna u x0 s obzirom na metrike p i q. Dakle, f je neprekidna s obzirom
na metrike p i q. �

Uočimo, ako su (X, p) i (Y, q) metrički prostori te f : X → Y , onda je f neprekidna s
obzirom na metrike p i q ako i samo ako je f neprekidna s obzirom na topologije Tp i Tq.

Propozicija 1.4.6. Neka su (X,T ) i (Y,S) topološki prostori te f : X → Y funkcija. Tada
je f neprekidna (s obzirom na topologije T i S) ako i samo ako za svaki zatvoren skup F u
(Y,S) vrijedi da je f←(F) zatvoren u (X,T ).

Dokaz. Neka je F ⊆ Y . Tvrdimo da je

X\ f←(F) = f←(Y\F). (1.3)

Naime, vrijede sljedeće ekvivalencije:

x ∈ X\ f←(F)⇔ x ∈ X & x < f←(F)
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⇔ f (x) ∈ Y & f (x) < F

⇔ f (x) ∈ Y\F

⇔ x ∈ f←(Y\F).

Dakle, (1.3) vrijedi. Pretpostavimo da je f neprekidna. Neka je F zatvoren skup u (Y,S).
Budući da je f neprekidna, f←(Y\F) je otvoren skup. Iz (1.3) slijedi da je f←(F) zatvoren
skup.

Obratno, pretpostavimo da je f←(F) zatvoren u (X,T ) za svaki zatvoren skup F u
(Y,S). Želimo dokazati da je f neprekidna. Neka je V otvoren skup u (Y,S). Neka je

F = VC.

Tada je
V = FC

što povlači da je F zatvoren. Koristeći (1.3) imamo

f←(V) = f←(Y\F) = X\ f←(F).

Budući da je f←(F) zatvoren skup, X\ f←(F) je otvoren, dakle, f←(V) je otvoren u (X,T ).
Time smo dokazali da je f neprekidna. �

Propozicija 1.4.7. Neka su (X,T ) i (Y,S) topološki prostori, neka je f : X → Y funkcija
neprekidna s obzirom na topologije T i S te neka je K kompaktan skup u topološkom
prostoru (X,T ). Tada je f (K) kompaktan u topološkom prostoru (Y,S).

Dokaz. Neka jeV otvoren pokrivač skupa f (K) u topološkom prostoru (Y,S). Neka je

U = { f←(V) | V ∈ V}.

Tada je U otvoreni pokrivač skupa K u topološkom prostoru (X,T ) (svaki x ∈ K preslika
se u f (x) ∈ f (K)). Budući da je K kompaktan skup u topološkom prostoru (X,T ), postoje
n ∈ N i V1, . . . ,Vn ∈ V takvi da je

K ⊆ f←(V1) ∪ · · · ∪ f←(Vn).

Iz ovoga slijedi da je
f (K) ⊆ V1 ∪ · · · ∪ Vn.

Zaključak: f (K) je kompaktan skup u topološkom prostoru (Y,S). �

Propozicija 1.4.8. Neka su (X,T ) i (Y,S) topološki prostori i f : X → Y neprekidna
funkcija s obzirom na topologije T i S. Neka je f surjekcija i (X,T ) kompaktan topološki
prostor. Tada je topološki prostor (Y,S) kompaktan.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije 1.4.7. �
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1.5 Relativna topologija
Definicija 1.5.1. Neka su (Y,S) i (X,T ) topološki prostori. Kažemo da je (Y,S) potprostor
topološkog prostora (X,T ) ako je Y ⊆ X te ako je S = {U ∩ Y | U ∈ T }. Za S još kažemo
da je relativna topologija.

Slika 1.7: (Y,S) je potprostor topološkog prostora (X,T )

Dakle, topološki prostor (Y,S) je potprostor od (X,T ) ako i samo ako je Y ⊆ X te za
svaki V ∈ Y vrijedi sljedeće:

V ∈ S ⇔ (∃U ∈ T )(V = U ∩ Y).

Uočimo da nas gornji zapis podsjeća na potprostor metričkog prostora.
Pokažimo da je je relativna topologija zaista topologija.

Propozicija 1.5.2. Neka je (X,T ) topološki prostor te Y ⊆ X, Y , ∅. Tada postoji jedins-
tvena topologija S na Y takva da je (Y,S) potprostor topološkog prostora (X,T ).

Dokaz. Pretpostavimo da su S
′

i S
′′

dvije topologije na Y takve da je (Y,S
′

) potprostor od
(X,T ) te da je (Y,S

′′

) potprostor od (X,T ). Tada je

S
′

= {U ∩ Y | U ∈ T } i S
′′

= {U ∩ Y | U ∈ T }

pa je S
′

= S
′′

. Dakle, topologija S na Y takva da je (Y,S) potprostor topološkog prostora
(X,T ) je jedinstvena (ako postoji).

Dokažimo sada da takva topologija S postoji. Definirajmo

S = {U ∩ Y | U ∈ T }.
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Ako je S topologija na Y onda je jasno da je (Y,S) potprostor topološkog prostora (X,T )
(po definiciji). Stoga, jedino što još moramo dokazati je to da je S topologija na Y . Pro-
vjeravamo svojstva:
1) Jasno, ∅ možemo zapisati kao

∅ = ∅ ∩ Y, ∅ ∈ T

pa je ∅ ∈ S. Nadalje, Y = X ∩ Y jer je Y ⊆ X i X ∈ T pa je Y ∈ S.

2) Neka je (Vα)α∈A indeksirana familija elemenata od S. Želimo dokazati da je⋃
α∈A

Vα ∈ S.

Za svaki α ∈ A je Vα ∈ S pa postoji Uα ∈ T takav da je

Vα = Uα ∩ Y.

Tvrdimo da je ⋃
α∈A

Vα =
⋃
α∈A

(Uα ∩ Y) = (
⋃
α∈A

Uα) ∩ Y,
⋃
α∈A

Uα ∈ T . (1.4)

Uočimo, budući da su svi Uα ∈ T , a T je topologija, onda je i⋃
α∈A

Uα ∈ T .

Neka je
x ∈

⋃
α∈A

(Uα ∩ Y).

Tada postoji α0 ∈ A takav da je x ∈ Uα0 ∩ Y . Dakle,

x ∈ Uα0 i x ∈ Y.

Budući da je x ∈ Uα0 onda je
x ∈

⋃
α∈A

Uα i x ∈ Y.

Slijedi da je
x ∈ (

⋃
α∈A

Uα) ∩ Y.

Obratno, neka je
x ∈ (

⋃
α∈A

Uα) ∩ Y.
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Tada je
x ∈

⋃
α∈A

Uα i x ∈ Y.

Budući da je
x ∈

⋃
α∈A

Uα,

postoji α0 ∈ A takav da je x ∈ Uα0 i x ∈ Y . Slijedi da je

x ∈ Uα0 ∩ Y

pa je
x ∈

⋃
α∈A

(Uα ∩ Y).

Dakle, jednakost (1.4) vrijedi. Zaključujemo da je⋃
α∈A

Vα ∈ S.

3) Neka su V1,V2 ∈ S. Tada je

V1 = U1 ∩ Y i V2 = U2 ∩ Y,

gdje su U1,U2 ∈ T . Tada je

V1 ∩ V2 = (U1 ∩ Y) ∩ (U2 ∩ Y) = (U1 ∩ U2) ∩ Y, U1 ∩ U2 ∈ T ,

pa je V1 ∩ V2 ∈ S.
Zaključak: S je topologija na Y . �

Propozicija 1.5.3. Neka je (Y, p) potprostor metričkog prostora (X, d). Tada je (Y,Tp)
potprostor topološkog prostora (X,Td), tj. Tp = {U ∩ Y | U ∈ Td}.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije 1.1.13. �



Poglavlje 2

Nizovi i podnizovi

2.1 Konvergencija niza
Definicija 2.1.1. Neka je X skup. Niz u X je bilo koja funkcija kojoj je domena N, a čija je
slika sadržana u X.
Ako je x niz u X, onda za n ∈ N vrijednost x(n) označavamo sa xn.
Pišemo x = (xn)n∈N.

Definicija 2.1.2. Neka je (X, d) metrički prostor, neka je (xn)n∈N niz u X te a ∈ X. Za niz
(xn)n∈N kažemo da konvergira prema točki a ako za svaki otvoren skup U ⊆ X takav da je
a ∈ U postoji n0 ∈ N takav da je xn ∈ U za svaki n ≥ n0.
Pišemo: xn −→ a.

Slika 2.1: Konvergentan niz u metričkom prostoru

Propozicija 2.1.3. Neka je (X, d) metrički prostor, (xn)n∈N niz u X te a ∈ X. Tada niz
(xn)n∈N konvergira prema a u metričkom prostoru (X, d) ako i samo ako za svaki ε > 0
postoji n0 ∈ N takav da je d(a, xn) < ε za svaki n ≥ n0.

27
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Dokaz. Pretpostavimo da niz (xn)n∈N konvergira prema a u metričkom prostoru (X, d).
Neka je ε > 0. Jasno, K(a, ε) je otvoren skup u metričkom prostoru (X, d) i sadrži a,
pa postoji n0 ∈ N takav da je

xn ∈ K(a, ε), ∀n ≥ n0.

To povlači da je
d(a, xn) < ε, ∀n ≥ n0.

Obratno, pretpostavimo da za svaki ε > 0 postoji n0 ∈ N takav da je

d(a, xn) < ε, ∀n ≥ n0.

Dokažimo da (xn) konvergira prema a u metričkom prostoru (X, d). Neka je U otvoren
skup u metričkom prostoru (X, d) takav da je a ∈ U. Tada postoji ε > 0 takav da je

K(a, ε) ⊆ U.

Znamo da postoji n0 ∈ N takav da je

d(a, xn) < ε, ∀n ≥ n0.

No tada je
xn ∈ K(a, ε), ∀n ≥ n0,

pa je xn ∈ U, ∀n ≥ n0.
Zaključak: niz (xn)n∈N konvergira prema a u metričkom prostoru (X, d). �

Slika 2.2: Prikaz propozicije 2.1.3

Definicija 2.1.4. Neka je (X,T ) topološki prostor, (xn) niz u X i a ∈ X. Za niz (xn) kažemo
da konvergira prema a u (X,T ) ako za svaki U ∈ T takav da je a ∈ U postoji n0 ∈ N takav
da je xn ∈ U za svaki n ≥ n0.

Neka je (X,T ) topološki prostor, a ∈ X te U ⊆ X. Za U kažemo da je otvorena okolina
točke a u topološkom prostoru (X,T ) ako je U otvoren i a ∈ U.
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Propozicija 2.1.5. Neka je (X,T ) topološki prostor, F zatvoren skup u (X,T ), a ∈ X te
(xn) niz u X koji konvergira prema a. Pretpostavimo da je xn ∈ F za svaki n ∈ N. Tada je
a ∈ F.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. a < F. Tada je a ∈ FC. Budući da je FC otvoren u
(X,T ) i (xn) konvergira prema a postoji n0 ∈ N takav da je xn ∈ FC za svaki n ≥ n0 što je u
kontradikciji s pretpostavkom propozicije.
Zaključak: a ∈ F. �

Ako je (X,T ) topološki prostor, a ∈ X i (xn) niz u X takav da (xn) konvergira prema a,
onda za a kažemo da je limes niza (xn).

Uočimo: Ako je (X, d) metrički prostor, (xn) niz u X te a ∈ X, onda (xn) konvergira
prema a u metričkom prostoru (X, d) ako i samo ako (xn) konvergira prema a u topološkom
prostoru (X,Td).

Primjer 2.1.6. Neka je X neprazan skup, a ∈ X te (xn) niz u X. Tada niz (xn) teži prema a
u topološkom prostoru (X, {∅, X}).

Naime, jedina otvorena okolina točke a u topološkom prostoru (X, {∅, X}) je X. Ovo
pokazuje da limes niza u topološkom prostoru općenito nije jedinstven. Dakle, svaki niz u
X teži prema svakoj točki u X u topološkom prostoru (X, {∅, X}).

Primjer 2.1.7. Neka je X = {1, 2, 3} te neka je T = {∅, {1}, X}. Jasno, T je topologija na
X.

Jedina otvorena okolina točke 2 u ovom topološkom prostoru je X. Iz ovoga za-
ključujemo da svaki niz u X konvergira prema točki 2 u tom topološkom prostoru (npr.
xn = 1, xn = 3 za svaki n ∈ N). Isto tako zaključujemo da svaki niz u X konvergira prema
točki 3 u tom topološkom prostoru. Prema tome, limes niza nije jedinstven u topološkom
prostoru (X, {∅, {1}, X}).

Neka je (xn) niz definiran sa
xn = 3, n ∈ N.

Tada 1 nije limes ovog niza u (X, {∅, {1}, X}) jer je {1} otvorena okolina točke 1 u (X, {∅, {1}, X}),
a xn < {1} za svaki n ∈ N.

Propozicija 2.1.8. Neka je (X,T ) Hausdorffov topološki prostor, neka je (xn) niz u X te
neka su a, b ∈ X. Pretpostavimo da (xn) konvergira prema a i (xn) konvergira prema b.
Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. a , b. Budući da je (X,T ) Hausdorffov topološki
prostor postoje U,V ∈ T takvi da je

a ∈ U i b ∈ V, U ∩ V = ∅.
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Iz činjenice da (xn) konvergira prema a slijedi da postoji n0 ∈ N takav da je xn ∈ U za svaki
n ≥ n0. Analogno, iz činjenice da (xn) konvergira prema b slijedi da postoji m0 ∈ N takav
da je xn ∈ V za svaki n ≥ m0. Neka je n = max{n0,m0}. Slijedi da je

xn ∈ U i xn ∈ V,

odnosno
xn ∈ U ∩ V,

ali U ∩ V = ∅. Dakle, došli smo do kontradikcije. Zaključak: a = b �

Slika 2.3: Limes niza je jedinstven u metričkom prostoru

Prethodna propozicija nam kaže da je limes niza jedinstven u Hausdorffovom topološkom
prostoru. Kao posljedicu imamo da je limes niza u metričkom prostoru jedinstven.

Korolar 2.1.9. Neka je (X, d) metrički prostor, (xn) niz u X te a, b ∈ X takvi da (xn) konver-
gira prema a i (xn) konvergira prema b. Tada je a = b.

Dokaz. Iz pretpostavke korolara slijedi da (xn) konvergira prema a i (xn) konvergira prema
b u topološkom prostoru (X,Td). Topološki prostor (X,Td) je metrizabilan pa prema pro-
poziciji 1.3.17 slijedi da je i Hausdorffov. Iz propozicije 2.1.8 slijedi da je a = b. �

Definicija 2.1.10. Neka je (X,T ) topološki prostor, (xn) niz u X te a ∈ X. Za a kažemo da
je gomilište niza (xn) u (X,T ) ako za svaku okolinu U točke a i svaki N ∈ N postoji n ≥ N
takav da je xn ∈ U.

Uočimo, ako je (X,T ) topološki prostor, (xn) niz u X, a ∈ X te ako je a limes niza (xn),
onda je a gomilište niza (xn).
Naime, neka je U otvorena okolina točke a te N ∈ N. Budući da xn −→ a postoji n0 ∈ N
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takav da je xn ∈ U za svaki n ≥ n0. Uzmimo n = max{n0,N}. Tada je n ≥ N i n ≥ n0 iz
čega slijedi da je xn ∈ U. Dakle, a je gomilište niza (xn).

Definicija 2.1.11. Neka je (X, d) metrički prostor i (xn) niz u X. Za niz (xn) kažemo da je
konvergentan ako postoji a ∈ X takav da (xn) konvergira prema a.

2.2 Gomilište niza
Definicija 2.2.1. Neka je (X, d) metrički prostor, a ∈ X te (xn) niz u X. Za a kažemo da je
gomilište niza (xn) u (X, d) ako je a gomilište niza (xn) u pripradnom topološkom prostoru
(X,Td).

Primjer 2.2.2. Neka je (xn) niz u R definiran sa xn = n, n ∈ N. Tada niz (xn) nema
gomilišta u R, tj. ne postoji a ∈ R takav da je a gomilište od (xn) (u metričkom prostoru
(R, d), gdje je d euklidska metrika na R).

Pretpostavimo suprotno, tj. postoji a ∈ R takav da je a gomilište od (xn). Neka je

U = K(a, 1) = 〈a − 1, a + 1〉.

Odaberimo N ∈ N takav da je
N > a + 1.

Budući da je a gomilište postoji n ∈ N, n ≥ N takav da je xn ∈ U, tj.

xn ∈ 〈a − 1, a + 1〉.

Dakle,
n = xn < a + 1 < N ≤ n

što je kontradikcija.
Zaključak: Niz (xn) nema gomilišta u R.

Teorem 2.2.3. Neka je (X,T ) kompaktan topološki prostor te (xn) niz u X. Tada niz (xn)
ima gomilište u topološkom prostoru (X,T ).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da niz (xn) nema gomilište u topološkom prostoru
(X,T ). Dakle, za svaki a ∈ X vrijedi da a nije gomilište od (xn) pa postoje okolina Ua od
a i Na ∈ N takvi da za svaki n ≥ Nα vrijedi xn < U. Neka je

U = {Ua | a ∈ X}.

Tada je U otvoreni pokrivač od (X,T ). To očito vrijedi. Budući da je (X,T ) kompaktan
topološki prostor postoje n ∈ N i a1, . . . , an ∈ X takvi da je

X = Ua1 ∪ · · · ∪ Uan . (2.1)
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Neka je m = max{Na1 , . . . ,Nan}. Tada je

m ≥ Na1 , . . . ,m ≥ Nan

pa
xm < Ua1 , . . . , xm < Uan

iz čega slijedi da
xm < Ua1 ∪ · · · ∪ Uan .

Iz jednakosti (2.1) slijedi da xm < X što je kontradikcija. Dakle, niz (xn) ima gomilište u
topološkom prostoru (X,T ). �

2.3 Potpuno omeden metrički prostor
Definicija 2.3.1. Neka je (X, d) metrički prostor te S ⊆ X. Za skup S kažemo da je omeden
u (X, d) ako postoje x ∈ X i r > 0 takvi da je S ⊆ K(x, r).

Slika 2.4: S je omeden skup u metričkom prostoru (X, d)

Vrijedi sljedeće: Ako je S omeden skup u metričkom prostoru (X, d) onda za svaki
x ∈ X postoji r > 0 takav da je

S ⊆ K(x, r).

Naime, iz činjenice da je S omeden slijedi da postoje x0 ∈ X i r0 > 0 takvi da je

S ⊆ K(x0, r0).

Neka je x ∈ X proizvoljan i neka je

r = d(x, x0) + r0.
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Za svaki s ∈ S vrijedi

d(x, s) ≤ d(x, x0) + d(x0, s) < d(x, x0) + r0 = r.

Dakle,
d(x, s) < r

što znači da je s ∈ K(x, r). Dakle, S ⊆ K(x, r).

Propozicija 2.3.2. Neka je (X, d) metrički prostor te neka su S i T omedeni skupovi u
(X, d). Tada je S ∪ T omeden skup u metričkom prostoru (X, d).

Dokaz. Uzmimo x0 ∈ X. Tada postoje r, s > 0 takvi da je

S ⊆ K(x0, r) i T ⊆ K(x0, s)

(jer su S i T omedeni skupovi). Neka je t = max{r, s}. Tada je očito

S ∪ T ⊆ K(x0, t).

Dakle, S ∪ T je omeden skup u (X, d) (vidi sliku 3.5). �

Slika 2.5: Unija dva omedena skupa je omeden skup u metričkom prostoru

Iz propozicije 2.3.2 lako se indukcijom dokaže sljedeće:

Korolar 2.3.3. Neka je (X, d) metrički prostor, n ∈ N te S 1, . . . , S n omedeni skupovi u
(X, d). Tada je S 1 ∪ · · · ∪ S n omeden skup u (X, d).
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Za metrički prostor (X, d) kažemo da je omeden ako je X omeden skup u (X, d).
Sada idemo korak dalje.

Definicija 2.3.4. Neka je (X, d) metrički prostor. Za (X, d) kažemo da je potpuno omeden
metrički prostor ako za svaki ε > 0 postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ X takvi da je

X = K(x1, ε) ∪ · · · ∪ K(xn, ε). (2.2)

Uočimo sljedeće: Ako je (X, d) potpuno omeden metrički prostor, onda je (X, d) omeden.
Naime, odaberimo ε > 0 (npr. ε = 1). Tada postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ X takvi da vrijedi
jednakost (2.2). Svaki od skupova

K(x1, ε), . . . ,K(xn, ε)

je očito omeden skup u (X, d) pa iz korolara 2.3.3 slijedi da je i

K(x1, ε) ∪ · · · ∪ K(xn, ε)

omeden u (X, d), tj. X je omeden u (X, d). Dakle, (X, d) je omeden metrički prostor.

Primjer 2.3.5. Neka je X beskonačan skup te neka je d diskretna metrika na X. Tada je
(X, d) omeden metrički prostor ali nije potpuno omeden. Naime, za bilo koji x ∈ X i bilo
koji r > 1 vrijedi da je K(x, r) = X. Slijedi da je X omeden pa je (X, d) omeden metrički
prostor.

Pretpostavimo da je potpuno omeden. Uzmimo ε = 1
2 . Tada postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈

X takvi da je

X = K(x1, ε) ∪ · · · ∪ K(xn, ε).

No, za svaki i = 1, . . . , n vrijedi

K(xi, ε) = {xi}.

Stoga je

X = {x1} ∪ · · · ∪ {xn},

odnosno

X = {x1, . . . , xn}.

Ovo je u kontradikciji s činjenicom da je X beskonačan skup.



2.4. PODNIZOVI 35

2.4 Podnizovi
Za funkciju a : N −→ N kažemo da je strogo rastuća ako je an < an+1 za svaki n ∈ N.
Lako se indukcijom pokaže sljedeće: Ako je a : N −→ N strogo rastuća funkcija, onda je
n ≤ an za svaki n ∈ N.

Definicija 2.4.1. Neka je (xn) niz u skupu X te neka je a : N −→ N strogo rastuća funkcija.
Za niz (xan)n∈N kažemo da je podniz niza (xn).

Primjer 2.4.2. Neka su (xn) i (yn) nizovi u R definirani sa xn = (−1)n i yn = 1 za svaki
n ∈ N. Tada je (yn) podniz od (xn). Naime, za svaki n ∈ N vrijedi yn = xan gdje je
a : N −→ N funkcija definirana sa an = 2n za svaki n ∈ N.

Propozicija 2.4.3. Neka je (X,T ) topološki prostor, (xn) niz u X te a ∈ X. Pretpostavimo
da postoji podniz niza (xn) koji teži prema a u topološkom prostoru (X,T ). Tada je a
gomilište od (xn).

Dokaz. Neka je U otvorena okolina točke a u (X,T ) te neka je N ∈ N. Znamo da postoji
strogo rastuća funkcija b : N −→ N takva da niz (xbn)n∈N teži prema a. Tada postoji n0 ∈ N
takav da za svaki n ≥ n0 je xbn ∈ U. Neka je n = max{n0,N}. Tada je n ≥ n0 pa je xbn ∈ U.
S druge strane imamo

N ≤ n ≤ bn.

Dakle, N ≤ bn. Prema tome, za broj k = bn vrijedi

k ≥ N i xk ∈ U.

Zaključak: a je gomilište niza (xn). �

Propozicija 2.4.4. Ako je (X,T ) topološki prostor te ako je (xn) niz koji konvergira prema
a u (X,T ), onda i svaki podniz od (xn) konvergira prema a u (X,T ).

Dokaz. Neka je U otvorena okolina točke a. Neka je b : N → N strogo rastuća funkcija.
Trebamo naći n′0 ∈ N takav da je xbn ∈ U za svaki n ≥ n′0. Znamo da vrijedi

n ≤ bn

za svaki n ∈ N (jer je b strogo rastuća funkcija). Budući da xn −→ a, postoji n0 ∈ N takav
da je xn ∈ U za svaki n ≥ n0. Uzmimo da je

n′0 = n0.

Za svaki n ≥ n0 imamo
n0 ≤ n ≤ bn.

Znamo da je xn ∈ U za svaki n ≥ n0 pa je xbn ∈ U za svaki n ≥ n0. Dakle, xbn −→ a. �
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Lema 2.4.5. Neka je (X, d) metrički prostor, a ∈ X te (xn) niz u X takav da je xn ∈ K(a, 2
n )

za svaki n ∈ N. Tada niz (xn) konvergira prema a.

Dokaz. Neka je ε > 0. Odaberimo n0 ∈ N takav da je

2
n0
≤ ε.

Tada za svaki n ≥ n0 vrijedi
2
n
≤

2
n0
≤ ε

pa je stoga

K(a,
2
n

) ⊆ K(a, ε).

Slijedi da je xn ∈ K(a, ε) za svaki n ≥ n0. Zaključak: niz (xn) konvergira prema a u
metričkom prostoru (X, d). �

Primjer 2.4.6. Neka je (xn) niz u R definiran sa xn = 1
n , n ∈ N. Tada 1

n −→ 0 u R.
Očito je

1
n
∈ 〈−

2
n
,

2
n
〉 = K(0,

2
n

).

Iz leme 2.4.5 slijedi da 1
n −→ 0.

Prethodna lema trebat će nam za dokaz sljedeće propozicije.

Propozicija 2.4.7. Neka je (X, d) metrički prostor, (xn) niz u X te neka je a gomilište od
(xn) u (X, d). Tada postoji podniz niza (xn) koji konvergira prema a u metričkom prostoru
(X, d).

Dokaz. Definirajmo niz prirodnih brojeva induktivno na sljedeći način: neka je n1 ∈ N
takav da je xn1 ∈ K(a, 1) (takav broj sigurno postoji jer je a gomilište niza (xn)). Pretpos-
tavimo da je k ∈ N te da smo definirali nk ∈ N. Budući da je a gomilište niza (xn) postoji
broj

m ≥ nk + 1

takav da je

xm ∈ K(a,
1

k + 1
).

Definirajmo nk+1 = m. Dakle,
nk+1 ≥ nk + 1 > nk

i
xnk+1 ∈ K(a,

1
k + 1

).
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Na ovaj način smo definirali strogo rastući niz (nk)k∈N za koji vrijedi

xnk ∈ K(a,
1
k

)

za svaki k ∈ N. Prema tome, (xnk) je podniz od (xn). Iz leme 2.4.5 slijedi da niz (xnk) teži
prema a. �





Poglavlje 3

Kompaktnost u raznim oblicima

3.1 Sekvencijalna kompaktnost
Definicija 3.1.1. Neka je (X,T ) topološki prostor. Za (X,T ) kažemo da je sekvencijalno
kompaktan topološki prostor ako svaki niz u X ima podniz koji je konvergentan u (X,T ).

Naravno, za metrički prostor kažemo da je sekvencijalno kompaktan ako mu je pripadni
topološki prostor sekvencijalno kompaktan.

Propozicija 3.1.2. Neka je (X, d) metrički prostor. Tada je (X, d) sekvencijalno kompaktan
ako i samo ako svaki niz u X ima gomilište u (X, d).

Dokaz. Pretpostavimo da je (X, d) sekvencijalno kompaktan. Neka je (xn) niz u X. Tada
(xn) ima konvergentan podniz, tj. postoje a ∈ X i podniz od (xn) koji konvergira prema a.
Iz propozicije 2.4.3 slijedi da je a gomilište niza (xn).

Obratno, pretpostavimo da svaki niz u X ima gomilište. Neka je (xn) niz u X. Tada
postoji a ∈ X takav da je a gomilište od (xn). Prema propoziciji 2.4.7 postoji podniz od
niza (xn) koji konvergira prema a, dakle (xn) ima konvergentan podniz. Zaključak: (X, d)
je sekvencijalno kompaktan. �

Propozicija 3.1.3. Svaki kompaktan metrički prostor je sekvencijalno kompaktan.

Dokaz. Neka je (X, d) kompaktan metrički prostor. Iz teorema 2.2.3 slijedi da svaki niz u
X ima gomilište. Sada prethodna propozicija povlači da je (X, d) sekvencijalno kompaktan.

�

Propozicija 3.1.4. Neka je (X, d) sekvencijalno kompaktan metrički prostor. Tada je (X, d)
potpuno omeden.

39
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. (X, d) nije potpuno omeden. Tada postoji ε > 0 za
kojeg ne možemo naći n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ X takve da je

X = K(x1, ε) ∪ · · · ∪ K(xn, ε).

Odaberimo a ∈ X. Definiramo niz (xn)n∈N induktivno na sljedeći način: Stavimo x1 = a.
Pretpostavimo da je n ∈ N te da smo definirali x1, . . . , xn. Znamo da je

X , K(x1, ε) ∪ · · · ∪ K(xn, ε)

pa postoji točka iz X koja nije element od K(x1, ε)∪ · · · ∪K(xn, ε). Odaberimo jednu takvu
točku i označimo ju s xn+1. Na ovaj način imamo definiran niz (xn)n∈N. Po konstrukciji niza
jasno je da

xn+1 < K(x1, ε) ∪ · · · ∪ K(xn, ε), ∀n ∈ N.

Slijedi da je
d(xi, xn+1) ≥ ε

za svaki i = 1, . . . , n i za svaki n ∈ N. Ovo povlači da je

d(xi, x j) ≥ ε

za sve i, j ∈ N takvi da je i , j. Budući da je (X, d) sekvencijalno kompaktan propozicija
3.1.2 povlači da postoji b ∈ X takav da je b gomilište niza (xn). Iz činjenice da je b gomilište
slijedi da postoji i ∈ N takav da je

xi ∈ K(b,
ε

2
).

Nadalje, iz istog razloga postoji j ≥ i + 1 takav da je

x j ∈ K(b,
ε

2
).

Tada je

d(xi, b) <
ε

2
i d(x j, b) <

ε

2

pa iz i , j slijedi

ε ≤ d(xi, x j) ≤ d(xi, b) + d(x j, b) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Dakle ε < ε što je kontradikcija. Zaključak: (X, d) je potpuno omeden metrički prostor. �



3.1. SEKVENCIJALNA KOMPAKTNOST 41

Lebesgueov broj
Definicija 3.1.5. Neka je (X, d) metrički prostor te neka je U otvoren pokrivač od (X, d).
Neka je λ ∈ R, λ > 0. Kažemo da je λ Lebesgueov broj pokrivača U od (X, d) ako je za
svaki x ∈ X kugla K(x, λ) sadržana u nekom članu od U (tj. postoji U ∈ U takav da je
K(x, λ) ⊆ U).

Primjer 3.1.6. Neka je d euklidska metrika na [0, 1] te neka je U = {[0, 1
2〉, 〈

1
3 , 1]}. Tada

jeU otvoreni pokrivač od ([0, 1], d). Neka je λ = 1
12 . Tvrdimo da je λ Lebesgueov broj od

U. Neka je x ∈ [0, 1]. Razlikujemo dva slučaja:

1) x < 5
12

Tvrdimo da je

K(x,
1

12
) ⊆ [0,

1
2
〉.

Neka je y ∈ K(x, 1
12 ). Tada je

d(x, y) <
1

12
pa je

y = d(0, y) ≤ d(0, x) + d(x, y) <
5

12
+

1
12

=
1
2
.

Dakle, y < 1
2 pa je y ∈ [0, 1

2〉.

2) x ≥ 5
12

Tvrdimo da je

K(x,
1

12
) ⊆ 〈

1
3
, 1].

Neka je y ∈ K(x, 1
12 ). Tada je

d(x, y) <
1
12
.

Pretpostavimo da y < 〈1
3 , 1]. Tada je y ≤ 1

3 . Imamo

5
12
≤ x = d(0, x) ≤ d(0, y) + d(y, x) <

1
3

+
1

12
=

5
12

što je kontradikcija. Dakle, y ∈ 〈1
3 , 1].

Primjer 3.1.7. Neka je d euklidska metrika na [0, 1〉. Neka je U = {[0, a〉 | a ∈ 〈0, 1〉}.
Tada jeU otvoreni pokrivač od ([0, 1〉, d). Ovaj pokrivač nema Lebesgueov broj.

Pretpostavimo da U ima Lebesgueov broj, označimo ga s λ. Znamo da je λ > 0.
Razlikujemo dva slučaja:
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1) λ > 1

Tada je
K(0, λ) = [0, 1〉.

Naime, iz a < 1 slijedi da postoji y ∈ R takav da je

a < y < 1,

a iz ovoga slijedi da je
y ∈ [0, 1〉 i y < [0, a〉.

Očito,
K(0, λ) * [0, a〉

za svaki a ∈ 〈0, 1〉. Ovo je u kontradikciji s činjenicom da je λ Lebesgueov broj.

2) λ ≤ 1

Neka je x = 1 − λ. Tada je
0 ≤ x < 1

pa je x ∈ [0, 1〉. Budući da je λ Lebesgueov broj odU postoji a ∈ 〈0, 1〉 takav da je

K(x, λ) ⊆ [0, a〉.

Iz a ∈ 〈0, 1〉 slijedi da postoji y ∈ R takav da je

a < y < 1. (3.1)

Očito je x ∈ K(x, λ) pa je x ∈ [0, a〉. Stoga je x < a. Imamo

0 ≤ x < a < y < 1

iz čega slijedi
0 < y − x < 1 − x = λ.

Stoga je
|y − x| < λ.

Zaključujemo da je y ∈ K(x, λ) što znači da je y ∈ [0, a〉, tj. y < a. To je u kontradik-
ciji s (3.1).

Dakle,U nema Lebesgueov broj.

Teorem 3.1.8. Neka je (X, d) sekvencionalno kompaktan metrički prostor. Tada svaki otvo-
reni pokrivač od (X, d) ima Lebesgueov broj.
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Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivač od (X, d). Pretpostavimo da U nema Lebesgueov
broj. Tada niti jedan λ > 0 nije Lebesgueov broj od U pa stoga za svaki λ > 0 postoji
x ∈ X takav da je

K(x, λ) * V

za svaki V ∈ U. Posebno, za n ∈ N postoji xn ∈ X takav da je

K(xn,
1
n

) * V za svaki V ∈ U. (3.2)

Budući da je (X, d) sekvencijalno kompaktan metrički prostor niz (xn) ima gomilište, označimo
ga s a. Budući da je a ∈ X, postoji V ∈ U takav da je a ∈ V . Skup V je otvoren u (X, d) pa
postoji r > 0 takav da je

K(a, r) ⊆ V.

Neka je m ∈ N takav da je

m >
2
r
.

Budući da je a gomilište niza (xn) postoji n ∈ N takav da je

xn ∈ K(a,
r
2

) i n ≥ m.

Slijedi da je
2
r
< n

pa je
1
n
<

r
2
.

Tvrdimo da je

K(xn,
1
n

) ⊆ K(a, r). (3.3)

Uzmimo y ∈ K(xn,
1
n ). To znači da je

d(y, xn) <
1
n
.

Vrijedi sljedeće

d(y, a) ≤ d(y, xn) + d(xn, a) <
1
n

+
r
2
<

r
2

+
r
2

= r.

Dakle,
d(y, a) < r
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što znači da je y ∈ K(a, r). Time smo pokazali da vrijedi (3.3). Iz (3.3) slijedi da je

K(xn,
1
n

) ⊆ V

što je u kontradikciji s (3.2). Zaključak: U ima Lebesgueov broj. �

Teorem 3.1.9. Neka je (X, d) sekvencijalno kompaktan metrički prostor. Tada je (X, d)
kompaktan.

Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivač od (X, d). Iz prethodnog teorema slijedi da postoji
λ > 0 takav da je λ Lebesgueov broj od U. S druge strane, kako je (X, d) sekvenci-
jalno kompaktan onda je i potpuno omeden (prema propoziciji 3.1.4). Postoje n ∈ N i
x1, . . . , xn ∈ X takvi da je

X = K(x1, λ) ∪ · · · ∪ K(xn, λ). (3.4)

Za svaki i ∈ {1, . . . , n} postoji Vi ∈ U takav da je

K(xi, λ) ⊆ Vi

(jer je λ Lebesgueov broj). Stoga je

n⋃
i=1

K(xi, λ) ⊆ V1 ∪ · · · ∪ Vn.

Iz (3.4) slijedi da je
X ⊆ V1 ∪ · · · ∪ Vn.

Očito je
V1 ∪ · · · ∪ Vn ⊆ X

pa je
X = V1 ∪ · · · ∪ Vn.

Zaključak: (X, d) je kompaktan metrički prostor. �

Ovaj teorem i propozicija 3.1.3 zajedno daju sljedeće:

Korolar 3.1.10. Metrički prostor je sekvencijalno kompaktan ako i samo ako je kompaktan.
�
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3.2 Kompaktnost potprostora
Propozicija 3.2.1. Neka je (X,T ) topološki prostor. Neka je K ⊆ X, K , ∅. Neka je S
relativna topologija na K (s obzirom na T ). Tada je K kompaktan skup u (X,T ) ako i samo
ako je (K,S) kompaktan topološki prostor.

Dokaz. Neka je K kompaktan skup u (X,T ). Dokažimo da je (K,S) kompaktan topološki
prostor. Neka je V otvoreni pokrivač topološkog prostora (K,S). Za svaki V ∈ V vrijedi
da je V ∈ S pa postoji UV ∈ T takav da je

V = K ∩ UV .

Neka je
U = {UV | V ∈ V}.

Tada jeU otvoreni pokrivač od K u (X,T ) (očito je V ⊆ UV). Budući da je K kompaktan
u (X,T ) postoje n ∈ N i V1, . . . ,Vn takvi da je

K ⊆ UV1 ∪ · · · ∪ UVn .

Stoga je

K = K ∩ (UV1 ∪ · · · ∪ UVn) = (K ∩ UV1) ∪ · · · ∪ (K ∩ UVn) = V1 ∪ · · · ∪ Vn.

Zaključak: (K,S) je kompaktan topološki prostor.
Obratno, pretpostavimo da je (K,S) kompaktan topološki prostor. Želimo dokazati da

je K kompaktan skup u (X,T ). Neka jeU otvoreni pokrivač od K u (X,T ). Neka je

V = {K ∩ U | U ∈ U}.

Očito je V otvoreni pokrivač od (K,S). Budući da je (K,S) kompaktan topološki prostor
postoje n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ U takvi da je

K = (K ∩ U1) ∪ · · · ∪ (K ∩ Un).

Imamo da je
K = K ∩ (U1 ∪ · · · ∪ Un)

pa je
K ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un.

Zaključak: K je kompaktan skup u (X,T ). �

Za K ⊆ X kažemo da je kompaktan skup u metričkom prostoru (X, d) ako je K kom-
paktan u topološkom prostoru (X,Td).
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Slika 3.1: K kompaktan skup u (X,T )⇔ (K,S) kompaktan topološki prostor

Korolar 3.2.2. Neka je (X, d) metrički prostor te neka je K ⊆ X, K , ∅. Neka je p = d |K×K .
Tada je K kompaktan skup u (X, d) ako i samo ako je (K, p) kompaktan metrički prostor.

Dokaz. Prema propoziciji 1.5.3 Tp je relativna topologija na K u odnosu na Td. Stoga
je prema prethodnoj propoziciji K kompaktan skup u (X,Td) ako i samo ako je (K,Tp)
kompaktan topološki prostor. Iz ovoga slijedi tvrdnja korolara. �

Prethodni korolar možemo prikazati shematski kao na slici 3.2.

Slika 3.2: K kompaktan skup u (X, d)⇔ (K, p) kompaktan metrički prostor
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Korolar 3.2.3. Neka je (X, d) metrički prostor te K ⊆ X. Tada je K kompaktan skup u
(X, d) ako i samo ako svaki niz u K ima podniz koji konvergira nekoj točki iz K.

Dokaz. Pretpostavimo da je K kompaktan skup u metričkom prostoru (X, d). Neka je (xn)
niz u K. Iz korolara 3.2.2 slijedi da je (K, p) kompaktan metrički prostor gdje je p = d |K×K .
Prema propoziciji 3.1.3 niz (xn) ima konvergentan podniz u metričkom prostoru (K, p).
Dakle, postoje podniz (yn) od (xn) i a ∈ K takvi da

yn −→ a

u metričkom prostoru (K, p). No, tada vrijedi da

yn −→ a

u metričkom prostoru (X, d).
Obratno, pretpostavimo da svaki niz u K ima podniz koji konvergira nekoj točki iz K.

Želimo dokazati da je K kompaktan skup u metričkom prostoru (X, d). Ako je K = ∅

tvrdnja je jasna. Pretpostavimo K , ∅. Neka je p = d |K×K . Neka je (xn) niz u K. Prema
pretpostavci postoje podniz (yn) od (xn) i a ∈ K takvi da

yn −→ a

u metričkom prostoru (K, p). Ovime smo pokazali da je (K, p) sekvencijalno kompaktan
metrički prostor. Iz teorema 3.1.9 slijedi da je (K, p) kompaktan metrički prostor. Prema
korolaru 3.2.2 skup K je kompaktan u metričkom prostoru (X, d). �

Propozicija 3.2.4. Neka je (X, d) metrički prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d).
Tada je K zatvoren i omeden.

Dokaz. Budući da je K kompaktan u (X, d) vrijedi da je K kompaktan skup u (X,Td). Očito
je (X,Td) metrizabilan topološki prostor pa je i Hausdorffov. Iz teorema 1.3.21 slijedi da
je K zatvoren skup u (X,Td). Dakle, K je zatvoren skup u metričkom prostoru (X, d).

Dokažimo sada da je K omeden u (X, d). Ako je K = ∅, onda je očito omeden. Pretpos-
tavimo da K neprazan skup, tj. K , ∅. Neka je p = d |K×K . Prema korolaru 3.2.2 metrički
prostor (K, p) je kompaktan. Iz propozicije 3.1.4 slijedi da je (K, p) potpuno omeden me-
trički prostor. Stoga je i omeden, pa postoje x ∈ X i r > 0 takvi da je

K ⊆ K(x, r; p). (3.5)

Budući da je p restrikcija od d slijedi da je

K(x, r; p) ⊆ K(x, r; d). (3.6)

Iz (3.5) i (3.6) slijedi da je
K ⊆ K(x, r; d).

Dakle, K je omeden skup u metričkom prostoru (X, d). �
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Primjer 3.2.5. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Tada je X
omeden.

Naime, za svaki x ∈ X vrijedi
K(x, 2) = X.

Nadalje, očito je X zatvoren u (X, d). Dakle, X je zatvoren i omeden u (X, d). No, X ne
mora biti kompaktan u (X, d). Naime, ako je X beskonačan skup, onda je {{x} | x ∈ X}
otvoreni pokrivač od X u (X, d), a očito ne postoje n ∈ N i x1, . . . , xn ∈ X takvi da je

X = {x1} ∪ · · · ∪ {xn}.

Alternativno, možemo ovako rezonirati: ako je X beskonačan, onda metrički prostor (X, d)
nije kompaktan jer bi u suprotnom bio potpuno omeden što je nemoguće prema propoziciji
3.2.4.

Propozicija 3.2.6. Neka je (X,T ) topološki prostor te neka je (Y,S) potprostor od (X,T ).
Neka je G ⊆ Y. Tada je G zatvoren skup u (Y,S) ako i samo ako postoji F zatvoren u (X,T )
takav da je G = Y ∩ F.

Dokaz. Pretpostavimo da su V ⊆ Y i U ⊆ X takvi da je

V = Y ∩ U. (3.7)

Tvrdimo da je
Y\V = Y ∩ (X\U). (3.8)

Neka je x ∈ Y\V . Očito je x ∈ Y pa je x ∈ X. Pretpostavimo da je x ∈ U. Tada iz (3.7)
slijedi da je x ∈ V što je nemoguće jer je x ∈ Y\V . Dakle, x < U pa slijedi da je

x ∈ Y ∩ (X\U).

Obratno, neka je
x ∈ Y ∩ (X\U).

Pretpostavimo da je x ∈ V . Tada iz (3.7) slijedi da je x ∈ U što je u kontradikciji sa
x ∈ X\U. Dakle, x < V , tj. x ∈ Y\V . Time je (3.8) dokazano.

Neka je G zatvoren skup u (Y,S). Neka je

V = Y\G.

Tada je V otvoren u (Y,S) pa postoji U ∈ T takav da je

V = Y ∩ U.
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Prema (3.8) tada vrijedi
G = Y ∩ (X\U).

Definirajmo
F = X\U.

Tada je F zatvoren u (X,T ) i
G = Y ∩ F.

Obratno, pretpostavimo da je F zatvoren skup u (X,T ) takav da je

G = Y ∩ F.

Prema (3.8) (za V = G i U = F) vrijedi

Y\G = Y ∩ (X\F).

Budući da je X\F otvoren u (X,T ) imamo da je Y\G otvoren u (Y,S) pa je G zatvoren u
(Y,S). �

Propozicija 3.2.7. Neka je (X,T ) topološki prostor te neka je (Y,S) potprostor od (X,T ).
Neka je Z neprazan podskup od Y. Neka jeU relativna topologija na Z s obzirom na T te
neka jeV relativna topologija na Z s obzirom na S. Tada jeU = V.

Dokaz. Imamo (prema definiciji relativne topologije) da je

U = {U ∩ Z | U ∈ T }

i
V = {V ∩ Z | V ∈ S}.

Neka je U ∈ T . Tada je U ∩ Y ∈ S. Označimo

V = U ∩ Y.

Imamo
U ∩ Z = U ∩ (Y ∩ Z) = (U ∩ Y) ∩ Z = V ∩ Z.

Dakle,
U ∩ Z ∈ V.

Prema tome,U ⊆ V. Neka je V ∈ S. Tada postoji U ∈ T takav da je

V = U ∩ Y.

Stoga je
V ∩ Z = (U ∩ Y) ∩ Z = U ∩ (Y ∩ Z) = U ∩ Z.
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Slijedi da je
V ∩ Z ∈ U.

Time smo pokazali da jeV ⊆ U.
Zaključak: U = V. �

Korolar 3.2.8. Neka je (X,T ) topološki prostor te neka je (Y,S) potprostor od (X,T ).
Neka je K ⊆ Y. Tada je K kompaktan skup u (X,T ) ako i samo ako je K kompaktan u
(Y,S).

Dokaz. Ako je K = ∅, tvrdnja je jasna. Uzmimo da je K neprazan. Neka je TK relativna
topologija na K s obzirom na T , te SK relativna topologija na K s obzirom na S. Prema
propoziciji 3.2.1 K je kompaktan u (X,T ) ako i samo ako je (K,TK) kompaktan topološki
prostor te je prema istoj propoziciji K kompaktan u (Y,S) ako i samo ako je (K,SK) kom-
paktan topološki prostor. No, iz prethodne propozicije slijedi da je

TK = SK

pa slijedi tvrdnja korolara. �

Propozicija 3.2.9. Neka je (X,T ) topološki prostor. Neka je K kompaktan skup u (X,T )
te F zatvoren u (X,T ) takav da je F ⊆ K. Tada je F kompaktan u (X,T ).

Slika 3.3: Prikaz propozicije 3.2.9.

Dokaz. Ako je F = ∅ tvrdnja je jasna. Uzmimo da je F neprazan. Tada je i K neprazan
(jer je F ⊆ K). Neka je S relativna topologija na K s obzirom na T . Iz propozicije 3.2.6
slijedi da je F ∩ K zatvoren skup u (K,S). No,

F ∩ K = F
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pa je F zatvoren skup u (K,S). Znamo da je (K,S) kompaktan topološki prostor (propo-
zicija 3.2.1). Prema propoziciji 1.3.14 F je kompaktan skup u (K,S). Prema prethodnom
korolaru vrijedi da je F kompaktan u (X,T ). �

3.3 Omedenost u R

Minimum i maksimum skupa
Definicija 3.3.1. Neka je A ⊆ R te neka je x ∈ R. Za x kažemo da je gornja meda skupa A
ako je a ≤ x za svaki a ∈ A. Za skup A kažemo da je odozgo omeden ako ima barem jednu
gornju medu.

Definicija 3.3.2. Neka je A ⊆ R te x ∈ R. Za x kažemo da je supremum skupa A ako je x
najmanja gornja meda skupa A, tj.

1) x je gornja meda od A;

2) ako je y bilo koja gornja meda od A onda je x ≤ y.

Uočimo: Ako su x1 i x2 supremumi od A onda je x1 = x2. Naime, vrijedi

x1 ≤ x2

jer je x1 supremum, a x2 gornja meda. Analogno,

x2 ≤ x1

jer je x2 supremum, a x1 gornja meda. Slijedi da je x1 = x2.

Supremum skupa A označavamo sa sup A.

Definicija 3.3.3. Neka je A ⊆ R i a0 ∈ A. Za a0 kažemo da je maksimum skupa A ako je
a ≤ a0 za svaki a ∈ A, tj. ako je a0 gornja meda od A.

Uočimo: Ako je a0 maksimum od A, onda je a0 i supremum od A. Naime, po definiciji
maksimuma a0 je gornja meda. Nadalje, iz a0 ∈ A slijedi da je

a0 ≤ y

za svaku gornju medu y.
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Primjer 3.3.4. Broj 0 je supremum skupa 〈−∞, 0〉.
Zaista, 0 je očito gornja meda ovog skupa. S druge strane, neka je y bilo koja gornja

meda skupa 〈−∞, 0〉 i pretpostavimo da je y < 0. Tada postoji realan broj a takav da je

y < a < 0.

Iz ovoga slijedi da je a element skupa 〈−∞, 0〉 veći od gornje mede y što je nemoguće. Stoga
je 0 najmanja gornja meda od 〈−∞, 0〉. Nadalje, ovaj skup nema maksimum (maksimum
ovog skupa bi bio i njegov supremum pa bi bio jednak 0, a 0 nije element skupa 〈−∞, 0〉).

Uočimo sljedeće: Ako skup A ima supremum, onda je on i odozgo omeden. Nadalje,
skup A takoder mora biti neprazan jer ∅ nema supremum (svaki realan broj je gornja meda
od ∅ pa nema najmanje gornje mede).

AKSIOM POTPUNOSTI: Neka su A i B neprazni podskupovi od R takvi da je a ≤ b
za sve a ∈ A i b ∈ B. Tada postoji c ∈ R takav da je a ≤ c ≤ b za sve a ∈ A i b ∈ B.

Propozicija 3.3.5. Svaki neprazan odozgo omeden podskup od R ima supremum.

Dokaz. Neka je A ⊆ R, A , ∅ odozgo omeden skup. Neka je B skup svih gornjih meda od
A. Imamo A , ∅ i B , ∅ i a ≤ b za sve a ∈ A i b ∈ B. Prema aksiomu potpunosti postoji
c ∈ R takav da je

a ≤ c ≤ b (3.9)

za sve a ∈ A i b ∈ B. Iz (3.9) slijedi da je c gornja meda od A te da je manji ili jednak od
svake gornje mede od A. Dakle, c je supremum od A. �

Definicija 3.3.6. Neka je A ⊆ R te x ∈ R. Za x kažemo da je donja meda skupa A ako je
x ≤ a za svaki a ∈ A.

Definicija 3.3.7. Neka je A ⊆ R. Za skup A kažemo da je odozdo omeden ako ima barem
jednu donju medu.

Definicija 3.3.8. Neka je A ⊆ R te x ∈ R. Za x kažemo da je infimum skupa A ako je x
najveća donja meda skupa A, tj. ako vrijedi sljedeće:

1) x je donja meda od A;

2) ako je y bilo koja donja meda od A onda je x ≥ y.

Uočimo: Ako su x1 i x2 infimumi od A, onda je x1 = x2.

Infimum skupa A označavamo sa inf A.
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Definicija 3.3.9. Neka je A ⊆ R i a0 ∈ A. Za a0 kažemo da je minimum od A ako je a0 ≤ a
za svaki a ∈ A.

Uočimo: Ako je a0 minimum od A, onda je a0 infimum od A.

Propozicija 3.3.10. Svaki neprazan odozdo omeden podskup od R ima infimum.

Dokaz. Neka je A neprazan odozdo omeden podskup od R. Neka je B skup svih donjih
meda od A. Imamo A , ∅ i B , ∅ i b ≤ a za sve a ∈ A, b ∈ B. Prema aksiomu potpunosti
postoji c ∈ R takav da je

b ≤ c ≤ a

za sve a ∈ A, b ∈ B. Odavde slijedi da je c infimum od A. �

Propozicija 3.3.11. Neka je A ⊆ R te x ∈ R. Tada je x supremum od A ako i samo ako je
x gornja meda od A i za svaki ε > 0 postoji a ∈ A takav da je x − ε < a.

Dokaz. Neka je x supremum od A. Očito je x gornja meda od A. Uzmimo ε > 0. Želimo
dokazati da postoji a ∈ A takav da vrijedi

x − ε < a.

Pretpostavimo suprotno, tada za svaki a ∈ A vrijedi da je

x − ε ≥ a.

Ovo znači da je x − ε gornja meda od A. Očito je

x − ε < x

i to je u kontradikciji s činjenicom da je x supremum od A, tj. najmanja gornja meda od A.
Zaključak: Postoji a ∈ A takav da je x − ε < a.

Obratno, pretpostavimo da je x gornja meda od A i da za svaki ε > 0 postoji a ∈ A
takav da je

x − ε < a.

Želimo dokazati da je x supremum od A. Pretpostavimo da je y gornja meda od A takva da
je y < x. Neka je

ε = x − y.

Tada je ε > 0 i
y = x − ε. (3.10)

Prema pretpostavci postoji a ∈ A takav da je

x − ε < a. (3.11)
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Iz (3.10) i (3.11) slijedi da je
y < a

što je u kontradikciji s činjenicom da je y gornja meda od A. Zaključak: x je najmanja
gornja meda od A, tj. x je supremum od A. �

Propozicija 3.3.12. Neka je A ⊆ R te x ∈ R. Tada je x infimum od A ako i samo ako je x
donja meda od A i za svaki ε > 0 postoji a ∈ A takav da je x + ε > a.

Dokaz. Analogno kao prethodna propozicija. �

Definicija 3.3.13. Neka je A ⊆ R. Za A kažemo da je omeden skup ako je A omeden odozdo
i odozgo.

Napomena 3.3.14. Neka je d euklidska metrika na R te neka je A ⊆ R, A , ∅. Pretpos-
tavimo da je A omeden u metričkom prostoru (R, d). Tada postoje x0 ∈ R i r > 0 takvi da
je

A ⊆ K(x0, r),

odnosno
A ⊆ 〈x0 − r, x0 + r〉.

Iz ovoga je jasno da je A omeden odozgo i odozdo, tj. da je A omeden u R.
Obratno, neka je A omeden u R. Tada postoje brojevi x i y takvi da je x gornja meda

od A i y donja meda od A. Slijedi da je

A ⊆ [y, x]

pa je
A ⊆ 〈y − 1, x + 1〉.

Prema primjeru 1.1.5 ovo znači da je A podskup neke otvorene kugle u (R, d), dakle A je
omeden u (R, d).
Zaključak: Podskup od R je omeden u (R, d) ako i samo ako je omeden u R.

Lema 3.3.15. Neka je S ⊆ R. Tada je S omeden ako i samo ako postoji M > 0 takav da je
|x| ≤ M za svaki x ∈ S .

Dokaz. Pretpostavimo da postoji M > 0 takav da je

|x| ≤ M

za svaki x ∈ S . Tada je
−M ≤ x ≤ M
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za svaki x ∈ S . Dakle, S je omeden odozdo i odozgo pa je S omeden skup u R.
Obratno, pretpostavimo da je S omeden. Tada je S omeden u metričkom prostoru (R, d)

gdje je d euklidska metrika na R pa postoji r > 0 takav da je

S ⊆ K(0, r; d).

Stoga je
d(x, 0) < r

za svaki x ∈ S , tj.
|x| < r

za svaki x ∈ S . �

Nizovi u R
Definicija 3.3.16. Za niz realnih brojeva (xn) kažemo da je omeden ako je {xn | n ∈ N}
omeden skup.

Za niz realnih brojeva (xn) kažemo da je rastući ako je xn ≤ xn+1 za svaki n ∈ N.

Uočimo sljedeće: Ako je (xn) rastući niz, onda je xn ≤ xm za sve n,m ∈ N, n ≤ m (to
lako slijedi indukcijom, za fiksirani n, po m ≥ n).

Propozicija 3.3.17. Neka je (xn) omeden i rastući niz realnih brojeva. Tada je (xn) konver-
gentan niz i teži prema sup{xn | n ∈ N}.

Dokaz. Neka je L = sup{xn | n ∈ N}. Želimo dokazati da xn −→ L. Uzmimo ε > 0. Prema
propoziciji 3.3.11 postoji n0 ∈ N takav da je

L − ε < xn0 .

Budući da je niz (xn) rastući vrijedi da je

xn0 ≤ xn

za svaki n ≥ n0. Nadalje, za svaki n ∈ N vrijedi

xn ≤ L

(jer je L supremum od {xn | n ∈ N}). Prema tome, za svaki n ≥ n0 vrijedi

L − ε < xn0 ≤ xn ≤ L < L + ε.

Dakle, xn ∈ 〈L − ε, L + ε〉 za svaki n ≥ n0. Zaključak: xn −→ L. �
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Definicija 3.3.18. Za niz realnih brojeva (xn) kažemo da je padajući ako je xn ≥ xn+1 za
svaki n ∈ N.

Ako je (xn) padajući niz, onda je xn ≥ xm za sve n,m ∈ N, n ≤ m. To vidimo na
analogan način kao i u slučaju rastućeg niza.

Propozicija 3.3.19. Neka je (xn) omeden i padajući niz realnih brojeva. Tada je (xn) ko-
nvergentan niz i teži prema inf{xn | n ∈ N}.

Dokaz. Postupamo analogno kao i u dokazu propozicije 3.3.17. Neka je L = inf{xn | n ∈
N}. Uzmimo ε > 0. Prema propoziciji 3.3.12 postoji n0 ∈ N takav da je

L + ε > xn0 .

Tada za svaki n ≥ n0 imamo

L + ε > xn0 ≥ xn ≥ L > L − ε.

Dakle, xn ∈ 〈L − ε, L + ε〉 za svaki n ≥ n0. Zaključak: xn −→ L. �

Za niz realnih brojeva kažemo da je monoton ako je rastući ili padajući.

Korolar 3.3.20. Svaki monoton i omeden niz realnih brojeva je konvergentan.

Dokaz. Ovo je direktna posljedica propozicija 3.3.17 i 3.3.19. �

Teorem 3.3.21. Svaki niz realnih brojeva ima monoton podniz.

Dokaz. Neka je (xn) niz realnih brojeva. Imamo dva slučaja:
1) Postoji prirodni broj k takav da za svaki prirodni broj n > k postoji prirodni broj m > n
takav da je xn ≤ xm, tj.

(∃k ∈ N)(∀n > k, n ∈ N)(∃m > n,m ∈ N)(xn ≤ xm). (3.12)

Definirajmo niz prirodnih brojeva n1, n2, . . . induktivno na sljedeći način: Neka je

n1 = k + 1.

Uočimo da je
n1 > k.

Pretpostavimo da je i ∈ N te da smo definirali ni i da pri tome vrijedi

ni > k.
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Prema (3.12) postoji m ∈ N, m > ni takav da je

xni ≤ xm.

Definiramo
ni+1 = m.

Uočimo da je
ni < ni+1 i xni ≤ xni+1

(posebno, ni+1 > k). Na ovaj način smo konstruirali niz brojeva n1, n2, n3, . . . koji je očito
strogo rastući te imamo da je (xni)i∈N rastući podniz od (xn)n∈N.

2) Za svaki prirodni broj k postoji prirodni broj n > k takav da za svaki prirodni broj
m > n vrijedi xn > xm (uočimo da smo negirali prvi slučaj), tj.

(∀k ∈ N)(∃n > k, n ∈ N)(∀m > n,m ∈ N)(xn > xm). (3.13)

Definiramo niz prirodnih bojeva n1, n2, n3, . . . induktivno na sljedeći način: Neka je n1 ∈ N
takav da je

xn1 > xm

za svaki m > n1 (takav broj sigurno postoji prema (3.13)). Pretpostavimo da je i ∈ N te da
smo definirali broj ni takav da je

xni > xm

za svaki m > ni. Prema (3.13) postoji (za k = ni) broj

ni+1 > ni

takav da je
xni+1 > xm

za svaki m > ni+1. Uočimo da je
xni > xni+1 .

Na ovaj način smo konstruirali strogo rastući niz n1, n2, n3, . . . takav da je (xni)i∈N strogo
padajući niz. Dakle, (xn)n∈N ima padajući podniz.
Zaključak: (xn) ima monoton podniz. �

Teorem 3.3.22. Svaki omeden niz realnih brojeva ima konvergentan podniz.

Dokaz. Neka je (xn) omeden niz realnih brojeva. Prema prethodnom teoremu postoji pod-
niz (yn) niza (xn) koji je monoton. Budući da je niz (xn) omeden, onda je i njegov podniz
(yn) omeden. Prema korolaru 3.3.20 niz (yn) je konvergentan. �
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3.4 Kompaktnost u Rn

Definicija 3.4.1. Neka je (X, d) metrički prostor te (xn) niz u X. Za (xn) kažemo da je
omeden niz u (X, d) ako je njegova slika omeden skup, tj. ako je {xn | n ∈ N} omeden skup
u metričkom prostoru (X, d).

Napomena 3.4.2. Neka je n ∈ N. Kada za niz u Rn kažemo da je omeden, mislimo da
je omeden u metričkom prostoru (Rn, d) gdje je d euklidska metrika na Rn. Nadalje, niz
konvergira prema nekoj točki u Rn ako konvergira prema toj točki u metričkom prostoru
(Rn, d).

Neka je n ∈ N te neka je (xi) niz u Rn. Tada očito postoje (jedinstveni) nizovi realnih
brojeva

(x1
i )i∈N, . . . , (xn

i )i∈N

takvi da je
xi = (x1

i , x
2
i , . . . , x

n
i )

za svaki i ∈ N. Za nizove
(x1

i ), . . . , (xn
i )

kažemo da su komponentni nizovi od (xi).

Propozicija 3.4.3. Neka je n ∈ N i (xi) niz u Rn. Neka su (x1
i ), . . . , (xn

i ) komponentni nizovi
od (xi) te neka su a1, a2, . . . , an ∈ R i a = (a1, a2, . . . , an). Tada xi −→ a ako i samo ako
x1

i −→ a1, x2
i −→ a2, . . . , xn

i −→ an.

Dokaz. Uočimo prije svega sljedeće: Ako su b1, b2, . . . , bn ∈ R onda za svaki j ∈ {1, . . . , n}
vrijedi

|b j| ≤

√
b2

1 + b2
2 + · · · + b2

n.

Pretpostavimo da xi −→ a. Neka je j ∈ {1, . . . , n}. Dokažimo da x j
i −→ a j. Neka je ε > 0.

Tada postoji i0 ∈ N takav da za svaki i ≥ i0 vrijedi

d(xi, a) < ε.

Stoga, za svaki i ≥ i0 vrijedi

|x j
i − a j| ≤

√
(x1

i − a1)2 + · · · + (xn
i − an)2 = d(xi, a) < ε,

odnosno
|x j

i − a j| < ε.

Zaključak: x j
i −→ a j.
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Obratno, pretpostavimo da x j
i −→ a j za svaki j ∈ {1, . . . , n}. Želimo dokazati da

xi −→ a. Neka je ε > 0. Neka je j ∈ {1, . . . , n}. Tada postoji i j ∈ N takav da za svaki i ≥ i j

vrijedi
|x j

i − a j| <
ε
√

n
. (3.14)

Neka je i0 = max{i1, . . . , in}. Tada za svaki j ∈ {1, . . . , n} i za svaki i ≥ i0 vrijedi (3.14).
Neka je i ≥ i0. Tada vrijedi

d(xi, a) =

√√ n∑
j=1

(x j
i − a j)2 <

√√ n∑
j=1

ε2

n
=

√
n ·

ε2

n
= ε.

Dakle,
d(xi, a) < ε

za svaki i ≥ i0. Zaključak: xi −→ a. �

Lema 3.4.4. Neka je n ∈ N, (xi) niz u Rn te (x1
i ), . . . , (xn

i ) komponentni nizovi od (xi). Tada
je (xi) omeden u Rn ako i samo ako su (x1

i ), . . . , (xn
i ) omedeni u R.

Dokaz. Neka je d euklidska metrika na Rn. Pretpostavimo da je (xi) omeden u Rn. To znači
da je {xi | i ∈ N} omeden skup u metričkom prostoru (Rn, d). Stoga postoji r > 0 takav da
je

{xi | i ∈ N} ⊆ K((0, . . . , 0), r; d).

Slijedi da je
d(xi, (0, . . . , 0)) < r

za svaki i ∈ N pa je √
(x1

i )2 + · · · + (xn
i )2 < r

za svaki i ∈ N. Iz ovoga slijedi da je

|x1
i | < r, . . . , |xn

i | < r

za svaki i ∈ N pa su prema lemi 3.3.15 komponentni nizovi omedeni u R.
Obratno, pretpostavimo da su (x1

i ), . . . , (xn
i ) omedeni u R. Prema lemi 3.3.15 postoje

M1 > 0, . . . ,Mn > 0 takvi da je

|x1
i | ≤ M1, . . . , |xn

i | ≤ Mn

za svaki i ∈ N. Neka je M = max{M1, . . . ,Mn}. Dakle,

|x1
i | ≤ M, . . . , |xn

i | ≤ M
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za svaki i ∈ N. Za svaki i ∈ N vrijedi

d(xi, (0, . . . , 0)) =

√
(x1

i )2 + · · · + (xn
i )2 ≤

√
n · M2 = M ·

√
n < M ·

√
n + 1.

Prema tome
{xi | i ∈ N} ⊆ K((0, . . . , 0),M ·

√
n + 1).

Zaključak: (xi) je omeden u Rn. �

Napomena 3.4.5. Ako je a : N→ N strogo rastuća funkcija, onda za sve i, j ∈ N takve da
je i < j vrijedi

a(i) < a( j).

Nadalje, ako su a, b : N→ N strogo rastuće funkcije, onda je i

a ◦ b : N→ N

strogo rastuća funkcija. Naime, za svaki i ∈ N vrijedi

b(i) < b(i + 1)

što povlači
a(b(i)) < a(b(i + 1)),

tj.
(a ◦ b)(i) < (a ◦ b)(i + 1).

Propozicija 3.4.6. Neka je n ∈ N. Svaki omeden niz u Rn ima konvergentan podniz.

Dokaz. Ovu tvrdnju ćemo dokazati metodom matematičke indukcije. Za n = 1 tvrdnja
je jasna (teorem 3.3.22). Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neko n ∈ N. Dokažimo da
vrijedi za n + 1. Neka je (xi) omeden niz u Rn+1. Neka su (x1

i ), . . . , (xn+1
i ) komponentni

nizovi od (xi). Ti komponentni nizovi su omedeni prema lemi 3.4.4 pa je prema istoj lemi
niz (yi) u Rn definiran sa

yi = (x1
i , . . . , x

n
i )

omeden u Rn. Prema induktivnoj pretpostavci postoji strogo rastuća funkcija a : N → N
takva da je (ya(i))i∈N konvergentan niz u Rn. Za svaki i ∈ N vrijedi

ya(i) = (x1
a(i), . . . , x

n
a(i)).

Ovo znači da su (x1
a(i)), . . . , (xn

a(i)) komponentni nizovi od (ya(i)) pa su onda oni konvergentni.
Promotrimo niz (xn+1

a(i) )i∈N. On je omeden jer je podniz omedenog niza (xn+1
i )i∈N. Prema

teoremu 3.3.22 postoji strogo rastuća funkcija b : N→ N takva da je (xn+1
a(b(i))) konvergentan
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niz u R. Nizovi (x1
a(b(i))), . . . , (xn

a(b(i))) su konvergentni jer su podnizovi konvergentnih nizova
(x1

a(i)), . . . , (xn
a(i)). Imamo

xa(b(i)) = (x1
a(b(i)), . . . , x

n
a(b(i)), x

n+1
a(b(i)))

za svaki i ∈ N. Iz ovoga zaključujemo da su komponentni nizovi od (xa(b(i))) konvergentni
pa iz propozicije 3.4.3 slijedi da je (xa(b(i))) konvergentan niz u Rn+1. Imamo

(xa(b(i))) = (x(a◦b)(i)),

a prema napomeni a ◦ b je strogo rastuća funkcija. Dakle, (xa(b(i))) je konvergentan podniz
od (xi) u Rn+1. �

Napomena 3.4.7. Neka je n ∈ N. Kada za K ⊆ Rn kažemo da je kompaktan skup u Rn,
onda mislimo da je K kompaktan u metričkom prostoru (Rn, d), gdje je d euklidska metrika
na Rn.

Teorem 3.4.8. Neka je n ∈ N te K ⊆ Rn. Tada je K kompaktan skup u Rn ako i samo ako
je K zatvoren i omeden.

Dokaz. Ako je K kompaktan u Rn, onda je zatvoren i omeden prema propoziciji 3.2.4.
Pretpostavimo da je K zatvoren i omeden u Rn. Ako je K = ∅, onda je jasno da je K
kompaktan. Uzmimo da je K , ∅. Neka je p euklidska metrika na K. Prema korolaru 3.2.2
dovoljno je dokazati da je (K, p) kompaktan metrički prostor, a u tu svrhu je prema teoremu
3.1.9 dovoljno dokazati da je (K, p) sekvencijalno kompaktan metrički prostor. Neka je (xi)
niz u K. Tada je (xi) omeden niz u Rn (jer je K omeden skup) pa prema propoziciji 3.4.6
postoji podniz (yi) od (xi) takav da je (yi) konvergentan u Rn. To znači da postoji a ∈ Rn

takav da
yi −→ a

u (Rn, d), gdje je d euklidska metrika na Rn. Budući da je K zatvoren u (Rn, d) pa i u
(Rn,Td) te da

yi −→ a

u (Rn,Td), prema propoziciji 2.1.5 imamo da je a ∈ K. Dakle, imamo

yi −→ a

u (Rn, d), a ∈ K i
p = d |K×K

pa zaključujemo da
yi −→ a

u (K, p). Prema tome, postoji podniz od (xi) konvergentan u (K, p). Ovim smo dokazali
da je (K, p) sekvencijalno kompaktan metrički prostor. Zaključak: K je kompaktan skup u
Rn. �
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3.5 Potpunost metričkih prostora

Cauchyjevi nizovi
Definicija 3.5.1. Neka je (X, d) metrički prostor te neka je (xi) niz u X. Kažemo da je (xi)
Cauchyjev niz u (X, d) ako za svaki ε > 0 postoji n0 ∈ N takav da je d(xi, x j) < ε za sve
i, j ≥ n0.

Propozicija 3.5.2. Neka je (X, d) metrički prostor te neka je (xi) konvergentan niz u (X, d).
Tada je (xi) Cauchyjev niz u (X, d).

Dokaz. Neka je a ∈ X točka takva da xi −→ a. Neka je ε > 0. Tada postoji n0 ∈ N takav
da je

d(xi, a) <
ε

2
za sve i ≥ n0. Neka su i, j ≥ n0. Imamo

d(xi, x j) ≤ d(xi, a) + d(a, x j) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Dakle,
d(xi, x j) < ε

za sve i, j ≥ n0. Zaključak: (xi) je Cauchyjev niz. �

Napomena 3.5.3. Ako je (X, d) metrički prostor, (Y, p) potprostor od (X, d) te (xi) niz u Y,
onda je (xi) Cauchyjev u (Y, p) ako i samo ako je (xi) Cauchyjev u (X, d). Nadalje, ako je
a ∈ Y, onda xi −→ a u (Y, p) ako i samo ako xi −→ a u (X, d).

Primjer 3.5.4. Neka je p euklidska metrika na 〈0,+∞〉 te d euklidska metrika na R. Neka
je (xn) niz definiran sa xn = 1

n , n ∈ N. Tada xn −→ 0 u (R, d) (primjer 2.4.6). Stoga je (xn)
Cauchyjev niz u (R, d).

Prema prethodnoj napomeni tada je (xn) Cauchyjev niz u (〈0,+∞〉, p). Pretpostavimo
da je (xn) konvergentan u (〈0,+∞〉, p). Tada postoji a ∈ 〈0,+∞〉 takav da xn −→ a u
(〈0,+∞〉, p). Tada xn −→ a i u metričkom prostoru (R, d). Uočimo da je a , 0 (jer je
a ∈ 〈0,+∞〉). Dakle, xn −→ 0 i xn −→ a (u metričkom prostoru (R, d)) što je u kontradikciji
s korolarom 2.1.9.
Zaključak: (xn) je Cauchyjev niz u (〈0,+∞〉, p) ali nije konvergentan.

Definicija 3.5.5. Neka je (X, d) metrički prostor. Za (X, d) kažemo da je potpun metrički
prostor ako je svaki Cauchyjev niz konvergentan.

Primjer 3.5.6. Metrički prostor (〈0,+∞〉, p), gdje je p euklidska metrika na 〈0,+∞〉 nije
potpun (prethodni primjer).
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Primjer 3.5.7. Neka je d euklidska metrika na R te (xn) niz definiran sa xn = (−1)n, n ∈ N.
Tada su −1 i 1 gomilišta niza (xn), no niz (xn) nije konvergentan u (R, d), čak štoviše nije
Cauchyjev.

Neka je U otvoren skup u (R, d) koji sadrži 1 te neka je N ∈ N. Tada je 2N ≥ N i

x2N = (−1)2N = 1 ∈ U.

Dakle, 1 je gomilište niza (xn). Analogno vidimo da je −1 gomilište od (xn). Pretpostavimo
da je (xn) Cauchyjev niz. Neka je ε = 1. Tada postoji n0 ∈ N takav da je

d(xi, x j) < 1

za sve i, j ≥ n0. Neka je
i = 2n0

te neka je
j = 2n0 + 1.

Tada su i, j ≥ n0 pa je
d(xi, x j) < 1,

to jest
|xi − x j| < 1. (3.15)

No,
xi = (−1)2n0 = 1

i
x j = (−1)2n0+1 = −1

pa je
|xi − x j| = |1 − (−1)| = 2

što je u kontradikciji s (3.15). Zaključak: niz (xn) nije Cauchyjev pa stoga nije ni konver-
gentan.

Lema 3.5.8. Neka je (X, d) metrički prostor te neka je (xi) Cauchyjev niz u X. Pretposta-
vimo da je a ∈ X gomilište niza (xi). Tada xi −→ a.

Dokaz. Uzmimo ε > 0. Budući da je (xi) Cauchyjev niz postoji n0 ∈ N takav da je

d(xi, x j) <
ε

2

za sve i, j ≥ n0. Budući da je a gomilište od (xi) postoji n ≥ n0 takav da je

xn ∈ K(a,
ε

2
).
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Neka je i ≥ n0. Tada je

d(xi, a) ≤ d(xi, xn) + d(xn, a) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Dakle,
d(xi, a) < ε

za sve i ≥ n0. Prema tome xi −→ a. �

Teorem 3.5.9. Svaki kompaktan metrički prostor je potpun.

Dokaz. Neka je (X, d) kompaktan metrički prostor te neka je (xi) Cauchyjev niz u (X, d).
Prema teoremu 2.2.3 niz (xi) ima gomilište u (X, d). Iz prethodne leme slijedi da je niz (xi)
konvergentan. Zaključak: (X, d) je potpun metrički prostor. �

Propozicija 3.5.10. Neka je (X, d) metrički prostor te neka je (xi) Cauchyjev niz u (X, d).
Tada je (xi) omeden niz u (X, d).

Dokaz. Odaberimo neki ε > 0 (npr. ε = 1). Budući da je (xi) Cauchyjev niz postoji n0 ∈ N
takav da je

d(xi, x j) < ε

za sve i, j ≥ n0. Posebno,
d(xi, xn0) < ε

za sve i ≥ n0 što znači da je
{xi | i ≥ n0} ⊆ K(xn0 , ε).

Slijedi da je {xi | i ≥ n0} omeden skup u (X, d). S druge strane, vrijedi

{x1, . . . , xn0} = {x1} ∪ · · · ∪ {xn0}.

Iz korolara 2.3.3 slijedi da je {x1, . . . , xn0} omeden skup. Naposlijetku imamo

{xi | i ∈ N} = {x1, . . . , xn0} ∪ {xi | i ≥ n0}

pa je {xi | i ∈ N} omeden skup. Dakle, (xi) je omeden niz u (X, d). �

Teorem 3.5.11. Neka je n ∈ N te d euklidska metrika naRn. Tada je (Rn, d) potpun metrički
prostor.

Dokaz. Neka je (xi) Cauchyjev niz u (Rn, d). Prema prethodnoj propoziciji (xi) je omeden
niz u (Rn, d). Iz propozicije 3.4.6 slijedi da (xi) ima konvergentan podniz. Prema propozi-
ciji 2.4.3 niz (xi) ima gomilište u (Rn, d), a prema lemi 3.5.8 (xi) je konvergentan. Dakle,
metrički prostor (Rn, d) je potpun. �
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Slika 3.4: (X, d) kompaktan⇔ (X, d) potpun i potpuno omeden

Prethodni teorem nam pokazuje da potpun metrički prostor ne mora biti kompaktan.

Primjer 3.5.12. Neka je X , ∅ te neka je d diskretna metrika na X. Tada je (X, d) potpun
metrički prostor.

Neka je (xn) Cauchyjev niz u (X, d). Budući da je (xn) Cauchyjev niz postoji n0 ∈ N
takav da je

d(xi, x j) <
1
2

za sve i, j ≥ n0. To znači da je
xi = x j

za sve i, j ≥ n0. Dakle,
xi = xn0

za svaki i ≥ n0. Stoga je
d(xi, xn0) = 0

za svaki i ≥ n0. Uzmimo ε > 0. Posebno,

d(xi, xn0) < ε

za svaki i ≥ n0. Prema tome xi −→ xn0 . Dakle, (xi) je konvergentan niz. Zaključak: (X, d)
je potpun metrički prostor.

Uočimo da je (X, d) omeden metrički prostor. No, ako je X beskonačan, (X, d) nije
kompaktan što smo vidjeli u primjeru 3.2.5.



66 POGLAVLJE 3. KOMPAKTNOST U RAZNIM OBLICIMA

Prethodni primjer pokazuje da potpun metrički prostor ne mora biti kompaktan čak ni
kada je omeden. Koji uvjet bismo mogli dodati na metrički prostor, a da ipak dobijemo
ekvivalenciju izmedu kompaktnosti i potpunosti (slika 3.4.)? Odgovor na to će nam dati
teorem 3.5.22.

Dijametar skupa
Neka je (X, d) metrički prostor te neka je S omeden i neprazan skup u (X, d). Tada postoje
x0 ∈ X i r > 0 takvi da je S ⊆ K(x0, r).

Neka su x, y ∈ S . Tada je

d(x, y) ≤ d(x, x0) + d(x0, y) < 2r.

Dakle,
d(x, y) < 2r

za sve x, y ∈ S . Ovo znači da je skup {d(x, y) | x, y ∈ S } odozgo omeden u R. Jasno je da
je ovaj skup neprazan (jer je S neprazan) stoga ima supremum. Definiramo

diam S = sup{d(x, y) | x, y ∈ S }.

Za broj diam S kažemo da je dijametar skupa S . Uočimo da za sve x, y ∈ S vrijedi

d(x, y) ≤ diam S .

Primjer 3.5.13. Za n ∈ N neka je Fn = [n,+∞〉. Tada je Fn zatvoren skup u R i Fn+1 ⊆ Fn

za svaki n ∈ N. Dakle, (Fn) je padajući niz nepraznih zatvorenih skupova u R, no⋂
n∈N

Fn = ∅

(kada bi postojao x ∈
⋂
n∈N

Fn, onda bi vrijedilo x ≥ n za svaki n ∈ N što je nemoguće).

Lema 3.5.14. Neka je (X,T ) topološki prostor te neka je (Fn)n∈N padajući niz skupova u
(X,T ). Pretpostavimo da je (xn) niz u X te a ∈ X takav da xn −→ a i xn ∈ Fn za svaki
n ∈ N. Tada je a ∈

⋂
n∈N

Fn.

Dokaz. Neka je k ∈ N. Promotrimo niz xk+1, xk+2, . . . , tj. niz (xk+n)n∈N. To je podniz od
(xn) pa i on teži prema a. No,

xk+n ∈ Fk+n
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pa je
xk+n ∈ Fk

za svaki n ∈ N (ovdje koristimo da je Fi ⊆ F j za sve i, j ∈ N, i ≥ j što slijedi iz činjenice
da je niz (Fn)n∈N padajući). Budući da je Fk zatvoren skup imamo da je a ∈ Fk (propozicija
2.1.5). Dakle, a ∈ Fk za svaki k ∈ N, tj.

a ∈
⋂
n∈N

Fn.

�

Teorem 3.5.15 (Cantorov teorem). Neka je (X, d) potpun metrički prostor te neka je (Fn)
padajući niz nepraznih zatvorenih skupova u (X, d). Pretpostavimo da je za svaki n ∈ N
skup Fn omeden te da diam Fn −→ 0. Tada je

⋂
n∈N

Fn jednočlan skup.

Dokaz. Dokažimo prvo da
⋂
n∈N

Fn ne sadrži više od jedne točke. Pretpostavimo suprotno,

tj. da postoje
x, y ∈

⋂
n∈N

Fn

takvi da je x , y. Neka je ε = d(x, y). Tada je ε > 0 pa postoji n0 ∈ N takav da je

| diam Fn − 0| < ε

za svaki n ≥ n0, tj.
diam Fn < d(x, y)

za svaki n ≥ n0. Posebno,
diam Fn0 < d(x, y).

No,
x, y ∈

⋂
n∈N

Fn

pa su x, y ∈ Fn0 što povlači
d(x, y) ≤ diam Fn0 .

Imamo
d(x, y) ≤ diam Fn0 < d(x, y)

što je kontradikcija. Dakle,
⋂
n∈N

Fn ne sadrži više od jedne točke. Preostaje još dokazati

da je
⋂
n∈N

Fn , ∅. Za svaki n ∈ N odaberimo točku xn ∈ Fn (to možemo jer je Fn , ∅ za
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svaki n ∈ N). Tako dobivamo niz (xn) u X. Prema lemi 3.5.14 dovoljno je dokazati da
postoji a ∈ X takav da xn −→ a, tj. da je niz (xn) konvergentan. Neka je ε > 0. Budući da
diam Fn −→ 0 postoji n0 ∈ N takav da je

diam Fn < ε

za svaki n ≥ n0. Neka su i, j ≥ n0. Zbog Fi ⊆ Fn0 i F j ⊆ Fn0 imamo

xi, x j ∈ Fn0

pa iz
diam Fn0 < ε

slijedi da je
d(xi, x j) < ε.

Dakle,
d(xi, x j) < ε

za sve i, j ≥ n0. Ovim smo dokazali da je niz (xn) Cauchyjev. Budući da je (X, d) potpun
slijedi da je (xn) konvergentan. Time je tvrdnja teorema dokazana. �

Primjer 3.5.16. Neka je d euklidska metrika na 〈0,+∞〉. Za n ∈ N neka je Fn = 〈0, 1
n ].

Uočimo da je Fn+1 ⊆ Fn za svaki n ∈ N. Naime, ako je x ∈ Fn+1, onda je x ∈ 〈0, 1
n+1 ] iz

čega slijedi

0 < x ≤
1

n + 1
<

1
n

pa je

x ∈ 〈0,
1
n

] = Fn.

Očito je Fn zatvoren skup u (〈0,+∞〉, d) za svaki n ∈ N. Neka su

x, y ∈ 〈0,
1
n

]

takvi da je x ≤ y. Tada je

0 < x ≤ y ≤
1
n

pa je

y − x ≤
1
n
,

tj.

d(x, y) ≤
1
n
.
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Dakle, 1
n je gornja meda od {d(x, y) | x, y ∈ Fn} pa je

diam Fn ≤
1
n
.

Tada je

diam Fn ∈ 〈−
2
n
,

2
n
〉

za svaki n ∈ N pa iz leme 2.4.5 slijedi

diam Fn −→ 0.

No, ⋂
n∈N

Fn = ∅.

Naime, pretpostavimo da je ⋂
n∈N

Fn , ∅,

tj. postoji
x ∈

⋂
n∈N

Fn.

Tada je posebno
x ∈ F1 = 〈0, 1]

pa slijedi da je x > 0. To povlači da postoji n ∈ N takav da je

1
n
< x.

No, ovo je u kontradikciji s činjenicom da je x ∈ Fn.

Zatvorena kugla
Definicija 3.5.17. Neka je (X, d) metrički prostor, x0 ∈ X te r > 0. Definiramo K(x0, r) =

{x ∈ X | d(x0, x) ≤ r}. Za K(x0, r) kažemo da je zatvorena kugla oko točke x0 radijusa r.

Očito je K(x0, r) ⊆ K(x0, r).

Propozicija 3.5.18. Neka je (X, d) metrički prostor te x0 ∈ X i r > 0. Tada je K(x0, r)
zatvoren skup.
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Dokaz. Neka je x ∈ K(x0, r)C. Tada je

d(x0, x) > r.

Neka je
s = d(x0, x) − r.

Tada je s > 0. Tvrdimo da je
K(x, s) ⊆ K(x0, r)C. (3.16)

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji y ∈ K(x, s) takav da je y ∈ K(x0, r). Imamo

d(x, x0) ≤ d(x, y) + d(y, x0) < s + r = d(x0, x)

što je kontradikcija. Dakle, (3.16) vrijedi. Time je dokazano da je K(x0, r)C otvoren skup
što znači da je K(x0, r) zatvoren skup. �

Uočimo sljedeće: Ako su A, B ⊆ R takvi da je A ⊆ B te ako je a = sup A i b = sup B,
onda je a ≤ b. Naime, b je kao gornja meda od B ujedno i gornja meda od A iz čega odmah
slijedi da je a ≤ b.

Iz prethodne činjenice slijedi: Ako je (X, d) metrički prostor te ako su S i T neprazni
omedeni podskupovi od X takvi da je S ⊆ T , onda je

diam S ≤ diam T.

Lema 3.5.19. Neka je (X, d) metrički prostor te x0 ∈ X i r > 0. Tada je diam K(x0, r) ≤ 2r.

Dokaz. Neka su x, y ∈ K(x0, r). Tada je

d(x, y) ≤ d(x, x0) + d(x0, y) ≤ r + r = 2r.

Dakle,
d(x, y) ≤ 2r

za sve x, y ∈ K(x0, r). Ovo znači da je 2r gornja meda skupa {d(x, y) | x, y ∈ K(x0, r)} pa je
supremum ovog skupa manji ili jednak 2r. Dakle,

diam K(x0, r) ≤ 2r.

�

Definicija 3.5.20. Neka je X skup te (xn) niz u X. Neka je A ⊆ X. Za A kažemo da je
gomilište niza (xn) ako za svaki N ∈ N postoji n ≥ N takav da je xn ∈ A.
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Uočimo sljedeće: Ako je (X,T ) topološki prostor, (xn) niz u X te a ∈ X, onda je a
gomilište niza (xn) ako i samo ako je svaka otvorena okolina točke a u (X,T ) gomilište od
(xn). Nadalje, ako je (xn) niz u X te A gomilište u X, onda je i B gomilište od (xn) za svaki
B takav da je

A ⊆ B ⊆ X.

Propozicija 3.5.21. Neka je X skup, (xn) niz u X te A ⊆ X. Pretpostavimo da je A gomilište
niza (xn) te da su S 1, . . . , S k podskupovi od A takvi da je A = S 1 ∪ · · · ∪ S k. Tada postoji
i ∈ {1, . . . , k} takav da je S i gomilište od (xn).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je i ∈ {1, . . . , k}. Tada S i nije gomilište niza (xn) iz
čega zaključujemo da postoji Ni ∈ N takav da za svaki n ≥ Ni vrijedi xn < S i. Neka je

N = max{N1, . . . ,Nk}.

Ako je n ∈ N takav da je n ≥ N, onda je

n ≥ N1, . . . , n ≥ Nk

pa
xn < S 1, . . . , xn < S k,

tj.
xn < S 1 ∪ · · · ∪ S k.

Dakle, xn < A za svaki n ≥ N što je kontradikcija s činjenicom da je A gomilište od (xn).
Time je tvrdnja propozicije dokazana. �

Teorem 3.5.22. Neka je (X, d) metrički prostor. Tada je (X, d) kompaktan ako i samo ako
je (X, d) potpun i potpuno omeden metrički prostor.

Dokaz. Ako je (X, d) kompaktan, onda je potpun (teorem 3.5.9) i potpuno omeden (pro-
pozicije 3.1.3 i 3.1.4). Pretpostavimo sada da je (X, d) potpun i potpuno omeden metrički
prostor. Neka je (xi) niz u X. Dokažimo da (xi) ima gomilište u (X, d). Ako to dokažemo,
onda će slijediti da je (X, d) sekvencijalno kompaktan pa samim time i kompaktan. Budući
da je (X, d) potpuno omeden postoje k ∈ N i x1, . . . , xk ∈ X takvi da je

K(x1,
1
2

) ∪ · · · ∪ K(xk,
1
2

) = X.

Jasno je da je X gomilište od (xi). Prema propoziciji 3.5.21 postoji j ∈ {1, . . . , k} takav da
je K(x j,

1
2 ) gomilište od (xi). Tada je i K(x j,

1
2 ) gomilište od (xi). Definirajmo

F1 = K(x j,
1
2

).
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Uočimo da je F1 zatvoren skup, gomilište od (xi) te

diam F1 ≤ 1

(prema lemi 3.5.19). Pretpostavimo da je n ∈ N te da smo definirali skup Fn takav da je Fn

zatvoren, Fn gomilište od (xi) i

diam Fn ≤
1
n
.

Budući da je (X, d) potpuno omeden postoje k ∈ N i x1, . . . , xk ∈ X takvi da je

X = K(x1,
1

2(n + 1)
) ∪ · · · ∪ K(xk,

1
2(n + 1)

).

Imamo

Fn = Fn ∩ X = Fn ∩

(
K(x1,

1
2(n + 1)

) ∪ · · · ∪ K(xk,
1

2(n + 1)
)
)

=

(
Fn ∩ K(x1,

1
2(n + 1)

)
)
∪ · · · ∪

(
Fn ∩ K(xk,

1
2(n + 1)

)
)
.

Dakle,

Fn =

(
Fn ∩ K(x1,

1
2(n + 1)

)
)
∪ · · · ∪

(
Fn ∩ K(xk,

1
2(n + 1)

)
)
.

Prema propoziciji 3.5.21 postoji j ∈ {1, . . . , k} takav da je

Fn ∩ K(x j,
1

2(n + 1)
)

gomilište od (xi). Očito je

Fn ∩ K(x j,
1

2(n + 1)
) ⊆ Fn ∩ K(x j,

1
2(n + 1)

).

Definirajmo

Fn+1 = Fn ∩ K(x j,
1

2(n + 1)
).

Tada je Fn+1 zatvoren skup te gomilište niza (xi). Očito je

Fn+1 ⊆ Fn.

Iz
Fn+1 ⊆ K(x j,

1
2(n + 1)

)
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slijedi

diam Fn+1 ≤ diam K(x j,
1

2(n + 1)
) ≤

1
n + 1

.

Na ovaj način smo induktivno definirali padajući niz zatvorenih skupova (Fn)n∈N takav da
je

diam Fn ≤
1
n

i Fn gomilište od (xi) za svaki n ∈ N. Očito je

diam Fn ∈ 〈−
2
n
,

2
n
〉

za svaki n ∈ N pa iz leme 2.4.5 slijedi

diam Fn −→ 0.

Prema Cantorovom teoremu vrijedi ⋂
n∈N

Fn , ∅.

Odaberimo
a ∈

⋂
n∈N

Fn.

Tvrdimo da je a gomilište niza (xi) u (X, d). Neka je U otvorena okolina točke a u (X, d).
Tada postoji r > 0 takav da je

K(a, r) ⊆ U. (3.17)

Odaberimo n ∈ N takav da je
1
n
< r.

Tvrdimo da je
Fn ⊆ K(a, r). (3.18)

Neka je x ∈ Fn. Tada je

d(a, x) ≤ diam Fn ≤
1
n
< r.

Slijedi da je
x ∈ K(a, r).

Dakle, (3.18) vrijedi. Iz (3.18) slijedi da je K(a, r) gomilište niza (xi) pa iz (3.17) slijedi da
je U gomilište od (xi). Time smo dokazali da je a gomilište niza (xi) u (X, d). Zaključak:
(X, d) je kompaktan. �





Poglavlje 4

Primjena kompaktnosti

4.1 Neprekidne funkcije na segmentu
Lema 4.1.1. Neka je F zatvoren podskup od R.

1) Ako je a supremum od F, onda je a maksimum od F.

2) Ako je a infimum od F, onda je a minimum od F.

Dokaz. 1) Pretpostavimo da je a supremum od F. Dovoljno je dokazati da je a ∈ F.
Pretpostavimo suprotno, a < F. Tada je a ∈ FC. Budući da je FC otvoren postoji r > 0
takav da je

〈a − r, a + r〉 ⊆ FC.

Prema propoziciji 3.3.11 postoji x ∈ F takav da je

a − r < x.

S druge strane, budući da je a supremum od F vrijedi da je x ≤ a. Dakle,

a − r < x ≤ a < a + r

pa je
x ∈ 〈a − r, a + r〉,

tj. x ∈ FC. To je kontradikcija s činjenicom da je x ∈ F. Prema tome je a ∈ F.

2) Koristeći propoziciju 3.3.12 ovo dokazujemo analogno kao pod 1). �

Lema 4.1.2. Neka je K kompaktan neprazan podskup od R. Tada K ima minimum i mak-
simum.

75
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Dokaz. Iz teorema 3.4.8 slijedi da je K zatvoren i omeden. Budući da je K omeden i
neprazan prema propozicijama 3.3.5 i 3.3.10 postoje a, b ∈ R takvi da je a = inf K i
b = sup K. Iz prethodne leme slijedi da je a = min K i b = max K. �

Propozicija 4.1.3. Neka je (X,T ) topološki prostor te neka je f : X → R neprekidna
funkcija (s obzirom na topologije T , E, gdje je E euklidska topologija na R). Neka je
K neprazan kompaktan skup u (X,T ). Tada f poprima minimum i maksimum na K, tj.
postoje a, b ∈ K takvi da je f (a) ≤ f (x) ≤ f (b) za svaki x ∈ K.

Dokaz. Prema propoziciji 1.4.7 skup f (K) je kompaktan u (R,E), tj. u R. Prema prethod-
noj lemi f (K) ima minimum i maksimum. Neka je m = min f (K), M = max f (K). Neka
su a, b ∈ K takvi da je m = f (a) i M = f (b). Tada je očito

f (a) ≤ f (x) ≤ f (b)

za svaki x ∈ K. �

Korolar 4.1.4. Neka je (X, d) metrički prostor te neka je f : X → R neprekidna funkcija (s
obzirom na metrike d, p, gdje je p euklidska metrika na R). Neka je K neprazan kompaktan
skup u (X, d). Tada f poprima minimum i maksimum na K.

Dokaz. Funkcija f neprekidna je s obzirom na topologije Td i Tp, a Tp je euklidska topolo-
gija na R. Nadalje, K je kompaktan u (X,Td). Tvrdnja slijedi iz prethodne propozicije. �

Korolar 4.1.5. Neka su a, b ∈ R, a < b te neka je f : [a, b] → R neprekidna funkcija (s
obzirom na metrike d, p, gdje je d euklidska metrika na [a, b] i p euklidska metrika na R).
Tada f poprima minimum i maksimum na [a, b].

Dokaz. Očito je [a, b] zatvoren i omeden skup u R. Stoga je prema teoremu 3.4.8 [a, b]
kompaktan skup u R, tj. u (R, p), a d = p |[a,b]×[a,b]. Iz korolara 3.2.2 slijedi da je ([a, b], d)
kompaktan metrički prostor. Jasno je da je tada [a, b] kompaktan skup u metričkom pros-
toru ([a, b], d). Tvrdnja slijedi iz prethodnog korolara. �

4.2 Uniformna neprekidnost
Definicija 4.2.1. Neka su (X, p) i (Y, q) metrički prostori te neka je f : X → Y. Za funkciju
f kažemo da je uniformno neprekidna s obzirom na metrike p i q ako za svaki ε > 0 postoji
δ > 0 takav da za sve x, y ∈ X vrijedi p(x, y) < δ⇒ q( f (x), f (y)) < ε.

Očito vrijedi sljedeće: Ako je funkcija f uniformno neprekidna s obzirom na metrike
p i q, onda je f neprekidna s obzirom na metrike p i q.
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Primjer 4.2.2. Neka je f : R → R, f (x) = x. Tada je f uniformno neprekidna funkcija (s
obzirom na metrike d, d, gdje je d euklidska metrika na R). Zašto?

Neka je ε > 0. Uzmimo δ = ε. Tada za sve x, y ∈ R takve da je

d(x, y) < δ

vrijedi
d(x, y) < ε

pa je
d( f (x), f (y)) < ε.

Općenitije, ako je (X, d) metrički prostor, onda je idx : X → X uniformno neprekidna s
obzirom na metrike d, d.

Nadalje, ako su (X, p) i (Y, q) metrički prostori te y0 ∈ Y, onda je funkcija f : X → Y,
f (x) = y0 uniformno neprekidna s obzirom na metrike p i q. Naime, za ε > 0 možemo uzeti
bilo koji δ > 0 i onda vrijedi

p(x, y) < δ⇒ q( f (x), f (y)) < ε

za sve x, y ∈ X.

Propozicija 4.2.3. Neka su (xn) i (yn) nizovi realnih brojeva te neka su a, b ∈ R takvi da
xn −→ a i yn −→ b. Tada vrijedi sljedeće:

1) −xn −→ −a;

2) |xn| −→ |a|;

3) xn + yn −→ a + b;

4) xn · yn −→ a · b;

5) Ako je xn , 0 za svaki n ∈ N i a , 0, onda 1
xn
−→ 1

a .

Dokaz. 1) Neka je ε > 0. Znamo da postoji n0 ∈ N takav da za sve n ≥ n0 vrijedi

|xn − a| < ε.

Uočimo da za svaki n ∈ N vrijedi

| − xn − (−a)| = | − 1| · |xn − a| = |xn − a|.

Stoga je za sve n ≥ n0

| − xn − (−a)| < ε.
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Dakle, −xn −→ −a.

2) Općenito za α, β ∈ R vrijedi sljedeće:

||α| − |β|| ≤ |α − β|. (4.1)

Neka je ε > 0. Tada postoji n0 ∈ N takav da za sve n ≥ n0 vrijedi

|xn − a| < ε. (4.2)

Prema (4.1) i (4.2) za svaki n ≥ n0 vrijedi

||xn| − |a|| ≤ |xn − a| < ε.

Time je tvrdnja 2) dokazana.

3) Uzmimo ε > 0. Tada postoji n0 ∈ N takav da za sve n ≥ n0 vrijedi

|xn − a| <
ε

2
. (4.3)

Nadalje, postoji n′0 ∈ N takav da za sve n ≥ n′0 vrijedi

|yn − b| <
ε

2
. (4.4)

Neka je N = max{n0, n′0}. Tada je očito

N ≥ n0

i
N ≥ n′0

pa za svaki n ≥ N vrijedi
n ≥ n0

i
n ≥ n′0

što povlači da vrijedi (4.3) i (4.4). Stoga je

|(xn + yn) − (a + b)| = |(xn − a) + (yn − b)| ≤ |xn − a| + |yn − b| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Dakle,
|(xn + yn) − (a + b)| < ε
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za sve n ≥ N. Time je tvrdnja 3) dokazana.

4) Budući da je (yn) konvergentan niz, on je i Cauchyjev pa je i omeden u R (propozi-
cija 3.5.10). To znači da je skup {yn | n ∈ N} omeden u R pa prema lemi 3.3.15 postoji
M > 0 takav da je

|yn| ≤ M

za svaki n ∈ N. Neka je ε > 0. Budući da xn −→ a postoji n0 ∈ N takav da za sve n ≥ n0

vrijedi
|xn − a| <

ε

2M
. (4.5)

Nadalje, budući da yn −→ b postoji n′0 ∈ N takav da za sve n ≥ n′0 vrijedi

|yn − b| <
ε

2(|a| + 1)
. (4.6)

Neka je N = max{n0, n′0}. Neka je n ≥ N. Tada je očito n ≥ n0 i n ≥ n′0 pa vrijedi (4.5) i
(4.6). Imamo sljedeće

|xn · yn − a · b| = |xn · yn − yn · a + yn · a − a · b| = |yn| · |xn − a| + |a| · |yn − b|

< M ·
ε

2M
+ (|a| + 1) ·

ε

2(|a| + 1)
=
ε

2
+
ε

2
= ε.

Prema tome,
|xn · yn − a · b| < ε

za sve n ≥ N. Dakle, xn · yn −→ a · b.

5) Prema 2) znamo da vrijedi |xn| −→ |a|. Imamo 0 < |a|. Odaberimo r ∈ R takav da
je

0 < r < |a|.

Tada je
|a| ∈ 〈r,∞〉,

tj. 〈r,∞〉 je otvorena okolina od |a| u R. Stoga postoji n0 ∈ N takav da je za sve n ≥ n0

|xn| ∈ 〈r,∞〉.

Posebno, za sve n ≥ n0 vrijedi
r < |xn|,

tj.
1
|xn|

<
1
r
.
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Iz xn −→ a slijedi da postoji n′0 ∈ N takav da za sve n ≥ n′0 vrijedi

|xn − a| < ε · r · |a|.

Neka je N = max{n0, n′0}. Neka je n ≥ N. Tada je∣∣∣∣∣ 1
xn
−

1
a

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣a − xn

xn · a

∣∣∣∣∣ =
|a − xn|

|xn · a|
= |xn − a| ·

1
|xn|
·

1
|a|

< ε · r · |a| ·
1
r
·

1
|a|

= ε.

Dakle,

|
1
xn
−

1
a
| < ε

za sve n ≥ N. Prema tome, 1
xn
−→ 1

a . �

Propozicija 4.2.4. Neka su (X, p) i (Y, q) metrički prostori, a ∈ X te f : X → Y funkcija
neprekidna u točki a (s obzirom na metrike p, q). Neka je (xn) niz u X takav da xn −→ a.
Tada f (xn) −→ f (a).

Dokaz. Neka je ε > 0. Tada postoji δ > 0 takav da je

f (K(a, δ; p)) ⊆ K( f (a), ε; q).

Budući da xn −→ a postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi

p(xn, a) < δ,

tj.
xn ∈ K(a, δ; p).

Stoga, za svaki n ≥ n0 vrijedi

f (xn) ∈ f (K(a, δ; p)) ⊆ K( f (a), ε; q).

Dakle,
f (xn) ∈ K( f (a), ε; q),

to jest
q( f (xn), f (a)) < ε

za sve n ≥ n0. Prema tome, f (xn) −→ f (a). �
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Teorem 4.2.5. Neka su (X, p) i (Y, q) metrički prostori, a ∈ X te f : X → Y funkcija koja
ima sljedeće svojstvo: Kad god je (xn) niz u X takav da xn −→ a, onda f (xn) −→ f (a).
Tada je f neprekidna u točki a s obzirom na metrike p, q.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. f nije neprekidna u točki a. Tada postoji ε > 0 takav
da za svaki δ > 0 ne vrijedi implikacija

p(x, a) < δ⇒ q( f (x), f (a)) < ε.

To znači da za svaki δ > 0 postoji x ∈ X takav da vrijedi

p(x, a) < δ & q( f (x), f (a)) ≥ ε.

Posebno, za svaki n ∈ N imamo 1
n > 0 pa postoji xn ∈ X takav da je

p(xn, a) <
1
n

& q( f (xn), f (a)) ≥ ε.

Iz
p(xn, a) <

1
n

za svaki n ∈ N slijedi xn −→ a (lema 2.4.5). Iz pretpostavke teorema slijedi f (xn) −→ f (a).
Iz

q( f (xn), f (a)) ≥ ε

za svaki n ∈ N slijedi da je
f (xn) ∈ K( f (a), ε)C.

Skup K( f (a), ε)C je zatvoren pa propozicija 2.1.5 povlači da je

f (a) ∈ K( f (a), ε)C,

to jest
f (a) < K( f (a), ε)

što je očito nemoguće.
Zaključak: f je neprekidna u točki a s obzirom na metrike p, q. �

Neka je S skup te f , g : S → R. Definiramo funkciju f + g : S → R sa

( f + g)(x) = f (x) + g(x)

za svaki x ∈ S . Za f + g kažemo da je zbroj funkcija f i g. Analogno, definiramo produkt
f · g funkcija f i g sa

( f · g)(x) = f (x) · g(x)
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za svaki x ∈ S te funkcije − f , | f | : S → R sa

(− f )(x) = − f (x),

| f |(x) = | f (x)|

za svaki x ∈ S . Ako je f (x) , 0 za svaki x ∈ S definiramo funkciju 1
f : S → R sa

(
1
f

)(x) =
1

f (x)

za svaki x ∈ S .

Teorem 4.2.6. Neka je (X, d) metrički prostor, a ∈ X te f , g : X → R funkcije neprekidne
u točki a (s obzirom na metriku d i euklidsku metriku na R). Tada su − f , | f |, f + g, f · g :
X → R funkcije neprekidne u točki a. Ako je f (x) , 0 za svaki x ∈ X, onda je 1

f : X → R
neprekidna u točki a.

Dokaz. Neka je (xn) niz u X takav da xn −→ a. Tada f (xn) −→ f (a) i g(xn) −→ g(a)
(propozicija 4.2.4). Iz propozicije 4.2.3 4) slijedi

f (xn) · g(xn) −→ f (a) · g(a),

to jest
( f · g)(xn) −→ ( f · g)(a).

Prema teoremu 4.2.5 funkcija f · g je neprekidna u točki a. Posve analogno dokazujemo
ostale tvrdnje teorema. �

Napomena 4.2.7. Neka su (X, d) i (Z, q) metrički prostori te neka je (Y, p) potprostor od
(X, d). Pretpostavimo da je y0 ∈ Y te da je f : X → Z funkcija neprekidna u točki y0 s
obzirom na metrike d i q. Tada je f |Y : Y → Z neprekidna funkcija u y0 s obzirom na
metrike p i q. Posebno, ako je f neprekidna, onda je f |Y neprekidna.

Primjer 4.2.8. Funkcija f : R → R, f (x) = x2 je neprekidna jer je f = g · g, gdje je
g : R→ R, g(x) = x pa neprekidnost funkcije g povlači (prema teoremu 4.2.6) neprekidnost
od f . No, f nije uniformno neprekidna. Pretpostavimo suprotno. Tada za ε = 1 postoji
δ > 0 takav da

|x − y| < δ⇒ | f (x) − f (y)| < ε,

to jest
|x − y| < δ⇒ |x2 − y2| < 1.

Neka su
x =

1
δ
, y =

1
δ

+
δ

2
.
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Tada je

|x − y| =
δ

2
< δ,

a

|x2 − y2| = |x − y| · |x + y| =
δ

2
· (

2
δ

+
δ

2
) = 1 +

δ2

4
> 1.

Dakle,
|x − y| < δ,

a
|x2 − y2| > 1

što je kontradikcija.

Primjer 4.2.9. Neka je f : 〈0, 1〉 → R, f (x) = 1
x . Tada je f neprekidna (s obzirom na

euklidske metrike). Zašto?
Neka je g : 〈0, 1〉 → R, g(x) = x. Tadda je g neprekidna (napomena 4.2.7) pa iz

f = 1
g i teorema 4.2.6 slijedi i neprekidnost od f . Tvrdimo da f nije uniformno neprekidna.

Pretpostavimo suprotno, tada postoji δ > 0 takav da

|x − y| < δ⇒ |
1
x
−

1
y
| < 1.

Neka su
x =

δ

1 + δ
, y =

δ

1 + 2δ
.

Tada su x, y ∈ 〈0, 1〉. Imamo

|x − y| = |
δ

1 + δ
−

δ

1 + 2δ
| = δ|

δ

1 + δ
·

1
1 + 2δ

| < δ,

a
|
1
x
−

1
y
| = |

1 + δ

δ
−

1 + 2δ
δ
| =
| − δ|

δ
= 1.

Dakle,
|x − y| < δ,

a
|
1
x
−

1
y
| = 1

što je kontradikcija.

Teorem 4.2.10. Neka su (X, p) i (Y, q) metrički prostori pri čemu je (X, p) kompaktan. Neka
je f : X → Y neprekidna funkcija. Tada je f uniformno neprekidna.
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Dokaz. Neka je ε > 0. Tada za svaki x ∈ X postoji δx > 0 takav da

p(x, y) < δx ⇒ q( f (x), f (y)) <
ε

2

za svaki y ∈ Y . Uočimo sljedeće: ako je x ∈ X te ako su

x1, x2 ∈ K(x, δx),

onda je
p(x1, x) < δx

i
p(x2, x) < δx

pa slijedi
q( f (x1), f (x)) <

ε

2
i

q( f (x2), f (x)) <
ε

2
iz čega po nejednakosti trokuta zaključujemo

q( f (x1), f (x2)) < ε.

Neka je U = {K(x, δx) | x ∈ X}. Tada je U otvoreni pokrivač od (X, d) pa budući da je
(X, d) kompaktan,U ima Lebesgueov broj (teorem 3.1.8), označimo ga s λ. Pretpostavimo
da su x1, x2 ∈ X takvi da je

p(x1, x2) < λ.

Tada je
diam{x1, x2} = p(x1, x2) < λ

pa postoji x ∈ X takav da je
x1, x2 ⊆ K(x, δx).

Slijedi
q( f (x1), f (x2)) < ε.

Pokazali smo da za sve x1, x2 ∈ X vrijedi

p(x1, x2) < λ⇒ q( f (x1), f (x2)) < ε.

Zaključak: f je uniformno neprekidna. �
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4.3 Integrabilnost neprekidnih funkcija
Neka je S ⊆ R te f : S → R, neka je T ⊆ R. Kažemo da je funkcija f definirana na T ako
je T ⊆ S .

Ako je funkcija f definirana na T , onda za f kažemo da je omedena na T ako je f (T )
omeden skup u R. Ako je S domena funkcije f i f omedena na S , onda kažemo da je f
omedena funkcija.

Pretpostavimo da su a, b ∈ R, a < b te da je f omedena na zatvorenom segmentu [a, b].
Definiramo brojeve

m( f ; a, b) = inf{ f (x) | x ∈ [a, b]},

M( f ; a, b) = sup{ f (x) | x ∈ [a, b]}.

Uočimo sljedeće: Ako je f omedena na [a, b], a, b ∈ R, a < b te ako su c, d ∈ [a, b], c < d,
onda je f omedena i na [c, d] te je

m( f ; a, b) ≤ m( f ; c, d), (4.7)

M( f ; c, d) ≤ M( f ; a, b). (4.8)

Zašto je to tako?
Označimo

C = { f (x) | x ∈ [c, d]}

te
A = { f (x) | x ∈ [a, b]}.

Očito je C ⊆ A pa omedenost od A povlači omedenost od C. Dakle f je omedena na [c, d].
Iz C ⊆ A slijedi da je inf A donja meda od C, a to povlači

inf A ≤ inf C.

Dakle, (4.7) vrijedi. Nadalje, iz C ⊆ A slijedi da je sup A gornja meda od C, a to povlači

sup C ≤ sup A.

Dakle, vrijedi i (4.8).

Napomena 4.3.1. Neka je n ∈ N te neka je X skup. Pod konačnim nizom x0, . . . , xn u skupu
X podrazumijevamo funkciju {0, . . . , n} → X čiju vrijednost za i ∈ {0, . . . , n} označavamo
sa xi.

Definicija 4.3.2. Neka su a, b ∈ R, a < b. Za konačan niz x0, . . . , xn u R kažemo da je
subdivizija segmenta [a, b] ako je a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b.
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Neka je f funkcija omedena na [a, b], a, b ∈ R, a < b. Neka je x0, . . . , xn subdivizija od
[a, b]. Definiramo

σ =

n−1∑
i=0

m( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi),

S =

n−1∑
i=0

M( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi).

Za σ kažemo da je donja Darbouxova suma funkcije f na [a, b] (pridružena subdiviziji
x0, . . . , xn), a za S kažemo da je gornja Darbouxova suma funkcije f na [a, b] (pridružena
subdiviziji x0, . . . , xn).

Slika 4.1: Donja Darbouxova suma funkcije f na [a, b].

Neka je i ∈ {0, . . . , n − 1}. Tada je

m( f ; a, b) ≤ m( f ; xi, xi+1) ≤ M( f ; xi, xi+1) ≤ M( f ; a, b)

pa je

m( f ; a, b)·(xi+1−xi) ≤ m( f ; xi, xi+1)·(xi+1−xi) ≤ M( f ; xi, xi+1)·(xi+1−xi) ≤ M( f ; a, b)·(xi+1−xi).

Stoga je
n−1∑
i=0

m( f ; a, b) · (xi+1 − xi) ≤
n−1∑
i=0

m( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi)



4.3. INTEGRABILNOST NEPREKIDNIH FUNKCIJA 87

≤

n−1∑
i=0

M( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi) ≤
n−1∑
i=0

M( f ; a, b) · (xi+1 − xi).

Slijedi

m( f ; a, b)
n−1∑
i=0

(xi+1 − xi) ≤ σ ≤ S ≤ M( f ; a, b)
n−1∑
i=0

(xi+1 − xi).

Imamo
n−1∑
i=0

(xi+1 − xi) = (x1 − x0) + (x2 − x1) + · · · + (xn−1 − xn−2) + (xn − xn−1) = xn − x0 = b − a.

Stoga je
m( f ; a, b) · (b − a) ≤ σ ≤ S ≤ M( f ; a, b) · (b − a). (4.9)

Slika 4.2: Gornja Darbouxova suma funkcije f na [a, b].

Iz ovoga zaključujemo da je skup svih donjih Darbouxovih suma funkcije f na [a, b]
omeden. Supremum ovog skupa označavamo

I∗( f ; a, b)

i nazivamo donji integral funkcije f na [a, b]. Isto tako, iz (4.9) slijedi da je skup svih
gornjih Darbouxovih suma funkcije f na [a, b] omeden. Infimum tog skupa označavamo

I∗( f ; a, b)

i nazivamo gornji integral funkcije f na [a, b].
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Definicija 4.3.3. Neka su a, b ∈ R, a < b. Za funkciju f kažemo da je integrabilna na [a, b]
ako je f omedena na [a, b] te ako je I∗( f ; a, b) = I∗( f ; a, b). U tom slučaju I∗( f ; a, b) (ili

I∗( f ; a, b)) nazivamo imtegral funkcije f na [a, b] i označavamo sa
∫ b

a
f ili

∫ b

a
f (x)dx.

Ako je [a, b] domena funkcije f , onda za f naprosto kažemo da je integrabilna.

Napomena 4.3.4. Neka su a, b ∈ R, a < b te neka su f i g funkcije definirane na [a, b] te
takve da je

f (x) = g(x)

za svaki x ∈ [a, b]. Tada je f integrabilna na [a, b] ako i samo ako je g integrabilna na
[a, b] i u tom slučaju je ∫ b

a
f =

∫ b

a
g.

Primjer 4.3.5. Neka je f : [0, 1]→ R funkcija definirana sa

f (x) =

{ 1
x , x > 0
2014, x = 0.

Tada je

f ([0, 1]) = {
1
x
| x ∈ 〈0, 1]} ∪ {2014} = [1,+∞〉.

Iz ovoga zaključujemo da f nije omedena funkcija na [0, 1].

Primjer 4.3.6. Neka su a, b ∈ R, a < b i c ∈ R. Neka je f : [a, b]→ R funkcija definirana
sa f (x) = c za svaki x ∈ [a, b].

Imamo
f ([a, b]) = {c}

pa je očito da je f omedena funkcija. Neka je x0, . . . , xn subdivizija od [a, b]. Tada je za
svaki i ∈ {0, . . . , n − 1}

m( f ; xi, xi+1) = c,

M( f ; xi, xi+1) = c.

Stoga je

n−1∑
i=0

m( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi) =

n−1∑
i=0

c · (xi+1 − xi) = c ·
n−1∑
i=0

(xi+1 − xi) = c · (b − a),

te analogno
n−1∑
i=0

M( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi) = c · (b − a).



4.3. INTEGRABILNOST NEPREKIDNIH FUNKCIJA 89

Iz ovoga zaključujemo sljedeće: Svaka donja Darbouxova suma od f na [a, b] je jednaka
c · (b − a). Stoga je

I∗( f ; a, b) = c · (b − a).

Isto tako zaključujemo da je
I∗( f ; a, b) = c · (b − a).

Dakle,
I∗( f ; a, b) = I∗( f ; a, b)

pa je funkcija f integrabilna na [a, b] i∫ b

a
f = c · (b − a).

Napomena 4.3.7. Neka su a, b ∈ R, a < b te neka je f : [a, b] → R neprekidna funkcija.
Tada je f omedena što slijedi iz korolara 4.1.5. Naime, prema tom korolaru postoje x0, x1 ∈

[a, b] takvi da je
f (x0) ≤ f (x) ≤ f (x1)

za svaki x ∈ [a, b].

Primjer 4.3.8. Neka je f : [0, 1]→ R funkcija definirana sa

f (x) =

{
0, x ∈ Q
1, x < Q.

Tada je
f ([0, 1]) = {0, 1},

dakle, f je omedena funkcija. No, f nije integrabilna. Neka je x0, . . . , xn subdivizija od
[0, 1]. Neka je i ∈ {0, . . . , n − 1}. Tada je

f ([xi, xi+1]) = {0, 1}.

Naime, to je posljedica činjenice da izmedu svaka dva realna broja postoji barem jedan
racionalan i barem jedan iracionalan broj. Slijedi

m( f ; xi, xi+1) = 0

i
M( f ; xi, xi+1) = 1.

Stoga je
n−1∑
i=0

m( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi) = 0
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i
n−1∑
i=0

M( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi) =

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi) = 1 − 0 = 1.

Iz ovoga zaključujemo sljedeće: Svaka donja Darbouxova suma od f na [0, 1] je 0, a svaka
gornja je 1. Stoga je

I∗( f ; 0, 1) = 0

i
I∗( f ; 0, 1) = 1

pa funkcija f nije integrabilna.

Neka su a, b ∈ R, a < b te neka su x0, . . . , xn i y0, . . . , ym subdivizije od [a, b]. Za
y0, . . . , ym kažemo da je profinjenje subdivizije x0, . . . , xn ako je

{x0, . . . , xn} ⊆ {y0, . . . , ym}.

Napomena 4.3.9. Neka su a, b ∈ R, a < b te neka je S konačan podskup od [a, b] takav da
je a, b ∈ S . Tada postoji subdivizija x0, . . . , xn od [a, b] takva da je

{x0, . . . , xn} = S .

Naime, jasno je da elemente od S možemo napisati u obliku x0, x1 . . . , xn gdje je

x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn

i tada je x0, . . . , xn tražena subdivizija.

Propozicija 4.3.10. Neka su a, b ∈ R, a < b te neka su x0, . . . , xn i y0, . . . , ym subdivizije
od [a, b]. Tada postoji subdivizija z0, . . . , zk od [a, b] takva da je z0, . . . , zk profinjenje od
x0, . . . , xn i y0, . . . , ym.

Dokaz. Neka je
S = {x0, . . . , xn, y0, . . . , ym}.

Tada je S konačan podskup od [a, b] koji sadrži a i b. Prema prethodnoj napomeni postoji
subdivizija z0, . . . , zk od [a, b] takva da je

{z0, . . . , zk} = S .

Očito je tada
{x0, . . . , xn} ⊆ {z0, . . . , zk}

i
{y0, . . . , ym} ⊆ {z0, . . . , zk}

pa slijedi da je z0, . . . , zk tražena subdivizija. �
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Propozicija 4.3.11. Neka su a, b ∈ R, a < b te neka je f funkcija omedena na [a, b].
Neka su x0, . . . , xn i y0, . . . , ym subdivizije segmenta [a, b] takve da je y0, . . . , ym profinjenje
od x0, . . . , xn. Neka su σ i S donja i gornja Darbouxova suma od f na [a, b] pridružene
subdiviziji x0, . . . , xn te σ′ i S ′ donja i gornja Darbouxova suma od f na [a, b] pridružene
subdiviziji y0, . . . , ym. Tada je σ ≤ σ′ i S ′ ≤ S .

Slika 4.3: Skica dokaza propozicije 4.3.11.

Dokaz. Možemo pretpostaviti da je m = n + 1, tj. da je y0, . . . , ym dobivena od x0, . . . , xn

dodavanjem samo jedne točke, označimo ju s c. Naime, u općem slučaju možemo od
x0, . . . , xn do y0, . . . , ym doći u konačno mnogo koraka dodavanjem jedne točke. Dakle,

(y0, . . . , ym) = (x0, . . . , x j, c, x j+1, . . . xn),

za neki j ∈ {0, . . . , n}. Stoga je

σ =

n−1∑
i=0

m( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi)

=

j−1∑
i=0

m( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi) + m( f ; x j, x j+1) · (x j+1 − x j) +

n−1∑
i= j+1

m( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi).

Vrijedi
m( f ; x j, x j+1) · (x j+1 − x j) = m( f ; x j, x j+1) · (x j+1 − c + c − x j)

= m( f ; x j, x j+1) · (x j+1 − c) + m( f ; x j, x j+1) · (c − x j)
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≤ m( f ; x j, c) · (c − x j) + m( f ; c, x j+1) · (x j+1 − c).

Prema tome,

σ ≤

j−1∑
i=0

m( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi) + m( f ; x j, c) · (c − x j)

+m( f ; c, x j+1) · (x j+1 − c) +

n−1∑
i= j+1

m( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi) = σ′,

tj. σ ≤ σ′. Posve analogno dobivamo S ′ ≤ S . �

Korolar 4.3.12. Neka su a, b ∈ R, a < b te neka je f funkcija omedena na [a, b]. Tada je
I∗( f ; a, b) ≤ I∗( f ; a, b).

Dokaz. Neka je σ donja Darbouxova suma od f te S gornja Darbouxova suma od f .
Tada postoje subdivizije x0, . . . , xn i y0, . . . , ym takve da je σ odredena sa x0, . . . , xn i S
odredena sa y0, . . . , ym. Prema propoziciji 4.3.10 postoji subdivizija z0, . . . , zk koja pro-
finjuje i x0, . . . , xn i y0, . . . , ym. Neka su σ′ i S ′ donja i gornja Darbouxova suma od f
odredene subdivizijom z0, . . . , zk. Iz prethodne propozicije slijedi σ ≤ σ′ i S ′ ≤ S . Prema
(4.9) vrijedi σ′ ≤ S ′. Dakle,

σ ≤ σ′ ≤ S ′ ≤ S ,

tj. σ ≤ S . Fiksirajmo neku gornju Darbouxovu sumu S . Prema dokazanom vrijedi σ ≤ S
za svaku donju Darbouxovu sumu σ. Iz ovoga slijedi da je S gornja meda skupa svih
donjih Darbouxovih suma od f na [a, b]. Stoga je S veći ili jednak od supremuma tog
skupa, tj.

I∗( f ; a, b) ≤ S .

Ovo znači da je I∗( f ; a, b) donja meda svih gornjih Darbouxovih suma od f na [a, b]. Stoga
je I∗( f ; a, b) manji ili jednak od infimuma tog skupa, tj.

I∗( f ; a, b) ≤ I∗( f ; a, b).

�

Uočimo: Ako je f omedena na [a, b] te σ donja, a S gornja Darbouxova suma od f na
[a, b], onda je σ ≤ S , što slijedi iz prethodnog korolara (zapravo, da je σ ≤ S vidjeli smo
direktno u samom dokazu).

Propozicija 4.3.13. Neka su a, b ∈ R, a < b te neka je f funkcija omedena na [a, b]. Tada
je f integrabilna na [a, b] ako i samo ako za svaki ε > 0 postoje donja Darbouxova suma
σ i gornja Darbouxova suma S od f na [a, b] takve da je S − σ < ε.
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Dokaz. Pretpostavimo da je f integrabilna na [a, b]. Uzmimo ε > 0. Iz definicije broja
I∗( f ; a, b) i propozicije 3.3.11 slijedi

I∗( f ; a, b) −
ε

2
< σ

za neku donju Darbouxovu sumuσ od f . Nadalje, iz definicije broja I∗( f ; a, b) i propozicije
3.3.12 slijedi

S < I∗( f ; a, b) +
ε

2
za neku gornju Darbouxovu sumu S od f . Dakle,

I∗( f ; a, b) −
ε

2
< σ ≤ S < I∗( f ; a, b) +

ε

2
.

Slijedi
S − σ < I∗( f ; a, b) +

ε

2
− (I∗( f ; a, b) −

ε

2
).

No, kako je f integrabilna, vrijedi

I∗( f ; a, b) = I∗( f ; a, b)

pa je
S − σ <

ε

2
+
ε

2
= ε.

Obratno, pretpostavimo da za svaki ε > 0 postoje donja Darbouxova suma σ i gornja
Darbouxova suma S od f na [a, b] takve da je

S − σ < ε. (4.10)

Dokažimo da je f integrabilna na [a, b]. Pretpostavimo suprotno. Tada je

I∗( f ; a, b) , I∗( f ; a, b)

pa iz korolara 4.3.12 slijedi da je

I∗( f ; a, b) < I∗( f ; a, b).

Neka je σ donja, a S gornja Darbouxova suma od f na [a, b]. Tada je

σ ≤ I∗( f ; a, b) < I∗( f ; a, b) ≤ S

pa je
0 < I∗( f ; a, b) − I∗( f ; a, b) ≤ S − σ.
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Neka je
ε = I∗( f ; a, b) − I∗( f ; a, b).

Tada je ε > 0 i
ε ≤ S − σ

za svaku donju Darbouxovu sumu σ i svaku gornju Darbouxovu sumu S . Ovo je u kontra-
dikciji s (4.10). Prema tome, f je integrabilna na [a, b]. �

Teorem 4.3.14. Neka su a, b ∈ R, a < b te neka je f : [a, b] → R neprekidna funkcija.
Tada je f integrabilna.

Dokaz. Prema napomeni 4.3.7 funkcija f je omedena. Neka je ε > 0. Želimo dokazati da
postoje donja Darbouxova suma σ i gornja Darbouxova suma S of f na [a, b] takve da je
S −σ < ε. Ako to dokažemo, onda će iz prethodne propozicije slijediti da je f integrabilna.
Funkcija f je neprekidna s obzirom na p, d gdje su p i d euklidske metrike na [a, b] i R.
Budući da je [a, b] kompaktan skup u R, metrički prostor ([a, b], p) je kompaktan pa je f
uniformno neprekidna (teorem 4.2.10). Stoga postoji δ > 0 takav da za sve x, y ∈ [a, b]
vrijedi

|x − y| < δ⇒ | f (x) − f (y)| <
ε

b − a
. (4.11)

Pretpostavimo da su c, d ∈ [a, b] takvi da je c < d i

d − c < δ.

Tvrdimo da je tada
M( f ; c, d) − m( f ; c, d) <

ε

b − a
. (4.12)

Prema korolaru 4.1.5 (primjenom na funkciju f |[c,d]) postoje x0, x1 ∈ [c, d] takvi da je

f (x0) ≤ f (x) ≤ f (x1)

za svaki x ∈ [c, d]. Iz ovoga zaključujemo da je f (x0) minimum, a f (x1) maksimum skupa
{ f (x) | x ∈ [c, d]}. Slijedi da je

M( f ; c, d) = f (x1)

i
m( f ; c, d) = f (x0).

Uočimo da je
|x1 − x0| < δ.

Naime, ako je
c ≤ x0 ≤ x1 ≤ d,
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onda je
|x1 − x0| = x1 − x0 ≤ d − c < δ,

a ako je
c ≤ x1 ≤ x0 ≤ d,

onda je
|x1 − x0| = x0 − x1 ≤ d − c < δ.

Sada |x1 − x0| < δ i (4.11) povlače

| f (x1) − f (x2)| <
ε

b − a
.

Stoga je

M( f ; c, d) − m( f ; c, d) = f (x1) − f (x2) <
ε

b − a
.

Time je (4.12) dokazano. Odaberimo n ∈ N takav da je

b − a
n

< δ.

Definirajmo subdiviziju x0, . . . , xn od [a, b] sa

xi = a + i ·
b − a

n
, i ∈ {0, . . . , n}.

Neka je i ∈ {0, . . . , n − 1}. Tada je

xi+1 − xi = a + (i + 1) ·
b − a

n
− a − i ·

b − a
n

=
b − a

n
< δ.

Prema (4.12) tada vrijedi

M( f ; xi, xi+1) − m( f ; xi, xi+1) <
ε

b − a
. (4.13)

Neka je

σ =

n−1∑
i=0

m( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi)

i

S =

n−1∑
i=0

M( f ; xi, xi+1) · (xi+1 − xi).
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Tada su σ i S donja i gornja Darbouxova suma od f te koristeći (4.13) dobivamo

S − σ =

n−1∑
i=0

[M( f ; xi, xi+1) − m( f ; xi, xi+1)] · (xi+1 − xi) <
n−1∑
i=0

ε

b − a
· (xi+1 − xi)

=
ε

b − a

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi) =
ε

b − a
· (b − a) = ε.

Dakle,
S − σ < ε.

Time je dokazano da je f integrabilna. �



Poglavlje 5

Lokalna kompaktnost

5.1 Svojstva lokalne kompaktnosti

Definicija 5.1.1. Neka je (X,T ) topološki prostor te A ⊆ X. Definiramo Int(A) =
⋃

U otv., U⊆A

U.

Za Int(A) kažemo da je interior skupa A u topološkom prostoru (X,T ).

Uočimo sljedeće: Int(A) je otvoren skup i Int(A) ⊆ A. Nadalje, ako je U otvoren skup
takav da je U ⊆ A, onda je

U ⊆ Int(A).

Drugim riječima, Int(A) je naveći (u smislu inkluzije) otvoren skup sadržan u A.

Primijetimo da vrijedi sljedeće: Ako su A, B ⊆ X takvi da je A ⊆ B, onda je

Int(A) ⊆ A ⊆ B,

tj. Int(A) ⊆ B pa je
Int(A) ⊆ Int(B).

Definicija 5.1.2. Neka je (X,T ) topološki prostor te A ⊆ X. Definiramo Cl(A) =
⋂

F zatv., A⊆F

F.

Za Cl(A) kažemo da je zatvarač skupa A u topološkom prostoru (X,T ).

Uočimo da je Cl(A) zatvoren skup te da je A ⊆ Cl(A). Nadalje, ako je F zatvoren skup
takav da je A ⊆ F, onda je

Cl(A) ⊆ F.

Drugim riječima, Cl(A) je najmanji zatvoren skup koji sadrži A.

97
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Ako su A, B ⊆ X takvi da je A ⊆ B, onda je

A ⊆ B ⊆ Cl(B),

tj. A ⊆ Cl(B) pa je
Cl(A) ⊆ Cl(B).

Definicija 5.1.3. Neka je (X,T ) topološki prostor. Za (X,T ) kažemo da je lokalno kom-
paktan topološki prostor ako za svaki x ∈ X postoje otvoren skup U i kompaktan skup K
takvi da je x ∈ U ⊆ K.

Definicija 5.1.4. Za metrički prostor (X, d) kažemo da je lokalno kompaktan ako je pri-
padni topološki prostor (X,Td) lokalno kompaktan.

Uočimo da je svaki kompaktan topološki prostor (X,T ) ujedno i lokalno kompaktan
(za x ∈ X uzmemo U = X i K = X). Obrat općenito ne vrijedi.

Primjer 5.1.5. Neka je X neprazan skup te d diskretna metrika na X. Tada je (X, d) lokalno
kompaktan metrički prostor.

Naime, ako je x ∈ X, neka je

U = K(x,
1
2

)

i
K = {x}.

Tada je U otvoren skup, K kompaktan te

U = {x} ⊆ K.

No, (X, d) nije kompaktan metrički prostor ako je X beskonačan (primjer 3.2.5).

Propozicija 5.1.6. Neka je (X,T ) Hausdorffov topološki prostor. Tada je (X,T ) lokalno
kompaktan ako i samo ako svaka točka x ∈ X ima otvorenu okolinu U takva da je Cl(U)
kompaktan skup.

Dokaz. Pretpostavimo da je (X,T ) lokalno kompaktan topološki prostor. Neka je x ∈ X.
Tada postoje otvoren skup U i kompaktan skup K takvi da je

x ∈ U ⊆ K.

Iz teorema 1.3.21 slijedi da je K zatvoren skup. Sada U ⊆ K povlači da je

Cl(U) ⊆ K.

Iz propozicije 3.2.9 slijedi da je Cl(U) kompaktan skup.
Obratno, pretpostavimo da svaka točka x ∈ X ima otvorenu okolinu U takva da je Cl(U)

kompaktan skup. Tada je očito (X,T ) lokalno kompaktan (za K uzmemo Cl(U)). �
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Propozicija 5.1.7. Neka je (X,T ) topološki prostor. Tada je (X,T ) lokalno kompaktan ako
i samo ako za svaki x ∈ X postoji kompaktan skup K takav da je x ∈ Int(K).

Dokaz. Pretpostavimo da je (X,T ) lokalno kompaktan. Neka je x ∈ X. Tada postoje
otvoren skup U i kompaktan skup K takvi da je

x ∈ U ⊆ K.

Budući da je U otvoren skup vrijedi da je

U ⊆ Int(K).

Dakle, x ∈ Int(K).
Obratno, pretpostavimo da za svaki x ∈ X postoji kompaktan skup K takav da je x ∈

Int(K). Tada je (X,T ) očito lokalno kompaktan topološki prostor (za U uzmemo da je
Int(K)). �

Propozicija 5.1.8. Ako je (X, d) metrički prostor u kojem je svaka zatvorena kugla kom-
paktan skup, onda je (X, d) lokalno kompaktan.

Dokaz. Uzmimo x ∈ X. Odaberimo r > 0 (npr. r = 1). Tada je K(x, r) otvorena okolina
točke x sadržana u kompaktnom skupu K(x, r). Time je tvrdnja dokazana. �

Korolar 5.1.9. Neka je n ∈ N i d euklidska metrika na Rn. Tada je (Rn, d) lokalno kom-
paktan metrički prostor.

Dokaz. Svaka zatvorena kugla u Rn je kompaktan skup (jer je zatvorena i omedena). Tvrd-
nja sada slijedi iz prethodne propozicije. �

5.2 Metrika d∞
Neka je I∞ skup svih nizova u [0, 1]. Definiramo funkciju d∞ : I∞ × I∞ → R sa

d∞((xi), (yi)) = sup{|xi − yi| | i ∈ N}

(uočimo da je skup {|xi − yi| | i ∈ N} odozgo omeden jer za svaki i ∈ N iz xi, yi ∈ [0, 1]
slijedi |xi − yi| ≤ 1). Tvrdimo da je d∞ metrika na I∞. Provjeravamo svojstva:

1) Očito je
d∞((xi), (yi)) ≥ 0

za sve (xi), (yi) ∈ I∞. Ako je (xi) = (yi), onda je očito

d∞((xi), (yi)) = 0.
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Obratno, ako je
d∞((xi), (yi)) = 0,

tada je
|xi − yi| ≤ 0

za svaki i ∈ N pa slijedi xi = yi za svaki i ∈ N, tj. (xi) = (yi).

2) Očito je
d∞((xi), (yi)) = d∞((yi), (xi)).

3) Neka su (xi), (yi), (zi) ∈ I∞. Neka je j ∈ N. Tada je

|x j − y j| ≤ |x j − z j| + |z j − y j| ≤ d∞((xi), (zi)) + d∞((zi), (yi)).

Ovo znači da je d∞((xi), (zi)) + d∞((zi), (yi)) gornja meda od {|xi − yi| | i ∈ N}. Stoga
je

d∞((xi), (yi)) ≤ d∞((xi), (zi)) + d∞((zi), (yi)).

Zaključak: d∞ je metrika na I∞.

Propozicija 5.2.1. Metrički prostor (I∞, d∞) nije lokalno kompaktan.

Dokaz. Neka je x = (xi) niz u [0, 1] definiran sa xi = 0 za svaki i ∈ N. Pretpostavimo da je
(I∞, d∞) lokalno kompaktan. Tada postoje otvoren skup U i kompaktan skup K takvi da je

x ∈ U ⊆ K.

Tada postoji r > 0 takav da je
K(x, r) ⊆ U.

Možemo pretpostaviti da je r ≤ 1. Za n ∈ N definiramo niz yn = (yi
n)i∈N u [0, 1] sa

yi
n =

{ r
2 , i = n
0, i , n.

Za svaki n ∈ N vrijedi
d∞(yn, x) =

r
2
< r

pa je
yn ∈ K(x, r) ⊆ U ⊆ K.

Dakle, (yn)n∈N je niz u K. Budući da je K kompaktan skup u (I∞, d∞) postoji strogo rastuća
funkcija a : N→ N takva da je (yan)n∈N konvergentan niz u (I∞, d∞) (zapravo konvergentan
u K). Stoga je (yn)n∈N Cauchyjev niz u (I∞, d∞) pa postoji n0 ∈ N takav da je

d∞(yan , yam) <
r
2

(5.1)
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za sve m, n ≥ n0. Odaberimo m, n ≥ n0 takve da je n < m. Neka je p = an i q = am. Tada je
p < q pa iz definicije niza (yn)n∈N slijedi

d∞(yp, yq) =
r
2
.

No, prema (5.1) vrijedi
d∞(yp, yq) <

r
2
.

Kontradikcija. Dakle, (I∞, d∞) nije lokalno kompaktan metrički prostor. �





Poglavlje 6

Hilbertova kocka

6.1 Kompaktnost Hilbertove kocke
Definicija 6.1.1. Neka je H skup svih (xi) ∈ I∞ takvih da je xi ≤

1
i za svaki i ∈ N. Za H

kažemo da je Hilbertova kocka. Metriku d∞|H×H naH označavamo takoder sa d∞.

Teorem 6.1.2. Metrički prostor (H , d∞) je kompaktan.

Dokaz. Neka je (xn)n∈N niz uH . Za n ∈ N neka je

xn = (xi
n)i∈N,

tj.
xn = (x1

n, x
2
n, . . . , x

i
n, . . . ).

Promotrimo niz (x1
n)n∈N. To je niz u [0, 1] pa budući da je [0, 1] kompaktan, postoje strogo

rastuća funkcija a1 : N→ N i b1 ∈ [0, 1] takvi da

x1
a1(n) −→ b1.

Pretpostavimo da je k ∈ N te da je ak : N→ N strogo rastuća funkcija te

b1 ∈ [0, 1], b2 ∈ [0,
1
2

], . . . , bk ∈ [0,
1
k

]

takvi da je
(xi

ak(n))n∈N −→ bi za svaki i ∈ {1, . . . , k}. (6.1)

Promotrimo niz (xk+1
n )n∈N u [0, 1

k+1 ] te njegov podniz (xk+1
ak(n))n∈N. Budući da je [0, 1

k+1 ] kom-
paktan, postoji strogo rastuća funkcija c : N→ N te bk+1 ∈ [0, 1

k+1 ] takvi da

(xk+1
ak(c(n)))n∈N −→ bk+1. (6.2)
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Iz propozicije 2.4.4 i (6.1) slijedi da

(xi
ak(c(n)))n∈N −→ bi, za svaki i ∈ {1, . . . , k}. (6.3)

Definiramo
ak+1 = ak ◦ c.

Tada je ak+1 strogo rastuća funkcija te iz (6.2) i (6.3) slijedi

(xi
ak+1(n))n∈N −→ bi

za svaki i ∈ {1, . . . , k+1}. Na ovaj način smo induktivno konstruirali strogo rastuće funkcije
ak : N → N, k ∈ N te brojeve bk, k ∈ N pri čemu je bk ∈ [0, 1

k ], takve da za svaki k ∈ N
vrijedi (6.1). Neka je

b = (b1, . . . , bk, . . . ).

Tada je b ∈ H . Tvrdimo da je b gomilište niza (xn)n∈N. Neka je ε > 0 te N ∈ N. Neka je
k ∈ N takav da je

1
k
≤
ε

2
.

Budući da vrijedi (6.1), za svaki i ∈ {1, . . . , k} postoji ni ∈ N takav da za svaki n ≥ ni vrijedi

|xi
ak(n) − bi| <

ε

2
.

Neka je n0 = max{n1, . . . , nk}. Neka je n ≥ n0. Tada vrijedi

|xi
ak(n) − bi| <

ε

2
(6.4)

za svaki i ∈ {1, . . . , k}. No, (6.4) vrijedi i za i > k. Naime, ako je i > k, onda je xi
ak(n), bi ∈

[0, 1
i ] pa je

|xi
ak(n) − bi| ≤

1
i
<

1
k
≤
ε

2
.

Dakle, (6.4) vrijedi i za i > k, tj. (6.4) vrijedi za svaki i ∈ N. Stoga je

sup{|xi
ak(n) − bi| | i ∈ N} ≤

ε

2
,

tj.
d∞(xak(n), b) ≤

ε

2
.

Prema tome
d∞(xak(n), b) < ε (6.5)
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za svaki n ≥ n0. Neka je
n = max{n0,N}.

Tada je n ≥ n0 pa vrijedi (6.5). Nadalje, imamo

N ≤ n ≤ ak(n),

tj.
ak(n) ≥ N.

Dakle, za svaki ε > 0 i za svaki N ∈ N postoji l ≥ N takav da je

d∞(xl, b) < ε.

Ovim smo dokazali da je b gomilište niza (xn)n∈N. Prema tome, svaki niz u (H , d∞) ima
gomilište što znači da je (H , d∞) sekvencijalno kompaktan pa samim tim i kompaktan. �

6.2 Homeomorfizam metričkih i topološki prostora
Definicija 6.2.1. Neka su (X,T ) i (Y,S) topološki prostori te f : X → Y bijekcija nepre-
kidna s obzirom na topologijeT iS. Za funkciju f kažemo da je homeomorfizam topoloških
prostora (X,T ) i (Y,S) ako je f −1 : Y → X neprekidna s obzirom na S i T .

Za topološke prostore (X,T ) i (Y,S) kažemo da su homeomorfni i pišemo

(X,T ) � (Y,S)

ako postoji homeomorfizam topoloških prostora (X,T ) i (Y,S).

Definicija 6.2.2. Neka su (X, p) i (Y, q) metrički prostori. Za funkciju f : X → Y kažemo
da je homeomorfizam metričkih prostora (X, p) i (Y, q) ako je f homeomorfizam pripadnih
topoloških prostora (X,Tp) i (Y,Tq). Dakle, f : X → Y je homeomorfizam metričkih
prostora (X, p) i (Y, q) ako i samo ako je f bijekcija neprekidna s obzirom na p i q i f −1 :
Y → X neprekidna s obzirom na q, p.

Za metričke prostore (X, p) i (Y, q) kažemo da su homeomorfni i pišemo

(X, p) � (Y, q)

ako postoji barem jedan homeomorfizam metričkih prostora (X, p) i (Y, q).

Naravno, vrijedi: (X, p) � (Y, q) ako i samo ako (X,Tp) � (Y,Tq).
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Propozicija 6.2.3. Neka su (X,T ) i (Y,S) topološki prostori te f : X → Y homeomorfizam.
Tada je f −1 : Y → X homeomorfizam topoloških prostora (Y,S) i (X,T ). Nadalje, ako je
(Z,V) topološki prostor te g : Y → Z homeomorfizam topoloških prostora (Y,S) i (Z,V),
onda je g ◦ f : X → Z homeomorfizam topoloških prostora (X,T ) i (Z,V).

Dokaz. Očito je f −1 homeomorfizam. Budući da su f i g neprekidne, iz propozicije 1.4.4
slijedi da je g ◦ f neprekidna. Nadalje, jasno je da je g ◦ f bijekcija te da vrijedi

(g ◦ f )−1 = f −1 ◦ g−1

pa je (g ◦ f )−1 neprekidna kao kompozicija neprekidnih funkcija. Dakle, g ◦ f je home-
omorfizam. �

Korolar 6.2.4. Neka su (X,T ), (Y,S) i (Z,V) topološki prostori. Tada vrijedi:

1) (X,T ) � (X,T );

2) Ako je (X,T ) � (Y,S), onda je (Y,S) � (X,T );

3) Ako je (X,T ) � (Y,S) i (Y,S) � (Z,V), onda je (X,T ) � (Z,V).

Dokaz. Očito je idx : X → X homeomorfizam topoloških prostora (X,T ), (X,T ). Iz ovoga
slijedi tvrdnja 1). Tvrdnje 2) i 3) slijede direktno iz prethodne propozicije. �

Primjer 6.2.5. Vrijedi 〈0, 1〉 � 〈0, 2〉 (ovdje podrazumjevamo da se radi o metričkim pros-
torima s euklidskom metrikom). Naime, funkcija f : 〈0, 1〉 → 〈0, 2〉 definirana sa

f (x) = 2x

je homeomorfizam jer je očito bijektivna i neprekidna, a njen inverz f −1 : 〈0, 2〉 → 〈0, 1〉,

f (y) =
y
2

je takoder očito neprekidna funkcija. Isto tako imamo

〈0, 1〉 � 〈5, 6〉

jer je f : 〈0, 1〉 → 〈5, 6〉,
f (x) = x + 5

homeomorfizam. Nadalje, ako su a, b ∈ R, a < b, onda je

〈a, b〉 � 〈0, b − a〉
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(homeomorfizam je dan sa x 7→ x − a), a

〈0, 1〉 � 〈0, b − a〉

(homeomorfizam je dan sa x 7→ (b − a)x). Stoga je

〈0, 1〉 � 〈a, b〉.

Posve analogno dobivamo da je
[0, 1] � [a, b]

za sve a, b ∈ R, a < b.

Propozicija 6.2.6. Neka su (X,T ) i (Y,S) homeomorfni topološki prostori. Tada je (X,T )
kompaktan ako i samo ako je (Y,S) kompaktan.

Dokaz. Pretpostavimo da je (X,T ) kompaktan. Neka je f : X → Y homeomorfizam
topoloških prostora (X,T ) i (Y,S). Tada je f neprekidna bijekcija pa je f i surjekcija. Iz
propozicije 1.4.8 slijedi da je (Y,S) kompaktan topološki prostor. Analogno dobivamo da
kompaktnost od (Y,S) povlači kompaktnost od (X,T ). �

Primjer 6.2.7. Metrički prostori (〈0, 1〉, p) i ([0, 1], q) nisu homeomorfni (p i q su euklidske
metrike na 〈0, 1〉 i [0, 1]). To slijedi iz prethodne propozicije budući da je [0, 1] kompaktan
skup u R, a 〈0, 1〉 nije.

Primjer 6.2.8. Neka je X skup koji ima barem dva elementa. Tada je idx : X → X bijekcija
neprekidna s obzirom na topologije P(X) i {∅, X}. No, idx nije homeomorfizam topoloških
prostora (X,P(X)) i (X, {∅, X}). Naime, id−1

x : X → X nije neprekidna funkcija s obzirom
na {∅, X} i P(X) jer je

id−1
x = idx

pa ako uzmemo neki S ⊆ X takav da je S , ∅ i S , X (takav postoji jer X ima barem dva
elementa), onda je S ∈ P(X) i

id←x (S ) = S ,

a S < {∅, X}.

Prethodni primjer pokazuje da neprekidna bijekcija ne mora biti homeomorfizam.

Teorem 6.2.9. Neka su (X,T ) i (Y,S) topološki prostori te neka je f : X → Y neprekidna
bijekcija (s obzirom na T , S). Pretpostavimo da je (X,T ) kompaktan te da je (Y,S) Ha-
usdorffov topološki prostor. Tada je f homeomorfizam topoloških prostora (X,T ) i (Y,S).
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Dokaz. Treba dokazati da je f −1 : Y → X neprekidna s obzirom na S, T . Prema propo-
ziciji 1.4.6 dovoljno je dokazati da je ( f −1)←(F) zatvoren skup u (Y,S) za svaki zatvoren
skup F u (X,T ). Tvrdimo da za svaki S ⊆ X vrijedi

( f −1)←(S ) = f (S ). (6.6)

Ovo slijedi iz sljedećih ekvivalencija:

y ∈ ( f −1)←(S )⇔ f −1(y) ∈ S

⇔ postoji x ∈ S takav da je x = f −1(y)

⇔ postoji x ∈ S takav da je f (x) = y

⇔ y ∈ f (S ).

Stoga je prema (6.6) dovoljno dokazati da je za svaki zatvoren skup F u (X,T ) skup f (F)
zatvoren u (Y,S). Neka je F zatvoren u (X,T ). Tada je F kompaktan u (X,T ) (propozicija
1.3.14). Budući da je f neprekidna, f (F) je kompaktan u (Y,S). Iz teorema 1.3.21 slijedi
da je f (F) zatvoren u (Y,S).
Zaključak: f je homeomorfizam topoloških prostora (X,T ) i (Y,S). �

Korolar 6.2.10. Neka su (X, p) i (Y, q) metrički prostori te neka je f : X → Y bijekcija
neprekidna s obzirom na metrike p, q. Pretpostavimo da je (X, p) kompaktan. Tada je f
homeomorfizam.

Dokaz. Funkcija f je neprekidna s obzirom na topologije Tp i Tq, (X,Tp) je kompaktan
topološki prostor, a (Y,Tq) je Hausdorffov (jer je metrizabilan). Prema prethodnom te-
oremu f je homeomorfizam topoloških prostora (X,Tp) i (Y,Tq). Time je tvrdnja korolara
dokazana. �

6.3 Projekcije
Za j ∈ N neka je p j : I∞ → R funkcija definirana sa

p j((xi)i∈N) = x j.

Za p j kažemo da je projekcija od I∞ na j-tu koordinatu.

Propozicija 6.3.1. Za svaki j ∈ N funkcija p j je neprekidna (s obzirom na metriku d∞ i
euklidsku metriku na R).
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Dokaz. Neka je j ∈ N. Neka su (xi), (yi) ∈ I∞. Imamo

|p j((xi)i∈N) − p j((yi)i∈N)| = |x j − y j| ≤ d∞((xi), (yi)).

Dakle,
|p j(a) − p j(b)| ≤ d∞(a, b) (6.7)

za sve a, b ∈ I∞. Tvrdimo da je p j uniformno neprekidna funkcija. Neka je ε > 0. Želimo
naći δ > 0 takav da za sve a, b ∈ I∞ takve da je

d∞(a, b) < δ

vrijedi
|p j(a) − p j(b)| < ε.

No ovo, prema (6.7), vrijedi za δ = ε (ili za svaki δ ∈ 〈0, ε]). Dakle, p j je uniformno
neprekidna pa je i neprekidna. �

Korolar 6.3.2. Neka je (X, d) metrički prostor te neka je f : X → H funkcija neprekidna
s obzirom da metrike d, d∞. Tada je p j ◦ f : X → R neprekidna funkcija za svaki j ∈ N.

Dokaz. Neka je j ∈ N. Iz prethodne propozicije slijedi da je p j|H : H → R neprekidna
funkcija. Imamo

p j ◦ f = p j|H ◦ f

pa je p j ◦ f neprekidna kao kompozicija neprekidnih funkcija. �

Slika 6.1: f neprekidna⇒ p j ◦ f neprekidna.

Teorem 6.3.3. Neka je (X, d) metrički prostor te neka je f : X → H funkcija takva da je
p j ◦ f : X → R neprekidna funkcija za svaki j ∈ N. Tada je f neprekidna funkcija.



Dokaz. Uočimo da za svaki x ∈ X vrijedi

f (x) = (p1( f (x)), p2( f (x)), . . . , p j( f (x)), . . . ).

Za j ∈ N definirajmo funkciju
f j = p j ◦ f .

Dakle, za svaki j ∈ N, f j : X → R je neprekidna funkcija te vrijedi

f (x) = ( f1(x), f2(x), . . . , f j(x), . . . ).

Neka je x0 ∈ X. Neka je ε > 0. Odaberimo k ∈ N takav da je
1
k
<
ε

2
.

Za svaki j ∈ {1, . . . , k}, zbog neprekidnosti funkcije f j, postoji δ j > 0 takav da za svaki
x ∈ X vrijedi sljedeće

d(x, x0) < δ j ⇒ | f j(x) − f j(x0)| <
ε

2
.

Neka je
δ = min{δ1, . . . , δk}.

Tada za svaki x ∈ X takav da je
d(x, x0) < δ

vrijedi
| f j(x) − f j(x0)| <

ε

2
(6.8)

za svaki j ∈ {1, . . . , k}. No, (6.8) vrijedi i za sve j > k (i za svaki x ∈ X). Naime, tada
vrijedi

f j(x), f j(x0) ∈ p j(H) ⊆ [0,
1
j
]

pa je

| f j(x) − f j(x0)| ≤
1
j
<

1
k
<
ε

2
.

Dakle, za svaki x ∈ X takav da je
d(x, x0) < δ

vrijedi (6.8) za svaki j ∈ N što povlači

d∞( f (x), f (x0)) ≤
ε

2
pa je

d∞( f (x), f (x0)) < ε.

Prema tome, f je neprekidna u x0.
Zaključak: Funkcija f je neprekidna. �
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Sažetak

U ovom diplomskom radu proučava se kompaktnost u raznim situacijama i oblicima. Rad
je podijeljen na šest poglavlja, a svako poglavlje se sastoji od nekoliko potpoglavlja. U
prvom poglavlju upoznajemo metričke i topološke prostore, njihova svojstva te sam pojam
kompaktnosti u metričkom i topološkom prosotoru, neprekidnu funkciju te njenu vezu sa
kompaktnošću. U drugom poglavlju proučavamo konvergentne nizove i podnizove. Defi-
niramo gomilište niza i potpuno omeden metrički prostor te istražujemo njihovu vezu sa
kompaktnošću. U trećem poglavlju otkrivamo razne vrste kompaktnosti kao što su sek-
vencijalna kompaktnost, kompaktnost potprostora te kompaktnost u Rn. U tom poglavlju
takoder definiramo i potpun metrički prostor. U četvrtom poglavlju bavimo se primjenom
kompaktnosti te dokazujemo da neprekidna funkcija na segmentu mora biti integrabilna. U
petom poglavlju definiramo lokalnu kompaktnost i metrički prostor (I∞, d∞). U zadnjem,
šestom poglavlju, istražujemo kompaktnost Hilbertove kocke te proučavamo homeomorfi-
zam metričkih i topoloških prostora.





Summary

This thesis examines the compactness in a variety of situations and forms. Thesis is divi-
ded into six chapters, and each chapter consists of several subsections. In the first chapter
we introduce metric and topological spaces, their properties, and the very notion of com-
pactness in metric and topological spaces, continuous function and its relationship with
compactness. In the second chapter we study the convergent sequences and subsequences.
We define accumulation points of sequences and totally bounded metric spaces and inves-
tigate their relationship with compactness. In the third chapter we find various types of
compactness such as sequential compactness, compactness of subspaces and compactness
in Rn. In this chapter, we also define a complete metric space. The fourth chapter deals
with the application of the compactness and prove that a continuous function on a segment
must be integrable. In the fifth chapter, we define a local compactness and metric space
(I∞, d∞). In the final, sixth chapter, we investigate compactness of Hilbert cube, and study
a homeomorphism of metric and topological spaces.
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