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Uvod

Pojam kompaktnosti javlja se u raznim oblicima i okolnostima. Postoje kompaktnost
skupa, metrickog i topoloSkog prostora, sekvencijalna te lokalna kompaktnost koje ¢emo
upoznati kroz ovaj rad. Da bismo uopée dosli do pojma kompaktnosti moramo najprije
definirati neke osnovne pojmove i vidjeti njihova svojstva kao Sto su sam pojam metrike 1
topologije te otvoreni skupovi i pokrivaci. Zanimljiva je veza potpunosti, koju promatramo
samo u kontekstu metri¢kih prostora, i kompaktnosti koja kaze da je metric¢ki prostor kom-
paktan ako i samo ako je potpun i potpuno omeden.

U ovom radu vidjet ¢emo 1 koja je veza neprekidnih funkcija i kompaktnosti. Zanim-
ljivo je napomenuti sljedecu tvrdnju: Ako su (X,7") i (Y, S) topoloski prostori, f : X = Y
funkcija neprekidna s obzirom na topologije 7, S i K kompaktan skup u (X, 7"), onda je i
f(K) kompaktan u (Y, S).

Sekvencijalna kompaktnost, takoder ima razna zanimljiva svojstva. Tako ¢emo vidjeti
da je metricki prostor sekvencijalno kompaktan ako i samo ako je kompaktan, a put do te
tvrdnje je malo sloZeniji. Nadalje, proucavat ¢emo i potprostore metrickih (i topoloskih)
prostora te u kojoj su medusobnoj vezi sa kompaktno$¢u. Tako je jedan od vaZnijih rezul-
tata ovog rada sljedeci: Ako je K kompaktan skup u Hausdorffovom topoloskom prostoru,
onda je K zatvoren.

Pod kompaktnos¢éu u R”, n € N, podrazumjevamo kompaktnost u metrickom prostoru
(R, d), gdje je d euklidska metrika na R”". I tu imamo razna svojstva, a istaknut ¢emo da je
K kompaktan skup u R" ako i samo ako je K zatvoren i omeden, $to openito u metrickim
prostorima ne vrijedi.

Kompaktnost moZemo primijeniti i u dokazima nekih ¢injenica iz analize kao Sto je npr.
Cinjenica da neprekidna funkcija na segmentu poprima minimum i maksimum. Nadalje,
vidjet ¢emo kako kompaktnost moZemo iskoristiti u dokazu Cinjenice da je svaka nepre-
kidna funkcija na segmentu integrabilna. Tu ¢e kljucna biti tvrdnja da je svaka neprekidna
funkcija izmedu metrickih prostora uniformno neprekidna ako je domena kompaktna.
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Kao jedan od primjera lokalne kompaktnosti navest ¢emo metricki prostor s diskretnom
metrikom. Vidjet ¢emo da metricki prostor (I, d) nije lokalno kompaktan. Ovdje I
oznacava skup svih nizova u [0, 1], a d, : I* X I” — R funkciju definiranu sa

doo((x7), (vi)) = sup{lx; — yi| | i € N}.

Nadalje, pokazat ¢emo i da je metricki prostor (R”, d), gde je d euklidska metrika na R”,
lokalno kompaktan.

Na kraju rada proucit ¢emo jedan od vaznih pojmova, a to je Hilbertova kocka. Hilber-
tovu kocku (oznaka H) definirali smo kao skup svih nizova (x;) € I* takvih da je
1

1

X; <
za svaki i € N. Pokazat ¢emo da je metricki prostor (H, d.,) kompaktan.

Na kraju treba reci da je kompaktnost jedan vazan pojam u matematici te da postoje
mnogi aspekti kompaktnosti koji ovim radom nisu obuhvaceni.



Poglavlje 1

Metricki i topoloski prostori

1.1 Maetricki prostori

Definicija 1.1.1. Neka je X neprazan skup te d : X X X — R funkcija takva da vrijedi:

1) d(x,y)>0,Yx,ye X
dx,y) =0 x=y,Vx,ye X

2) d(x,y) =d(y,x),Vx,y e X
3) d(x,y) +d(y,z) 2 d(x,2),Yx,y,z € X
Tada za d kazemo da je metrika na skupu X, a za (X, d) kazemo da je metricki prostor.

Primjer 1.1.2. Nekajen € Nted : R" X R" — R funkcija definirana sa

A1, Xn)s 1+ 3n) = VO = 312 + (2 = 2 + -+ (6 = 3.

Tada za d kaZemo da je euklidska metrika na R".
DokaZimo da je to zaista metrika na R". Provjeravamo sljedeca svojstva:
1) Neka su (xi,...,x,), 3V15...,Yn) € R". Buduci da vrijedi

G =y)?20,...,(x,—y,)* 20

za sve (X1, ..., X,)s V1s...,Yn) € R" imamo

VO = y1)2+ (= Y22 + -+ (X, = ¥,)2 2 0

iz ¢ega slijedi
d((.XI, ce 9-xn)9 (yl’ .o ,)’n)) > O

3
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Uocimo,
d((x1, s %), 0155 ¥0) =0
& Vo =y + (=322 4+ (5 — 3,2 =0
& =y1)=0,..,(x,—y)* =0

S XL =Vl Xn = Yn

d (.X1,...,xn) = (yla--~ayn)'

2) Za sve (x1,...,Xn),(V1,-..,Yn) € R" vrijedi sljedece
A1, X)), G1s oY) = V@ =y + (= 327 + -+ (5 = )’
= V=01 = X)) + (=02 = X)) + - + (= — X))
= \/(Yl — X))+ (=) + e+ (= x)?
=d((V15 -5 Yn)s (X155 X))

Dakle,
d((X1,. .- ,xn)a(yl" .- ’yn)) = d((yl" . ’yn)’ (xla' .- 9~xn))

za sve (X1, ..., X,)s V15-..,¥n) € R
3) Definirajmo funkciju || || : R" — R tako da za x € R", x = (xy, ..., X,) stavimo

Ixll = \fx2 +---+x2, xeR".

MoZe se pokazati da vrijedi sljedece
[l + VIl < lul + [Vl
za sve u,v € R". Stoga za x,y,z € R" vrijedi
llx =yl = llx —z+z =yl < llx = zll + l|lz = ylI. (1.1)

Neka su x,y e R", x = (x1,...,%,), Yy = V1, .,¥n). Imamo

A1y %) 01 ) = V@ =02 + (2 =32 -+ (% = 3 = =y,
odnosno
d(x,y) = [lx = yll.
Iz nejednakosti (|1.1) slijedi da za sve x,y,z € R" vrijedi
d(x,y) <d(x,2) +d(z,y).
Primjer 1.1.3. Neka je X neprazan skup. Neka je d : X X X — R funkcija definirana sa

1, x#
d(x,y>:{0 o

Tada za d kaZemo da je diskretna metrika na X. Lako se vidi da je d zaista metrika.
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Otvoreni skupovi
Definicija 1.1.4. Neka je (X,d) metricki prostor, xy € X, r € R, r > 0. Definiramo skup
K(xg,r) ={xe X |d(x,xo) <r}.

Za skup K(xo, r) kaZemo da je otvorena kugla oko x, radijusa r u metrickom prostoru (X,
d). Ako Zelimo naglasiti o kojoj se metrici radi, pisemo K(xy, r;d).

Neka je (X, d) metricki prostor te U € X. Kazemo da je U otvoren skup u (X, d) ako za
svaki x € U postoji r > 0 takav da je K(x,r) C U.

(X, d)
ST
r;"’o” V\l \\\L'r
/J‘ x /"I ‘\\_ —_—
SNE, —
)
( O v,
\ 9
— y
H___’_r'

Slika 1.1: U je otvoren skup u metrickom prostoru (X, d)

Primjer 1.1.5. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je xo € R te r > 0. Tada je
K(xg,1r) ={xg—1,x9 + ).
Naime,
x € K(xg,r) ©dx,xp) <re|x—xo<r
S —r<x—Xxyl X—xg<r
S xg—Fr<xix<xy+r
S xE€{xg—1,Xx9+ ).

Dakle, K(xg,r;d) = (xo — r, xo + r) gdje je d euklidska metrika na R.
S druge strane, ako su a,b € R, a < b, onda je

<a’b> = <X0—r,X0+r>,

gdje su

a+b B b-a
27 2
Zakljucak: Otvorene kugle u (R, d) su upravo skupovi oblika {a,b), a,b € R, a < b.

Xo =
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Propozicija 1.1.6. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je svaka otvorena kugla u (X, d)
otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Nekaje xo € X,r > 0. Zelimo dokazati da je K(xo, r) otvoren skup u (X, d). Neka
je x € K(xp, r)ineka je

s =r—d(xp, X).

Uocimo da je s > 0. Tvrdimo da je

K(x, s) € K(xg,r).
Neka je y € K(x, s). Tada je d(y, x) < s. Vrijedi

d(xo,y) < d(xp,x) +d(x,y) < d(xp,x) + 5 = d(xp,x) +r—d(x9,x) =1,
odnosno
d(xp,y) <r.

Slijedi da je y € K(x, r). Pokazali smo da je

K(x, s) € K(xo, 1)
pa zakljuujemo da je K(xo, r) otvoren skup.

Slika 1.2. nam slikovito prikazuje prethodnu propoziciju.

Slika 1.2: Svaka otvorena kugla je otvoren skup

Propozicija 1.1.7. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada vrijedi:

1) 0i X su otvoreni skupovi u metrickom prostoru (X, d);
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2) Ako je (Ug)aea indeksirana familija otvorenih skupova u (X,d), onda je | Jyep Us
otvoren skup u (X, d);

3) Ako su U iV otvoreni skupovi u (X, d), onda je i U NV otvoren skup u (X, d).

Dokaz. 1) Ocito, ako je x € X, onda za bilo koji r > 0 je K(x,r) C X. Dakle, X je otvoren
skup u (X, d). Ocito je 0 otvoren u (X, d).

2) Neka je (U,)qea indeksirana familija otvorenih skupova u (X, d). Neka je x € U U,.

acA

Tada postoji oy € A takav da je x € U,,. Buduci da je U,, otvoren skup u (X, d) postoji
r > 0 takav da je K(x,r) C U,,. Slijedi da je

Kex,r)c| ) U,

acA

Dakle, U U, je otvoren skup u (X, d).

€A

3) Neka su U 1 V otvoreni skupovi u (X,d). Nekajex e UNV. Tadajex e Uix € V.
Buducdi da su U i V otvoreni skupovi postoje ry, r, > 0 takvi da je

Kx,r))cU 1 K(x,rn) CV.
Neka je r = min{r,r,}. Tadajer >0, r <rjir <r,, paje

K(x,r) € K(x,r1) 1 K(x,r) € K(x,12).
Slijedi da je
Kx,rncUnV.

Dakle, U NV je otvoren skup u metrickom prostoru (X, d). O

Propozicija 1.1.8. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je V. C X. Tada je V otvoren
skup u (X, d) ako i samo ako je V unija otvorenih kugli.

Dokaz. Neka je V otvoren skup u (X, d), tj. za svaki x € V postoji r, > 0 takav da je
K(x,ry) CV.

Tada je
V= U K(x,r,).

xeV
Obratno, neka je V unija otvorenih kugli, tj.postoji skup A i funkcije x : A — X i
r: A — (0, ) takve da je
V= JKGar).

acA

Iz propozicije slijedi da je V otvoren skup. |
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Propozicija 1.1.9. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su a,b € X takvi da je a # b.
Tada postoje otvoreni skupovi U i V u (X,d) takvidajeaec U, be ViUNV =0.

Dokaz. Neka je
d(a,b)

-
Jasno je daje r > 0 (Jer je a # b paje d(a, b) > 0). Definiramo

U=K(a,r)1V=K(b,r).

Tvrdimo da je U NV = (. Pretpostavimo suprotno, tj. U NV # 0. To znaci da postoji
xeUNV.Tadajex € Uix € V. Vrijedi da je

dlx,a) <r i dx,b)<r.

Pogledajmo sliku 1.3. Imamo sljedece:

Slika 1.3:

d(a,b) <d(x,a) +d(x,b) <2r = d(a,b),
odnosno
d(a,b) < d(a,b).

Slijedi da je U NV = (. Jasno je da su U i V otvoreni skupovi u (X,d) tedajea € U i
beV. m]

Potprostor metrickog prostora

Definicija 1.1.10. Neka su (Y, p) i (X, d) metricki prostori. KaZemo da je (Y, p) potprostor
metrickog prostora (X, d) ako je Y C X te ako je p(a,b) = d(a,b), Va,b €Y.
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Uocimo sljedece, ako je (X, d) metricki prostor te ¥ C X, ¥ # 0, onda postoji jedins-
tvena metrika p na Y takva da je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X, d). Jasno je da
takva metrika p mora biti jedinstvena Sto slijedi iz uvjeta

p(a,b) =d(a,b), Ya,b €Y.
S druge strane, ako definiramo funkciju
p:YXY >R, pab)=da,b),
onda je jasno da je p metrika na Y te da je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X, d).

Primjer 1.1.11. Neka je n € N i d euklidska metrika na R". Neka je X C R", X # Q te
p : X X X — R funkcija definirana sa p(x,y) = d(x,y), za svaki x,y € X. Tada je p
metrika na X i (X, p) je potprostor od (R",d). Za p kaZemo da je euklidska metrika na X.

Lako se provjeri da vrijedi sljedece:

Propozicija 1.1.12. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X,d). Tada za svaki
xe€Yir>O0vrijedi K(x,r;p) =Y N K(x,r;d).

@

Slika 1.4: Prikaz propozicije(1.1.12

Propozicija 1.1.13. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X,d). Neka je V C Y.
Tada je V otvoreni skup u (Y, p) ako i samo ako postoji U otvoren skup u (X, d) takav da je
Vv=UnY.

Dokaz. Neka je V otvoren skup u metricCkom prostoru (Y, p). Tada je V unija otvorenih
kugli, tj. postoji skup A i funkcijey: A — Yir: A — (0, o) takve da je

V= U K(yo>ras p)-

a€cA
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Slijedi, koristeci propoziciju(l.1.12} da je

V= 0 KQwraid) = ¥ 0 (| KGusros ).

a€A acA

Dakle, V = YN U, gdje je U = U K(yq, ro;d). OCito je U otvoren skup u metrickom
a€cA

prostoru (X, d).

Obratno, pretpostavimo da je V = Y N U, gdje je U otvoren skup u metrickom prostoru
(X, d). Dokazimo da je V otvoren u metrickom prostoru (Y, p). Neka je y € V proizvoljan
element. Tadajeye YN U pajey € Yiy € U. Buduci da je U otvoren skup u metrickom
prostoru (X, d), postoji r > 0 takav da je

K(y,r;d) C U.
No, tada je
YNK@y,rdycYnU,
odnosno
K(y.rip)c V.
Prema tome, V je otvoren skup u metrickom prostoru (Y, p). O

1.2 Topoloski prostori

Definicija 1.2.1. Neka je X neprazan skup te neka je T familija podskupova od X (1j.
T C P(X)) koja ima sljedeca svojstva:

1) 0,XeT

2) Ako je (Ugy)aen indeksirana familija elemenata od T (. U : A — T ) onda je i
U U, eT

a€cA

3)UNVeT zasveUV eT.

Tada za T kaZemo da je topologija na skupu X, a za uredeni par (X,T ) kaZemo da je
topoloski prostor.

Definicija 1.2.2. Neka je (X,T") topoloski prostor. Za skup U kaZemo da je otvoren u
topoloSkom prostoru (X,7T") ako je U € T.
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Neka je (X, 7") topoloski prostor. Lako se indukcijom dokaze sljedece:
AkojeneNiUy,...,U, € T,ondaje

uin---nU,e7.

Neka je (X, 7") topoloski prostor. Za U kaZemo da je otvoreni pokriva topoloskog pros-
tora (X, 7) ako je U pokrivac skupa X te ako je svaki element od U otvoren skup u (X, 7),

. UCT i
UA:X.
Ael

Neka je X neprazan skup. Tada je P(X) topologija na X (ocito vrijede sva svojstva to-
pologije). Za P(X) kazemo da je diskretna topologija na X, a za topoloski prostor (X,
P(X)) kazemo da je diskretan topoloski prostor.

Primjer 1.2.3. Neka je X bilo koji neprazan skup. Tada je {0, X} topologija na X. Za {0, X}
kaZemo da je indiskretna topologija na X, a za topoloski prostor (X,{0, X}) da je indiskretan
topoloski prostor.

Primjer 1.2.4. Neka je X = {1,2,3}i 7 ={0,{1},{1,2},{1,2,3}} topologija na X. Neka je
U = {{1},{2},{3}}. Je li U otvoreni pokrivac topoloskog prostora (X, T )?
Nije, jer {2} € U, ali {2} nije element topologije T .

Neka je (X, d) metricki prostor. Oznac¢imo sa 7, familiju svih otvorenih skupova u
metriCkom prostoru (X, d).

Primjer 1.2.5. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je T4 topologija na X, dakle (X, T ;)
Jje topoloski prostor. Za T ; kaZemo da je topologija inducirana metrikom d.

Definicija 1.2.6. Neka je d euklidska metrika na R". Tada za T, kaZemo da je euklidska
topologija na R". Opcenitije, ako je X neprazan podskup od R" i p euklidska metrika na
X, onda za T, kaZemo da je euklidska topologija na X.

Primjer 1.2.7. Neka je & euklidska topologija na R i neka je V = {{—o0, 1),(0, +00)}.
Je li 'V otvoreni pokrivac od (R, &E)?
vV je prekrio sve brojeve od R pa je pokrivac i oba elementa od V su otvorena, tj.

VYVCE i (—o0,1)U{0, +0) =R.

Dakle, V je otvoreni pokrivac od (R, E).



12 POGLAVLJE 1. METRICKI I TOPOLOSKI PROSTORI

1.3 Kompaktnost

Definicija 1.3.1. Za topoloski prostor (X, T ) kaZemo da je kompaktan ako svaki otvoreni
pokrivac od (X, T") ima konacan potpokrivac.

Dakle, (X, 7") je kompaktan ako vrijedi sljedece: kad god je U otvoreni pokrivac od
(X,7)onda postojen e Ni Uy, U,,...,U, € Utakvidaje Uy VU, U---UU, = X.

Primjer 1.3.2. Neka je & euklidska topologija na R. Tada topoloski prostor (R, E) nije
kompaktan.

Neka je U = {{a,b) | a,b € R,a < b}. Tada je U otvoreni pokrivac od (R, E). Pretpos-
tavimo suprotno, tj. (R, E) kompaktan topoloski prostor. Tada svaki otvoreni pokrivac od
(R, &) ima konacan potpokrivac. Posebno, U ima konacan potpokrivac, tj. postoje n € N i
Uy,U,,...,U, € U takvi da je

RcUVU,U---UU,.
Imamo da je U, € U pa je
Uy =<{a1,by), ai,by €R, a; <b.

Analogno
U2 = <612, bz), ey Un = (an,bn).

Dakle,
R C{ai, b1y Ulaz, by)u, ..., Uay,, b,).

Sigurno postoji x € R takav da je
X<dap,...,x<a.

Tada
x ¢ <{a, b))y, ...,UKay,, by)

Sto je kontradikcija. Dakle, (R, E) nije kompaktan topoloski prostor.
Primjer 1.3.3. Neka je X = {1,2,3}. Tada je (X,P(X)) kompaktan topoloski prostor.

Zapravo, kad god je (X, T ) topoloski prostor takav da je T konacan skup, onda je (X, 7" )
kompaktan. Naime, ocito je svaki otvoreni pokrivac od (X, 7" ) konacan.

Primjer 1.3.4. Neka je S euklidska topologija na [0, 1). Topoloski prostor ([0, 1), S) nije
kompaktan.
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Neka je U = {[0,a) | a € {0, 1)}. Zasto je U otvoreni pokrivac od (10, 1),S)?
Jasno, U C S. Trebamo jos vidjeti da je

UU:[0,1>,

UelU

odnosno

U [0,a) = [0, 1).

ae(0,1)
Neka je x € U [0, a@). Postoji a € {0, 1) takav da je x € [0, a). Dakle, x € [0, 1).
ag(0,1)
Obratno, neka je x € [0, 1). Tada postoji a € (0, 1) takav da je x € [0, a). Zasto postoji
takav a? Buduci da je x < 1 postoji a € R takav da je

x<a<l.

Imamo

O0<x<a.

Dakle, a € (0, 1). Ocito je x € [0, a). Zakljucujemo, U je otvoreni pokrivac od ([0, 1), S).
Pretpostavimo da postojen e Ni Uy,...,U, € U takvi da je

vu---uu,=10,1).
Imamo da za svaki i € {1, ...,n} postoji a; € {0, 1) takav da je
U; = [0, a;).

Dakle,
[0,a;)U---U[0,a,) = [0, 1).

Neka je M = max{ay,...,a,}. Tada je

ar <M,...,a, <M.

Dakle,
M ¢[0,a;)U---UJ0,a,).

No, ocito je M € {0, 1).
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Topologija Zariskog i zatvoreni skupovi

Primjer 1.3.5. Neka je T = {R\ K | K konacan podskup od R} U{0}. Tada je T topologija
na R. Nazivamo ju topologija Zariskog.

Provjeravamo svojstva:
1)Jasno, 0 e T iR eT jerjeR=R\0.

2) Neka je (U,)aen indeksirana familija elemenata od T. Dakle, U, € T, za svaki a € A.
Ako je U, = 0, za svaki a € A, onda je jasno

pa je

Ako je U, # 0 za neki ay € A onda je
Uy =R\ K

za neki K koji je konacan podskup od R. Imamo

Usy €| JUs

acA

paje
R\| JUs SR\ Us,.

a€A
No R\ U,, = K, dakle
R\ JU. <K

acA

paje R\ U U, konacan skup. Oznacimo

a€cA
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Stoga je U U, eT.

acA

3) Neka su U,V € T. Akoje U = 0ili V =0, ondajeUNV =0pajeUNV e T.
Akoje U #0iV # 0, onda je

U=R\K;, V=R\K,,
gdje su K, K, konacni podskupovi od R. Tada je
UnV=R\K)NR\ Ky =K NK5 =(Ki UKy =R\ (K; UK»),
K, U K; konacan podskup od R, pa je U NV € T. Prema tome T je topologija na R.

Definicija 1.3.6. Neka je (X,T) topoloski prostor te F C X. Za F kaZemo da je zatvoren
skup u topoloskom prostoru (X, T") ako je F€ otvoren skup u topoloskom prostoru (X, T")
(F€ =X\ F).

Propozicija 1.3.7. Neka je (X, T") topoloski prostor. Tada vrijedi sljedece:
1) 0i X su zatvoreni skupovi u (X, 7");

2) Ako je (Fy)eea indeksirana familija zatvorenih skupova u (X,7"), onda je ﬂ F, za-
a€cA

tvoren skup u (X,7T);
3) Ako su F i G zatvoreni u (X,7T), onda je F U G zatvoren u (X, 7).

Dokaz. 1) 01 X su ocito zatvoreni u (X, 7") (jer su im komplementi otvoreni).

2) Vrijedi

((VFo© = JFS

a€A a€cA
iz Cega slijedi da je (m F,)¢ otvoren skup, tj. ﬂ F, je zatvoren u (X, 7).

a€A a€A
3) Vrijedi sljedece
(FUG)® = FE nG°.

Dakle, (F U G)© je otvoren skup kao presjek dva otvorena skupa pa je F U G zatvoren u
(X, 7). m

Definicija 1.3.8. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je F C X. Za F kaZemo da je
zatvoren u (X, d) ako je zatvoren u topoloskom prostoru (X,T,). Drugim rijecima, F je
zatvoren u (X, d) ako je F€ otvoren u (X, d).
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Primjer 1.3.9. Neka je T topologija Zariskog na R. Tada (0, 1) nije otvoren u (R, T").
Pretpostavimo da je {0, 1) otvoren, tj. {0,1) € T. Tada postoji konacan skup K takav
da je
0,1)=R\ K =K/
0,D¢ =K
<—O0,0] U [1,+OO> =K

Skupovi (—o0,0] i [1,+00) nisu konacni, pa ni njihova unija nije konacan skup. Buduci
da je K konacan dosli smo do kontradikcije. Dakle, 0,1) ¢ T, tj. (0, 1) nije otvoren u
topoloskom prostoru (R, 7).

Primjer 1.3.10. Neka je T topologija Zariskog na R. Tada (0, 1) nije zatvoren u (R, 7).
Skup je zatvoren u topoloskom prostoru (R, T") ako je njegov komplement otvoren u tom
topoloskom prostoru. Prema tome, promotrit cemo komplement skupa {0, 1). Jasno,

(0, 1) =R\ (0, 1) = (—00,0] U [1, +00).

Buduéi da K = (0, 1) nije konacan, {0,1)C nije otvoren u topoloskom prostoru (R, T").
Dakle, 0, 1) nije zatvoren u topoloskom prostoru (R, T").

Teorem 1.3.11. Neka je T topologija Zariskog na R. Tada je (R,T) kompaktan topoloski
prostor.

Dokaz. Neka je U otvoreni pokriva¢ od (R,77). Tvrdimo da U ima konacan potpokrivac.
Sigurno postoji U € U takav da je U # 0. Stoga je (jerje U € 7))

U=R\K
gdje je
K={xi,...,x}
za neke xi,...,x, € R (ako je U = R, onda tvrdnja ocito vrijedi). Za svakii € {1,...,n}

je x; € R pa stoga postoji V; € U takav da je x; € V; (jer je U pokrivac). Tada je
{U,Vi,...,V,} konaCan potpokriva¢ od U na R. Dakle, (R,7") je kompaktan topoloski
prostor. O

Definicija 1.3.12. Neka je (X,T") topoloski prostor. Nekaje K C Xte U C T, U + 0. Za
U kazemo da je otvoreni pokrivac od K u (X,T) ako je K C U U.

Uel
Definicija 1.3.13. Neka je (X, T") topoloski prostor te K C X. KaZemo da je K kompaktan

skup u topoloskom prostoru (X, T ) ako za svaki otvoreni pokriva¢ U skupa K u (X, T)
postojen e NiUy,...,U, € Utakvidaje K C U U---UU,.
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Uocimo, topoloski prostor (X, 7") je kompaktan ako 1 samo ako je skup X kompaktan u
topoloskom prostoru (X, 7).

Propozicija 1.3.14. Neka je (X,7T) kompaktan topoloski prostor, te neka je F zatvoren
skup u (X, 7). Tada je F kompaktan u (X, 7).

Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivac od F u (X, 7). Neka je
U =UU(F).

U’ je otvoreni pokriva¢ od (X,7). Jer je (X,7) kompaktan topoloski prostor U se
moze reducirati na konacan potpokriva¢. Iz ovoga zakljucujemo da postoje n € N i
U,,U,y,...,U, € Utakvidaje

X=U,uU,U---UU,UFC.
Slijedi da je
FCcUUVU,U---UU,.
Dakle, F je kompaktan skup u topoloSkom prostoru (X, 7). O

Hausdorffov topoloski prostor

Definicija 1.3.15. Neka je (X,7T) topoloski prostor. Za (X, T ) kaZemo da je metrizabilan
topoloski prostor ako postoji metrika d na X takva da je T, =T .

Definicija 1.3.16. Neka je (X, T") topoloski prostor. Za (X,T") kaZemo da je Hausdorffov
topoloski prostor ako za sve a,b € X, a # b postoje U,V € T takvida jea € U, b €V,
unv=0.

Slika 1.5: Hausdorffov topoloski prostor
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Propozicija 1.3.17. Svaki metrizabilan topoloski prostor je Hausdorffov.

Dokaz. Neka je (X, 7)) metrizabilan topoloski prostor. Tada postoji metrika d na X takva
daje 7, = 7. Nekasua,b € X,a # b. 1z propozicije (1.1.9) slijedi da postoje U,V
otvoreni skupovi u (X, d) takvi da je

aeU beViUNV=0.
Slijedi U,V € T4, tj. U,V € 7. Dakle, topoloski prostor (X, 7") je Hausdorffov. O

Primjer 1.3.18. Neka je X neprazan skup. Neka je T indiskretna topologija na X, tj. T =
{0, X}. Ako X ima barem dva elementa, onda topoloski prostor (X, T") nije Hausdorffov, a
iz propozicije slijedi da nije ni metrizabilan.

Primjer 1.3.19. Neka je X neprazan skup. Tada je (X, P(X)) metrizabilan topoloski pros-

tor.
Naime, vrijedi P(X) = T4, gdje je d diskretna metrika na X. Jasno,
P(X) 2Ty
S druge strane
PX) S Ta

jer je svaki podskup od X otvoren u (X, d). Zasto je to tako? Neka je S C X i neka je s € S.
Neka je r = % Tada iz definicije diskretne metrike slijedi da je

K(s,r) = {s}.

Dakle,
K(s,r)C S

pa je S otvoren skup u (X, d).

Lema 1.3.20. Neka je (X,T) topoloski prostor te neka je S C X takav da za svaki s € S
postoji U € T takavdajes e UCS. TadajeS € T.

Dokaz. Za s € S neka je U, € 7 takav da je
seU;CS.

Tada je (Uj),cs indeksirana familija elemenata od 7. Stoga je

No,

Dakle, S € 7. O
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Ako je (X, 7") topoloski prostor i K kompaktan skup u (X, 7"), mora li K biti zatvoren?
Ne mora.
Neka je (X, {0, X}) topoloski prostor i K C X takav da je

0+K+X.

Otvoreni pokriva¢ od K moZe imati samo @ i X. K je kompaktan jer je svaki otvoreni
pokriva¢ od K konacan (samo 0 i X). Bududi da je

0+ K +X,

K€ nije otvoren skup u topoloskom prostoru (X, {0, X}). Dakle, K nije zatvoren u to-
poloskom prostoru (X, {0, X}).

Teorem 1.3.21. Neka je (X, T ) Hausdorffov topoloski prostor, te neka je K kompaktan skup
u (X, 7). Tada je K zatvoren u (X, 7).

Dokaz. Ako je K = 0 onda je tvrdnja jasna. Pretpostavimo da je K # 0. Neka je x € K€.
Zelimo dokazati da postoji otvoren skup U takav da je

xeUCcCKE.

Ako to pokazemo, iz leme ¢e slijediti da je K¢ € 7 (tj. da je K otvoren skup).
Neka je y € K. Tada je x # y, pa buduci da je topoloski prostor (X, 7°) Hausdorffov postoje
U,,V, € T takvida je

xeU,,yeV,, U,nV,=0.

Neka je
U=1{v,|yeKj.

Tada je U otvoreni pokrivac¢ skupa K u topoloSkom prostoru (X,7) pa postoji n € N i
Yi,-..,Y, takvi da je

KcCV,

CV,U---UV

Yn*
Neka je
W=U,n---NnU,,.

Tada je oCito x € W (jer je x iz svakog U,) te je oCito daje W € 7.
Dokazimo da je W C K€. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji z € W takav je z € K
(negirali smo tvrdnju ”Za svaki z € W je z € K©). No, tada je

zeV,U---UV,
pajeze€ V) zanekii € {l,...,n}. Aliz € W povlaci da je z € U,,. Dakle,

zeU, 1z€V,
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no to je nemoguce jer je
U,nV, =0.
Slijedi da je W C K€.
Zakljutak: Za svaki x € K€ postoji W € 7 takav da je
xeWcKE.

Prema lemi|1.3.20/imamo da je K¢ € 7. Dakle, K€ je otvoren skup u topoloskom prostoru
(X,7) paje K zatvoren u (X, 7). O

1.4 Neprekidne funkcije

Definicija 1.4.1. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostorite f : X — Y i xo € X. KaZemo
da je f neprekidna u xo s obzirom na metrike p i q ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav
da je f(K(xo,0;p)) € K(f(x0),€;q). Funkcija f je neprekidna ako je neprekidna u svakoj
tocki svoje domene.

Slika 1.6: Neprekidna funkcija s obzirom na metrike p i ¢

Napomena 1.4.2. Uz oznake iz prethodne definicije vrijedi:
F(K(x0,06; p)) € K(f(x0), €;q) & {f(x) | x € K(x0,6; p)} € K(f(x0), € 9)

)
(x € K(x0,0; p) = f(x) € K(f(x0), €: 9)) & (p(x,X0) <6 = g(f(x), f(x0)) <€)

Dakle, f je neprekidna u xy ako i samo ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da je

p(x, Xo) <6 = q(f(x), f(x0)) < €).



1.4. NEPREKIDNE FUNKCIJE 21

Definicija 1.4.3. Neka su (X, 7)) i (Y,8) topoloski prostori te neka je f : X — Y. Za f
kaZemo da je neprekidna s obzirom na topologije T, S ako je f~(V) € T, za svaki V € S.

Propozicija 1.4.4. Neka su (X,7), (Y,S) i (Z,V) topoloski prostorite f : X — Y i
g : Y — Z funkcije takve da je f neprekidna s obzirom na 7, S i g neprekidna s obzirom
na S, V. Tada je kompozicija g o f : X — Z neprekidna s obzirom na T, V.

Dokaz. Neka je V € V. Zelimo dokazati da je

(o N"(V)eT.
Tvrdimo da vrijedi
(o NT(V)=f"(" (V). (1.2)

Naime, vrijede sljedeée ekvivalencije:
x€(@gof)T(V) & (go Hlx) eV

& g(f)) eV e flx) eg™(V)
e xe fT(gm (V).

Dakle, (1.2)) vrijedi. No, budu¢i da je g neprekidna s obzirom na S, V slijedi da je g~ (V) €
Spaje f7(g=(V)) € T (jer je f neprekidna s obziromna 7, S).
Zakljucak: g o f je neprekidna s obzirom na 7, V. O

Propozicija 1.4.5. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori te neka je f : X — Y. Tada je f
neprekidna s obzirom na metrike p, q ako i samo ako je f~(V) otvoren skup u metrickom
prostoru (X, p) za svaki otvoren skup V u (Y, q).

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna s obzirom na metrike p i g. Neka je V proizvo-
ljan otvoren skup u metriCkom prostoru (Y, g). Zelimo dokazati da je f< (V) otvoren skup
u metriCkom prostoru (X, p). Neka je

x € (V).

Tada je f(x) € V pabuduci da je V otvoren u metrickom prostoru (¥, g), postoji r > 0 takav
da je

K(f(x),r;q) C V.
No, budu¢i da je f neprekidna u tocki x postoji 6 > 0 takav da je

f(K(x,6;p)) € K(f(x),7;9).

Stoga je
f(K(x,65p) €V
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paje
K(x,6;p) C fT(V).

Dakle, £ (V) je otvoren skup u metrickom prostoru (X, p).

Obrat.

Pretpostavimo sada da je (V) otvoren skup u metrickom prostoru (X, p) za svaki otvoren
skup V u metrickom prostoru (Y, g). Dokazimo da je f neprekidna s obzirom na metrike p
1 g. Neka je xo € X 1 neka je € > 0.Tada je

K(f(x0), € q)

otvoren skup u metri¢kom prostoru (¥, g) (prema propoziciji[I.1.6) pa je

JT(K(f(x0), € 9))

otvoren skup u (X, p). Jasno je da je

xo € f7(K(f(x0), € q))

pa stoga postoji r > 0 takav da je

K(xo,7;p) € [T (K(f(x0), € 9)).

Stoga je
J(K(xo, 73 p)) € K(f(x0), € ¢)

Slijedi da je f neprekidna u x, s obzirom na metrike p i g. Dakle, f je neprekidna s obzirom
na metrike pigq. O

Uocimo, ako su (X, p) i (¥, g) metricki prostori te f : X — Y, onda je f neprekidna s
obzirom na metrike p i g ako i samo ako je f neprekidna s obzirom na topologije 7,1 7,.

Propozicija 1.4.6. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te f : X — Y funkcija. Tada
Jje f neprekidna (s obzirom na topologije T i S) ako i samo ako za svaki zatvoren skup F u
(Y, S) vrijedi da je f<(F) zatvoren u (X, 7).

Dokaz. Neka je F C Y. Tvrdimo da je
X\fT(F) = fT(Y\F). (1.3)
Naime, vrijede sljedece ekvivalencije:

xeX\f (F)oxeX & x¢ f~(F)
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e fx)eY & f(x)¢ F
& f(x) € Y\F
o xe fT(Y\F).

Dakle, vrijedi. Pretpostavimo da je f neprekidna. Neka je F zatvoren skup u (Y, S).
Budu¢i da je f neprekidna, f(Y\F) je otvoren skup. 1z (1.3) slijedi da je f“ (F') zatvoren
skup.

Obratno, pretpostavimo da je f“(F) zatvoren u (X,7) za svaki zatvoren skup F u
(Y, S). Zelimo dokazati da je f neprekidna. Neka je V otvoren skup u (¥, S). Neka je

F =V
Tada je
V=F°
Sto povlaci da je F zatvoren. Koristeéi (1.3) imamo
FW) = fTY\F) = X\f7(F).

Bududi da je f(F) zatvoren skup, X\ f(F) je otvoren, dakle, (V) je otvoren u (X, 7).
Time smo dokazali da je f neprekidna. O

Propozicija 1.4.7. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori, neka je f : X — Y funkcija
neprekidna s obzirom na topologije T i S te neka je K kompaktan skup u topoloskom
prostoru (X, 7). Tada je f(K) kompaktan u topoloskom prostoru (Y, S).

Dokaz. Neka je V otvoren pokriva¢ skupa f(K) u topoloskom prostoru (Y, S). Neka je
U={f"V)VeV]

Tada je U otvoreni pokrivac skupa K u topoloSkom prostoru (X, 7") (svaki x € K preslika
se u f(x) € f(K)). Budu¢i da je K kompaktan skup u topoloSkom prostoru (X, 7°), postoje
neNiVy,...,V, e Vtakvidaje

Kcfo(Vpu---u f=(Vy).

1z ovoga slijedi da je
f(K)cViU---uV,.

Zakljucak: f(K) je kompaktan skup u topoloskom prostoru (¥, S). O

Propozicija 1.4.8. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori i f : X — Y neprekidna
funkcija s obzirom na topologije 7 i S. Neka je f surjekcija i (X, T ) kompaktan topoloski
prostor. Tada je topoloski prostor (Y, S) kompaktan.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije O
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1.5 Relativna topologija

Definicija 1.5.1. Neka su (Y, S) i (X, T") topoloski prostori. KaZemo da je (Y, S) potprostor
topoloskog prostora (X,T ) akoje Y C X teakoje S ={UNY |U € T}. Za S jos kaZemo
da je relativna topologija.

Slika 1.7: (Y, S) je potprostor topoloskog prostora (X, 7)

Dakle, topoloski prostor (Y, S) je potprostor od (X,7") ako i samo ako je Y C X te za
svaki V € Y vrijedi sljedece:

VeSe@AUeTH(V=UNY).

Uocimo da nas gornji zapis podsjeca na potprostor metrickog prostora.
PokaZimo da je je relativna topologija zaista topologija.

Propozicija 1.5.2. Neka je (X, T") topoloski prostorte Y C X, Y # (0. Tada postoji jedins-
tvena topologija S na Y takva da je (Y, S) potprostor topoloskog prostora (X, 7).

Dokaz. Pretpostavimo dasu S i S dvije topologije na Y takve da je (¥, S") potprostor od
(X,7) te da je (¥, S") potprostor od (X, 7). Tada je

S={UnY|UeT}iS8 ={UnY|UeT)}
paje S’ = S". Dakle, topologija S na Y takva da je (¥, S) potprostor topoloskog prostora
(X, 7) je jedinstvena (ako postoji).

Dokazimo sada da takva topologija S postoji. Definirajmo

S={UnY|UeT}
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Ako je S topologija na Y onda je jasno da je (Y, S) potprostor topoloskog prostora (X, 7")
(po definiciji). Stoga, jedino Sto jo§ moramo dokazati je to da je S topologija na Y. Pro-

vjeravamo svojstva:
1) Jasno, ® moZemo zapisati kao

0=0nY, 0T

pajed € S. Nadalje, Y =XNYjerjeY CXiXeT pajeY €S.

2) Neka je (V,)qea indeksirana familija elemenata od S. Zelimo dokazati da je

UVaeS.

Zasvaki @ € A je V, € S pa postoji U, € 7 takav da je
Vo=U,NY.

Tvrdimo da je

UVQ:U(UQHY):(UUQ)HY, UUQefr.

a€A acA a€A acA

Uoc¢imo, buduéi da su svi U, € 7, a7 je topologija, onda je i

Neka je

Tada postoji g € A takav da je x € U,, N Y. Dakle,
xeU, 1 x€eY.

Bududi da je x € U,, onda je
X € U U, 1 x€Y.

a€cA
Slijedi da je
xe (U U)nYy.
acA
Obratno, neka je
xe( Juany.

a€cA

(1.4)
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Tada je
erUa i xeY.

a€cA
Bududi da je
X € U U,,

postoji ap € A takav daje x € Uy, 1 x € Y. Slijedi da je

xeUy,NY

paje
xe U(Ua ny).

€A

Dakle, jednakost (1.4) vrijedi. Zaklju¢ujemo da je

UVQES.

3) Neka su Vi, V, € 8. Tada je
Vi=UnYiV,=U,NnY,
gdjesu U, U, € 7. Tada je
VinVo=(UnY)NWU,NY)=U, NnU)NY, U NU,eT,

pajeVinV,eS.
Zakljucak: S je topologijana Y. O

Propozicija 1.5.3. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X,d). Tada je (Y,T,)
potprostor topoloskog prostora (X, Ty), tj. T, ={UNY | U € T4}.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije|(l.1.13 O



Poglavlje 2

Nizovi i podnizovi

2.1 Konvergencija niza

Definicija 2.1.1. Neka je X skup. Niz u X je bilo koja funkcija kojoj je domena N, a cija je
slika sadrZana u X.

Ako je x nizu X, onda za n € N vrijednost x(n) oznacavamo sa Xx,,.

Pisemo x = (x,),en.

Definicija 2.1.2. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x,),en niz u X te a € X. Za niz
(X nen kaZemo da konvergira prema tocki a ako za svaki otvoren skup U C X takav da je
a € U postoji ng € N takav da je x,, € U za svaki n > n.

Pisemo: x, — a.

Slika 2.1: Konvergentan niz u metrickom prostoru

Propozicija 2.1.3. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,),en niz u X te a € X. Tada niz
(X)nent konvergira prema a u metrickom prostoru (X, d) ako i samo ako za svaki € > 0
postoji ny € N takav da je d(a, x,) < € za svaki n > n.

27
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Dokaz. Pretpostavimo da niz (x,),cy konvergira prema a u metrickom prostoru (X, d).
Neka je € > 0. Jasno, K(a, €) je otvoren skup u metriCkom prostoru (X, d) i sadrZzi a,
pa postoji ny € N takav da je

x, € K(a, €), Yn > ny.

To povlaci da je
d(a,x,) <€, Yn > ny.

Obratno, pretpostavimo da za svaki € > 0 postoji ny € N takav da je
d(a,x,) <€, Yn > ny.

Dokazimo da (x,) konvergira prema a u metrickom prostoru (X, d). Neka je U otvoren
skup u metrickom prostoru (X, d) takav da je a € U. Tada postoji € > 0 takav da je

K(a,e) C U.
Znamo da postoji ny € N takav da je
d(a,x,) <€, Yn > ny.

No tada je
x, € K(a,e), ¥Yn > ny,

paje x, € U, Vn > ny.
Zakljucak: niz (x,),en konvergira prema a u metrickom prostoru (X, d). O

Slika 2.2: Prikaz propozicije

Definicija 2.1.4. Neka je (X, T") topoloski prostor, (x,) nizu X i a € X. Za niz (x,) kaZemo
da konvergira prema a u (X, T") ako za svaki U € T takav da je a € U postoji ny € N takav
da je x, € U za svaki n > ny.

Neka je (X, 7") topoloski prostor, a € X te U C X. Za U kaZemo da je otvorena okolina
tocke a u topoloskom prostoru (X, 7") ako je U otvorenia € U.
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Propozicija 2.1.5. Neka je (X,7") topoloski prostor, F zatvoren skup u (X,7), a € X te
(x,) niz u X koji konvergira prema a. Pretpostavimo da je x, € F za svaki n € N. Tada je
ack.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. a ¢ F. Tada je a € FC. Bududi da je F€ otvoren u
(X,7) i (x,) konvergira prema a postoji ny € N takav da je x, € FC za svakin > n §to je u
kontradikciji s pretpostavkom propozicije.

Zakljucak: a € F. O

Ako je (X, 7) topoloski prostor, a € X i (x,) niz u X takav da (x,) konvergira prema a,
onda za a kazemo da je limes niza (x,,).

Uocimo: Ako je (X, d) metricki prostor, (x,) niz u X te a € X, onda (x,) konvergira
prema a u metrickom prostoru (X, d) ako i samo ako (x,) konvergira prema a u topoloSkom
prostoru (X, 7).

Primjer 2.1.6. Neka je X neprazan skup, a € X te (x,) nizu X. Tada niz (x,) teZi prema a
u topoloskom prostoru (X, {0, X}).

Naime, jedina otvorena okolina tocke a u topoloskom prostoru (X, {0, X}) je X. Ovo
pokazuje da limes niza u topoloskom prostoru opcenito nije jedinstven. Dakle, svaki niz u
X teZi prema svakoj tocki u X u topoloskom prostoru (X, {0, X}).

Primjer 2.1.7. Neka je X = {1,2,3} te neka je T = {0,{1}, X}. Jasno, T je topologija na
X.

Jedina otvorena okolina tocke 2 u ovom topoloskom prostoru je X. Iz ovoga za-
kljucujemo da svaki niz u X konvergira prema tocki 2 u tom topoloskom prostoru (npr.
X, =1, x, = 3 za svaki n € N). Isto tako zakljucujemo da svaki niz u X konvergira prema
tocki 3 u tom topoloskom prostoru. Prema tome, limes niza nije jedinstven u topoloSkom
prostoru (X, {0, {1}, X}).

Neka je (x,) niz definiran sa

x, =3, neN.

Tada 1 nije limes ovog niza u (X, {0, {1}, X}) jer je {1} otvorena okolina tocke 1 u (X, {0, {1}, X}),
a x, ¢ {1} za svakin € N.

Propozicija 2.1.8. Neka je (X,7") Hausdorffov topoloski prostor, neka je (x,) niz u X te
neka su a,b € X. Pretpostavimo da (x,) konvergira prema a i (x,) konvergira prema b.
Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. a # b. Budu¢i da je (X,7) Hausdorffov topoloski
prostor postoje U,V € 7 takvi da je

acUi1beV, UNV=0.
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Iz Cinjenice da (x,) konvergira prema a slijedi da postoji ny € N takav da je x,, € U za svaki
n > ny. Analogno, iz Cinjenice da (x,) konvergira prema b slijedi da postoji my € N takav
da je x, € V za svaki n > my. Neka je n = max{ng, mp}. Slijedi da je

x, €U 1x,€V,

odnosno
x,€eUnNYy,

ali U NV = (. Dakle, dosli smo do kontradikcije. Zakljucak: a = b O

Slika 2.3: Limes niza je jedinstven u metriCkom prostoru

Prethodna propozicija nam kaZe da je limes niza jedinstven u Hausdorffovom topoloskom
prostoru. Kao posljedicu imamo da je limes niza u metrickom prostoru jedinstven.

Korolar 2.1.9. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) nizu X te a,b € X takvi da (x,) konver-
gira prema a i (x,) konvergira prema b. Tada je a = b.

Dokaz. 1z pretpostavke korolara slijedi da (x,) konvergira prema a 1 (x,,) konvergira prema
b u topoloSkom prostoru (X, 7). Topoloski prostor (X, 7,) je metrizabilan pa prema pro-
poziciji|l.3.17|slijedi da je i Hausdorffov. 1z propozicije [2.1.8|slijedi da je a = b. O

Definicija 2.1.10. Neka je (X, T) topoloski prostor, (x,) nizu X te a € X. Za a kaZemo da
Jje gomiliste niza (x,) u (X,7") ako za svaku okolinu U tocke a i svaki N € N postojin > N
takav da je x, € U.

Uocimo, ako je (X, 7°) topoloski prostor, (x,) nizu X, a € X te ako je a limes niza (x,),
onda je a gomiliSte niza (x,).
Naime, neka je U otvorena okolina tocke a te N € N. Budu¢i da x, — a postoji ny € N
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takav da je x, € U za svaki n > ny. Uzmimo n = max{ny, N}. Tadajen > Nin > ng iz
Cega slijedi da je x,, € U. Dakle, a je gomiliSte niza (x,).

Definicija 2.1.11. Neka je (X, d) metricki prostor i (x,) niz u X. Za niz (x,) kazemo da je
konvergentan ako postoji a € X takav da (x,) konvergira prema a.

2.2 GomiliSte niza

Definicija 2.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor, a € X te (x,) nizu X. Za a kaZemo da je
gomiliste niza (x,) u (X, d) ako je a gomiliste niza (x,) u pripradnom topoloskom prostoru
(X, T a).

Primjer 2.2.2. Neka je (x,) niz u R definiran sa x, = n, n € N. Tada niz (x,) nema

gomilista u R, tj. ne postoji a € R takav da je a gomiliste od (x,) (u metrickom prostoru
(R, d), gdje je d euklidska metrika na R).
Pretpostavimo suprotno, tj. postoji a € R takav da je a gomiliste od (x,). Neka je

U=K(a,1)=(a-1,a+1).

Odaberimo N € N takav da je
N>a+1.

Buduci da je a gomiliste postojin € N, n > N takav da je x, € U, tj.
x, €{a-1,a+1).

Dakle,
n=x,<a+1<N<n
sto je kontradikcija.
Zakljucak: Niz (x,) nema gomilista u R.
Teorem 2.2.3. Neka je (X,T) kompaktan topoloski prostor te (x,) niz u X. Tada niz (x,)

ima gomiliste u topoloskom prostoru (X, T).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da niz (x,) nema gomiliSte u topoloSkom prostoru
(X, 7). Dakle, za svaki a € X vrijedi da a nije gomiliSte od (x,) pa postoje okolina U, od
aiN, € N takvi da za svaki n > N,, vrijedi x,, ¢ U. Neka je

U={U,|acX}.

Tada je U otvoreni pokrivac od (X, 7). To ocito vrijedi. Buduéi da je (X, 7 ) kompaktan
topoloski prostor postoje n € Niay,...,a, € X takvi da je

X=U,U---UU,. 2.1)
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Neka je m = max{N,,, ..., N, }. Tada je

m>Ny,...,m=>N,,
pa

Xm € Usys oo s X € Uy,

iz Cega slijedi da
Xm @ Uy U---UU,,.

. NIZOVI I PODNIZOVI

Iz jednakosti (2.1) slijedi da x,, ¢ X Sto je kontradikcija. Dakle, niz (x,) ima gomiliSte u

topoloSkom prostoru (X, 7).

2.3 Potpuno omeden metricki prostor

O

Definicija 2.3.1. Neka je (X, d) metricki prostor te S C X. Za skup S kaZemo da je omeden

u (X, d) ako postoje x € Xir > 0takvidaje S C K(x,r).

Slika 2.4: S je omeden skup u metrickom prostoru (X, d)

Vrijedi sljedece: Ako je S omeden skup u metrickom prostoru (X, d) onda za svaki

x € X postoji r > 0 takav da je
S C K(x,r).

Naime, iz ¢injenice da je S omeden slijedi da postoje xo € X 1 rg
S c K()Co, F ()).
Neka je x € X proizvoljan 1 neka je

r=d(x, xg) + ro.

> ( takvi da je
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Zasvaki s € § vrijedi
d(x,s) < d(x,xp) +d(xp,8) <d(x,x0) +1r9g=r.

Dakle,
dx,s)<r

Sto znaci da je s € K(x,r). Dakle, S C K(x,r).

Propozicija 2.3.2. Neka je (X,d) metricki prostor te neka su S i T omedeni skupovi u
(X,d). Tada je S U T omeden skup u metrickom prostoru (X, d).

Dokaz. Uzmimo x, € X. Tada postoje r, s > 0 takvi da je
S CK(xg,r) 1 T C K(xp,5)
(er su § 1 T omedeni skupovi). Neka je ¢+ = max{r, s}. Tada je ocito
S UT C K(xo,1).

Dakle, S U T je omeden skup u (X, d) (vidi sliku 3.5). m|

Slika 2.5: Unija dva omedena skupa je omeden skup u metrickom prostoru

1z propozicije lako se indukcijom dokaze sljedece:

Korolar 2.3.3. Neka je (X,d) metricki prostor, n € N te S,...,S, omedeni skupovi u
(X,d). Tada je S, U ---U S, omeden skup u (X, d).
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Za metricki prostor (X, d) kazemo da je omeden ako je X omeden skup u (X, d).
Sada idemo korak dalje.

Definicija 2.3.4. Neka je (X, d) metricki prostor. Za (X, d) kaZemo da je potpuno omeden
metricki prostor ako za svaki € > 0 postojen € N i xy,...,x, € X takvi da je

X =K(x1,e)U---UK(x,,¢€). 2.2)

Uocimo sljedece: Ako je (X, d) potpuno omeden metricki prostor, onda je (X, d) omeden.
Naime, odaberimo € > O (npr. € = 1). Tada postoje n € N1 xy, ..., x, € X takvi da vrijedi
jednakost (2.2)). Svaki od skupova

K(xi,€),...,K(x,,€)
je ocito omeden skup u (X, d) pa iz korolara[2.3.3|slijedi da je i
K(x;,e)U---UK(x,,¢€)
omeden u (X, d), tj. X je omeden u (X, d). Dakle, (X, d) je omeden metricki prostor.

Primjer 2.3.5. Neka je X beskonacan skup te neka je d diskretna metrika na X. Tada je
(X, d) omeden metricki prostor ali nije potpuno omeden. Naime, za bilo koji x € X i bilo
koji r > 1 vrijedi da je K(x,r) = X. Slijedi da je X omeden pa je (X, d) omeden metricki
prostor.

Pretpostavimo da je potpuno omeden. Uzmimo € = % Tada postojen e Nixy,...,x, €
X takvi da je

X =K(x,e)U---UK(x,,¢€).

No, za svakii = 1,...,nvrijedi
K(xi, €) = {x;}.
Stoga je
X={x}VU---U{x.,
odnosno

X ={xi,..., x5}

Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je X beskonacan skup.
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2.4 Podnizovi

Za funkciju a : N — N kaZemo da je strogo rastuéa ako je a, < a,,; za svaki n € N.
Lako se indukcijom pokaze sljedece: Ako je a : N — N strogo rastuéa funkcija, onda je
n < a,zasvakin € N.

Definicija 2.4.1. Neka je (x,) niz u skupu X te neka je a : N — N strogo rastuca funkcija.
Za niz (x4, )nen kazemo da je podniz niza (x,).

Primjer 2.4.2. Neka su (x,) i (y,) nizovi u R definirani sa x, = (—1)" iy, = 1 za svaki
n € N. Tada je (y,) podniz od (x,). Naime, za svaki n € N vrijedi y, = x,, gdje je
a : N — N funkcija definirana sa a, = 2n za svaki n € N.

Propozicija 2.4.3. Neka je (X, T") topoloski prostor, (x,) nizu X te a € X. Pretpostavimo
da postoji podniz niza (x,) koji teZi prema a u topoloSkom prostoru (X, 7). Tada je a
gomiliste od (x,).

Dokaz. Neka je U otvorena okolina tocke a u (X, 7") te neka je N € N. Znamo da postoji
strogo rastuca funkcija b : N — N takva da niz (x;, ),en teZi prema a. Tada postoji ny € N
takav da za svaki n > ng je x,, € U. Neka je n = max{ng, N}. Tada je n > ng pa je x;, € U.
S druge strane imamo

N <n<hb,.

Dakle, N < b,. Prema tome, za broj k = b, vrijedi
k>N i x, € U.
Zakljucak: a je gomiliSte niza (x,). O

Propozicija 2.4.4. Ako je (X,T) topoloski prostor te ako je (x,) niz koji konvergira prema
au(X,7T), onda i svaki podniz od (x,) konvergira prema a u (X, 7).

Dokaz. Neka je U otvorena okolina tocke a. Neka je b : N — N strogo rastuca funkcija.
Trebamo naci nj € N takav da je x;, € U za svaki n > nj. Znamo da vrijedi

n<b,

za svaki n € N (jer je b strogo rastuca funkcija). Buduéi da x, — a, postoji ny € N takav
daje x, € U za svaki n > ny. Uzmimo da je

no = no.

Za svaki n > nyg imamo
np<n< bn.

Znamo da je x,, € U za svakin > ng pa je x,, € U za svaki n > ny. Dakle, x;,, — a. O
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Lema 2.4.5. Neka je (X, d) metricki prostor, a € X te (x,) niz u X takav da je x, € K(a, %)
za svaki n € N. Tada niz (x,) konvergira prema a.

Dokaz. Neka je € > 0. Odaberimo nj € N takav da je

Tada za svaki n > ng vrijedi

pa je stoga
2
K(a,-) € K(a,e€).
n

Slijedi da je x, € K(a,€) za svaki n > ny. Zakljucak: niz (x,) konvergira prema a u

metri¢kom prostoru (X, d). O

Primjer 2.4.6. Neka je (x,) niz u R definiran sa x, = % n € N. Tada rll — OQuR.
Ocito je
1 2 2 2
—€ <__, _> = K(07 _)
n nn n

Iz leme slijedi da % — 0.

Prethodna lema trebat ¢e nam za dokaz sljedece propozicije.

Propozicija 2.4.7. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,) niz u X te neka je a gomiliste od
(x,) u (X,d). Tada postoji podniz niza (x,) koji konvergira prema a u metrickom prostoru

(X, d).

Dokaz. Definirajmo niz prirodnih brojeva induktivno na sljede¢i nacin: neka je n; € N
takav da je x,, € K(a, 1) (takav broj sigurno postoji jer je a gomiliSte niza (x,)). Pretpos-
tavimo da je k € N te da smo definirali n, € N. Bududi da je a gomiliSte niza (x,) postoji
broj

m>n+ 1

takav da je

xn € K(a,

1
k+ 1)'
Definirajmo n;,; = m. Dakle,

Mo =+ 1 > my

1
Xn,,, € K(a, an 1).
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Na ovaj nacin smo definirali strogo rastuéi niz (n;)ren za koji vrijedi
1
Xny € K(a? z)

za svaki k € N. Prema tome, (x,,) je podniz od (x,). Iz leme [2.4.5]slijedi da niz (x,,) tezi
prema a. m|






Poglavlje 3

Kompaktnost u raznim oblicima

3.1 Sekvencijalna kompaktnost

Definicija 3.1.1. Neka je (X,T") topoloski prostor. Za (X, T ) kaZemo da je sekvencijalno
kompaktan topolosSki prostor ako svaki niz u X ima podniz koji je konvergentan u (X, 7).

Naravno, za metricki prostor kazemo da je sekvencijalno kompaktan ako mu je pripadni
topoloski prostor sekvencijalno kompaktan.

Propozicija 3.1.2. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je (X, d) sekvencijalno kompaktan
ako i samo ako svaki niz u X ima gomiliste u (X, d).

Dokaz. Pretpostavimo da je (X, d) sekvencijalno kompaktan. Neka je (x,) niz u X. Tada
(x,) ima konvergentan podniz, tj. postoje a € X i podniz od (x,) koji konvergira prema a.
Iz propozicije [2.4.3slijedi da je @ gomiliste niza (x;,).

Obratno, pretpostavimo da svaki niz u X ima gomiliSte. Neka je (x,) niz u X. Tada
postoji a € X takav da je a gomiliSte od (x,). Prema propoziciji 2.4.7| postoji podniz od
niza (x,) koji konvergira prema a, dakle (x,) ima konvergentan podniz. Zakljucak: (X, d)
je sekvencijalno kompaktan. O

Propozicija 3.1.3. Svaki kompaktan metricki prostor je sekvencijalno kompaktan.
Dokaz. Neka je (X, d) kompaktan metric¢ki prostor. Iz teorema slijedi da svaki niz u
X ima gomiliSte. Sada prethodna propozicija povlaci da je (X, d) sekvencijalno kompaktan.

O

Propozicija 3.1.4. Neka je (X, d) sekvencijalno kompaktan metricki prostor. Tada je (X, d)
potpuno omeden.

39
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. (X, d) nije potpuno omeden. Tada postoji € > 0 za
kojeg ne mozemo na¢in € Ni xy,...,x, € X takve da je

X =K(x1,e) U---UK(x,,¢€).

Odaberimo a € X. Definiramo niz (x,),cy induktivno na sljedeéi nain: Stavimo x; = a.
Pretpostavimo da je n € N te da smo definirali xi, ..., x,. Znamo da je

X #K(x1,e)U---UK(x,,€)

pa postoji tocka iz X koja nije element od K(x;,€) U - - - U K(x,, €). Odaberimo jednu takvu
tocku 1 ozna¢imo ju s x,,1. Na ovaj nac¢in imamo definiran niz (x,),cy. Po konstrukciji niza
jasno je da

Xpi1 € K(x1,€)U---UK(x,,€), Yn € N,
Slijedi da je
d(xia xn+1) =€
zasvakii=1,...,n1izasvakin € N. Ovo povlaci da je
d(x;,xj) > €
zasve i, j € N takvi da je i # j. Budu¢i da je (X, d) sekvencijalno kompaktan propozicija

[3.1.2]povlaci da postoji b € X takav da je b gomiliSte niza (x,). Iz ¢injenice da je b gomilisSte
slijedi da postoji i € N takav da je

€
. € K(b, =).
x; € K( 2)
Nadalje, iz istog razloga postoji j > i + 1 takav da je
€
e K(b,-).
x/ ( 2)

Tada je
d(xi,b) < = i d(x;,b) < =
2 2
paizi # jslijedi
€ < d(x;,x)) < d(x;,b) + d(x;, b) < g +ioe

Dakle € < e Sto je kontradikcija. Zaklju€ak: (X, d) je potpuno omeden metricki prostor. 0O
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Lebesgueov broj

Definicija 3.1.5. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U otvoren pokrivac od (X, d).
Neka je 1 € R, A > 0. KaZemo da je A Lebesgueov broj pokrivaca U od (X, d) ako je za
svaki x € X kugla K(x, ) sadrzana u nekom c¢lanu od ‘U (1j. postoji U € U takav da je
K(x,2) cU).

Primjer 3.1.6. Neka je d euklidska metrika na [0, 1] te neka je U = {[0, %), <%, 11}. Tada
je U otvoreni pokrivac od ([0, 1],d). Neka je A = ﬁ Tvrdimo da je A Lebesgueov broj od
U. Neka je x € 0, 1]. Razlikujemo dva slucaja:

1) x<3
Tvrdimo da je
1 1
K(x,—) < [0, 2).
(. 15)<10.5)

Neka je y € K(x, 7). Tada je

1
' 12
d(x,y) < i
VST
paje

5 1 1
y=d(0,y) <d(0,x) +d(x,y) < ARTREE

Dakle, y < %paje y € [0, %).
2) x>3
Tvrdimo da je

1 1
K(X, E) c <§, 1]

Neka je y € K(x, ). Tada je

1
12
d(x,y) < L
RRET

Pretpostavimo da y ¢ (%, 1]. Tada je y < % Imamo
5 1 1 5
— < = < — - =
T x=d(0,x) <d0,y)+d(y,x) < 3 + TRET)

Sto je kontradikcija. Dakle, y € (%, 1].

Primjer 3.1.7. Neka je d euklidska metrika na [0, 1). Neka je U = {[0,a) | a € (0, 1)}.
Tada je ‘U otvoreni pokrivac od ([0, 1), d). Ovaj pokrivac nema Lebesgueov broj.

Pretpostavimo da U ima Lebesgueov broj, oznacimo ga s A. Znamo da je A > 0.
Razlikujemo dva slucaja:
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1) 1>1

Tada je
K, 2) =[0,1).

Naime, iz a < 1 slijedi da postoji y € R takav da je
a<y<l,
a iz ovoga slijedi da je
yel0,1) i y¢]0,a).
Ocito,
K(0,4) € [0, a)

za svaki a € {0, 1). Ovo je u kontradikciji s Cinjenicom da je A Lebesgueov broj.

2) A<1

Neka je x = 1 — A. Tada je
0<x<1

pa je x € [0, 1). Buduci da je A Lebesgueov broj od U postoji a € {0, 1) takav da je
K(x, 1) C [0, a).
Iz a € {0, 1) slijedi da postoji y € R takav da je
a<y<l. 3.1)
Ocito je x € K(x, A) pa je x € [0, a). Stoga je x < a. Imamo
O<x<a<y<l

iz Cega slijedi
O<y—x<l-x=4.

Stoga je
ly — x| < A

Zakljucujemo da je y € K(x, A) Sto znaci da je y € [0, a), tj. y < a. To je u kontradik-
ciji s (3-1).

Dakle, U nema Lebesgueov broj.

Teorem 3.1.8. Neka je (X, d) sekvencionalno kompaktan metricki prostor. Tada svaki otvo-
reni pokrivac od (X, d) ima Lebesgueov broj.



3.1. SEKVENCIJALNA KOMPAKTNOST 43

Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivac od (X, d). Pretpostavimo da U nema Lebesgueov
broj. Tada niti jedan 4 > 0 nije Lebesgueov broj od U pa stoga za svaki 4 > 0 postoji
x € X takav da je

Kx,))¢ZV

za svaki V € U. Posebno, za n € N postoji x,, € X takav da je
1
K(x,,—)ZV zasvaki Ve U. (3.2)
n

Buduci daje (X, d) sekvencijalno kompaktan metricki prostor niz (x,) ima gomiliSte, oznacimo
ga s a. Budu¢i daje a € X, postoji V € U takav daje a € V. Skup V je otvoren u (X, d) pa
postoji r > 0 takav da je

K(a,r) C V.

Neka je m € N takav da je

2
m> —.
r

Buduci da je a gomiliSte niza (x,) postoji n € N takav da je

xneK(a,g) in>m.

Slijedi da je

2

-<n

,
pa je

1 r

- < —.

n 2
Tvrdimo da je

1

K(x,,—-) € K(a,r). (3.3)

n

Uzmimo y € K(x,, 1). To znaci da je
1
d(y,x,) < —.
n
Vrijedi sljedece
1 r r r
< e —< —4—=r
d(y,a) <d(y,x,) +d(x,,a) < " + 7 < 7 + 5 r

Dakle,

diy,a) <r
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Sto znaci da je y € K(a, r). Time smo pokazali da vrijedi (3.3). Iz (3.3)) slijedi da je
1
K(.Xn, _) cVv
n

Sto je u kontradikciji s (3.2). Zaklju€ak: U ima Lebesgueov broj. O

Teorem 3.1.9. Neka je (X, d) sekvencijalno kompaktan metricki prostor. Tada je (X, d)
kompaktan.

Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivac od (X, d). 1z prethodnog teorema slijedi da postoji
A > 0 takav da je A4 Lebesgueov broj od U. S druge strane, kako je (X, d) sekvenci-
jalno kompaktan onda je i potpuno omeden (prema propoziciji [3.1.4). Postoje n € N i
X1,..., X%, € X takvi da je

X =K(x;,)U---UK(x,, ). (3.4)

Zasvakii e {1,...,n} postoji V; € U takav da je
K(x;, ) CV;

(jer je A Lebesgueov broj). Stoga je

UKmmgwumum
i=1

Iz (3.4) slijedi da je
XcViu---uV,
Ocito je
Viu---uV,cX
paje
X=Viu.---uUV,.
Zakljucak: (X, d) je kompaktan metricki prostor. O

Ovaj teorem i propozicija[3.1.3|zajedno daju sljedece:

Korolar 3.1.10. Metricki prostor je sekvencijalno kompaktan ako i samo ako je kompaktan.
O
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3.2 Kompaktnost potprostora

Propozicija 3.2.1. Neka je (X,T") topoloski prostor. Neka je K C X, K # (0. Neka je S
relativna topologija na K (s obzirom na 7). Tada je K kompaktan skup u (X, T") ako i samo
ako je (K, S) kompaktan topoloski prostor.

Dokaz. Neka je K kompaktan skup u (X, 7). DokaZzimo da je (K, S) kompaktan topoloski
prostor. Neka je V otvoreni pokriva¢ topoloskog prostora (K, S). Za svaki V € V vrijedi
daje V € S papostoji Uy € 7 takav da je

V:KﬂUv.

Neka je
U={Uy |V eV}

Tada je U otvoreni pokriva¢ od K u (X, 7) (ocito je V C Uy). Buduéi da je K kompaktan
u(X,7)postojen e NiVy,...,V, takvida je

KCUy,U---UUy,.
Stoga je
K:KQ(UVIU"‘UUVH):(KQUVI)U"'U(KQU\/”):V1U"'UVn.

Zakljucak: (K, S) je kompaktan topoloski prostor.
Obratno, pretpostavimo da je (K, §) kompaktan topoloski prostor. Zelimo dokazati da
je K kompaktan skup u (X, 7). Neka je U otvoreni pokrivac od K u (X, 7). Neka je

V=(KNnU|Ue€U).

Ocito je V otvoreni pokriva¢ od (K, S). Budu¢i da je (K, S) kompaktan topoloski prostor
postojen € Ni Uy,...,U, € U takvi da je

K=KNU)U---UKNU,).

Imamo da je
K=KnU,U---UU,)
pa je
KcUUU---UU,.
Zakljucak: K je kompaktan skup u (X, 7). O

Za K C X kazemo da je kompaktan skup u metrickom prostoru (X, d) ako je K kom-
paktan u topoloSkom prostoru (X, 7).
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Slika 3.1: K kompaktan skup u (X,7") & (K, S) kompaktan topoloski prostor

Korolar 3.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor te nekaje K C X, K # 0. Neka je p = d |gxk-
Tada je K kompaktan skup u (X, d) ako i samo ako je (K, p) kompaktan metricki prostor.

Dokaz. Prema propoziciji [1.5.3] 7, je relativna topologija na K u odnosu na 7. Stoga
je prema prethodnoj propoziciji K kompaktan skup u (X, 7,) ako i samo ako je (K, 7,)
kompaktan topoloski prostor. 1z ovoga slijedi tvrdnja korolara. O

Prethodni korolar moZemo prikazati shematski kao na slici 3.2.

K kompaktanu (X, d) | 4msssp |K kompaktanu (X, 7))

I

(K. p) kompaktan —) (K.Z,) kompaktan

metri¢ki prostor topoloski prostor

Slika 3.2: K kompaktan skup u (X, d) < (K, p) kompaktan metric¢ki prostor
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Korolar 3.2.3. Neka je (X,d) metricki prostor te K C X. Tada je K kompaktan skup u
(X, d) ako i samo ako svaki niz u K ima podniz koji konvergira nekoj tocki iz K.

Dokaz. Pretpostavimo da je K kompaktan skup u metricCkom prostoru (X, d). Neka je (x,)
niz u K. Iz korolara[3.2.2slijedi da je (K, p) kompaktan metricki prostor gdje je p = d |kx«-
Prema propoziciji [3.1.3] niz (x,) ima konvergentan podniz u metrickom prostoru (K, p).
Dakle, postoje podniz (y,) od (x,) i a € K takvi da

Yn—4a
u metriCkom prostoru (K, p). No, tada vrijedi da
Yn —a

u metriCkom prostoru (X, d).

Obratno, pretpostavimo da svaki niz u K ima podniz koji konvergira nekoj tocki iz K.
Zelimo dokazati da je K kompaktan skup u metrickom prostoru (X,d). Ako je K = 0
tvrdnja je jasna. Pretpostavimo K # (. Neka je p = d |g«k. Neka je (x,) niz u K. Prema
pretpostavci postoje podniz (y,) od (x,) i a € K takvi da

Yn— 4

u metrickom prostoru (K, p). Ovime smo pokazali da je (K, p) sekvencijalno kompaktan
metricki prostor. Iz teorema [3.1.9|slijedi da je (K, p) kompaktan metricki prostor. Prema
korolaru skup K je kompaktan u metrickom prostoru (X, d). O

Propozicija 3.2.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d).
Tada je K zatvoren i omeden.

Dokaz. Budu¢i da je K kompaktan u (X, d) vrijedi da je K kompaktan skup u (X, 7). Ocito
je (X, T,4) metrizabilan topoloski prostor pa je i Hausdorffov. 1z teorema [I.3.21] slijedi da
je K zatvoren skup u (X, 7). Dakle, K je zatvoren skup u metrickom prostoru (X, d).

DokaZimo sada da je K omeden u (X, d). Ako je K = (), onda je o¢ito omeden. Pretpos-
tavimo da K neprazan skup, tj. K # 0. Neka je p = d |g«xx. Prema korolaru metricki
prostor (K, p) je kompaktan. Iz propozicije [3.1.4] slijedi da je (K, p) potpuno omeden me-
tricki prostor. Stoga je i omeden, pa postoje x € X i r > 0 takvi da je

K C K(x,r; p). 3.5)
Buducdi da je p restrikcija od d slijedi da je
K(x,r;p) € K(x,1:d). (3.6)
Iz (3.5) i (3.6) slijedi da je
K C K(x,r;d).

Dakle, K je omeden skup u metrickom prostoru (X, d). m|
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Primjer 3.2.5. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Tada je X
omeden.
Naime, za svaki x € X vrijedi
K(x,2)=X.

Nadalje, ocito je X zatvoren u (X,d). Dakle, X je zatvoren i omeden u (X,d). No, X ne
mora biti kompaktan u (X,d). Naime, ako je X beskonacan skup, onda je {{x} | x € X}
otvoreni pokrivac od X u (X, d), a ocito ne postojen € Ni xy,...,x, € X takvi da je

X={x}U---U{x,}.

Alternativno, moZemo ovako rezonirati: ako je X beskonacan, onda metricki prostor (X, d)
nije kompaktan jer bi u suprotnom bio potpuno omeden S$to je nemoguce prema propoziciji

3.2.4

Propozicija 3.2.6. Neka je (X,T) topoloski prostor te neka je (Y, S) potprostor od (X, T).
Neka je G C Y. Tada je G zatvoren skup u (Y, S) ako i samo ako postoji F zatvoren u (X, T")
takavdaje G =Y NF.

Dokaz. PretpostavimodasuV C Y1 U C X takvi da je
V=YnU. (3.7)

Tvrdimo da je
Y\V=YnX\U). (3.8)

Neka je x € Y\V. Ocito je x € Y pa je x € X. Pretpostavimo da je x € U. Tada iz (3.7)
slijedi da je x € V $to je nemoguce jer je x € Y\V. Dakle, x ¢ U pa slijedi da je

x € YN (X\U).

Obratno, neka je
xeYnNnX\U).

Pretpostavimo da je x € V. Tada iz (3.7) slijedi da je x € U Sto je u kontradikciji sa
x € X\U. Dakle, x ¢ V, tj. x € Y\V. Time je (3.8) dokazano.
Neka je G zatvoren skup u (¥, S). Neka je

V =Y\G.
Tada je V otvoren u (Y, S) pa postoji U € 7 takav da je

V=YnU.



3.2. KOMPAKTNOST POTPROSTORA 49

Prema (3.8)) tada vrijedi
G=YnX\U).
Definirajmo
F=X\U.
Tada je F zatvoren u (X,7) i
G=YNF

Obratno, pretpostavimo da je F zatvoren skup u (X, 7") takav da je
G=YNF
Prema (3.8) (za V =G iU = F) vrijedi
Y\G =Y Nn(X\F).

Bududi da je X\F otvoren u (X, 7 ) imamo da je Y\G otvoren u (Y, S) pa je G zatvoren u
¥, 8. |

Propozicija 3.2.7. Neka je (X, T) topoloski prostor te neka je (Y, S) potprostor od (X, T").
Neka je Z neprazan podskup od Y. Neka je U relativna topologija na Z s obzirom na T te
neka je V relativna topologija na Z s obzirom na S. Tada je U = V.

Dokaz. Imamo (prema definiciji relativne topologije) da je

U={UNZ|UeT}

V={VnZ|VeS
Nekaje U € 7. Tadaje U N Y € S. Oznac¢imo

V=UnY

Imamo
UnZ=Unn2H)=UnNnY)YnZz=VnNZ

Dakle,
UnzZeV.

Prema tome, U € V. Neka je V € S. Tada postoji U € 7 takav da je
V=UnY.

Stoga je
VnZ=UnY)NnZ=Un¥nNZ)=UNZ
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Slijedi da je
VNnZeU.
Time smo pokazali da je V C U.
Zakljucak: U = V. O

Korolar 3.2.8. Neka je (X,T) topoloski prostor te neka je (Y,S) potprostor od (X,T).
Neka je K C Y. Tada je K kompaktan skup u (X,7") ako i samo ako je K kompaktan u
(¥, S).

Dokaz. Ako je K = 0, tvrdnja je jasna. Uzmimo da je K neprazan. Neka je 7k relativna
topologija na K s obzirom na 7, te Sk relativna topologija na K s obzirom na S. Prema
propoziciji K je kompaktan u (X, 7") ako i samo ako je (K, 7 k) kompaktan topoloski
prostor te je prema istoj propoziciji K kompaktan u (¥, S) ako i samo ako je (K, Sk) kom-
paktan topoloski prostor. No, iz prethodne propozicije slijedi da je

TK = SK
pa slijedi tvrdnja korolara. O

Propozicija 3.2.9. Neka je (X,T") topoloski prostor. Neka je K kompaktan skup u (X, 7T)
te F zatvoren u (X, 7") takav da je F C K. Tada je F kompaktan u (X, 7).

< ;-
. . \ H\f//’/f’/’
~_ Y,
\\5__ —__Fz——"/ ~
— -

Slika 3.3: Prikaz propozicije (3.2.9

Dokaz. Ako je F = 0 tvrdnja je jasna. Uzmimo da je F neprazan. Tada je i K neprazan
(jer je F C K). Neka je S relativna topologija na K s obzirom na 7. Iz propozicije [3.2.6]
slijedi da je F N K zatvoren skup u (K, S). No,

FNK=F
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pa je F zatvoren skup u (K, S). Znamo da je (K, S) kompaktan topoloski prostor (propo-
zicija[3.2.1). Prema propoziciji[l1.3.14] F je kompaktan skup u (K, S). Prema prethodnom
korolaru vrijedi da je F kompaktan u (X, 7). O

3.3 Omedenost u R

Minimum i maksimum skupa

Definicija 3.3.1. Neka je A C R te neka je x € R. Za x kaZemo da je gornja meda skupa A
ako je a < x za svaki a € A. Za skup A kaZemo da je odozgo omeden ako ima barem jednu
gornju medu.

Definicija 3.3.2. Neka je A C R te x € R. Za x kaZemo da je supremum skupa A ako je x
najmanja gornja meda skupa A, tj.

1) x je gornja meda od A;
2) ako je y bilo koja gornja meda od A onda je x < y.
Uocimo: Ako su x; i x, supremumi od A onda je x; = x,. Naime, vrijedi
X1 <X
jer je x; supremum, a x, gornja meda. Analogno,
X < X
jer je x, supremum, a x; gornja meda. Slijedi da je x; = x,.

Supremum skupa A oznaCavamo sa sup A.

Definicija 3.3.3. Neka je A C Riag € A. Za ay kazemo da je maksimum skupa A ako je
a < ag za svaki a € A, tj. ako je ay gornja meda od A.

Uocimo: Ako je ap maksimum od A, onda je a¢ i supremum od A. Naime, po definiciji
maksimuma a je gornja meda. Nadalje, iz a( € A slijedi da je

ap <Yy

za svaku gornju medu y.
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Primjer 3.3.4. Broj 0 je supremum skupa (—oo,0).
Zaista, 0 je ocito gornja meda ovog skupa. S druge strane, neka je y bilo koja gornja
meda skupa (—o0,0) i pretpostavimo da je y < 0. Tada postoji realan broj a takav da je

y<a<0.

Iz ovoga slijedi da je a element skupa (—o0, 0) veci od gornje mede y sto je nemoguce. Stoga
Jje 0 najmanja gornja meda od (—o0,0). Nadalje, ovaj skup nema maksimum (maksimum
ovog skupa bi bio i njegov supremum pa bi bio jednak 0, a O nije element skupa (—co,0)).

Uocimo sljedece: Ako skup A ima supremum, onda je on i odozgo omeden. Nadalje,
skup A takoder mora biti neprazan jer () nema supremum (svaki realan broj je gornja meda
od @ pa nema najmanje gornje mede).

AKSIOM POTPUNOSTI: Neka su A i B neprazni podskupovi od R takvi da je a < b
zasvea € Aib € B. Tada postojic € Rtakavdajea<c<bzasveac Aib € B.

Propozicija 3.3.5. Svaki neprazan odozgo omeden podskup od R ima supremum.

Dokaz. Nekaje A C R, A # () odozgo omeden skup. Neka je B skup svih gornjih meda od
A.ImamoA # 01 B #0ia<bzasvea € Aib € B. Prema aksiomu potpunosti postoji
c € R takav da je

a<c<h (3.9)

zasvea € Aib € B. 1z (3.9) slijedi da je ¢ gornja meda od A te da je manji ili jednak od
svake gornje mede od A. Dakle, ¢ je supremum od A. O

Definicija 3.3.6. Neka je A C R te x € R. Za x kazemo da je donja meda skupa A ako je
x < aza svaki a € A.

Definicija 3.3.7. Neka je A C R. Za skup A kaZemo da je odozdo omeden ako ima barem
Jjednu donju medu.

Definicija 3.3.8. Neka je A C R te x € R. Za x kaZemo da je infimum skupa A ako je x
najveca donja meda skupa A, tj. ako vrijedi sljedece:

1) x je donja meda od A;
2) ako je y bilo koja donja meda od A onda je x > y.

Uocimo: Ako su x; i x; infimumi od A, onda je x; = x,.

Infimum skupa A oznacavamo sa inf A.
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Definicija 3.3.9. Neka je A CRiay € A. Za ay kaZemo da je minimum od A ako je ap < a
za svaki a € A.

Uocimo: Ako je ap minimum od A, onda je ay infimum od A.
Propozicija 3.3.10. Svaki neprazan odozdo omeden podskup od R ima infimum.

Dokaz. Neka je A neprazan odozdo omeden podskup od R. Neka je B skup svih donjih
medaod A. ImamoA #0iB+#0ib <azasvea € A, b € B. Prema aksiomu potpunosti
postoji ¢ € R takav da je

b<c<a

zasvea € A, b € B. Odavde slijedi da je ¢ infimum od A. O

Propozicija 3.3.11. Neka je A C R te x € R. Tada je x supremum od A ako i samo ako je
x gornja meda od A i za svaki € > 0 postoji a € A takav da je x — € < a.

Dokaz. Neka je x supremum od A. OCito je x gornja meda od A. Uzmimo € > 0. Zelimo
dokazati da postoji a € A takav da vrijedi

x—€<a.
Pretpostavimo suprotno, tada za svaki a € A vrijedi da je
X—€2a.
Ovo znaci da je x — € gornja meda od A. OCito je
xX—€e<x

i to je u kontradikciji s ¢injenicom da je x supremum od A, tj. najmanja gornja meda od A.
Zakljucak: Postojia € A takavdaje x — € < a.
Obratno, pretpostavimo da je x gornja meda od A i da za svaki € > 0 postojia € A
takav da je
x—€e<a.

Zelimo dokazati da je x supremum od A. Pretpostavimo da je y gornja meda od A takva da
jey < x. Neka je
E=X—Y.

Tadajee > 01
y=Xx—E¢. (3.10)

Prema pretpostavci postoji a € A takav da je

x—e<a. (3.11)
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Iz (3.10) 1 (3.11]) slijedi da je

y<a
Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je y gornja meda od A. Zakljucak: x je najmanja
gornja meda od A, tj. x je supremum od A. O

Propozicija 3.3.12. Neka je A C R te x € R. Tada je x infimum od A ako i samo ako je x
donja meda od A i za svaki € > 0 postoji a € A takav da je x + € > a.

Dokaz. Analogno kao prethodna propozicija. m|

Definicija 3.3.13. Nekaje A C R. Za A kaZemo da je omeden skup ako je A omeden odozdo
i odozgo.

Napomena 3.3.14. Neka je d euklidska metrika na R te neka je A C R, A # (. Pretpos-
tavimo da je A omeden u metrickom prostoru (R, d). Tada postoje xo € Rir > 0 takvi da

je
A C K(xg, 1),

odnosno
AC(xg—rXxg+71).

Iz ovoga je jasno da je A omeden odozgo i odozdo, tj. da je A omeden u R.
Obratno, neka je A omeden u R. Tada postoje brojevi x i y takvi da je x gornja meda
od A iy donja meda od A. Slijedi da je

ACly, x]

paje
AC(y—1,x+1).

Prema primjeru ovo znaci da je A podskup neke otvorene kugle u (R,d), dakle A je
omeden u (R, d).
Zakljucak: Podskup od R je omeden u (R, d) ako i samo ako je omeden u R.

Lema 3.3.15. Neka je S C R. Tada je S omeden ako i samo ako postoji M > 0 takav da je
|x| < M za svaki x € S.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji M > 0 takav da je
x| <M

zasvaki x € S. Tada je
-M<x<M
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zasvaki x € S. Dakle, S je omeden odozdo i1 odozgo pa je S omeden skup u R.
Obratno, pretpostavimo da je S omeden. Tada je S omeden u metrickom prostoru (R, d)
gdje je d euklidska metrika na R pa postoji r > 0 takav da je

S C K@©O,r;d).
Stoga je
dx,0)<r
zasvaki x € S, tj.
x| < r
zasvakix € S. a

Nizovi u R

Definicija 3.3.16. Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je omeden ako je {x, | n € N}
omeden skup.

Za niz realnih brojeva (x,) kazemo da je rastuci ako je x, < x,,; za svakin € N.

Uocimo sljedece: Ako je (x,) rastuci niz, onda je x,, < x,, za sve n,m € N, n < m (to
lako slijedi indukcijom, za fiksirani n, po m > n).

Propozicija 3.3.17. Neka je (x,) omeden i rastuci niz realnih brojeva. Tada je (x,) konver-
gentan niz i teZi prema sup{x, | n € N}.

Dokaz. Neka je L = sup{x, | n € N}. Zelimo dokazati da x, — L. Uzmimo € > 0. Prema
propoziciji[3.3.11] postoji ny € N takav da je

L — € < xp,.
Buduci da je niz (x,) rastudi vrijedi da je
Xny < Xp
za svaki n > ny. Nadalje, za svaki n € N vrijedi
X, <L
(jer je L supremum od {x, | n € N}). Prema tome, za svaki n > ng vrijedi
L-e<x,<x,<L<L+e

Dakle, x, € (L — €, L + €) za svaki n > ny. Zakljucak: x, — L. m|
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Definicija 3.3.18. Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je padajuci ako je x, > x,,1 za
svakin € N.

analogan nacin kao i u slu€aju rastuceg niza.

Ako je (x,) padajuci niz, onda je x, > x, za sve n,m € N, n < m. To vidimo na

Propozicija 3.3.19. Neka je (x,) omeden i padajuci niz realnih brojeva. Tada je (x,) ko-
nvergentan niz i tezi prema inf{x, | n € N}.

Dokaz. Postupamo analogno kao 1 u dokazu propozicije |3.3.17, Neka je L = inf{x, | n €
N}. Uzmimo € > 0. Prema propoziciji[3.3.12] postoji ny € N takav da je

L+ € > xp,.

Tada za svaki n > ng imamo

L+e>x,,2x,2L>L-e€

Dakle, x, € (L — €, L + €) za svaki n > ny. Zakljucak: x, — L. O
Za niz realnih brojeva kazemo da je monoton ako je rastuci ili padajudi.

Korolar 3.3.20. Svaki monoton i omeden niz realnih brojeva je konvergentan.

Dokaz. Ovo je direktna posljedica propozicija i i

Teorem 3.3.21. Svaki niz realnih brojeva ima monoton podniz.

Dokaz. Neka je (x,) niz realnih brojeva. Imamo dva slucaja:
1) Postoji prirodni broj k takav da za svaki prirodni broj n > k postoji prirodni broj m > n
takav da je x, < x,, tj.

ke N)(Vn > k,n € N)(@m > n,m € N)(x,, < x,,). (3.12)
Definirajmo niz prirodnih brojeva n, n,, ... induktivno na sljedeéi nacin: Neka je
nm=k+1.
Uocimo da je
n; > k.

Pretpostavimo da je i € N te da smo definirali n; i da pri tome vrijedi

n; > k.



3.3. OMEDENOST UR 57

Prema (3.12) postoji m € N, m > n; takav da je

Xn, < Xy
Definiramo

niy1 = m.
Uoc¢imo da je

n; < nj1 i Xn, < Xp,,,

(posebno, n;;; > k). Na ovaj nacin smo konstruirali niz brojeva ny, n,, n3, ... koji je o€ito
strogo rastuci te imamo da je (x,,);en rastuci podniz od (x,),en.

2) Za svaki prirodni broj k postoji prirodni broj n > k takav da za svaki prirodni broj
m > n vrijedi x,, > x,, (uo¢imo da smo negirali prvi slucaj), tj.

MkeN)@n > k,n e N)(Vm > n,m € N)(x,, > x,,). (3.13)
Definiramo niz prirodnih bojeva ny, n,, n3, . . . induktivno na sljedec¢i nacin: Neka je n; € N
takav da je
Xy > X

za svaki m > n; (takav broj sigurno postoji prema (3.13))). Pretpostavimo da je i € N te da
smo definirali broj n; takav da je
Xp; > Xy

za svaki m > n;. Prema (3.13)) postoji (za k = n;) broj

N1 > Ny
takav da je
Xnjy > X
za svaki m > n;1. UoCimo da je
Xni > Xnyyy -
Na ovaj nacin smo konstruirali strogo rastuci niz ny, ns, ns, ... takav da je (x,,)ien strogo
padajuci niz. Dakle, (x,),en ima padajuci podniz.
Zakljucak: (x,) ima monoton podniz. |

Teorem 3.3.22. Svaki omeden niz realnih brojeva ima konvergentan podniz.

Dokaz. Neka je (x,) omeden niz realnih brojeva. Prema prethodnom teoremu postoji pod-
niz (y,) niza (x,) koji je monoton. Budud¢i da je niz (x,) omeden, onda je i njegov podniz
(v,) omeden. Prema korolaru |3.3.20|niz (y,) je konvergentan. O
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3.4 Kompaktnost u R"

Definicija 3.4.1. Neka je (X,d) metricki prostor te (x,) niz u X. Za (x,) kaZzemo da je
omeden niz u (X, d) ako je njegova slika omeden skup, tj. ako je {x, | n € N} omeden skup
u metrickom prostoru (X, d).

Napomena 3.4.2. Neka je n € N. Kada za niz u R" kaZemo da je omeden, mislimo da
je omeden u metrickom prostoru (R",d) gdje je d euklidska metrika na R". Nadalje, niz
konvergira prema nekoj tocki u R" ako konvergira prema toj tocki u metrickom prostoru

R", d).

Neka je n € N te neka je (x;) niz u R". Tada oc€ito postoje (jedinstveni) nizovi realnih
brojeva
(xil)ieN, coos (X ien
takvi da je
X = (X, X7, XD
za svaki i € N. Za nizove
CHNNED

kaZemo da su komponentni nizovi od (x;).

Propozicija 3.4.3. Neka je n € N i (x;) nizu R". Neka su (xil), .., (x!) komponentni nizovi

od (x;) te neka su ay,ay,...,a, € Ria = (aj,ay,...,a,). Tada x; — a ako i samo ako
1 2

X, — a;,x; — da,..., X! — Q.

Dokaz. UoCimo prije svega sljedece: Ako su by, b,,...,b, € Rondazasvaki je{l,...,n}

vrijedi

b < B2+ 024+ B2

Pretpostavimo da x; — a. Neka je j € {1,...,n}. DokaZimo da x{ —> a;. Neka je € > 0.
Tada postoji ip € N takav da za svaki i > ij vrijedi

d(x;,a) < €.

Stoga, za svaki i > iy vrijedi

= al < @ =P+ (0 =4 = d(x.a) < e,

odnosno
J_ .
X —ajl <e

Zakljudak: x/ — a;.
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Obratno, pretpostavimo da xlj —> aj za svaki j € {l,...,n}. Zelimo dokazati da
x; — a. Neka je € > 0. Neka je j € {1,...,n}. Tada postoji i; € N takav da za svaki i > i;
vrijedi
; €
x —aj < —. 3.14
lx; — ajl Nz (3.14)
Neka je ip = max{iy,...,i,}. Tada za svaki j € {1,...,n} 1 za svaki i > iy vrijedi (3.14).
Neka je i > iy. Tada vrijedi

d(x;,a) = JZ(x{—aj)2< JZ%Z: n-%:e.

Dakle,

d(x;,a) < e
za svaki i > iy. Zakljucak: x; — a. m|
Lema 3.4.4. Neka jen € N, (x;) nizu R" te (xl.l), ..., (x) komponenini nizovi od (x;). Tada
je (x;) omeden u R" ako i samo ako su (xl.l), ..., (x') omedeni u R.

Dokaz. Neka je d euklidska metrika na R”. Pretpostavimo da je (x;) omeden u R”. To znaci
da je {x; | i € N} omeden skup u metricCkom prostoru (R", d). Stoga postoji r > 0 takav da
je
{x;1ie N} € K(O,...,0),r;d).
Slijedi da je
d(x;,(0,...,0) <r

za svakii € N pa je

\/(xl.l)2 +o+ (X<

za svaki i € N. Iz ovoga slijedi da je
1 n
lx;| <r ... x| <r

za svaki i € N pa su prema lemi komponentni nizovi omedeni u R.
Obratno, pretpostavimo da su (x}), ..., (x7) omedeni u R. Prema lemi 3.3.15| postoje
M, >0,...,M, > 0takvi da je

x| < My,...,|x!| < M,
za svaki i € N. Neka je M = max{M,, ..., M,}. Dakle,

1
lx; | <M,... |xI| <M
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za svakii € N. Za svaki i € N vrijedi

A (0, 0) = J 44 (P < Vi ME= M- i< M- N+ 1.

Prema tome
{x;]ie N} C K(@(0,...,0),M- Vn+1).

Zakljucak: (x;) je omeden u R”. O

Napomena 3.4.5. Ako je a : N — N strogo rastuca funkcija, onda za sve i, j € N takve da
je i< jvrijedi
a(i) < a(j).

Nadalje, ako su a,b : N — N strogo rastuce funkcije, onda je i
aob:N—->N

strogo rastuca funkcija. Naime, za svaki i € N vrijedi
b(@) <b@i+1)

sto povlaci
a(b(i)) < a(b(i + 1)),
4.
(aob)(i@) < (aob)i+1).

Propozicija 3.4.6. Neka je n € N. Svaki omeden niz u R" ima konvergentan podniz.

Dokaz. Ovu tvrdnju ¢emo dokazati metodom matemati¢ke indukcije. Za n = 1 tvrdnja
je jasna (teorem [3.3.22)). Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neko n € N. DokaZimo da
vrijedi za n + 1. Neka je (x;) omeden niz u R"™*'. Neka su (x}),...,(x’*') komponentni
nizovi od (x;). Ti komponentni nizovi su omedeni prema lemi [3.4.4] pa je prema istoj lemi
niz (y;) u R" definiran sa

— (] n
yi_(xl'7'-'7-xi

omeden u R"”. Prema induktivnoj pretpostavci postoji strogo rastuéa funkcijaa : N — N
takva da je (y,())iew konvergentan niz u R”. Za svaki i € N vrijedi

ol
Yati)y = (xa(i)’ cee xZ(i))'

Ovo znaci da su (x;(i)), e, (xZ(l.)) komponentni nizovi od (y,;)) pa su onda oni konvergentni.

Promotrimo niz (xzz;)l )ien- On je omeden jer je podniz omedenog niza (xj’*l)ieN. Prema

teoremu [3.3.22| postoji strogo rastuéa funkcija b : N — N takva da je (xzzrbl(i))) konvergentan
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. . . l n .. . . . .
mf uR. Nizovi (x, ) - - - » (X5;,)) Su konvergentni jer su podnizovi konvergentnih nizova
(xa(l.)), ey (XZ(I'))- Imamo
_ 1 n n+1
Xaw(i) = Kagp(iys + + - » Xaebiiyy Xab(iy))

za svaki i € N. Iz ovoga zakljuCujemo da su komponentni nizovi od (x,y) konvergentni
pa iz propozicije slijedi da je (x,@() konvergentan niz u R"!'. Imamo

(Xap(iy) = (X(aob)i))»

a prema napomeni a o b je strogo rastu¢a funkcija. Dakle, (x,4y)) je konvergentan podniz
od (x;) u R™1, o

Napomena 3.4.7. Neka je n € N. Kada za K C R" kaZemo da je kompaktan skup u R”",
onda mislimo da je K kompaktan u metrickom prostoru (R", d), gdje je d euklidska metrika
na R".

Teorem 3.4.8. Neka je n € N te K C R". Tada je K kompaktan skup u R" ako i samo ako
je K zatvoren i omeden.

Dokaz. Ako je K kompaktan u R”, onda je zatvoren i omeden prema propoziciji [3.2.4]
Pretpostavimo da je K zatvoren i omeden u R". Ako je K = 0, onda je jasno da je K
kompaktan. Uzmimo da je K # (. Neka je p euklidska metrika na K. Prema korolaru [3.2.2)
dovoljno je dokazati da je (K, p) kompaktan metricki prostor, a u tu svrhu je prema teoremu
[3.1.9|dovoljno dokazati da je (K, p) sekvencijalno kompaktan metricki prostor. Neka je (x;)
niz u K. Tada je (x;) omeden niz u R” (jer je K omeden skup) pa prema propoziciji [3.4.6]
postoji podniz (y;) od (x;) takav da je (y;) konvergentan u R". To znaci da postoji a € R”
takav da
Yi—a

u (R",d), gdje je d euklidska metrika na R”. Bududi da je K zatvoren u (R",d) paiu
R", T, teda

yi—a

u (R", 7,), prema propoziciji[2.1.5]imamo da je a € K. Dakle, imamo

Yi—a
uR",d),aeKi
p=d |xxx
pa zakljuujemo da
Yi—a

u (K, p). Prema tome, postoji podniz od (x;) konvergentan u (K, p). Ovim smo dokazali
da je (K, p) sekvencijalno kompaktan metricki prostor. Zakljucak: K je kompaktan skup u
R". O
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3.5 Potpunost metrickih prostora

Cauchyjevi nizovi

Definicija 3.5.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x;) niz u X. KaZemo da je (x;)
Cauchyjev niz u (X, d) ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da je d(x;, x;) < € za sve
i,j > no.

Propozicija 3.5.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x;) konvergentan niz u (X, d).
Tada je (x;) Cauchyjev niz u (X, d).

Dokaz. Neka je a € X tocka takva da x; — a. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav
da je
d(x;,a) < <
144 2

za sve i > ny. Neka su i, j > nyg. Imamo

d(x;, xj) < d(x;,a) +d(a, x;) < g + g =€
Dakle,
d(x;,xj) <€

za sve i, j > ny. Zakljucak: (x;) je Cauchyjev niz. O

Napomena 3.5.3. Ako je (X, d) metricki prostor, (Y, p) potprostor od (X, d) te (x;) nizu 'Y,
onda je (x;) Cauchyjev u (Y, p) ako i samo ako je (x;) Cauchyjev u (X,d). Nadalje, ako je
acY, onda xi — au (Y, p) ako i samo ako x; — a u (X, d).

Primjer 3.5.4. Neka je p euklidska metrika na {0, +oo) te d euklidska metrika na R. Neka
je (x,) niz definiran sa x,, = %, n € N. Tada x,, — 0 u (R, d) (primjer . Stoga je (x,)
Cauchyjev nizu (R, d).

Prema prethodnoj napomeni tada je (x,) Cauchyjev niz u ({0, +o0), p). Pretpostavimo
da je (x,) konvergentan u ({0,+o0), p). Tada postoji a € {0, +c0) takav da x, — a u
({0, +00), p). Tada x, — a i u metrickom prostoru (R,d). Uoc¢imo da je a # 0 (jer je
a € (0, +o0)). Dakle, x, — 01i x, — a (u metrickom prostoru (R, d)) sto je u kontradikciji
s korolarom
Zakljucak: (x,) je Cauchyjev niz u ({0, +00), p) ali nije konvergentan.

Definicija 3.5.5. Neka je (X,d) metricki prostor. Za (X, d) kaZemo da je potpun metricki
prostor ako je svaki Cauchyjev niz konvergentan.

Primjer 3.5.6. Metricki prostor ({0, +o0), p), gdje je p euklidska metrika na 0, +oo) nije
potpun (prethodni primjer).
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Primjer 3.5.7. Neka je d euklidska metrika na R te (x,,) niz definiran sa x,, = (=1)", n € N,
Tada su —1 i 1 gomilista niza (x,), no niz (x,) nije konvergentan u (R, d), cak stovise nije
Cauchyjev.

Neka je U otvoren skup u (R, d) koji sadr?i 1 te neka je N € N. Tada je 2N > N i

oy=D*"=1eU.

Dakle, 1 je gomiliste niza (x,). Analogno vidimo da je —1 gomiliste od (x,). Pretpostavimo
da je (x,) Cauchyjev niz. Neka je € = 1. Tada postoji ny € N takav da je

d(xi,xj) <1

za sve i, j > ngy. Neka je
i = 21’10

te neka je

j =2ny + 1.
Tada su i, j > ng pa je

d(xi,xj) <1,
to jest

lx; — x| < 1. (3.15)
No,

xi= (=1 =1
i
-xj — (_1)2n0+1 — _1

pa je

|x; — Xj| =[1-(=D|=2

$to je u kontradikciji s (3.15). Zakljucak: niz (x,) nije Cauchyjev pa stoga nije ni konver-
gentan.

Lema 3.5.8. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x;) Cauchyjev niz u X. Pretposta-
vimo da je a € X gomiliste niza (x;). Tada x; — a.

Dokaz. Uzmimo € > 0. Buduc¢i da je (x;) Cauchyjev niz postoji ny € N takav da je
€
d(x;, xj) < 3
zasve i, j > ng. Bududi da je a gomiliSte od (x;) postoji n > n, takav da je

€
. € K(a, =).
X (a 2)
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Neka je i > ng. Tada je

d(x;,a) <d(x;, x,) +d(x,,a) < = +

N m
N m
Il
m

Dakle,
d(x;,a) < e

za sve i > ng. Prema tome x; — a. m|
Teorem 3.5.9. Svaki kompaktan metricki prostor je potpun.

Dokaz. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor te neka je (x;) Cauchyjev niz u (X, d).
Prema teoremu [2.2.3|niz (x;) ima gomiliSte u (X, d). 1z prethodne leme slijedi da je niz (x;)
konvergentan. Zakljucak: (X, d) je potpun metric¢ki prostor. O

Propozicija 3.5.10. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x;) Cauchyjev niz u (X, d).
Tada je (x;) omeden niz u (X, d).

Dokaz. Odaberimo neki € > 0 (npr. € = 1). Budu¢i da je (x;) Cauchyjev niz postoji ny € N
takav da je
d(xi, x;) <€

Za Sve l,] > ny. POSGbl’lO,
d()(l' X ) <€
> Mo

za sve i > n Sto znaci da je
{xi 1> no} € K(x,,,€).

Slijedi da je {x; | i > no} omeden skup u (X, d). S druge strane, vrijedi
(X1, X} = {1} U -+ U {x ).
Iz korolara [2.3.3|slijedi da je {x, ..., x,,} omeden skup. Naposlijetku imamo
xilie N} ={x,....x,, ) U{x; | i > no}
paje {x; | i € N} omeden skup. Dakle, (x;) je omeden niz u (X, d). O

Teorem 3.5.11. Neka je n € N te d euklidska metrika na R". Tada je (R", d) potpun metricki
prostor.

Dokaz. Neka je (x;) Cauchyjev niz u (R", d). Prema prethodnoj propoziciji (x;) je omeden
niz u (R", d). 1z propozicije [3.4.6|slijedi da (x;) ima konvergentan podniz. Prema propozi-
ciji [2.4.3| niz (x;) ima gomiliste u (R", d), a prema lemi [3.5.8] (x;) je konvergentan. Dakle,
metricki prostor (R”, d) je potpun. m|
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(X, d) (X, d)
potpun omeden
metricki metricki

prostor prostor

(x.d)
potpun
metricki
prostor

(X.d) kompaktan
metri¢ki prostor

(X. d}
potpuno
omeden metricki
prostor

(X. d)
potpun
metriékd
prostor

Slika 3.4: (X, d) kompaktan < (X, d) potpun i potpuno omeden

Prethodni teorem nam pokazuje da potpun metricki prostor ne mora biti kompaktan.

Primjer 3.5.12. Neka je X # ( te neka je d diskretna metrika na X. Tada je (X, d) potpun

metricki prostor.
Neka je (x,) Cauchyjev niz u (X,d). Buduci da je (x,) Cauchyjev niz postoji np € N
takav da je

1
d(x;, xj) < 5
za sve i, j > ny. To znaci da je
Xi = )Cj
za sve i, j > ny. Dakle,
Xi = xno
za svaki i > ny. Stoga je
d(xi, %,y) = 0

za svaki i > ny. Uzmimo € > 0. Posebno,
d(xi, xn,) < €

za svaki i > ng. Prema tome x; — x,,. Dakle, (x;) je konvergentan niz. Zakljucak: (X, d)

Jje potpun metricki prostor.
Uocimo da je (X,d) omeden metricki prostor. No, ako je X beskonacan, (X,d) nije

kompaktan $to smo vidjeli u primjeru[3.2.5]
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Prethodni primjer pokazuje da potpun metricki prostor ne mora biti kompaktan ¢ak ni
kada je omeden. Koji uvjet bismo mogli dodati na metric¢ki prostor, a da ipak dobijemo
ekvivalenciju izmedu kompaktnosti i potpunosti (slika 3.4.)? Odgovor na to ¢e nam dati

teorem 3.5.22]

Dijametar skupa

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S omeden 1 neprazan skup u (X, d). Tada postoje
xo € Xir>0takvidajeS C K(xg,r).
Neka su x,y € S. Tada je

d(x,y) < d(x, xo) + d(xp,y) < 2r.
Dakle,
d(x,y) <2r
za sve x,y € §. Ovo znaci da je skup {d(x,y) | x,y € S} odozgo omeden u R. Jasno je da
je ovaj skup neprazan (jer je S neprazan) stoga ima supremum. Definiramo
diam S = sup{d(x,y) | x,y € S}.
Za broj diam S kazemo da je dijametar skupa S. Uocimo da za sve x,y € S vrijedi

d(x,y) < diam$§.

Primjer 3.5.13. Za n € N neka je F, = [n, +o0). Tada je F, zatvoren skup uRi F,., C F,
za svaki n € N. Dakle, (F,) je padajuci niz nepraznih zatvorenih skupova u R, no

ﬂFn:(Z)

(kada bi postojao x € ﬂ F,, onda bi vrijedilo x > n za svaki n € N §to je nemoguce).
neN

Lema 3.5.14. Neka je (X,T") topoloski prostor te neka je (F,),cn padajuci niz skupova u
(X, 7). Pretpostavimo da je (x,) nizu X te a € X takav da x, — a i x, € F, za svaki

n € N. Tada je a € ﬂF,,.
neN

Dokaz. Neka je k € N. Promotrimo niz Xg;1, Xg12, - - - » tJ. MZ (Xggn)nen. TO je podniz od
(x,) paion tezi prema a. No,
Xk+n € Fk+n
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paje
Xk+n € Fk

za svaki n € N (ovdje koristimo da je F; C Fjzasve i, j € N, i > j§to slijedi iz Cinjenice
da je niz (F,),en padajuci). Bududi da je F; zatvoren skup imamo da je a € F (propozicija
[2.1.5). Dakle, a € Fy za svaki k € N, tj.

aeﬂFn.

O

Teorem 3.5.15 (Cantorov teorem). Neka je (X, d) potpun metricki prostor te neka je (F,)
padajuci niz nepraznih zatvorenih skupova u (X,d). Pretpostavimo da je za svaki n € N

skup F, omeden te da diam F,, — 0. Tada je ﬂ F, jednoclan skup.
neN

Dokaz. Dokazimo prvo da ﬂ F,, ne sadrZi viSe od jedne tocke. Pretpostavimo suprotno,

neN
X,y € ﬂFn

neN

tj. da postoje

takvi da je x # y. Neka je € = d(x,y). Tada je € > O pa postoji ny € N takav da je
|diam F, — 0| < €

za svaki n > no, tj.
diam F,, < d(x,y)

za svaki n > ngy. Posebno,
diam F,, < d(x,y).

X,y € ﬂFn

d(x,y) < diam F,.

No,

pasux,y € F, Sto povlaci

Imamo
d(x,y) < diam F,, < d(x,y)

Sto je kontradikcija. Dakle, ﬂ F, ne sadrzi viSe od jedne toCke. Preostaje joS dokazati
neN
da je m F, # 0. Za svaki n € N odaberimo tocku x, € F, (to moZemo jer je F, # () za
neN
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svaki n € N). Tako dobivamo niz (x,) u X. Prema lemi dovoljno je dokazati da
postoji a € X takav da x, — a, tj. da je niz (x,) konvergentan. Neka je € > 0. Budu¢i da
diam F,, — 0 postoji ny € N takav da je

diamF, < €

za svakin > ny. Neka su i, j > ng. Zbog F; C F, 1 F; C F, imamo

Xi, Xj € Fno
paiz

diamF,, <€
slijedi da je

d(x;, xj) < €.
Dakle,

d(xi, x;) <€

za sve i, j > ny. Ovim smo dokazali da je niz (x,) Cauchyjev. Buduci da je (X, d) potpun
slijedi da je (x,) konvergentan. Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Primjer 3.5.16. Neka je d euklidska metrika na {0, +oc0). Za n € N neka je F, = (0, rll].
Uocimo da je F,. C F, za svaki n € N. Naime, ako je x € F,,, onda je x € 0, nil] iz
cega slijedi

1 1
O0<x< < -
n+l n
pa je
1
x€{0,-]=F,.
n
Ocito je F, zatvoren skup u ({0, +o0),d) za svaki n € N. Neka su
1
x,y €40, -]
n
takvi da je x < y. Tada je
1
O<x<y<-—-
n
paje
1
y—x< —,
n
4.

S| =

d(x,y) <
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Dakle, %je gornja meda od {d(x,y) | x,y € F,} pa je

1
diam F, < —.
n
Tada je
2 2
diamF, € (——, )
nn

za svaki n € N pa iz leme slijedi

diam F,, — 0.

No,
)r.-
neN
Naime, pretpostavimo da je
(F. %0,
neN
tj. postoji
X € ﬂ F,.
neN
Tada je posebno
xe€ F; =(0,1]

pa slijedi da je x > 0. To povlaci da postoji n € N takav da je

1
- <X
n

No, ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je x € F,.

Zatvorena kugla

69

Definicija 3.5.17. Neka je (X, d) metricki prostor, xy € X te r > 0. Definiramo K(xo,r) =

{x € X | d(xo, x) < r}. Za K(xo,r) kaZemo da je zatvorena kugla oko tocke x( radijusa r.

O¢ito je K(xo,r) C K(xg, 7).

Propozicija 3.5.18. Neka je (X,d) metricki prostor te x, € X i r > 0. Tada je K(xo,r)

zatvoren skup.
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Dokaz. Neka je x € K(xo,r)C. Tada je
d(xg, x) > r.

Neka je
s =d(xg,x)—r.

Tada je s > 0. Tvrdimo da je B
K(x,5) € K(xo, 7). (3.16)

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji y € K(x, s) takav da je y € K(xo, r). Imamo
d(x, x0) < d(x,y) + d(y, xo) < s+r = d(xo, x)

Sto je kontradikcija. Dakle, |b vrijedi. Time je dokazano da je K(xo, )¢ otvoren skup
Sto znaci da je K(x, r) zatvoren skup. O

Uocimo sljedece: Ako su A,B C Rtakvidaje A C Bte akojea =supAib = supB,
onda je a < b. Naime, b je kao gornja meda od B ujedno i gornja meda od A iz ¢ega odmah
slijedi daje a < b.

Iz prethodne Cinjenice slijedi: Ako je (X, d) metricki prostor te ako su S i T neprazni
omedeni podskupovi od X takvi daje S € 7T, onda je

diam§ < diam7.
Lema 3.5.19. Neka je (X, d) metricki prostor te xo € X i r > 0. Tada je diam K(xo, r) < 2.
Dokaz. Nekasu x,y € K(xo, 7). Tada je
d(x,y) < d(x,xp) +d(xg,y) <r+r=2r.

Dakle,
d(x,y) <2r

zasve x,y € K(xo, r). Ovo znati da je 2r gornja meda skupa {d(x,y) | x,y € K(xo, 1)} paje
supremum ovog skupa manji ili jednak 2r. Dakle,

diam E(xo, r) < 2r.
O

Definicija 3.5.20. Neka je X skup te (x,) niz u X. Neka je A C X. Za A kaZemo da je
gomiliste niza (x,) ako za svaki N € N postoji n > N takav da je x, € A.
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Uocimo sljedece: Ako je (X,7") topoloski prostor, (x,) nizu X te a € X, onda je a
gomiliSte niza (x,) ako i samo ako je svaka otvorena okolina to¢ke a u (X, 7) gomiliSte od
(x,). Nadalje, ako je (x,) niz u X te A gomiliste u X, onda je i B gomiliste od (x,) za svaki
B takav da je

ACBCX

Propozicija 3.5.21. Neka je X skup, (x,) nizu X te A C X. Pretpostavimo da je A gomiliste
niza (x,) teda su Sy, ...,Sy podskupovi od A takvida je A = S, U ---U S . Tada postoji
ief{l,..., k}takav da je S; gomiliste od (x,).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je i € {1,...,k}. Tada S; nije gomiliSte niza (x,) iz
Cega zakljuCujemo da postoji N; € N takav da za svaki n > N; vrijedi x, ¢ S;. Neka je

N = max{Ny,...,N}.
Ako je n € N takav da je n > N, onda je
l’lZNl,...,I’lZNk

pa
Xy €S 15y Xn &Sk,
t.
X,,%S] U"'USk.
Dakle, x, ¢ A za svaki n > N Sto je kontradikcija s ¢injenicom da je A gomiliSte od (x;,).
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Teorem 3.5.22. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je (X, d) kompaktan ako i samo ako
je (X, d) potpun i potpuno omeden metricki prostor.

Dokaz. Ako je (X, d) kompaktan, onda je potpun (teorem [3.5.9) i potpuno omeden (pro-
pozicije [3.1.3]i[3.1.4). Pretpostavimo sada da je (X, d) potpun i potpuno omeden metricki
prostor. Neka je (x;) niz u X. DokaZimo da (x;) ima gomiliSte u (X, d). Ako to dokazemo,
onda Ce slijediti da je (X, d) sekvencijalno kompaktan pa samim time i kompaktan. Buduc¢i
da je (X, d) potpuno omeden postoje k € N i xy,...,x, € X takvi da je

1 1
K(x1, 5) U U K(xg, 5) =X

Jasno je da je X gomiliSte od (x;). Prema propoziciji [3.5.21] postoji j € {1,...,k} takav da
je K(x;, %) gomiliSte od (x;). Tada je i K(x;, %) gomiliSte od (x;). Definirajmo

= 1
F1 = K(Xj, E)
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Uoc¢imo da je F; zatvoren skup, gomiliSte od (x;) te
diam F; <1

(prema lemi [3.5.19). Pretpostavimo da je n € N te da smo definirali skup F, takav da je F,
zatvoren, F,, gomiliSte od (x;) 1

1
diam F, < —.
n
Bududi da je (X, d) potpuno omeden postoje k € N i xy,...,x; € X takvi da je
X = K( L U Uk )
=K(x;,m———)U--- Xi» .
"2+ 1) “2n+1)
Imamo
1 1
F,=F,nX=F,n|Kx, U---UK(x,
( S TCFa (% 2(n+l)))
1
—|F, N K(x,, u---U[F, nKx, .
( T 1))) ( Tr 1)))
Dakle,
1 1
F,=\F,NK(x;, m——=)|U---U|F, N K(x, .
( e 1))) ( e s 1)))
Prema propoziciji [3.5.21] postoji j € {1,. .., k} takav da je
F, N K( L
A S 1)
gomiliste od (x;). OCito je
F, N K( L cRnE( )
n Xiss ) =1'n Xjy >m——<)-
P2n+1) "2n+1)
Definirajmo
— 1
Foa=F,NKx;, —).
. 1)

Tada je F,;; zatvoren skup te gomiliSte niza (x;). OCito je
FI’H-] g F}’L

1z

Fp C ?(xj, )

20n+1)



3.5. POTPUNOST METRICKIH PROSTORA 73

slijedi
— 1 1
diam F,,,; < diam K(x;, ) < .
2(n+1) n+1

Na ovaj nac¢in smo induktivno definirali padajuci niz zatvorenih skupova (F),),y takav da
je

1
diam F, < —
n

1 F,, gomiliSte od (x;) za svaki n € N. OCito je
2 2
diam F, € (——, =)
nn
za svaki n € N pa iz leme [2.4.5slijedi

diam F,, — 0.

Prema Cantorovom teoremu vrijedi

Odaberimo

Tvrdimo da je a gomiliSte niza (x;) u (X, d). Neka je U otvorena okolina tocke a u (X, d).
Tada postoji r > 0 takav da je

K(a,r)C U. (3.17)
Odaberimo n € N takav da je
1
—-<r
n
Tvrdimo da je
F, C K(a,r). (3.18)

Neka je x € F,. Tada je
1
d(a,x) <diamF, < - <r.
n
Slijedi da je
x € K(a,r).

Dakle, (3.18) vrijedi. 1z (3.18) slijedi da je K(a, r) gomiliSte niza (x;) pa iz (3.17) slijedi da
je U gomiliSte od (x;). Time smo dokazali da je a gomiliSte niza (x;) u (X, d). Zakljucak:
(X, d) je kompaktan. O






Poglavlje 4

Primjena kompaktnosti

4.1 Neprekidne funkcije na segmentu

Lema 4.1.1. Neka je F zatvoren podskup od R.
1) Ako je a supremum od F, onda je a maksimum od F'.
2) Ako je a infimum od F, onda je a minimum od F.

Dokaz. 1) Pretpostavimo da je a supremum od F. Dovoljno je dokazati da je a € F.
Pretpostavimo suprotno, a ¢ F. Tada je a € FC. Bududi da je FC otvoren postoji r > 0
takav da je

{a—r,a+r)CFFC.

Prema propoziciji [3.3.11] postoji x € F takav da je
a—r<ux.
S druge strane, buduci da je a supremum od F vrijedi da je x < a. Dakle,

a—-r<x<a<a+r

pa je
xela—r,a+r),

tj. x € FC. To je kontradikcija s ¢injenicom da je x € F. Prema tome je a € F.

2) Koristeci propoziciju [3.3.12) ovo dokazujemo analogno kao pod 1). i

Lema 4.1.2. Neka je K kompaktan neprazan podskup od R. Tada K ima minimum i mak-
simum.

75
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Dokaz. 1z teorema [3.4.8] slijedi da je K zatvoren i omeden. Bududi da je K omeden i
neprazan prema propozicijama [3.3.5]1 [3.3.10] postoje a,b € R takvi da je @ = infK i
b = sup K. 1z prethodne leme slijedi da je a = min K i b = max K. O

Propozicija 4.1.3. Neka je (X,T") topoloski prostor te neka je f : X — R neprekidna
Sfunkcija (s obzirom na topologije T, &, gdje je & euklidska topologija na R). Neka je
K neprazan kompaktan skup u (X,7). Tada f poprima minimum i maksimum na K, tj.
postoje a, b € K takvi da je f(a) < f(x) < f(b) za svaki x € K.

Dokaz. Prema propoziciji|l.4.7|skup f(K) je kompaktan u (R, &), tj. u R. Prema prethod-
noj lemi f(K) ima minimum i maksimum. Neka je m = min f(K), M = max f(K). Neka
sua,b € Ktakvidajem = f(a)i M = f(b). Tada je ocito

fla) < f(x) < f(b)
za svaki x € K. O

Korolar 4.1.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je f : X — R neprekidna funkcija (s
obzirom na metrike d, p, gdje je p euklidska metrika na R). Neka je K neprazan kompaktan
skup u (X, d). Tada f poprima minimum i maksimum na K.

Dokaz. Funkcija f neprekidna je s obzirom na topologije 7,17 ,,, a 7, je euklidska topolo-
gijana R. Nadalje, K je kompaktan u (X, 7). Tvrdnja slijedi iz prethodne propozicije. O

Korolar 4.1.5. Neka su a,b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija (s
obzirom na metrike d, p, gdje je d euklidska metrika na [a, b] i p euklidska metrika na R).
Tada f poprima minimum i maksimum na [a, b].

Dokaz. Ocito je [a, b] zatvoren 1 omeden skup u R. Stoga je prema teoremu [a, b]
kompaktan skup u R, tj. u (R, p), ad = p ljapixiaps- 12 korolara[3.2.2]slijedi da je ([a, b], d)
kompaktan metricki prostor. Jasno je da je tada [a, b] kompaktan skup u metrickom pros-
toru ([a, b], d). Tvrdnja slijedi iz prethodnog korolara. O

4.2 Uniformna neprekidnost

Definicija 4.2.1. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori te neka je f : X — Y. Za funkciju
f kaZemo da je uniformno neprekidna s obzirom na metrike p i q ako za svaki € > 0 postoji
0 > 0 takav da za sve x,y € X vrijedi p(x,y) < d = q(f(x), f(y)) < €.

Ocito vrijedi sljedece: Ako je funkcija f uniformno neprekidna s obzirom na metrike
p1gq,ondaje f neprekidna s obzirom na metrike p i g.
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Primjer 4.2.2. Neka je f : R — R, f(x) = x. Tada je f uniformno neprekidna funkcija (s
obzirom na metrike d, d, gdje je d euklidska metrika na R). Zasto?
Neka je € > 0. Uzmimo 6 = €. Tada za sve x,y € R takve da je

d(x,y)<d
vrijedi
dx,y)<e€

paje
d(f(x), f(y) < e

Opcenitije, ako je (X, d) metricki prostor, onda je id, : X — X uniformno neprekidna s
obzirom na metrike d, d.

Nadalje, ako su (X, p) i (Y, q) metricki prostori te yy € Y, onda je funkcija f : X — Y,
f(x) = yo uniformno neprekidna s obzirom na metrike p i q. Naime, za € > 0 moZemo uzeti
bilo koji 6 > 0 i onda vrijedi

p(x,y) <6 = q(f(x), f(y) <€

za sve x,y € X.

Propozicija 4.2.3. Neka su (x,) i (y,) nizovi realnih brojeva te neka su a,b € R takvi da
X, — aiy, — b. Tada vrijedi sljedece:

1) —x, — —a;
2) |xal — lal;
3) X, +y,— a+b;
4) Xy -yn — a-b;
1

5) AkojexniOzasvakinENiath,ondaxi—>—.

Dokaz. 1) Neka je € > 0. Znamo da postoji ny € N takav da za sve n > ny vrijedi
|x, —al < e.
Uocimo da za svaki n € N vrijedi
| =X, = (=a)| = | = 1] [xy — al = |x, —al.

Stoga je za sve n > ny
| =X, — (-a)l < e
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Dakle, —x, — —a.
2) Opcenito za a, B € R vrijedi sljedece:

lled = 1Bl < la = B (4.1)
Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za sve n > ng vrijedi

|x, —a| < e. 4.2)
Prema (4.1)) i (#.2)) za svaki n > ng vrijedi
llxal = lall < |x, —al <e.

Time je tvrdnja 2) dokazana.

3) Uzmimo € > 0. Tada postoji ny € N takav da za sve n > ny vrijedi

€
- —. 4.3
|x, —al < > 4.3)

Nadalje, postoji nj, € N takav da za sve n > n;, vrijedi

€
. — bl < —. 44
ly | > 4.4)
Neka je N = max{ng, n;}. Tada je ocito
N > ng
i
N > n,
pa za svaki n > N vrijedi
n = ny
i
nzng

Sto povlaci da vrijedi (#.3)) i (4.4). Stoga je
€

€
(6 +yn) = (@+ D) = (6 = @) + G = D) < xu —al +[yu =Bl <+ 5 =€

Dakle,
|(x, +y2) —(@a+b) <€



4.2. UNIFORMNA NEPREKIDNOST 79

zasve n > N. Time je tvrdnja 3) dokazana.

4) Budu¢i da je (y,) konvergentan niz, on je i Cauchyjev pa je i omeden u R (propozi-
cija[3.5.10). To znaci da je skup {y, | n € N} omeden u R pa prema lemi [3.3.15| postoji
M > 0 takav da je

val < M

za svaki n € N. Neka je € > 0. Budu¢i da x, — a postoji ny € N takav da za sve n > ny
vrijedi
€
L —al < —. 4.5
X, —al M (4.5)
Nadalje, buduc¢i da y, — b postoji n;, € N takav da za sve n > nj vrijedi

ya — bl (4.6)

€
<—.

2(lal + 1)
Neka je N = max{no, nj}. Neka je n > N. Tada je ocito n > ng i n > ng pa vrijedi (4.5) i
(4.6). Imamo sljedece

|-xn'yn_a'b|:l-xn'yn_yn'a+yn'a_a'b|:lynl'lxn_a|+|a|'|yn_b|

<M S iQa+) — = F

€
oM o+ 272°°¢

Prema tome,
Xy - yn —a-bl < €

zasven > N. Dakle, x,, -y, — a - b.

5) Prema 2) znamo da vrijedi |x,|] — |a|. Imamo 0 < |a|. Odaberimo r € R takav da
je

0<r<lal.
Tada je

lal € (r, o0},

tj. (r, 00) je otvorena okolina od |a| u R. Stoga postoji ny € N takav da je za sve n > ny
x| € (r, 00).

Posebno, za sve n > ng vrijedi

r <|xal,
tj.

1 1

< .
lx, 7
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Iz x, — a slijedi da postoji n;, € N takav da za sve n > n; vrijedi
|x, —al <e€-r-lal.

Neka je N = max{ng, n,}. Neka je n > N. Tada je

1 1 a— x, la — x|
— _ 2= — = |x, —a| - _
X, a Xn - @ lx, - al x| lal
1
<€-r-la--—-—=e
r|al
Dakle,
1 1
—--l<e
X, a
zasve n > N. Prema tome, - — 1. o
n

Propozicija 4.2.4. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori, a € X te f : X — Y funkcija
neprekidna u tocki a (s obzirom na metrike p,q). Neka je (x,) niz u X takav da x, — a.

Tada f(x,) — f(a).

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da je

f(K(a,6; p)) € K(f(a), € q).
Bududi da x,, — a postoji ng € N takav da za svaki n > ng vrijedi
p(xy,a) <6,
tj.
X, € K(a, 9; p).
Stoga, za svaki n > ny vrijedi
f(xn) € f(K(a,0; p)) € K(f(a), € q).

Dakle,
f(x,) € K(f(a), € q),

to jest

q(f(xa), f@)) < €

za sve n > ny. Prema tome, f(x,) — f(a). O



4.2. UNIFORMNA NEPREKIDNOST 81

Teorem 4.2.5. Neka su (X, p) i (Y,q) metricki prostori, a € X te f : X — Y funkcija koja
ima sljedece svojstvo: Kad god je (x,) niz u X takav da x, — a, onda f(x,) — f(a).
Tada je f neprekidna u tocki a s obzirom na metrike p, q.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. f nije neprekidna u tocki a. Tada postoji € > 0 takav
da za svaki 6 > 0 ne vrijedi implikacija

p(x,a) <6 = q(f(x), f(a)) <e.

To znadi da za svaki 6 > 0 postoji x € X takav da vrijedi

p(x,a) <6 & q(f(x), f(a)) = €.

Posebno, za svaki n € N imamo % > () pa postoji x, € X takav da je

1
Pl a) < — & q(f(xa). f(@) 2 €.

Iz 1
p(-xna Cl) <=
n

za svakin € Nslijedi x, — a (lema[2.4.5)). Iz pretpostavke teorema slijedi f(x,) — f(a).
Iz

q(f(xn)a f(a)) > €
za svaki n € N slijedi da je

f(xn) € K(f(a), €)°.
Skup K(f(a), €)€ je zatvoren pa propozicija povlaci da je
f(@) € K(f(a), &),

to jest
f(a) ¢ K(f(a),€)

Sto je ocito nemoguce.
Zakljucak: f je neprekidna u toCki a s obzirom na metrike p, g. O

Neka je S skup te f,g : § — R. Definiramo funkciju f+g: S — Rsa
(f +8)(x) = f(x) + g(x)

zasvaki x € §. Za f + g kaZemo da je zbroj funkcija f i g. Analogno, definiramo produkt
f - gfunkcija figsa
(f - 8)x) = f(x) - g(x)
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za svaki x € S te funkcije —f,[f| : S — Rsa
(=Hx) = —f(x),
I£1Cx) = [f (0l

za svaki x € §. Ako je f(x) # 0 za svaki x € § definiramo funkciju }7 :S > Rsa

1 1
(?)(X) = %

za svaki x € S.

Teorem 4.2.6. Neka je (X, d) metricki prostor, a € X te f,g : X — R funkcije neprekidne
u tocki a (s obzirom na metriku d i euklidsku metriku na R). Tada su —f,\f|, f + g, f - g :
X — R funkcije neprekidne u tocki a. Ako je f(x) # 0 za svaki x € X, onda je % X - R
neprekidna u tocki a.

Dokaz. Neka je (x,) niz u X takav da x, — a. Tada f(x,) — f(a)1i g(x,) — g(a)
(propozicijafd.2.4). Iz propozicije d.2.3]4) slijedi

f(xn) - 8(xn) — fla) - gla),

to jest
(f - &)(x) — (f - &)a@).

Prema teoremu [4.2.5] funkcija f - g je neprekidna u tocki a. Posve analogno dokazujemo
ostale tvrdnje teorema. O

Napomena 4.2.7. Neka su (X, d) i (Z, q) metricki prostori te neka je (Y, p) potprostor od
(X,d). Pretpostavimo da je yy € Y te da je f : X — Z funkcija neprekidna u tocki y, s
obzirom na metrike d i q. Tada je f|ly : Y — Z neprekidna funkcija u yy s obzirom na
metrike p i q. Posebno, ako je f neprekidna, onda je f|y neprekidna.

Primjer 4.2.8. Funkcija f : R — R, f(x) = x* je neprekidna jer je f = g - g, gdje je
g : R - R, g(x) = xpa neprekidnost funkcije g povlaci (prema teoremuld.2.6)) neprekidnost
od f. No, f nije uniformno neprekidna. Pretpostavimo suprotno. Tada za € = 1 postoji
6 > 0 takav da

x—yl<o=1f(x)—fOl<e,

to jest
Ix—yl<6=|x* =y < 1.

Neka su

NS

+

SR

y:

1
xX=-,
)
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Tada je
0
-y ==<0,
e=yl=3
a ) X
) 0 0
2 2
-yl=lx=-y-Ix+yl=z-(=+2)=1+—>1.
Ix* =y =lx =yl lx+yl 2(5 2) 7>
Dakle,
|x_)’|<5,
a
I =% > 1

Sto je kontradikcija.

Primjer 4.2.9. Neka je f : (0,1) - R, f(x) = % Tada je f neprekidna (s obzirom na
euklidske metrike). Zasto?

Neka je g : (0,1) —» R, g(x) = x. Tadda je g neprekidna (napomena pa iz
f= é iteoremaslijea’i i neprekidnost od f. Tvrdimo da f nije uniformno neprekidna.
Pretpostavimo suprotno, tada postoji 6 > 0 takav da

1 1
x—yl<d=>|---|<1.
X oy

Neka su
0 0
X = = .
1+0 2 " 1+26
Tada su x,y € {0, 1). Imamo
1) o)
v = — _— = §|l—— o)
W= =~ T2 T Teas <
a
|1 1|_|1+6 1+26|_|—5|_1
x y 6 s 5
Dakle,
lx =yl <6,
“ 11
|- —=]=1
Xy

Sto je kontradikcija.

Teorem 4.2.10. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori pri cemu je (X, p) kompaktan. Neka
je f: X — Y neprekidna funkcija. Tada je f uniformno neprekidna.
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Dokaz. Neka je € > 0. Tada za svaki x € X postoji 6, > O takav da

Px.y) < 6. = qUf. fO) < 5

za svaki y € Y. Uocimo sljedece: ako je x € X te ako su
x1, % € K(x,6,),

onda je
p(x1,x) <6y

P(X2,X) < Oy

pa slijedi
qf (), f00) < 5

a(f(x), f(x)) < g

iz Cega po nejednakosti trokuta zaklju¢ujemo

q(f(x1), f(x)) < e

Neka je U = {K(x,0,) | x € X}. Tada je U otvoreni pokriva¢ od (X, d) pa bududéi da je
(X, d) kompaktan, U ima Lebesgueov broj (teorem3.1.8)), oznacimo ga s A. Pretpostavimo
da su x, x, € X takvi da je

p(x1, x2) < A

Tada je
diam{x, x2} = p(x1, x2) < 4

pa postoji x € X takav da je
x1, %2 € K(x,0y).

Slijedi
q(f(x1), f(x2)) < €.

Pokazali smo da za sve xy, x, € X vrijedi

p(x1, %) < A= q(f(x1), f(x2)) <e.

Zakljucak: f je uniformno neprekidna. O
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4.3 Integrabilnost neprekidnih funkcija

NekajeS CRte f: S — R, nekaje T C R. KaZzemo da je funkcija f definirana na T ako
jeT CS.

Ako je funkcija f definirana na 7', onda za f kaZemo da je omedena na T ako je f(T)
omeden skup u R. Ako je S domena funkcije f i f omedena na S, onda kazemo da je f
omedena funkcija.

Pretpostavimo da su a,b € R, a < b te da je f omedena na zatvorenom segmentu [a, b].
Definiramo brojeve

m(f;a,b) = int{f(x) | x € [a,b]},
M(f;a,b) = sup{f(x) | x € [a, b]}.

Uocimo sljedece: Ako je f omedenana [a,b], a,b € R,a < bte akosuc,d € [a,b], c <d,
onda je f omedenaina [c,d] te je

m(f;a,b) < m(f;c,d), 4.7
M(f;c,d) < M(f;a,b). (4.8)
Zasto je to tako?
Oznacimo
C={f(®)]x¢€lcdl}
te

A={f(x)|x¢€la,Db]}.

Ocito je C € A pa omedenost od A povlaci omedenost od C. Dakle f je omedena na [c, d].
Iz C C A slijedi da je inf A donja meda od C, a to povlaci

infA <inf C.

Dakle, vrijedi. Nadalje, iz C C A slijedi da je sup A gornja meda od C, a to povlaci
supC < supA.

Dakle, vrijedi i (4.8)).

Napomena 4.3.1. Neka je n € N te neka je X skup. Pod konacnim nizom x, . .., X, u skupu
X podrazumijevamo funkciju {0, ...,n} — X Ciju vrijednost za i € {0,...,n} oznacavamo
sa x;.

Definicija 4.3.2. Neka su a,b € R, a < b. Za konacan niz x, ..., x, u R kaZemo da je
subdivizija segmenta [a, b] ako jea = xo < x; < -+ < Xp_1 < X, = b.
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Neka je f funkcija omedena na [a, b], a,b € R, a < b. Neka je xy, . .., x, subdivizija od
[a, b]. Definiramo

n—

1

o= Z m(f; Xi, Xiv1) - (Xig1 — X0,

i=0

-1
M(f; xi, xi1) - (Xig1 — Xi).

n

%)
1]
o

Za o kazemo da je donja Darbouxova suma funkcije f na [a, b] (pridruZzena subdiviziji

X0, - -,Xn), aza S kazemo da je gornja Darbouxova suma funkcije f na [a, b] (pridruZena
subdiviziji xo, ..., X,).

)

m(f; a, b)) _ __

a=x5 X] X X3 X4 X, X, =Db

Slika 4.1: Donja Darbouxova suma funkcije f na [a, b].

Nekajei € {0,...,n—1}. Tada je
m(f;a,b) < m(f; xi, Xix1) < M(f; xi, Xir1) < M(f; a,b)
paje
m(f;a,b)(Xix1—x;) < m(f; xi, Xiv1) (Xiw1—X:) < M(f5 X3, Xiv1)-(Xis1—%:) < M(f5 a, b)-(xie1— ;).
Stoga je

n—1 n—1

m(f;a,b) - (Xiv1 = x;) < Z m(f Xi, Xis1) - (Xip1 = X))
i=0

i=0
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n—1 n—1
< Z MC(f; xi, Xiv1) - (Xig1 — X)) < Z M(f;a,b) - (xi1 — X))
i=0 i=0
Slijedi

n—1

n—1
m(f;a,b) ) (i = x) S0 < S < M(f3a,b) Y (51 = X0,
i=0 i=0

Imamo

n—1

Z(xm —x)=(x; = x0) + (g —x)) + -+ (Xm1 — Xp2) + (X — Xpm1) = X, — X0 = b —a.
i=0

Stoga je
m(f;a,b)-(b—a)<oc<S <M(f;a,b)-(b-a). 4.9)

(£ )

m(f;. ﬂ, b) T — —

a=xp X1 X X3 X4 Xp1 X, =b

Slika 4.2: Gornja Darbouxova suma funkcije f na [a, b].

Iz ovoga zakljucujemo da je skup svih donjih Darbouxovih suma funkcije f na [a, b]
omeden. Supremum ovog skupa oznacavamo

I(f;a,b)

i nazivamo donji integral funkcije f na [a,b]. Isto tako, iz (4.9) slijedi da je skup svih
gornjih Darbouxovih suma funkcije f na [a, b] omeden. Infimum tog skupa oznatavamo

I'(f;a,b)

i nazivamo gornji integral funkcije f na [a, b].
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Definicija 4.3.3. Neka sua,b € R, a < b. Za funkciju | kaZemo da je integrabilna na [a, b)
ako je f omedena na la,b] te ako je I.(f;a,b) = I'(f;a,b). U tom sluca]u L.(f;a,b) (ili

I"(f;a, b)) nazivamo imtegral funkcije f na [a,b] i oznacavamo sa f fili f f(x)dx.
Ako je [a, b] domena funkcije f, onda za f naprosto kaZemo da je integrabilna.

Napomena 4.3.4. Neka su a,b € R, a < b te neka su f i g funkcije definirane na |a, b] te
takve da je

f(x) = g(x)

za svaki x € [a,b]. Tada je f integrabilna na la,b] ako i samo ako je g integrabilna na

la, b] i u tom slucaju je
b b
L=1

Primjer 4.3.5. Neka je f : [0, 1] — R funkcija definirana sa

x>0

1
f(x)_{i 014, x=0.

Tada je
1
f(10,1]) = {; | x €0, 1]} U {2014} = [1, +o0).

Iz ovoga zakljucujemo da f nije omedena funkcija na [0, 1].

Primjer 4.3.6. Neka sua,b e R, a<bice€R. Nekaje [ :[a,b] — R funkcija definirana
sa f(x) = c za svaki x € [a, b].
Imamo
f(a,b]) = {c}
pa je ocCito da je f omedena funkcija. Neka je xy, ..., x, subdivizija od |a,b]. Tada je za
svakii€{0,...,n—1}
m(f; Xi, Xiv1) = ¢,

M(f; xi, xix1) = c.
Stoga je
n—1 n—1 n—1
m(f; Xi, Xix1) + (Xig1 — X)) = Z ¢ (X1 —x)=c- Z(XM -x)=c-(b-a),
i=0 i=0 i=0

te analogno

7
L

M(f; xi, Xix1) - (Xie1 — X)) = ¢+ (b = a).

i
S
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Iz ovoga zakljucujemo sljedece: Svaka donja Darbouxova suma od f na |a, b] je jednaka
c-(b—a). Stoga je
]*(f,a,b) =cC- (b_a)

Isto tako zakljucujemo da je
I'(f;a,b) =c-(b—a).

Dakle,
L.(f;a,b) =I"(f;a,b)

pa je funkcija f integrabilna na [a, b] i

b
ff:c-(b—a).

Napomena 4.3.7. Neka su a,b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Tada je f omedena Sto slijedi iz korolarald.1.5] Naime, prema tom korolaru postoje xy, x| €
la, b] takvi da je

f(xo) < f(x) < f(x1)

za svaki x € [a, b].
Primjer 4.3.8. Neka je f : [0, 1] — R funkcija definirana sa

=1 1ee

Tada je
(0,11 =10, 1},
dakle, f je omedena funkcija. No, f nije integrabilna. Neka je xo,..., x, subdivizija od
[0,1]. Neka jei < {0,...,n—1}. Tada je
f([xi’ xi+1]) = {0’ 1}

Naime, to je posljedica Cinjenice da izmedu svaka dva realna broja postoji barem jedan
racionalan i barem jedan iracionalan broj. Slijedi

m(f; xi, Xiy1) =0

M(f; xi, xiv1) = 1.
Stoga je
n—1
m(f i, Xiv1) + (Xip1 — %) =0
i=0
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n-1 n—1
ZM(fQXi,xm) (Xig1 — X)) = Z(xm -x)=1-0=1.
i=0 i=0

Iz ovoga zakljucujemo sljedece: Svaka donja Darbouxova suma od f na [0, 1] je 0, a svaka
gornja je 1. Stoga je

L(f;0,1)=0
i
ra;0,1) =1
pa funkcija f nije integrabilna.
Neka su a,b € R, a < b te neka su xp,...,x, 1 yg,..., Y, subdivizije od [a,b]. Za
Yo, - - - » Ym KaZemo da je profinjenje subdivizije xo, ..., x, ako je

{X0, s X} S Vo5 V)

Napomena 4.3.9. Neka sua,b € R, a < b te neka je S konacan podskup od [a, b] takav da
je a,b € S. Tada postoji subdivizija xo, . .., x, od [a, b] takva da je

{x0,..., %, =8S.
Naime, jasno je da elemente od S moZemo napisati u obliku xy, x; . . ., x, gdje je

Xo < X1 << X1 < Xy

i tada je xy, . .., x, traZena subdivizija.
Propozicija 4.3.10. Neka su a,b € R, a < b te neka su xo, ..., X, i Yo, ..., Yn Subdivizije

od la,b]. Tada postoji subdivizija 2, ...,z od [a,b] takva da je zy, ...,z profinjenje od
X0sevvsXn LY0s s Vme

Dokaz. Neka je
S = {xO’ e ’xn’yOa e ,ym}
Tada je S konacan podskup od [a, b] koji sadrzi a 1 b. Prema prethodnoj napomeni postoji
subdivizija zo, . ..,z od [a, b] takva da je
{z0,-- s zb = S.

Ocito je tada
{.X(),...,Xn} - {Z()’""Zk}

Vo> symt S H{z05 - -+, 2}

pa slijedi da je zo, . . ., zx traZena subdivizija. O
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Propozicija 4.3.11. Neka su a,b € R, a < b te neka je f funkcija omedena na |[a,b].
Neka su xq, ..., %, 1Yo, ...,y subdivizije segmenta [a, b] takve da je yy, . . .,y profinjenje
od xg,...,X,. Neka su o iS donjai gornja Darbouxova suma od f na [a,b] pridruZene
subdiviziji xo, ..., x, te 0’ i S’ donja i gornja Darbouxova suma od f na [a, b) pridruZene
subdiviziji yo, ..., ym. Tadajeo <o’ i S’ < S.

yd
D

G| E— -
mlf: Xjs L )

m(f; a, B)7 - —=

B —————

X1 Xp = b

Slika 4.3: Skica dokaza propozicije 4.3.11

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je m = n + 1, tj. da je yo,...,y, dobivena od xo, ..., x,
dodavanjem samo jedne tocke, oznacimo ju s ¢. Naime, u opéem slucaju mozemo od
X0, + - - » X, dO yo, ..., ¥, doci u konacno mnogo koraka dodavanjem jedne tocke. Dakle,

(yO’ e ,Ym) = (X(), . -axj9c9xj+la . -xn)9
zaneki j € {0,...,n}. Stoga je

n

-1
o= m(f; Xi, Xiv1) + (Xig1 — X;)

i=0
J=1 n—1
= P X Xin) - (iwn = x0) + m(f5 X, ) - (Xjen = X)) + Z m(f; i, Xiv1) - (Xig1 = X).
i=0 i=j+1

Vrijedi
m(f5xj, Xjr1) - (X010 — x7) = m(f5x), Xj11) - (Xj41 — ¢+ ¢ — X))

=m(f;xj, Xj41) - (Xje1 — ) + m(f; xj, Xj41) - (€ — X;j)
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<m(f;xj,¢) - (c—xj)+m(f;c,xj41) - (Xj41 — ©).

Prema tome,
j-1
o= Z m(f; Xi, Xis1) - (X1 — X)) + m(f;5x;,¢) - (¢ — x;)
i=0
n—1
Am(f; 0, x70) - (Kot =€) + D m(f3 X, Xi) - (X1 = X0) = 0
i=j+1
tj. o < o’. Posve analogno dobivamo S’ < S. O

Korolar 4.3.12. Neka su a,b € R, a < b te neka je f funkcija omedena na |a, b). Tada je
L(f;a,b) < I'(f;a,b).

Dokaz. Neka je o donja Darbouxova suma od f te S gornja Darbouxova suma od f.
Tada postoje subdivizije xg,...,x, 1 Yo,...,Yn takve da je o odredena sa xg,...,x, 1S
odredena sa yo,...,y,. Prema propoziciji 4.3.10] postoji subdivizija z, ...,z koja pro-
finjuje 1 xp,..., X, 1 Yo,...,Ym- Neka su o’ i S’ donja i gornja Darbouxova suma od f
odredene subdivizijom z, ..., z;. Iz prethodne propozicije slijedi o < 0’ 1§’ < §. Prema
vrijedi 0’ < §’. Dakle,

oc<o <8 <S8,

tj. o < §. Fiksirajmo neku gornju Darbouxovu sumu §. Prema dokazanom vrijedi oo < §
za svaku donju Darbouxovu sumu o. Iz ovoga slijedi da je S gornja meda skupa svih
donjih Darbouxovih suma od f na [a,b]. Stoga je S veci ili jednak od supremuma tog
skupa, tj.

I(f;a,b) <S.

Ovo znacidaje I.(f; a, b) donja meda svih gornjih Darbouxovih suma od f na [a, b]. Stoga
je L.(f;a, b) manji ili jednak od infimuma tog skupa, t;.

L(f;a,b) < I'(f;a,b).
|

Uocimo: Ako je f omedena na [a, b] te o donja, a S gornja Darbouxova suma od f na
[a,b], onda je o < §, Sto slijedi iz prethodnog korolara (zapravo, da je o < § vidjeli smo
direktno u samom dokazu).

Propozicija 4.3.13. Neka su a,b € R, a < b te neka je f funkcija omedena na [a, b]. Tada
Jje f integrabilna na [a, b] ako i samo ako za svaki € > 0 postoje donja Darbouxova suma
o i gornja Darbouxova suma S od f na [a, b] takve da je S — 0 < €.
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Dokaz. Pretpostavimo da je f integrabilna na [a,b]. Uzmimo € > 0. Iz definicije broja
L.(f;a,b) i propozicije [3.3.11] slijedi

Mﬁmm—§<0

zaneku donju Darbouxovu sumu o od f. Nadalje, iz definicije broja I*(f; a, b) i propozicije
3.3.12slijedi

S < I'(f:a,b) + g
za neku gornju Darbouxovu sumu S od f. Dakle,
€ €

I.(f;a,b) - 3 <oc<S8S <I'(f;ab)+ 5
Slijedi

S - <I'(fiab)+3—1(fab)-3).
No, kako je f integrabilna, vrijedi

I.(fya,b) =I'(f;a,b)

paje
S—o<c+S-e
2 2 7

Obratno, pretpostavimo da za svaki € > 0 postoje donja Darbouxova suma o i gornja
Darbouxova suma S od f na [a, b] takve da je

S —-o<e (4.10)
Dokazimo da je f integrabilna na [a, b]. Pretpostavimo suprotno. Tada je
L.(f;a,b) # I'(f;a,b)
pa iz korolara.3.12]slijedi da je
L(f;a,b) <I'(f;a,b).
Neka je o donja, a § gornja Darbouxova suma od f na [a, b]. Tada je
o<IL(f,a,b)<I'(f;a,b) < S

pa je
O<I*(f,a,b)—l*(f,a,b) <S -o.
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Neka je
e=1I(f;a,b) - L.(f;a,b).
Tadajee > 01
e<S -0

za svaku donju Darbouxovu sumu o i svaku gornju Darbouxovu sumu S. Ovo je u kontra-
dikciji s (4.10). Prema tome, f je integrabilna na [a, b]. m|

Teorem 4.3.14. Neka su a,b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Tada je f integrabilna.

Dokaz. Prema napomenifunkcija f je omedena. Neka je € > 0. Zelimo dokazati da
postoje donja Darbouxova suma o 1 gornja Darbouxova suma S of f na [a, b] takve da je
S —o < €. Ako to dokaZzemo, onda Ce iz prethodne propozicije slijediti da je f integrabilna.
Funkcija f je neprekidna s obzirom na p,d gdje su p i d euklidske metrike na [a, b] i R.
Bududi da je [a, b] kompaktan skup u R, metricki prostor ([a, b], p) je kompaktan pa je f
uniformno neprekidna (teorem [4.2.10)). Stoga postoji 6 > 0 takav da za sve x,y € [a, D]
vrijedi

=3 <6 = 1) - fOIl < . (.11)

Pretpostavimo da su ¢, d € [a,b] takvidaje c < d i
d—c<o6.

Tvrdimo da je tada
M(f;c,d)—m(f;c,d)<—be . (4.12)
-a

Prema korolaru (primjenom na funkciju fl.4) postoje xo, x; € [c, d] takvi da je
Jf(xo) < f(x) < f(x1)

za svaki x € [c, d]. Iz ovoga zakljucujemo da je f(xp) minimum, a f(x;) maksimum skupa
{f(x) | x € [c,d]}. Slijedi da je
M(fie,d) = f(x1)

m(f;c,d) = f(xo).
Uoc¢imo da je
|x1 — xo|l < 0.

Naime, ako je
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onda je
)Cl—X()l:)Cl—)C()Sd—C<5,
a ako je
c<x <x9<d,
onda je

X1 —xpl = x0—x1 <d—-c <6

Sada |x; — xo| < 6 1 @.1T)) povlate

£ (1) = fx)l < bL
—d

Stoga je
€
M(fie.d) = m(fie.d) = f(x) = f0x) < -—
Time je (4.12)) dokazano. Odaberimo n € N takav da je
b—
? < 0.
n
Definirajmo subdiviziju xo, ..., x, od [a, b] sa
xi=a+i- —a’ i€{0,...,n}.
Nekajei€{0,...,n—1}. Tada je
b— b — b —
X —Xi=a+({+1)- T a-i 7 a
n n

Prema (4.12) tada vrijedi
€
M(f; xi, xie1) — m(f Xi, Xis1) < h—a
-a

Neka je

n—1

o= Z m(f5 Xis Xiv1) + (Xiv1 — X;)

i=0

n—

1
S =) M(f;xi,xip1) - (Xig1 — Xi).
0

i=

95

(4.13)
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Tada su o 1S donja i gornja Darbouxova suma od f te koriste¢i (4.13) dobivamo

n—1

n—1
S-o= Z[M(f; Xis Xiv1) — m(f5 xi, Xiv )] - (X1 — X)) < Z d “(Xie1 — X;p)
i=0 i=0

b-a

n—1
€ €
=12 E (Xi+1—xi):m'(b—a):€-

i=0

Dakle,
S —o<e

Time je dokazano da je f integrabilna. O



Poglavlje 5

Lokalna kompaktnost

5.1 Svojstva lokalne kompaktnosti

Definicija 5.1.1. Neka je (X, T) topoloski prostor te A C X. Definiramo Int(A) = U U.
U otv., UCA
Za Int(A) kaZemo da je interior skupa A u topoloskom prostoru (X, 7).

Uocimo sljedece: Int(A) je otvoren skup i Int(A) € A. Nadalje, ako je U otvoren skup
takav da je U C A, onda je
U C Int(A).

Drugim rijecima, Int(A) je naveci (u smislu inkluzije) otvoren skup sadrZzan u A.
Primijetimo da vrijedi sljedece: Ako su A, B C X takvida je A C B, onda je
Int(A) C A C B,

tj. Int(A) C B paje
Int(A) C Int(B).

Definicija 5.1.2. Neka je (X, T") topoloski prostor te A C X. Definiramo CI(A) = m F.
F zatv., ACF
Za CI(A) kaZemo da je zatvarac skupa A u topoloskom prostoru (X, T).

Uocimo da je CI(A) zatvoren skup te da je A C CI(A). Nadalje, ako je F zatvoren skup
takav da je A C F, onda je
Cl(A) C F.

Drugim rijecima, CI(A) je najmanji zatvoren skup koji sadrzi A.

97



98 POGLAVLIJE 5. LOKALNA KOMPAKTNOST

Akosu A, B € X takvi da je A C B, onda je
A C B c Cl(B),

tj. A C CI(B) paje
Cl(A) € CI(B).

Definicija 5.1.3. Neka je (X,7T") topoloski prostor. Za (X,T") kaZemo da je lokalno kom-
paktan topoloski prostor ako za svaki x € X postoje otvoren skup U i kompaktan skup K
takvi da je x € U C K.

Definicija 5.1.4. Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je lokalno kompaktan ako je pri-
padni topoloski prostor (X, T ;) lokalno kompaktan.

Uoc¢imo da je svaki kompaktan topoloski prostor (X, 7") ujedno i lokalno kompaktan
(za x € X uzmemo U = X 1 K = X). Obrat opéenito ne vrijedi.

Primjer 5.1.5. Neka je X neprazan skup te d diskretna metrika na X. Tada je (X, d) lokalno
kompaktan metricki prostor.
Naime, ako je x € X, neka je

1
U =K(x, =
(xz)

K = {x}.
Tada je U otvoren skup, K kompaktan te
U={x}cKk
No, (X, d) nije kompaktan metricki prostor ako je X beskonacan (primjer[3.2.5)).

Propozicija 5.1.6. Neka je (X, 7 ) Hausdorffov topoloski prostor. Tada je (X,7T") lokalno
kompaktan ako i samo ako svaka tocka x € X ima otvorenu okolinu U takva da je CI(U)
kompaktan skup.

Dokaz. Pretpostavimo da je (X, 7) lokalno kompaktan topoloski prostor. Neka je x € X.
Tada postoje otvoren skup U i kompaktan skup K takvi da je

xeUCK.
Iz teorema|1.3.21|slijedi da je K zatvoren skup. Sada U C K povlaci da je
Cl(U) C K.

Iz propozicije [3.2.9]slijedi da je C1(U) kompaktan skup.
Obratno, pretpostavimo da svaka to¢ka x € X ima otvorenu okolinu U takva da je CI(U)
kompaktan skup. Tada je ocito (X, 7") lokalno kompaktan (za K uzmemo CI(U)). m|
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Propozicija 5.1.7. Neka je (X, T") topoloski prostor. Tada je (X, T") lokalno kompaktan ako
i samo ako za svaki x € X postoji kompaktan skup K takav da je x € Int(K).

Dokaz. Pretpostavimo da je (X,7") lokalno kompaktan. Neka je x € X. Tada postoje
otvoren skup U 1 kompaktan skup K takvi da je

xeUCK.
Buduci da je U otvoren skup vrijedi da je
U C Int(K).

Dakle, x € Int(K).

Obratno, pretpostavimo da za svaki x € X postoji kompaktan skup K takav da je x €
Int(K). Tada je (X,7) ocito lokalno kompaktan topoloski prostor (za U uzmemo da je
Int(K)). O

Propozicija 5.1.8. Ako je (X, d) metricki prostor u kojem je svaka zatvorena kugla kom-
paktan skup, onda je (X, d) lokalno kompaktan.

Dokaz. Uzmimo x € X. Odaberimo r > 0 (npr. r = 1). Tada je K(x, r) otvorena okolina
tocke x sadrzana u kompaktnom skupu K(x, r). Time je tvrdnja dokazana. m|

Korolar 5.1.9. Neka je n € N i d euklidska metrika na R". Tada je (R",d) lokalno kom-
paktan metricki prostor.

Dokaz. Svaka zatvorena kugla u R" je kompaktan skup (jer je zatvorena i omedena). Tvrd-
nja sada slijedi iz prethodne propozicije. O

5.2 Metrika d..

Neka je I skup svih nizova u [0, 1]. Definiramo funkciju d, : I* X I — R sa

deo((x7), (vi)) = sup{lx; = yi| | i € N}

(uo¢imo da je skup {|x; — y;| | i € N} odozgo omeden jer za svaki i € N iz x;,y; € [0, 1]
slijedi |x; — y;/ < 1). Tvrdimo da je d., metrika na /*°. Provjeravamo svojstva:

1) Ocito je
doo((x:), (1)) 2 0
za sve (x;), (v;) € I”. Ako je (x;) = (y;), onda je ocito

doo((x3), (vi)) = 0.
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Obratno, ako je
doo((x7), ) = 0,

tada je
Ixi —yil <0

za svaki i € N pa slijedi x; = y; za svakii € N, tj. (x;) = (y;).
2) Ocito je
deo((x;), (1)) = deo((y2), (X2)).
3) Neka su (x;), (y;), (z;) € I”. Neka je j € N. Tada je
lxj = yil < lxj =zl + Iz = y)l < deo((X), (20)) + deo((20), (7).

Ovo znaci da je d.((x;), (z;)) + dw((2i), (v;)) gornja meda od {|x; — y;| | i € N}. Stoga
je
doo((x1), (1) < doo((X2), (20)) + deo((z), (1))

Zakljucak: d, je metrika na I*.
Propozicija 5.2.1. Metricki prostor (I*, d,) nije lokalno kompaktan.

Dokaz. Neka je x = (x;) niz u [0, 1] definiran sa x; = 0 za svaki i € N. Pretpostavimo da je
(I, d) lokalno kompaktan. Tada postoje otvoren skup U i kompaktan skup K takvi da je

xeUCK.

Tada postoji r > 0 takav da je
K(x,r) C U.

MozZemo pretpostaviti da je r < 1. Za n € N definiramo niz y, = (y/);av u [0, 1] sa
i — %, i =n
Yn { , L#n.

dos(y, %) = % <r

Za svaki n € N vrijedi

paje

v. € K(x,r) C U CK.
Dakle, (y,)uen je niz u K. Buduéi da je K kompaktan skup u (I, d,) postoji strogo rastuca
funkcijaa : N — N takva da je (y,, )seiy konvergentan niz u (I, d.,) (zapravo konvergentan
u K). Stoga je (y,)nen Cauchyjev niz u (I, d,) pa postoji ny € N takav da je

r
desVa,» Ya,) < B (5.1)
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za sve m,n > ny. Odaberimo m, n > n, takve da je n < m. Nekaje p = a,1q = a,,. Tada je
p < g pa iz definicije niza (y,)en slijedi

-
deo(yp,Yq) = 5

No, prema (5.1) vrijedi
r
doo(yp9yq) < E

Kontradikcija. Dakle, (I*, d) nije lokalno kompaktan metri¢ki prostor. O
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Hilbertova kocka

6.1 Kompaktnost Hilbertove kocke

Definicija 6.1.1. Neka je H skup svih (x;) € I® takvih da je x; < % za svakii € N. Za ‘H
kazemo da je Hilbertova kocka. Metriku d.|«3 na H oznacavamo takoder sa d..

Teorem 6.1.2. Metricki prostor (H,ds) je kompaktan.

Dokaz. Neka je (x,)nen niz u H. Za n € N neka je
Xn = (xi,)ieN»

t]. _

1 .2 i )

Promotrimo niz (x!),cy. To je niz u [0, 1] pa bududi da je [0, 1] kompaktan, postoje strogo
rastuca funkcijaa; : N — N1b; € [0, 1] takvi da

1

wm — b1

X

Pretpostavimo da je k € N te da je a; : N — N strogo rastu¢a funkcija te

1 1
b] € [0’ 1]9b2 € [075]"--’17/( € [O?%]

takvi da je _
(ka(n))neN —> b;zasvakiie {l,...,k}. (6.1)
Promotrimo niz (xf*!),av u [0, 7] te njegov podniz (xzz(ln))neN. Bududi da je [0, 7] kom-
paktan, postoji strogo rastu¢a funkcija ¢ : N — N te by, € [0, ﬁ] takvi da
(xﬁ,j(lc(n)))neN — by (6.2)

103
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Iz propozicije 2.4.4] i slijedi da

(X, cuyners — bi, zasvakii € {1,... k}. (6.3)
Definiramo

A1 = Ag O C.
Tada je a; strogo rastuéa funkcija te iz (6.2) i (6.3) slijedi
(xik+](n))neN — b;
zasvakii € {1,...,k+1}. Naovaj nacin smo induktivno konstruirali strogo rastuce funkcije
ar : N — N, k € N te brojeve by, k € N pri ¢emu je by € [0, %], takve da za svaki k € N
vrijedi (6.1). Neka je
b: (b],...,bk,...).

Tada je b € H. Tvrdimo da je b gomiliste niza (x,),cn. Neka je € > 0 te N € N. Neka je
k € N takav da je

1 €
— S —.
k2
Buduci da vrijedi (6.1)), za svakii € {1, ..., k} postoji n; € N takav da za svaki n > n; vrijedi
; €
lxak(n) - b,l < 5

Neka je np = max{ny,...,n;}. Neka je n > ny. Tada vrijedi

, €
zasvakii € {1,...,k}. No, l) vrijedi i za i > k. Naime, ako je i > k, onda je xik(n),b,- €

[0, 1] pa je
l. 11
| ak(n)_bils 7 < z <
Dakle, (6.4) vrijediizai > k, tj. (6.4) vrijedi za svaki i € N. Stoga je

N M

. X €
sup([¥ — bi | 1€ 1) < £,
g.

doo(xak(n)’ b) <

N m

Prema tome
dw(xak(n),b) <e€ (65)
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za svaki n > ny. Neka je
n = max{ng, N}.

Tada je n > ng pa vrijedi (6.5). Nadalje, imamo
N <n < a(n),

tj.
ag(n) > N.

Dakle, za svaki € > 01 za svaki N € N postoji [ > N takav da je

de(x;,b) < €.

Ovim smo dokazali da je b gomiliSte niza (x,),cn. Prema tome, svaki niz u (H, d.,) ima
gomiliste Sto znaci da je (H, d,) sekvencijalno kompaktan pa samim tim i kompaktan. O

6.2 Homeomorfizam metrickih i topoloski prostora

Definicija 6.2.1. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te f : X — Y bijekcija nepre-
kidna s obzirom na topologije T i S. Za funkciju f kaZemo da je homeomorfizam topoloskih
prostora (X,T) i (Y,S) ako je f~' : Y — X neprekidna s obziromna Si T .

Za topoloske prostore (X, 7") i (¥, S) kaZzemo da su homeomorfni i piSemo
X, 7T)=(X.S)
ako postoji homeomorfizam topoloskih prostora (X, 7) i (Y, S).

Definicija 6.2.2. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori. Za funkciju f : X — Y kaZemo
da je homeomorfizam metrickih prostora (X, p) i (Y, q) ako je f homeomorfizam pripadnih
topoloskih prostora (X,7T,) i (Y,T,). Dakle, f : X — Y je homeomorfizam metrickih
prostora (X, p) i (Y, q) ako i samo ako je f bijekcija neprekidna s obziromna piqi f' :
Y — X neprekidna s obzirom na g, p.

Za metricke prostore (X, p) 1 (¥, g) kazemo da su homeomorfni i piSemo

X,p) =Y, q)

ako postoji barem jedan homeomorfizam metric¢kih prostora (X, p) i (Y, g).

Naravno, vrijedi: (X, p) = (Y, q) ako i samo ako (X, 7)) = (Y,7,).
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Propozicija 6.2.3. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostorite f : X — Y homeomorfizam.
Tada je f~' 1 Y — X homeomorfizam topoloskih prostora (Y,S) i (X, 7). Nadalje, ako je
(Z,“V) topoloski prostor te g : Y — Z homeomorfizam topoloskih prostora (Y,8) i (Z,V),
onda je g o f : X — Z homeomorfizam topoloskih prostora (X,7) i (Z,V).

Dokaz. Otito je f~! homeomorfizam. Bududi da su f i g neprekidne, iz propozicije
slijedi da je g o f neprekidna. Nadalje, jasno je da je g o f bijekcija te da vrijedi

(gof)y ' =flog!

pa je (g o f)~! neprekidna kao kompozicija neprekidnih funkcija. Dakle, g o f je home-
omorfizam. O

Korolar 6.2.4. Neka su (X,T), (Y,S) i (Z,V) topoloski prostori. Tada vrijedi:
1) X,7T)=XT7);
2) Ako je (X,T) = (Y,S), onda je (Y,S) = (X, 7)),
3) Akoje (X, T)=(Y,S)i(Y,S) = (Z,V), onda je (X,T) = (Z,V).

Dokaz. OCcito je id, : X — X homeomorfizam topoloskih prostora (X, 7), (X, 7). 1z ovoga
slijedi tvrdnja 1). Tvrdnje 2) i 3) slijede direktno iz prethodne propozicije. O

Primjer 6.2.5. Vrijedi (0, 1) = (0, 2) (ovdje podrazumjevamo da se radi o metrickim pros-
torima s euklidskom metrikom). Naime, funkcija f : (0, 1) — (0, 2) definirana sa

f(x) =2x
je homeomorfizam jer je ocito bijektivna i neprekidna, a njen inverz f=' :(0,2) — (0, 1),
ORE
Je takoder ocito neprekidna funkcija. Isto tako imamo
(0,1) = (5,6)
Jjerje f:40,1) = (5,6),
f(x)=x+5

homeomorfizam. Nadalje, ako su a,b € R, a < b, onda je

(a,b) =(0,b - a)
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(homeomorfizam je dan sa x — x —a), a
0,1) 2(0,b - a)
(homeomorfizam je dan sa x — (b — a)x). Stoga je
(0,1) =<a,b).

Posve analogno dobivamo da je
[0,1] = [a, b]

zasvea,beR, a<b.

Propozicija 6.2.6. Neka su (X,7") i (Y, S) homeomorfni topoloski prostori. Tada je (X,T)
kompaktan ako i samo ako je (Y, S) kompaktan.

Dokaz. Pretpostavimo da je (X,7 ) kompaktan. Neka je f : X — Y homeomorfizam
topoloskih prostora (X, 7)1 (¥, S). Tada je f neprekidna bijekcija pa je f i surjekcija. 1z
propozicije [1.4.8| slijedi da je (Y, S) kompaktan topoloski prostor. Analogno dobivamo da
kompaktnost od (Y, S) povlaci kompaktnost od (X, 7). m|

Primjer 6.2.7. Metricki prostori ({0, 1), p) i ([0, 1], g) nisu homeomorfni (p i q su euklidske
metrike na {0, 1) i [0, 1]). To slijedi iz prethodne propozicije buduci da je [0, 1] kompaktan
skup u R, a {0, 1) nije.

Primjer 6.2.8. Neka je X skup koji ima barem dva elementa. Tada je id, : X — X bijekcija
neprekidna s obzirom na topologije P(X) i {0, X}. No, id, nije homeomorfizam topoloskih
prostora (X, P(X)) i (X,{0, X}). Naime, id;1 : X — X nije neprekidna funkcija s obzirom
na {0, X} i P(X) jer je

id." = id,

pa ako uzmemo neki S C X takav da je S # 0iS # X (takav postoji jer X ima barem dva
elementa), onda je S € P(X) i
id, (S) =S,

aS ¢1{0,X}.
Prethodni primjer pokazuje da neprekidna bijekcija ne mora biti homeomorfizam.

Teorem 6.2.9. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y neprekidna
bijekcija (s obzirom na T, S). Pretpostavimo da je (X, 7T ) kompaktan te da je (Y,S) Ha-
usdorffov topoloski prostor. Tada je f homeomorfizam topoloskih prostora (X, T) i (Y, S).
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Dokaz. Treba dokazati da je f~' : ¥ — X neprekidna s obzirom na S, 7". Prema propo-
ziciji dovoljno je dokazati da je (f~!)~(F) zatvoren skup u (¥, S) za svaki zatvoren
skup F u (X, 7). Tvrdimo da za svaki § C X vrijedi

(fTHES) = f(S). (6.6)

Ovo slijedi iz sljedecih ekvivalencija:
YEUH ) e ffes

& postoji x € S takav da je x = )
& postoji x € S takavdaje f(x) =y

s ye f(S).

Stoga je prema ([6.6) dovoljno dokazati da je za svaki zatvoren skup F u (X, 7) skup f(F)
zatvoren u (Y, S). Neka je F zatvoren u (X, 7). Tada je F kompaktan u (X, 7°) (propozicija

1.3.14)). Bududi da je f neprekidna, f(F) je kompaktan u (¥, S). Iz teorema [1.3.21] slijedi
daje f(F) zatvoren u (Y, S).
Zakljucak: f je homeomorfizam topoloskih prostora (X, 7)1 (Y, S). O

Korolar 6.2.10. Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori te neka je f : X — Y bijekcija
neprekidna s obzirom na metrike p, q. Pretpostavimo da je (X, p) kompaktan. Tada je f
homeomorfizam.

Dokaz. Funkcija f je neprekidna s obzirom na topologije 7, 1 7,, (X,7,) je kompaktan
topoloski prostor, a (¥,7,) je Hausdorffov (jer je metrizabilan). Prema prethodnom te-
oremu f je homeomorfizam topoloskih prostora (X, 7,) 1 (¥, 7). Time je tvrdnja korolara
dokazana. O

6.3 Projekcije

Za j € N neka je p; : I” — R funkcija definirana sa
Di((X)ien) = x;.

Za p; kazemo da je projekcija od I na j-tu koordinatu.

Propozicija 6.3.1. Za svaki j € N funkcija p; je neprekidna (s obzirom na metriku d., i
euklidsku metriku na R).
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Dokaz. Neka je j € N. Neka su (x;), (y;) € I*. Imamo

|pi((x)ie) = pi(iie)] = |xj — yjl £ doo((x7), (¥))-
Dakle,

Ipj(a) — p;j(D)| < dw(a, D) (6.7)
za sve a,b € I”. Tvrdimo da je p; uniformno neprekidna funkcija. Neka je € > 0. Zelimo
naci > 0 takav da za sve a, b € I takve da je

d(a,b) <6
vrijedi
lpj(a) — p;(D)l < e.
No ovo, prema , vrijedi za 6 = € (ili za svaki 0 € (0, €]). Dakle, p; je uniformno

neprekidna pa je i neprekidna. O

Korolar 6.3.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je f : X — H funkcija neprekidna
s obzirom da metrike d, d.. Tada je p; o f : X — R neprekidna funkcija za svaki j € N.

Dokaz. Neka je j € N. Iz prethodne propozicije slijedi da je pjlx : H — R neprekidna
funkcija. Imamo

pjof=pjuof

paje p; o f neprekidna kao kompozicija neprekidnih funkcija. O
¢ 1
S 2
X—H.
Pl
R

Slika 6.1: f neprekidna = p; o f neprekidna.

Teorem 6.3.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je f : X — H funkcija takva da je
pjo [ : X — R neprekidna funkcija za svaki j € N. Tada je f neprekidna funkcija.



Dokaz. Uo€imo da za svaki x € X vrijedi

J) = (01 (f (), p2(f (X)), ..., pi(f (X)), ...).
Za j € N definirajmo funkciju
fi=rjof.
Dakle, za svaki j € N, f; : X — R je neprekidna funkcija te vrijedi
Fx) = (fitx), L), ..., fi(x0),...).
Neka je xo € X. Neka je € > 0. Odaberimo k € N takav da je
1 €

ko2
Za svaki j € {1,...,k}, zbog neprekidnosti funkcije f;, postoji 6; > 0 takav da za svaki
x € X vrijedi sljedece

d(x, x0) < 8; = | £i(x) — Fi(xo)] < g

Neka je
0= min{él, e ,6k}.

Tada za svaki x € X takav da je
d(x,xy) <6

vrijedi
11560 = fitxoll < 5 (6.8)
za svaki j € {1,...,k}. No, (6.8) vrijedi i za sve j > k (i za svaki x € X). Naime, tada
vrijedi
£, £0) € py(H) < [0, %1

paje

x| =
N m

/i (x0) = fi(xo)l <

Dakle, za svaki x € X takav da je

<

~.| =

d(x,xp) < 0
vrijedi (6.8) za svaki j € N §to povlaci

doo(f (%), f(x0)) <

0| m

pa je
deo(f(%), f(x0)) < €.
Prema tome, f je neprekidna u x.
Zakljucak: Funkcija f je neprekidna. O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucava se kompaktnost u raznim situacijama i oblicima. Rad
je podijeljen na Sest poglavlja, a svako poglavlje se sastoji od nekoliko potpoglavlja. U
prvom poglavlju upoznajemo metricke i topoloSke prostore, njihova svojstva te sam pojam
kompaktnosti u metrickom i topoloskom prosotoru, neprekidnu funkciju te njenu vezu sa
kompaktno$¢u. U drugom poglavlju prou¢avamo konvergentne nizove i podnizove. Defi-
niramo gomiliSte niza 1 potpuno omeden metricki prostor te istrazujemo njihovu vezu sa
kompaktnoséu. U treCem poglavlju otkrivamo razne vrste kompaktnosti kao $to su sek-
vencijalna kompaktnost, kompaktnost potprostora te kompaktnost u R”. U tom poglavlju
takoder definiramo 1 potpun metricki prostor. U Cetvrtom poglavlju bavimo se primjenom
kompaktnosti te dokazujemo da neprekidna funkcija na segmentu mora biti integrabilna. U
petom poglavlju definiramo lokalnu kompaktnost i metri¢ki prostor (I*°,d). U zadnjem,
Sestom poglavlju, istrazujemo kompaktnost Hilbertove kocke te prou¢avamo homeomorfi-
zam metrickih i topoloskih prostora.






Summary

This thesis examines the compactness in a variety of situations and forms. Thesis is divi-
ded into six chapters, and each chapter consists of several subsections. In the first chapter
we introduce metric and topological spaces, their properties, and the very notion of com-
pactness in metric and topological spaces, continuous function and its relationship with
compactness. In the second chapter we study the convergent sequences and subsequences.
We define accumulation points of sequences and totally bounded metric spaces and inves-
tigate their relationship with compactness. In the third chapter we find various types of
compactness such as sequential compactness, compactness of subspaces and compactness
in R". In this chapter, we also define a complete metric space. The fourth chapter deals
with the application of the compactness and prove that a continuous function on a segment
must be integrable. In the fifth chapter, we define a local compactness and metric space
(I, d). In the final, sixth chapter, we investigate compactness of Hilbert cube, and study
a homeomorphism of metric and topological spaces.
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