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Either the well was very deep, or she fell very slowly.



Sazetak

Bazdarne interakcije formalno su opisane jezikom sveznjeva. Medu njima posebno
zanimljiv primjer je Hopfov svezanj S' — S* — S?, u kojem su vlakno, totalni
prostor i bazna mnogostrukost redom sfere. Ovaj svezanj predstavlja geometrij-
sku pozadinu vise fizikalnih fenomena. U ovom radu cemo detaljnije analizirati dva
takva primjera: elektromagnetske ¢vorove i magnetske monopole. Nakon uvod-
nih poglavlja o Maxwellovim jednadzbama i Hopfovom sveznju, biti ce detaljno
izlozene konstrukcije spomenutih elektromagnetskih polja. U zavrsnom poglavlju
cemo dati kraci pregled eksperimentalnih potraga za magnetskim monopolima te

osnovnih prijedloga generiranja elektromagnetskih ¢vorova.



Hopf bundles and electromagnetic field

Abstract

Gauge interaction’s formal description is that of fibre bundles. A particularly in-
teresting example is the Hopf fibre bundle S' < S3 — §2, where the fibre, the
total space and the base manifold are all respective spheres. The Hopf bundle is
the geometrical representation of many physical phenomena. In this thesis two
such examples will be closely inspected: electromagnetic knots and the magne-
tic monopole. Following introductory chapters on Maxwell’s equations and the
Hopf bundle, a detailed construction of the aforementioned electromagnetic fields
will be studied. In the closing chapter we will provide a short review of experi-
mental searches for magnetic monopoles and attempts and guidelines for creating

electromagnetic knots.
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1 Uvod

Vec su i najstarije ljudske civilizacije bile upoznate s elektri¢nim i magnetskim pojavama u
prirodi. Primjerice, anticki izvori navode staticki elektricitet proizveden trljanjem jantara
(etimoloski trag vidimo u grckoj rijeci za jantar, nAekTpoV) i magnetsko polje u Zeljeznoj
rudi koje privlaci druge komade Zeljeza (grcka rije¢ Moyvno AvBoo). Suvremeni, objedi-
njen opis elektromagnetskog polja rezultat je viSestoljetnog sakupljanja empirijskih ¢inje-
nica. Sredinom 19. stoljeca James Clerk Maxwell je prostornu i vremensku ovisnost elek-
tricnog i magnetskog polja zapisao pomocu Cetiri vezane diferencijalne, odnosno integralne
jednadzbe. Ovaj naizgled jednostavan sustav jednadzbi opisuje nepregledno mnostvo fizi-
kalnih fenomena, od stati¢nih polja mirujucih naboja i stacionarnih struja do turbulentnih
elektromagnetskih polja u plazmi. Stoga ne ¢udi $to se proucavanje elektromagnetskog

polja opetovano pokazalo plodnim tlom za primjenu razli¢itih geometrijskih metoda.

U Maxwellovim jednadzbama je lako uocljiv “asimetri¢an odnos” elektricnih i magnet-
skih izvora. Naime, dok s jedne strane imamo monopolne, pozitivno ili negativno nabijene
izvore elektricnog polja, u prirodi do sada nisu pronadeni analogni magnetski monopoli,
tockaste Cestice koje bi bile “nosioci” iskljucivo jednog od magnetskih polova (vidi 6. poglav-
lje). Naime, sva do sada opazena magnetska polja dolaze od elektricnih struja ili magnetskih
domena u materijalima s kolektivnim magnetskim poljem mikroskopskih magnetskih di-
pola (molekule, atomi, subatomske cestice). Jednostavnim raspolavljanjem magnetiziranog
feromagneta necemo dobiti dva odvojena magnetska pola, ve¢ dva nova magneta, svaki
sa svoja dva pola. Hipotetski magnetski monopoli zanimljivi su nam i zbog jednog teorij-
skog aspekta, do sada nerazjasnjene Cinjenice kvantiziranosti elektri¢nih naboja u prirodi.
Paul Adrien Maurice Dirac 1931. godine [2] otkrio je fascinantnu vezu: samo postojanje
magnetskih monopola povlaci kako su svi elektri¢ni naboji u prirodi nuzno visekratnici
nekog elementarnog elektricnog naboja (vidi 5. poglavlje). Nazalost, argument ne radi u
oba smjera pa sama ¢injenica kako je elektricni naboj do sada opazenih Cestica kvantiziran

ne povlaci nuzno postojanje magnetskih monopola u prirodi.

Iste godine kada je i Dirac otkrio vezu izmedu magnetskih monopola i kvantizacije elek-
tricnih naboja, matematicar Heinz Hopf [3] je konstruirao svezanj koji je igrao vaznu ulogu
u algebarskoj topologiji, a kako ce se kasnije pokazati, i u teorijskoj fizici. Jednostavnim
jezikom, Hopf je svakoj toéki 2-dimenzionalne sfere S? “zalijepio” po jednu kruznicu S!,
tako da su svake dvije ulancane te sve zajedno ispunjavaju 3-dimenzionalnu sferu S?. Tra-
utman [7] i Ryder [9] su detaljnom analizom pokazali kako se ova geometrijska konstruk-
cija krije u pozadini polja magnetskog monopola. Nesto kasnije, po¢etkom 90-ih godina
20. stoljeca, Ranada i suradnici [13] su pronasli rjesenja Maxwellovih jednadzbi utemeljena

na Hopfovom sveznju, u kojem su silnice elektri¢nih i magnetskih polja isprepletene karike.

Cilj ovog rada je opisati matematicki formalizam Hopfovih sveZnjeva te objasniti na koji
nacin ga koristimo u konstrukciji elektromagnetskih ¢vorova i prepoznajemo u formalnoj

pozadini polja magnetskog monopola. Ovaj rad zapocinjemo izlaganjem o Maxwellovim
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jednadzbama i elektromagnetskom tenzoru, prvo u dobro poznatom vektorskom obliku, a
kasnije zapisano preko jezika diferencijalnih formi. Ovaj formalizam je podloga svih kas-
nijih razmatranja. U trecem poglavlju detaljno iznosimo Hopfovu konstrukciju sveznja,
pocevsi od jednostavnijeg primjera S’ < S' — S! kako bismo jednostavnije pristupili ana-
lizi glavnog objekta S' — S*® — S2. Sljedece je poglavlje posveceno elektromagnetskim
¢vorovima, odnosno ulancanim elektromagnetskim poljima u vakuumu. Pokazati cemo
kako se takva rjesenja Maxwellovih jednadzbi mogu dobiti pomocu Hopfovog sveznja i
promotriti neka njihova osnovna svojstva. Peto poglavlje je posveceno magnetskom polju
magnetskog monopola, njegovom formalnom prikazu jezikom sveznjeva te vezi s Hopfovim
sveznjem. U Sestom poglavlju dan je pregled eksperimentalnih potraga za magnetskim mo-
nopolom i pokusaja konstruiranja spomenutih elektromagnetskih ¢vorova u laboratoriju.
U dodacima su izdvojeni kraci pregledi matematickih koncepata i alata koji su u upotrebi

kroz cijelu ovu radnju.

Konvencije. U radu cemo uglavnom koristiti prirodni sustav jedinica, u kojem su br-
zina svjetlosti i reducirana Planckova konstanta jedinice, c = h = 1. Sva polja se nalaze
u prostor-vremenu Minkowskog M, ¢iju metriku oznacavamo s 7),,,. Signatura prostorno-
vremenske metrike je (—, +, +, +). Za apstraktne indekse tenzora koristimo mala slova s
pocetka latniskog alfabeta, {a, b, ... }. Za indekse prostorno-vremenskih komponenti ten-
zora koristimo mala slova grékog {y, v, . . . }, dok za prostorne komponente tenzora koris-
timo mala slova iz sredine latinskog alfabeta {i, j,...}. Prostorni 3-vektori su oznaceni
masnim slovima. n-dimenzionalne sfere su oznacene sa S”, pri cemu je trivijalna, 0-dimen-
zionalna sfera S° skup dvije toc¢ke. Relacije ekvivalencije oznacene su s ~, a homeomor-

~Y

fizmis =.



2 Maxwellove jednadzbe

Fiziku elektri¢nih i magnetskih fenomena moguce je svesti na nekolicinu matematickih

jednadzbi. Elektri¢no polje kontinuirane raspodjele naboja dano je Coulombovim zakonom

B(r) = — /v ) =) 2.1)

" 4me v — /|3

gdje je p volumna gustoca naboja, r vektor iz ishodista do tocke u kojoj mjerimo polje, a r’
vektor iz ishodista do izvora polja. Magnetsko polje stacionarne volumne raspodjele struje
odredeno je Biot-Savartovim zakonom

B(r) = @/V JO) x (r =) (2.2)

4 r — /|

gdje je J volumna gustoca struje. Oba polja na probni naboj @) djeluju silom, elektricno

polje djeluje Coulombovom silom

F(r) = QE(r) (23)
a magnetsko polje Lorentzovom silom
F(r) = Q (v x B(r)) (2.4)
tako da je ukupna sila na probni naboj () dana izrazom
F(r) = Q (E(r) + v x B(r)) (2.5)

Spomenute relacije rezultat su opazanja provedenih tijekom 18. i 19. stoljeca i prestav-
ljaju sukus brojnih eksperimentalnih provjera, od kojih mozemo izdvojiti nekoliko posebno
znacajnih. @rsted je 1820. primjetio da se igla kompasa deflektira kada se priblizi zici kroz
koju tece struja, sto je bio prvi pokazatelj povezanosti elektri¢nih i magnetskih fenomena.
Ampere je kasnije te godine uocio da igla kompasa, kada se prisloni pored duge ravne Zice
kojom tece struja, iscrtava kruzne petlje oko Zice u skladu s pravilom desne ruke. U kas-
nijim eksperimentima, Ampere je primjetio da se dvije zice u kojima naboj tece u istom
smjeru privlace, a one u kojima su struje antiparalelne odbijaju. Znamenit je i Faradayev
eksperiment iz 1831. godine, kada je Faraday proveo nekoliko pokusa sa strujnom petljom u
magnetskom polju. Primjetio je da povlacenje petlje kroz magnetsko polje, kao i povlacenje
magneta uz drzanje petlje fiksnom, rezultira strujom koja potece kroz petlju, a na temelju
cega je Faraday zakljucio kako promjena u magnetskom polju inducira elektricno polje.
Maxwell je dotad poznato ponasanje elektromagnetskih fenomena 1861. objedinio u Cetiri

vezane linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

V- -E= lp (2.6)
€o
V.-B=0 (2.7)
0B
E=— .
V x o (2.8)
OE
V xB= /J(]J + /L()EQE (2.9)



koje u potpunosti odreduju prostorno-vremensku ovisnost elektricnog i magnetskog po-

lja, a zakon (2.5) definira silu ovih polja na probni naboj. Ove jednadzbe vecinom imaju i
zasebna imena, pa se npr. divergencija elektri¢nog polja zove Gaussov zakon, rotor elek-
tricnog polja zovemo Faradayev zakon, a rotor magnetskog polja se naziva i Ampereov
zakon. U Maxwellovim jednadzbama su sadrzani i neki zakoni koji se cesto navode izdvo-
jeni. Na primjer, jednadzbu kontinuiteta

dp
ot

mozemo dobiti iz prve i Cetvrte Maxwellove jednadzbe (tj. Gaussovog i Ampereovog za-

v.J= (2.10)

kona), primjenom vremenske derivacije na Gaussov zakon i divergencije na Ampereov.

Kada elektromagnetsko polje prikazujemo pomocu para prostorno i vremenski ovis-
nih vektorskih polja, elektricnog i magnetskog, mi implicitno koristimo koordinatni sustav
opazacice u kojem su zapisane komponente ovih polja. Objedinjen, kovarijantni zapis je
moguc ako elektromagnetsko polje prikazemo pomocu 4-dimenzionalnog antisimetricnog
tenzora F;,. Ovdje cemo kratko izloziti pripadni formalizam kojeg cemo koristiti u kasnijoj
analizi. Pregled definicija osnovnih matematickih objekata koje ovdje koristimo moze se

naci u dodacima BiC.

2.1 Kovarijantni prikaz elektromagnetskog polja

Elektromagnetski tenzor F,; je antisimetri¢an tenzor ranga (0, 2). Ako je 4-vektor opaza-

¢ice u?, tada ovaj tenzor mozemo rastaviti na elektricnu i magnetsku 1-formu prema
= —i, ', B=ixF (2.11)

gdje i x oznacava kontrahiranje s vektorskim poljem X*“. Konkretno, u zapisu s indeksima,

ove formule glase
1
Ea = UbFab s Ba = ub *Fba = 5 ubiachcd (2.12)

Obratno, poznavanjem elektricnog polja E, i magnetskog polja B, mozemo “rekonstru-

irati” elektromagnetski tenzor F};
F=uNE+x*(uNB) (2.13)
Ovu formulu mozemo dokazati koristeci identitet
ix*w = x(w A X) (2.14)

Ovdje je vazno napomenuti kako s lijeve strane jednakosti, u kontrakciji, imamo vektor-
sko polje X%, a s desne strane jednakosti pripadnu dualnu 1-formu X,. Promotrimo drugi

sumand u (2.13),
x(uNAB)=—x%(BAu)=—i,«B = —i,* (i,xF) = —i*x (F Au)

4



Sada koristimo relaciju
wkw = (—1)PPTsg, (2.15)

gdje je p red diferencijalne forme w, n dimenzija prostora, a s broj minusa u signaturi me-
trike. U nasem slucaju je w = F' A u 3-forma, dakle p = 3, akakosun =4is =1, onda
je

sk (FAu) = (=D FAu) = F Au

Time smo dobili
*(uN B) = —i,(F Au)

Nadalje, za izvrijednjavanje kontrakcije 7, (F' A u) koristimo relaciju
ix(Oép/\ﬁq) = (ix&p)ABq+(—1)papAixﬁq (216)
Uzimajuc¢i u obzir da je u,u® = —1, odnosno i, u = —1, mozZemo pisati

x(uNB) = — (i,F ANu+ (=1)*F Niyu) =
=— (i ANu+FNizu)=ENu+F=—-uANE+F

odakle slijedi (2.13).

Promotrimo sada poblize strukturu elektromagnetskog tenzora Fj; u ovom rastavu. U

sustavu mirovanja, u* = (1, 0), imamo

E,=u"F,, =u’F, = Fy (2.17)

1 1 1
BM =u" * Fl/,u = §UV€VHQ5FO£ = §U0€0MagFa’8 = 5 GOMQBFQ’B (218)

Kako su Fip i €4p0q antisimetric¢ni tenzori, odmah vidimo da su £y = 0 = By. U pros-

tornim komponentama imamo (uobicajene) elektri¢cne i magnetske 3-vektore,

) . 1 )
B'=n"B,=B; = B coiju " (2.20)
Sve skupa, komponente elektricnog i magnetskog polja mozemo zapisati u obliku
E,, = (0, Fio, Fa, F30) , B, = (0, Fas, F31, Fi2) (2.21)
Komponente elektromagnetskog tenzora F;, se Cesto prikazuju pomocu matri¢nog prikaza,

0 —F, —Ey —F,
E, 0 B, —-B
F, = u B 0 B Y (2.22)
y — Pz T
B

E. B, —-B, 0

5



Ponekad koristimo i elektromagnetski tenzor s kontravarijantnim indeksima,

FH = nPrFos (2.23)

Y (2.24)

(2.25)

B, 0 —E. BE,
(2.26)
B, E. 0 -E,

B. -E, E, 0

xR =

Prostorno-vremenska ovisnost tenzora F};, zadana je Maxwellovim jednadzbama, koje

u kovarijantnom zapisu glase
O, F" =4Ar Jly . OxF"™ =0 (2.27)

Ovdje je J(’é) 4-vektor gustoce elektricne struje, J(‘é) = (P(e)»d(e))> koji u svojim kompo-
nentama sadrzi gustocu elektri¢nog naboja p) i 3-vektor gustoce elektri¢ne struje j). U
slucaju kada bi u prirodi imali i magnetske monopole, poopcene Maxwellove jednadzbe bi
glasile

p _ n
0, " = 4x J(e) ,

gdje je 4-vektor gustoce magnetske struje J(‘in ) = (P(m)s J(m)) definiran analogno 4-vektoru
Jl.
(e)

O %" = Ar J(“m) (2.28)

U vakuumu Maxwellove jednadzbe poprimaju jednostavan oblik
O F" =0, 0,xF" =0 (2.29)

Prevedene u jezik diferencijalnih formi, vakuumske Maxwellove jednadzbe nam govore da

su 2-forme F; i *F',;, zatvorene,
dF =0, dxF=0 (2.30)
Time je motivirano uvodenje bazdarnog polja, 1-forme A, preko

F=dA (2.31)



Uvrstavanjem ovog ansatza odmah vidimo da je jedna Maxwellova jednadzba automatski

zadovoljena (vidi dodatak C),
dF =d(dA) =d*A =0 (2.32)

dok druga poprima oblik
d*F =dxdA =0 (2.33)

Analogno mozemo uvesti i drugo bazdarno polje, 1-formu C, preko
' =dC (2.34)

Odavde, upotrebom definicija elektricnog i magnetskog polja slijedi

1 ) ,
Bi = 5 Egiijjk = GOijkaJAk (2-35)
1 " ok
Ei = 5 Eoz‘jk*Fj = Eol‘jkaJC (236)
te
B; = xF; = 0,C; — 0;Cy = 9oC" + 9;C° (2.38)

Upotrebom vektorskog zapisa ove jednakosti mozemo sazeti u
E=VxC=-VV-0A, B=VxA=VU+9C (2.39)

gdje smo uveli pokrate V = A’ i U = C°.

2.2 Svjetlosno elektromagnetsko polje

Pomocu tenzora elektromagnetskog polja mozemo konstruirati dva vazna skalara F),, F'*”

i [, *+F". KoriStenjem matri¢nih zapisa (2.22, 2.24, 2.25, 2.26) lako se uvjerimo da vrijedi

F,,F* =2 (B* - E?) (2.40)

F,, «F" =4E.B (2.41)

Kako je po konstrukciji ocigledno rije¢ o koordinatno neovisnim veli¢inama (svi indeksi
su kontrahirani pa na lijevim stranama imamo skalare), njih mozemo upotrijebiti u kova-
rijantnom Kklasificiranju tipova elektromagnetskih polja. Jedan posebno zanimljiv slucaj

su elektromagnetski valovi u vakuumu ¢ije su elektri¢no i magnetsko polje u svakoj tocki



prostora medusobno okomita vektorska polja te (u prirodnom sustavu jedinica) jednakog
iznosa,

E-B=0, |E|=|B| (2.42)
Drugim rijecima, za elektromagnetski val u vakuumu skalari (2.40) i (2.41) iscezavaju,
F,F" = F,, xF" =0 (2.43)

Svako elektromagnetsko polje koje zadovoljava uvjet (2.43) zovemo svjetlosno elektro-

magnetsko polje.

Mi ¢cemo svjetlosna elektromagnetska polja analizirati pomocu Riemann-Silbersteinov-
og vektora,
F=E+:B (2.44)

gdje su E i B 3-vektori elektri¢nog i magnetskog polja, te Batemanovog ansatza [4]
F=VaxVg (2.45)
gdje su o, f : M — C kompleksne funkcije koje po pretpostavci zadovoljavaju uvjet
Vax V3=i(aVs—fVa) (2.46)
Sada cemo provjeriti dva vazna svojstva ovako definiranog polja.

(1) Batemanovo polje je svjetlosno elektromagnetsko polje. Promotrimo skalarni pro-
dukt izrazen preko (2.45) i (2.46)

F.-F=(VaxVpJ)-i(aV— [Va) (2.47)

Komponente vektorskog produkta (Va x V3) dane su s

(Vax V), = Z €iji(0;00) (OkB) (2.48)

Jk

Jedan od clanova u (2.47) je oblika

(Vax VB)- V8= (Vax V808 =3 e(0,0)(@:8)0:8) = 0 (2.49)

7 1,7,k

Buduci da u izrazu (2.49) imamo umnozak simetri¢nog i antisimetri¢cnog tenzora, re-
zultat je nula. Analognim postupkom dobijemo da je (Va x V3) - Va = 0. Time
smo zakljucili da je F - F = 0. S druge strane, raspiSemo li F - F preko izraza (2.44),

dobivamo
0=F-F=(E+iB)(E+iB)=E"-B*+2iE-B (2.50)
Konac¢no, iz realnog i imaginarnog dijela jednakosti F - F' = 0 slijedi

E°-B*=0 < |E|=|B| (2.51)



(2)

E-B=0 (2.52)

Time smo dokazali da je Batemanovo polje uistinu svjetlosno elektromagnetsko polje.

Batemanovo elektromagnetsko polje zadovoljava vakuumske Maxwellove jednadzbe.
Promotrimo divergenciju Riemann-Silbersteinovog vektora izrazenu preko Batema-

novog ansatza (2.45)

V-F=V - (VaxVB) =Y 0(VaxVp) (2.53)

Koristenjem izraza (2.48) mozemo izraz (2.53) dalje raspisati kao

V-F =) 0ieudatif) = e (0:0;0008+0;00:0,8) =0 (2.54)
i,5,k 1,5,k

ne, izrazimo li tu divergenciju preko (2.44) dobije se
0=V.-F=V-E+:V-B (2.55)

Iz realnog i imaginarnog dijela jednakosti V - F = 0 slijede dvije Maxwellove vaku-

umske jednadzbe, divergencije elektricnog i magnetskog polja,
V-E=0, V-B=0 (2.56)

Promotrimo sada rotor Riemann-Silbersteinovog vektora, izrazenu opet preko izraza
(2.45) i (2.46)
VxF =iVx (aV§—Va) (2.57)

Za raCunanje gornjeg izraza ¢e nam trebati identitet (vidi [20], str. 595)
VXx(fA)=VfxA+ [V xA (2.58)

koji vrijedi za opcenitu derivabilnu funkciju f i vektorsko polje A. Koristeci identitet

(2.58), izraz (2.57) mozemo zapisati kao
VXxF=i(Vax V3+aV x Vf—-VSx Va—V x Va) (2.59)

U gornjem izrazu se dva puta pojavljuje rotor gradijenta koji je uvijek nula, tako da

se sredivanjem gornji izraz pojednostavi u

VxF:z'(deVﬁ—VBxVa):i%(VaxVB):iF (2.60)

Ako gore dobivenu relaciju V x F = iF zapiSemo preko relacije (2.44) slijedi
VXxE+iVxB=VxF=iF=/iE-B (2.61)
Usporedujuci realne i imaginarne dijelove u gornjoj relaciji, mozemo pisati
VxE=-B, VxB=E (2.62)

Sto su preostale dvije Maxwellove jednadzbe u vakuumu.
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Mozemo se pitati koliko je opcenit Batemanov ansatz, odnosno moze li se svako svje-
tlosno elektromagnetsko polje prikazati na slican nacin? Hogan [11] je pokazao da je od-

govarajuce poopcenje Batemanovog ansatza oblika
F =h(a,5)Vax Vf (2.63)

gdje su « i 8 funkcije koje opet zadovoljavaju uvjet
Vax VB =iaVs—Va), (2.64)

gdje tocka oznacava parcijalnu derivaciju po vremenu. Drugim rije¢ima, mnozenjem os-
novnog Batemanovog ansatza s nekom opcenitom (holomorfnom) funkcijom h mozemo
prikazati svako svjetlosno elektromagnetsko polje. Sada cemo ponoviti postupak provjere

u ovom poopcenom slucaju.
(1) Poopceno Batemanovo polje je svjetlosno elektromagnetsko polje. Prisustvo funkcije
h(c, ) u ansatzu ne utjece na ranije izveden zakljucak pa on i dalje vrijedi.
(2) Poopceno Batemanovo elektromagnetsko polje zadovoljava vakuumske Maxwellove

jednadzbe. U ovom dijelu ce nam trebati identiteti (vidi [20], str.595)

V- (FA)=A-Vi+fV-A (2.65)

VX (fA)=VfxA+ [V xA (2.66)

koji vrijede za opcenitu derivabilnu funkciju f i vektorsko polje A. Promotrimo di-

vergenciju vektora F izrazenu preko poopcenog Batemanovog ansatza (2.63)
V.F=V- <h (@, B) Ve x Vﬁ) (2.67)
Izrazimo li gornju relaciju koristeci prvi od spomenutih identiteta (2.65), dobivamo
V.-F=(VaxVp)-Vh+hV - (Vax Vp) (2.68)
Ako u izraz (2.68) uvrstimo relaciju (2.53) i (2.54) u konac¢nici mozemo pisati
V.-F=(VaxVp)-Vh (2.69)

Gradijent funkcije h mozZemo rastaviti prema

Vh = 0,hVa+ 0shVp (2.70)
gdje smo uveli pokrate
0 0
3a = a—a s 85 = %

Uvrstavanjem natrag u izraz (2.69) slijedi da je
V. .F=(VaxVp):(0,hiVa+ 9dshV[) =0 (2.71)
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gdje smo za izvrijednjavanje zadnje jednakosti koristili izraz (2.49). Ako dobivenu
relaciju V - F = 0 izrazimo preko E i B pomocu (2.44), a zatim rastavimo na realni i

imaginarni dio, dobivamo prve dvije vakuumske Maxwellove jednadzbe
V-E=0, V-B=0 (2.72)

Preostale dvije dobiti cemo rac¢unajuci rotor od F. Koristeci opceniti Batemanov an-
satz (2.63), pisemo
V xF = Vx (h(a,ﬁ)Va X Vﬁ) (2.73)

a upotrebom identiteta (2.66) slijedi
VxF=Vhx (VaxVg)+hVx (VaxVp) (2.74)

Drugi sumand smo vec raspisivali kod osnovnog Batemanovog ansatza (2.57) — (2.60),

pa mozemo koristiti taj rezultat

V xF =Vhx (VaxVp)+ih % (Va xVpj) (2.75)

Kada uvrstimo i gradijent funkcije h (2.70), nas izraz izgleda ovako

V X F = (0,h Va+ 0sh VB) x (Va xVj3) + ih% (VaxVB)  (2.76)

Za racunanje vrijednosti prvog sumanda u izrazu (2.76), prvo cemo uvrstiti relaciju

(2.64), a zatim izmnoziti sve ¢lanove
(0uh Va4 05h VB) x i(aV S — fVa) =

= i(0h & Va x VB — 0,hfVa x Va+ dsha VB x V3 — 93h5V S x Va)

Kako je Va x Va =01 Vf x V5 =0, izraz se svodi na
(0.h Va4 05h VB) x i(aV — Va) = i(0,h & Va x V3 — dsh 3V x Va)
Uvrstavanjem dobivenog izraza u relaciju (2.76) dobijemo

V XF =i(0,haVa xVp— 85hBVﬁ x Va) + ih% (Va xV ) (2.77)

odnosno, kada izlu¢imo zajednicki ¢lan

V x F = i(Va x VB)(0uhd + 9sh B) + z’h% (Va xVB) (279

Konacno, kako je

. h
Oah &+ 0gh f = % (2.79)
iz izraza (2.63) slijedi da je
VxF =i % (hWa x V) =iF (2.80)
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Uvrstimo li u gornju jednadzbu F iskazan preko polja E i B (2.44), dobiti cemo
VXxE+iVxB=iE+iB)=-B+iE (2.81)
Usporedujuci realni i imaginarni dio slijede preostale dvije Maxwellove jednadzbe

VxE=-B, VxB=E (2.82)

Primjer. Promotrimo jedan jednostavan primjer ovakve konstrukcije, gdje smo za h, «

i 3 odabrali redom ove funkcije
h=ie*, a=z—t, B=z+iy
To znaci da ce poopceni Batemanov ansatz (2.63) biti oblika
F =ie*VaxVj
Vektorskim mnozenjem slijedi
y
0

Vax V3= —%-(0—i)—9-(0—1)=—ik+¥

— O
O = N

i

Provjerimo da li ovako odabrane « i [ zadovoljavaju uvjet nad tim funkcijama kod

poopcenog Batemanovog ansatza (2.64)
i aVB—0Va)=i(—(X+1§)—0)=—i(X+iy) = —iX+¥

Vidimo da smo dobili upravo isti izraz kao kod vektorskog mnozenja Va x V3 , dakle

uvjet je zadovoljen. UvrStavanjem ovog produkta natrag u ansatz dobije se
F=i(—ix+3)e) = (& +i9) e
Izrazimo li sada F preko realnih i imaginarnih komponenti, dobijemo
F = (Xcos(z —t) —ysin(z —t)) + i (Xsin(z — t) + § cos(z — 1))
gdje u realnoj komponenti prepoznajemo elektri¢no, a u imaginarnoj magnetsko polje
E =%cos(z —t) — ysin(z — t)
B = xsin(z — t) + ycos(z — t)

Ovo je elektromagnetsko polje kruzno polariziranog ravnog vala koji putuje u 2 smjeru.

Ideju zapisa elektromagnetskog polja pomocu Riemann-Silbersteinovog vektora moze-
mo jednostavno prenijeti u formalizam diferencijalnih formi. Ovdje uvodimo Riemann-Sil-
bersteinovu 2-formu,

F=F+i*xF (2.83)
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Takoder, poopceni Batemanov ansatz mozemo zapisati u obliku
F =h(a,p)da Adp (2.84)
uz pretpostavku da funkcije « i 5 zadovoljavaju zahtjev analogan relaciji (2.64)
daAndf = fx(daAdp) (2.85)
uz neku funkciju f. Primjenom vanjske derivacije odmah vidimo da je
dF =dh AdaANdf = (Ouhda+ 0ghdB) AdaAdf =0 (2.86)

S druge strane, znamo da je
dF =dF +idxF (2.87)
Stoga, usporedbom realnog i imaginarnog dijela, slijede vakuumske Maxwellove jednadzbe

(2.30).

Uvjeriti cemo se i da je ovako zapisano polje svjetlosno, odnosno da je zadovoljen uvjet
(2.43). Raspisemo li umnozak F,, F% dobije se

FarF = (Fop+ i F ) (F® + i xF%) = Fp F® — «F  « F® 4 2iF «F™  (2.88)

Pokazati cemo da su prva dva ¢lana medusobno jednaka. Zapisemo li te Hodge duale preko

izraza (C.11), dobijemo

1 1
(#F)ap (+F)™ = §EabchCd : §€abgthh (2.89)

gdje mozemo primjetiti kontrahirane Levi-Civita tenzore, koje ra¢unamo pomocu izraza

(C.12). Raspisivanjem i daljnjim sredivanjem dobijemo

1 1
(%F)qp (+F)® = T (=1)- 206 Flp, = -5 (896 — 67 01) F*° Fy, (2.90)

Kontrahiranje s Kroneckerima ce proizvesti dva jednaka ¢lana, pa smo time dobili sljedecu

jednakost
1
(*F)ab (*F)ab = _5 : 2FabFab = _FabFab (291)

Uvrstavanjem ovog rezultata natrag u izraz (2.88) slijedi
FupFO = 2(Fp F 4 i Fpyy +F) (2.92)
S druge strane, izrazimo li F preko poopcenog Batemanovog ansatza (2.84), dobije se
FuF = h*(da A dB)ap (f #(dar A dB))™ (2.93)
Ovaj izraz se koristenjem (C.13) svodi na
FaF* =2fh? % (da AdB Ada AdB) =0 (2.94)

¢ime smo dokazali da je ovo elektromagnetsko polje svjetlosno.
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3 Hopfovi sveznjevi

Sveznjevi svoju primjenu u fizici prije svega nalaze u formalnom opisu bazdarnih polja. Os-
novna ideja lokalne bazdarne invarijantnosti polazi od slobode neovisnog odabira bazdare-
nja (elementa bazdarne grupe) u svakoj tocki fizickog, “baznog” prostora. Ovdje nailazimo
na geometrijski problem prikaza sveukupne bazdarne slobode na cijelom prostoru. Lokalno,
na otvorenim skupovima, to je uvijek samo Kartezijev produkt promatranog otvorenog
skupa i prostora bazdarne slobode (“vlakna”). Globalno, ovakvi lokalni dijelovi mogu biti
spojeni u “totalni” prostor na netrivijalan nacin, onaj koji nije nuzno opet Kartezijev pro-
dukt baznog prostora i vlakna. Ova geometrijska slika formalizirana je jezikom sveznjeva

(osnovni pojmovi su definirani u Dodatku D).

Heinz Hopf otkrio je [3] vazan slucaj sveznja u kojem su vlakno, totalni prostor i bazna

mnogostrukost sfere,
St e §* — §?
Osnovna ideja polazi od odabira projekcije koja svakoj kruznici unutar 3-sfere S* pridruzuje

po jednu tocku u 2-sferi S%. Danas znamo kako je ovo jedan od &etiri sliéna sveznja [25],

F FE B

s st RPTS!
St S8 CPles?
S ST HP'xSs*
ST S OopP!x=s®

Ovdje R, C, H i O predstavljaju, redom, polja realnih brojeva, kompleksnih brojeva, kva-
terniona i oktoniona, a RP!, CP!, HP'! i OP' su pripadni projektivni prostori.

3.1 Projektivni prostori
Definicija 3.1. Za relaciju ~ na nepraznom skupu S kazemo da je relacija ekvivalencije
akko je
(a) refleksivna, Vx € S: x ~ x,
(b) simetricna, Vx,y € S: z~y = y~z i
(c) tranzitivna,Vx,y,z2€ S: x~y N y~z = x ~ 2.
Jednom kada je na skupu S zadana relacija ekvivalencije, tada za svaki x € S mozemo

definirati skup
[z ={y eS|z ~y} (3.1)
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kojeg zovemo klasa ekvivalencije elementa x. Sve klase ekvivalencije na nekom skupu su
ili jednake ili disjunktne, $to znaci da klase ekvivalencije skup S razdjeljuju na disjunktne

dijelove. Klase ekvivalencije mozemo okupiti u kvocijentni skup
S/~={[z]|x €S} (3.2)

Koristan pomocni pojam na skupu s relacijom ekvivalencije je projekcijap : S — S/ ~,
definirana s p(x) = [x]. Na primjer, ako na skupu cijelih brojeva Z definiramo relaciju ekvi-
valencije “z ~ y akko je x — y paran cijeli broj”, tada je Z/ ~ = {[0], [1]}. U ovom primjeru
projekcija p svakom parnom cijelom broju pridjeljuje klasu [0], a svakom neparnom klasu

1].

Ako je na skupu s relacijom ekvivalencije bila zadana i topologija, tada postoji i “priro-

dan” odabir topologije na kvocijentnom skupu.

Definicija 3.2. Neka je (X, Jx) topoloski prostor na kojem je definirana relacija ekviva-
lencije ~ i pripadna projekcija p : X — X/~ . Tada kvocijentni prostor definiramo kao

skup X/~ s topologijom

Ixpm={0C X/~ |p7(0) € Ix} (3.3)

Provjera svojstava topoloskog prostora temelji se na jednakostima

p! <U oa) = UJr '), » (ﬂ OZ) =) (3.4)

acJ acJ

Primjer. Promotrimo Euklidsku ravninu R? sa standardnom topologijom te izdvojimo
jednu tocku 7. Ako na ovom skupu definiramo relaciju ekvivalencije “A ~ B akko |AT| =
|BT

prema gornjoj definiciji skup koncentri¢nih kruznica s radijusom r € (1, 2) je otvoren skup,

”, tada su klase ekvivalencija koncentri¢ne kruznice sa sredistem u tocki 7". Nadalje,

a skup koncentri¢nih kruznica s radijusom r € [1, 2] zatvoren skup.

Nama posebno zanimljivi slucajevi su topoloski prostori R i C" (sa standardnom to-
pologijom) u kojima su kao klase ekvivalencija izdvojeni pravci koji prolaze kroz nulu.
Oznacimo s K polje (R ili C), s “0” nulu u polju (aditivni neutralni element) te s K* =
K —{0}. Nadalje, ozna¢imo s K" Kartezijev produkt n kopija prostora K (s produktnom to-
pologijom) i opet, radi jednostavnosti, s “0” ishodiste ovog prostora. Tada na skupu K" —{0}

definiramo relaciju ekvivalencije,
a~b < INEK : a= M\
i pripadni kvocijentni prostor

KP"! = (K" — {0})/~ (3.5)

Promotriti ¢emo malo detaljnije dva najjednostavnija primjera, RP' i CP?.
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(1)

()

Realni projektivni prostor RP! sastoji se od klasa ekvivalencije oblika

(2, )] ={(",y) e R = {0} | TN e R*: (z,y) = Az, \y)}  (3.6)

Pokrijemo li RP! s dva otvorena skupa,

O, = {[(.ﬂ:,y)} € RP' |z # 0} , Oy = {[(m,y)} c RP!' |y # O} (3.7)

tada je kanonski odabir lokalnih koordinata, homeomorfizama v; : O; — R, dan s
Y x
O ([w)]) == e ([ y)]) = y (3.8)
Ove koordinate mozemo, pomocu stereografske projekcije (vidi Dodatak 1) presli-

kati na kruznicu S'. Na primjer, kompozicijom inverza projekcije iz sjevernog pola
. 2a a?—1 (3.9)
a .
a?+1"a2+1) "’

s lokalnom koordinatnom kartom v» mozemo uvesti preslikavanje

kruznice,

B :RP — S C R?

preko

B ([(z,y)]) = ( 2y : v _y2> (3.10)

22+ 2 22 + o2
pri ¢emu je vazno naglasiti kako ova definicija ne ovisi o izboru reprezentanta klase
ekvivalencije. Primjetimo kako je ovdje klasa [(x, 0)] preslikana u sjeverni pol (0, 1).
Isti rezultat dobili bismo kompozicijom inverza projekcije iz juznog pola kruznice s
lokalnom koordinatnom kartom /1. Nesto jasniji uvid dobivamo upotrebom polarnih

koordinata,
I5; ([(cos ¢, sin ¢)D = (sin(2¢), cos(2¢)) (3.11)

Odavde se lako provjeri da je RP! homeomorfan s kruznicom S!.

Kompleksni projektivni prostor CP! sastoji se od klasa ekvivalencije oblika
[(z,w)] ={(z,w) e C* = {0} | IA € C*: (Z,w') = (A2, \w)} (3.12)
Pokrijemo li CP! s dva otvorena skupa,
O1 ={[(z,w)] eCP' | z#£0} , O0,={[(z,w)] €CP'|w+#0} (3.13)

tada je kanonski odabir lokalnih koordinata, homeomorfizama ¢; : O; — C, dan s
w z
v (o)) ==, ¢a((zw)]) =~ (3.14)
Ove koordinate mozemo, pomocu stereografske projekcije (vidi Dodatak 1) preslikati

na sferu S?. Na primjer, kompozicijom inverza projekcije iz sjevernog pola sfere,

2 2b 24?2 —1
(a,b)»—)( ¢ @t )

3.15
a?+02+1"a2+02+1" a2+02+1 (3.15)
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s lokalnom koordinatnom kartom s mozemo uvesti preslikavanje

v:RP' - S*CR?

preko - . ) ,
e(zw m(zZw Z|"—|w
vl = (B e TRe e rrig) 69
Na primjer, prva komponenta je izrac¢unata prema
2a B 2Re (z/w) _ 2Re(z/w)
@+ + 1 (Re(z/w))’ + (Im (z/w))’ +1 1+ [z/wf
_ jw|* - 2Re(z/w)  2Re (ww 2) _ 2Re(zw) (3.17)

w127 PP wl ]
i analogno za ostale komponente.

Opet valja naglasiti kako definicija preslikavanja v ne ovisi o izboru reprezentanta
klase ekvivalencije. Primjetimo kako je ovdje klasa [(z, 0)} preslikana u sjeverni pol
(0,0,1). Isti rezultat dobili bismo kompozicijom inverza projekcije iz juznog pola
kruznice s lokalnom koordinatnom kartom ;. Odavde se moze provijeriti da je kvo-
cijentni prostor CP! homeomorfan sa sferom S?, poznatom jo$ kao Riemannova

sfera.

Spomenimo usput kako je kvocijentni prostor R P? homeomorfan je s Liejevom grupom

SO(3) koja parametrizira rotacije u Euklidskom prostoru R3.

3.2 Jednodimenzionalni Hopfov sveZanj

Sada cemo promotriti najjednostavniju verziju Hopfovog sveznja,

S0 St -5 RP!

St RP! St

Rx,s QN s

R! R!
Slika 3.1. Shematski prikaz jednodimenzionalnog Hopfovog sveznja.
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Konstrukecija polazi od totalnog prostora, kruznice
E=S"={(z,y) eR? |2 +y* =1} (3.18)

i bazne mnogostrukosti, projektivnog prostora B = RP!. Projekcija 7 : £ — B s totalnog

prostora na baznu mnogostrukost definirana je preko

m((z,y)) = [(z,y)] (3.19)

Svako vlakno je praslika tocke (u ovom slucaju klase ekvivalencije) u baznoj mnogostru-
kosti,

F = F_l([(l’, y)D (3.20)

Drugim rije¢ima, ovdje trazimo sve one tocke (2/,y') € E Cija je projekcija zadana tocka
[(z,y)] € B,

(@ )] ==(("9) = [(=.9)] (3.21)

Klase su jednake kad su njihovi elementi u relaciji

(2,y) ~ (z,y) (3.22)

Sto znaci da postoji A € R*, takav da je

(2,y) = (A, \y) (3.23)

Kako su (2/,y') i (z, y) tocke na jedini¢noj kruznici, imamo

1 =2+ % = \22? + 222 = X2 (2? +¢%) = N2 (3.24)
odakle slijedi
M=1= A=+1 (3.25)
Dakle,

Radi jasnije usporedbe s kasnijim, sloZenijim primjerom, ovdje naglasavamo kako je ovo

vlakno (par tocaka) moguce prepoznati kao 0-dimenzionalnu sferu,

F2s'~{_1+1}CR (3.27)

Lokalne trivijalizacije
7:0;x F—=7140) CE

definiramo na otvorenim skupovima

Or={[(z,y)] € Blz#0}, Oy={[(z,y)] € B|y+#0} (3.28)

Iz prakti¢nih razloga jednostavnije je prvo definirati inverze lokalnih trivijalizacija,

(2, y) = (y x) C o () = (I y) (3.29)

z’ || y’ |yl

18



Ovdje smo tocke vlakna obiljezili s £1,
v/|z| = sgn(z) € {-1,4+1},  y/lyl = sgn(y) € {1, +1} (3.30)

Potrazimo sada lokalne trivijalizacije 7; i 7o:

« upotrebom pokrata r = y/x i s = x/|z| imamo

2 2 4 .2
Y ety 1 1
1 2:1 —_— = = — = [
+r + p p . || e
2] s rs
r=slr| = ——m—, =TT = ——
V1472 Y V1412
te je stoga
s rs
7(r,s) = (\/1+7~2’ \/1”2) (331)

« upotrebom pokrata r = z/y i s = y/|y| imamo

1+r2_1+x2_1‘2—|—y2_1 S yl= 1
y? y? y? N= it e
S rs

te je stoga

rs s
To(r, ) = (\/1 = iy 7"2> (3.32)

Konaéno, prijelazna funkcija 7, ' o 75 : Oy x F — O x F dana je izrazom

1 4 rs s Lo
(7 om)(rs) =7 <\/1+r27\/1—|—r2)(;’m8)

Na vlaknu stoga imamo preslikavanje s — (7/|r|)s, a kako je r/|r| = sgn(r) € {—1,+1},
vidimo da je strukturna grupa u ovom slucaju G = Z,. Kako je grupa Z; homeomorfna

vlaknu F' = S°, ovo je stoga primjer glavnog sveznja, P(S', Zs).
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3.3 Hopfov svezanj

Nama posebno zanimljiv slucaj je Hopfov svezanj

St §*— CcP!

CP!

S3 S?
‘ 7r 7 ‘
Rn,s QN s
RE%

Slika 3.2. Shematski prikaz Hopfovog sveznja.

(
(

Konstrukcija opet polazi od totalnog prostora, u ovom slucaju 3-sfere S3,
E=S8={(z,y,u,v) € R* | 2” +9* +u® +0* = 1} (3.33)

i bazne mnogostrukosti, kompleksnog projektivnog prostora CP!. Sferu S? je tesko zorno
predociti. Na primjer, mozemo je prikazati pomocu dvije disjunktne kugle ¢iji su rubovi
formalno identificirani, a spojisna sfera S? predstavlja “ekvator” sfere S*. Nama je prakti¢no
smjestiti sferu S* u prostor C? s koordinatama z = = +iy i w = u +iv. U ovakvom prikazu

za svaku tocku (z, w) € S® vrijedi
|2 + Jw]* =1 (3.34)
Projekcija 7 : E — B definirana je s
m((z,w)) = [(z,w)] (3.35)
Vlakno je praslika tocke u baznoj mnogostrukosti,
F=r"([(z,w)]) (3.36)

Oznatimo s (2/,w’) € E tocku ¢ija je projekcija zadana tocka [(z,w)] € B. Ponavljanjem

procedure iz prethodnog poglavlja imamo jednadzbu

(2, w")] =7((,w") = [(z,w)] (3.37)
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Jednakost medu klasama ekvivalencije vrijedi ako su njhovi elementi u relaciji, (2, w’) ~

(z,w), pa po definiciji postoji kompleksni broj A € C*, takav da je
(2", ') = Az, \w) (3.38)
Kako obje tocke, (z,w) i (2, w'), zadovoljavaju relaciju (3.34), vrijedi
L= [+ '] = (A2 + [l = (A (|2 + [w]?) = A (339)
odnosno, A lezi na jedini¢noj kruznici u kompleksnoj ravnini,
A=¢? . ¢elo,2r)

Vidimo da sve tocke (2/, w’) koje projekcija preslikava u tocku [(z, w)] leZe na kruzniciu S?

koja je zadana fazom ¢
(2, w') = (\z, \w) = (e, e"w) (3.40)

Time smo ustanovili kako je vlakno promatranog sveznja kruznica S' u 3-sferi S3.

Slika 3.3. Hopfov svezanj. Istaknuto je nekoliko tocaka u bazi i

pripadna vlakna u totalnom prostoru.

Lokalne trivijalizacije
7:0; x F =7 Y0;) CE

definiramo na otvorenim skupovima
Oy ={(z,w) e Bl 2#0}, 0y={(z,w) € B|w+#0} (3.41)

Iz prakti¢nih razloga jednostavnije je prvo definirati inverze lokalnih trivijalizacija,

P (22). wem-(an) e

w’ ful
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Ovdje smo tocke vlakna obiljezili s kompleksnim fazama,
z/|z| = €%, w/|lw| = e (3.43)

Potrazimo sada lokalne trivijalizacije 7 i 75 :

« upotrebom pokrata p = z/w i 0 = w/|w| imamo

2 2 2 1 1
1+|p|2:1+’w’ :|Z|+|w| - = ’Z‘:—
|2[? 2] |2[? 1+ [pf?

o op

L w=pll =
VI IP VI IP

B o op
Tl(p’a)_(\/1+|p|2’ \/1+|p|2> (3.44)

« upotrebom pokrata p = w/zio0 = z/|z| imamo

z=o0lz| =

te je stoga

1+’ ’2 1+ |Z|2 |Z|2+|w|2 1 = ’ ’ 1
g pry g w = —
P w]? e w? J1+ 1P
| = ——— jw| = ——2
w=olw| = , 2 =plw|l =
1+ [p[? V1+|pP
te je stoga

ma(p,0) = (==

“——)
VIH2 V1+]p?

(3.45)

Prijelazne funkcije su dane kompozicijom lokalnih trivijalizacija

o po o /Loy
(nem)(po) =m 1(\/1+\p\2’ \/1+|p|2) a <E’HU) (3:46)

Promatranjem uocavamo da se faza 0 mnozi s fazom od p, dakle dobili smo da je djelovanje

s vlakna na vlakno kod nase prijelazne funkcije zadano mnozenjem faza, a to znaci da je u
ovom sluéaju grupa G' = U(1). Kako je grupa U(1) homeomorfna vlaknu S*, vidimo da je
Hopfov svezanj glavni svezanj P(S?, U(1)).

Na kraju ove analize cemo prikazati vazna preslikavanja u Hopfovom sveznju u kombi-
naciji sa stereografskim projekcijama. Upotrebom projekcije 7 : S* — CP! i preslikavanja
v : CP! — S?, definiranog u (3.16), te uzimajuéi u obzir uvjet (3.34), dobivamo

(yom)((zw)) = (2Re(zw), olm(zw), |2[* — |w|2) (3.47)

U realnim koordinatama, z = x + iy, w = u + v, ovo preslikavanje mozemo zapisati u

narednom obliku
(x,y,u,v) — <2(3:u +yv), 2(av — yu), 2? +y? — u? — 112) (3.48)
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Valja napomenuti kako Hopf u orginalnom ¢lanku [3] ima nesto drugaciji odabir zapisa

koordinata, z = x — iy te w = u — v, kojeg koriste i neki moderniji autori.

Nadalje, upotrebom stereografskih projekcija ay, ag : S? — C imamo

(ayoyom)((z,w)) =2/w za w#0

(agoyom)((z,w)) =w/z za z#0

Konacno, inverz stereografske projekcije ry : S* — R? glasi

3 (2w 2z, 2wy pP—1
f{,N((l‘l,ZEQ,Ig))— 1+p271+p2’1+p271+p2

gdje je uvedena pokrata p* = (1) + (22)* + (x3)% pa kompozicijom dobivamo

- 2(x1 +ixg)
(an oyomory)((21, 22, 23)) = 2z3 +i(p* — 1)

Za ovu kompoziciju uvodimo posebnu pokratu

— -1
P=QNOYOTOKy
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4 Elektromagnetski ¢vorovi

Sada cemo analizirati detalje Ranadine konstrukcije elektromagnetskih ¢vorova pomocu
Hopfovog sveznja [12-14,16,18]. Ukratko, glavna ideja je povuci volumnu 2-formu sa sfere
S? u Euklidski prostor R? pomo¢u projekcije u Hopfovom sveZnju i stereografskih projek-
cija, te pokazati kako ona tamo predstavlja 2-formu elektromagnetskog polja u pocetnom

trenutku (naknadno mozemo dobiti i njegovu vremensku evoluciju).

4.1 Cvorovi i karike

Nefomalno, évor (engl. knot) je zatvorena glatka krivulja smjestena u prostor R?, a karika
(engl. link) skup vise medusobno isprepletenih, disjunktnih ¢vorova u prostoru. Povijesno
se ¢vorovi u razli¢itim oblicima primjene pojavljuju u nizu drevnih kultura: kao nacin zapi-
sivanja i pracenja informacija kod Inka i drugih andalskih naroda, kao dekorativni element
u kineskoj narodnoj umjetnosti, kao duhovni simbol u tibetanskom budizmu (beskonacni
¢vor), kao umjetnicki motiv kod Kelta, zatim u nordijskim kulturama (valknut, inacica tako-
zvanih Boromejskih prstenova, moze se primjetiti kao ¢esto prisutan motiv u pronadenim
isklesanim kamenim plo¢ama), i tako dalje. Zacetak moderne matematicke teorije cvorova
nalazimo u Gaussovim radovima, koji je u 19. stoljecu definirao broj ulancavanja pomocu
integralne formule. William Thomson (Lord Kelvin) pokusao je atome objasniti pomocu
stabilnih vrtloga etera koji su svezani u ¢vorove [1]. Kelvin je bio inspiriran Helmholt-
zovim otkricima u mehanici fluida, strukturi vrtloga koje je moguce opisati zapetljanim
jednodimenzionalnim nitima. Kelvinova teorija je kasnije oborena Michelson-Morleyevim
eksperimentom, a svojstva atoma su objasnjena kvantnom fizikom. Pa ipak, ¢vorovi i karike
danas se pojavljuju u fizici kvantnih fluida kao i u nekim drugim kvantnim fenomenima,

npr. kod teorijski previdenih aniona (engl. anyons).

Definicija 4.1. Neka su X i Y topoloski prostori. Za preslikavanje f : X — Y kazemo
da je topolosko smjestenje ako je f homeomorfizam prostora X i topoloskog prostora

f(X) s (relativnom) topologijom induciranom iz prostora Y.

Definicija 4.2. Neka su M i N glatke mnogostrukosti. Za preslikavanje f : M — N

kazemo da je

« imerzija ako je f, : T'M — T'N injektivno u svakoj tocki mnogostrukosti M;

« glatko smjestenje ako je f glatka imerzija koja je topolosko smjestenje.

Primjeri:
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. preslikavanje f : R — R? definirano s f(x) = (z,|z|) je topolosko smjestenje, ali

nije imerzija jer nije derivabilnou z = 0

« preslikavanje g : R — R? definirano s g(z) = (23, 2?%) je derivabilno topolosko
smjestenje, ali nije imerzija jer ¢'(0) = (0,0) pa g. : To)R — T{g,0)R? preslikava sve

tangentne vektore u nul-vektor

« preslikavanje & : R — R? definirano s h(z) = (2* — 4z,2% — 4) je imerzija, ali
nije topolosko (a stoga niti glatko) smjestenje jer krivulja h(R) presjeca samu sebe u
r ==+2

Definicija 4.3. Cvor (engl. knot) je glatko smjestenje kruznice S' u prostor R?. Karika

engl. link) je glatko smijestenije k& € N disjunktnih kopija kruznice S' u prostor R?.
g Jeg Y} ] ) Py p

Mi cemo promatrati samo karike s dvije komponente. Najjednostavnija takva je Hop-

fova karika,

Slika 4.1. Hopfova karika.

Neka je zadana karika s orijentiranim komponentama, nacrtana projicirana na dvodi-
menzionalnu Euklidsku ravninu R?. Svakoj tocki gdje se sijeku projicirane komponente

karike mozemo pridruziti jedan od brojeva 1 prema pravilu kako je skicirano na crtezu

T

ispod

+1 -1

Tada broj ulancavanja (engl. linking number) definiramo kao sumu svih brojeva koji su
pridruzeni tockama presjecista, podijeljenu s 2. Na primjer, u slucaju Hopfove karike imamo

dvije moguce orijentacije, kao sto je prikazano na crtezu ispod.
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(D

(=-1 0 =+1

Slika 4.2. Broj ulancavanja dvije razlicite orijentacije Hopfove karike.

4.2 Hopf-Ranadino elektromagnetsko polje

Kao sto je spomenuto u uvodu, projekciju u Hopfovom sveznju ¢emo upotrijebiti za kons-

trukciju 2-forme koja ce predstavljati tenzor [, elektromagnetskog polja.
U n-dimenzionalnoj mnogostrukosti s metrikom g,;, volumna forma je oblika
e=+/|gldz' Ada? A~ Ada” (4.1)

gdje je g determinanta metrike. Na jedini¢noj sferi S* u sfernom koordinatnom sustavu
(¢,0), normalizirana volumna forma & € ?(S?) (dobivena dijeljenjem s povrsinom sfere)

glasi
1
0=—sinfdf Ado (4.2)
47

Promotrimo sad sferu S? uronjenu u Euklidski prostor R? s Kartezijevim koordinatama

(817 52, 83)'
sinfdf = —d(cosf) = —ds;
dsg — sod
¢ = a]rcta]n2 = do= %
S1 s1+ S5

Kako koordinate (s1, s, s3) € S? zadovoljavaju uvjet
(s1)? + (s2)% + (s3) = 1 (4.3)

odmah imamo
81d31 + 82d82 + 83d83 =0 (44)

pa u svim tockama gdje je s3 # 0 mozemo pisati

sinfdf = 2L ds, + 22 ds, (4.5)
S3 S3
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Uvrstavamo natrag u izraz za o

(s1+s3)(ds; Adsy)  dsy Adsy
471'53(3% + 8%) N 47T53

o= (4.6)
Sada ¢emo ovu 2-formu “povuci” u kompleksnu ravninu C pomocu inverza stereografske
projekcije ay,

o= (ay')d € Q*(C) (4.7)

Pomocu stereografske projekcije moZzemo lako iscitati koordinate tocke na sferi S? ¢ija je

projekcija u kompleksnoj ravnini tocka £ = a + b

(4.8)

2 2b 2 21
a;vl(awb):( ¢ @ +0 )

a?2+02+1"a2+02+1" a2+02+1

Uvrstimo li to u gore navedeni izraz za o

. <d51 A dsQ> _ d((ay)s) Ad((ay')"s2) _

o= (a
(o Arss 4 (ay')*s3

B 1a2+b2—|—1d( 2a )/\d( 2b )
C4ma?+02—1 \a2+b02+1 a?+ b2 +1

Raspisivanjem dobijemo

1 daAndb

i e S T

(4.9)
Zelimo o zapisati pomocu &. Uo¢imo prvo

dé A dé = (da + idb) A (da — idb) = —ida Adb+idb Ada = —2idaAdb  (4.10)

da A db = dc A fif
-2
Vratimo li to u izraz za volumnu formu, slijedi
1 dende

Dobivena forma o je zatvorena forma, do = 0, jer je maksimalnog ranga na mnogostrukosti

C.
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Hopfova konstrukcija nam nudi nekoliko preslikavanja iz R? u C, koja moZemo upotri-

jebiti za povlacenje 2-forme o u (fizikalni) prostor R3.

« Ranije smo uveli preslikavanje ¢,

2(z1 + ix2)
= 4.12
@(1‘171’271’3) 2$3+'L(p2 — 1) ( )
« Preslikavanje v dobije se ciklickom zamjenom koordinata
2(1’2 + ll‘g)
> C (. = 4.13
(Il,flfg,fﬁg) (x27x37xl) ('Il I‘Q,Z‘g) 2.1'1 +Z(p2 —_ 1) ( )
« Preslikavanje y dobije se ciklickom zamjenom koordinata
2(xs + 1w
(21,02, 23) = (T3, 71, 72) 1 X(¥1, To, 3) = (=2 ) (4.14)

22y +i(p? — 1)

Projekciju ¢ ¢emo, kao §to smo ve¢ najavili, upotrijebiti za konstrukciju 2-forme u R?,

definiranu kao
F=—Vayo (4.15)

gdje je a dimenzionalna konstanta uvedena za potrebu kasnije normalizacije polja. Pogle-

dajmo kako izgleda to povlacenje kada se uvrsti dobiveni izraz za 2-formu o (4.11)

S g A g ) - LAl
C0 T\ eP?) T 2w (IR

1 (dp*) A(de€) 1 dpAdyp

C2m (L4 €22 2mi(1+ @yp)?

(4.16)

Napomena: u posljednoj jednakosti smo uveli “pokratu” koja se ¢esto koristi u literaturi,

(7€) (r) = (£ o) (r) = £(p(r))

© (4.17)

Uvrstavanjem ovako dobivene vrijednosti ¢*o, slijedi da je F'

Va de Adg

— i 5] (4.18)

gdje je F' Hopf-Ranadino elektromagnetsko polje. Uvjerimo se da je F' stvarno elektro-
magnetski tenzor, tj. da ovako definirana 2-forma F),,, zadovoljava Maxwellove jednadzbe
(2.30). Uvrstavanjem (4.15) u prvu Maxwellovu jednadzbu se lako provjeri da je jednadzba

zadovoljena:

dF = d(=Va ¢*0) = —Vad(¢*0) = —Va ¢*(do) =0 (4.19)

Kod provjere valjanosti druge Maxwellove jednadzbe koristiti cemo relaciju koja povezuje
preslikavanja ¢ i v
x(p o) = =0 (4.20)
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Jednostavnim ra¢unom vidimo da je i druga Maxwellova diferencijalna jednadzba zadovo-

ljena:

d*xF = d(—vax(p*0)) = —vadx(¢ o) = —vad(=9"0) = Vav*(do) =0 (4.21)

U oba slucaja, posljednja jednakost vrijedi zato $to je o forma maksimalnog ranga, pa je

automatski zatvorena, do = 0.

Da bismo izrazili elektromagnetski tenzor /' po komponentama, treba izracunati vanjski

produkt iz izraza (4.18). Pogledajmo prvo ¢emu je opcenito jednako av A
1
aAf=(a,dz”) A (B,da”) = o, B, dat Ada” = E(a#ﬁy — o, f,) dat A da”
Usporedbom ovog raspisa sa (C.2) lako is¢itamo da je

(@A B)uw = uby — By, (4.22)

U nasem slucaju se u 2-formi £’ (4.18) javlja vanjski produkt oblika dp A dg, gdje su dy i
dg 1-forme za koje vrijedi da je dp = (0,¢)dz*, tj. piSemo (dy), = 0,¢. Izvrijednimo li
produkt dp A dp po relaciji (4.22), slijedi

(dQD A d@)uu = d@ud@u - d@ud@u = au(pau@ - au@au@ (4.23)
Uvrstimo li to natrag u izraz (4.18), dobije se

_ﬁ %soau@ - au@au@ _ ﬁau@auSO - 8V@au90
omi (1 + @p)? 2mi (1 + @)

F., = (4.24)

Elektromagnetski tenzor F),, cemo, radi Citkijeg zapisa, izraziti uz pokratu

a1
9(, @) = —5 (EmE (4.25)

pa je dakle
Fu = =9(6, ) (0,800 — 0,00,0) (4.26)

Rastav elektromagnetskog tenzora na elektricnu i magnetsku 1-formu smo vec proveli

u poglavlju 2.1. U sustavu mirovanja opazacice u* = (1, 0) elektri¢no i magnetsko polje su

E, = (0, Fio, Fa, F30) , By, = (0, Fas, F31, Fi2) (4.27)

Uvrstimo to natrag u nas$ izraz za F),, (4.26)

E' = E; = Fyy = —g(,9)(8:900¢ — 0000:) (4.28)

Dakle, vektorski zapisano, slijedi da je elektricno polje dano izrazom
E = —g(¢,9)(V@dp — 06V ) (4.29)
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U izrazu (4.29) se pojavljuje vremenska ovisnost funkcije ¢, koja nam nije poznata (jer
smo ¢ konstruirali u R? ), tako da elektri¢no polje ne¢emo racunati ovim putem. No, po-

gledajmo sto je s magnetskim poljem, tj. sto se dobije uvrstavanjem u (4.26) za magnetsko

polje
i 1 po 1 kl 1 kl - - _
B'=D; = 5o Foo = i Fiy = —5€i 9(¢, @) [0x PO — D1POkp] =
1 _ _ _ _ o -
= —56"9(, @) - 206p00 = €910, )PP = —9(, B) (VP X Vp);  (4:30)

Odnosno, vektorski zapis magnetskog polja B dan je izrazom

B =—g(p,p)Vp x Vg (4.31)
Magnetsko polje mozemo izraCunati jer su nam poznate prostorne derivacije funkcije .

Kako se oblik V¢ x V¢ pokazao pogodniji za racunanje polja, istim cemo putem odre-
diti i elektri¢no polje, koristeci pri tome dualni elektromagnetski tenzor *F),,. Dualni elek-
tromagnetski tenzor se dobije povlacenjem 2-forme o pomocu preslikavanja ¢, a od tenzora
F,,,, se razlikuje po zamjeni mjesta elektricnog i magnetskog polja, tj. njihovih polozaja u
matrici (vidi 2.22 i 2.25). Dakle, ra¢unanjem analognog izraza oblika ~ V1) x V4 dobiti

cemo trazeno elektri¢no polje.
E = —g(0,9)VJ x V¥ (4.32)

Elektri¢no i magnetsko polje kao realnu i imaginarnu komponentu elektromagnetskog ten-
zora ' mozemo dobiti i preko poopcenog Batemanovog ansatza (2.63), odaberemo li za
kompleksne funkcije v i 5 te funkciju A sljedece vrijednosti

2(iz — x) _aN?

h 4.33
r24+1 "’ T (4.33)

8=

Pogodno je raditi u bezdimenzionalnim koordinatama (X, Y, Z, T'), koje se od fizickih

koordinata (x1, z9, x3,t) razlikuju za A
(XY, Z,T) = Ma1, 22, 23, 1) (4.34)

gdje je A konstanta sa dimenzijom inverzne duljine. Na ovaj smo nacin, pomocu program-
skog paketa Mathematica izracunali magnetsko i elektricno polje, te smo dobili sljedece

izraze:

B(r,0) = % 2 -X2),-2(X+YZ),-1- 2"+ X*+Y?) (4.35)

E(r,0) = % (1+X?=Y?—-2Z22(-Z+ XY),2(Y + XZ)) (4.36)
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Iz gornjih izraza za B i E, preko relacija B = V x Ai E = V x C, takoder pomocu

Mathematice, dobivamo izraze za vekorske potencijale A i C :

Ar,0) = %(x _X,—1) (4.37)

4.3 Vremenska evolucija elektromagnetskih ¢vorova

Za pronaci elektromagnetski ¢vor definiran u svakom trenutku, iz pocetnih uvjeta Cauc-
hyeve zadace, koristiti cemo Fourierovu analizu. Slijedeci postupak iz ¢lanka [24] radimo

Fourierov rastav vektora B + iE,

;3/2 / d*k (R (k) + iRs(k))e™? (4.39)

B(r,t) + E(r,t) = o)

gdje je k-x = wt—k-r,w? = k?, arealni vektori R; i Ry moraju, da bi vrijedile Maxwellove

jednadzbe, zadovoljavati sljedece relacije:

k-Ri=k-R;=R;-Ry=0 (4.40)
k x R2 = WRl, k x R1 = _CL)RQ (441)
Rastavom na realni i imaginarni dio dobivamo magnetsko i elektricno polje
1
B(r,?) = n)i / 4’k (R (k) cos(k - ) — Ra(k)sin(k - z)) (4.42)
1

E(r,t) = @ / k(R (k) sin(k - ) + Ro(k) cos(k - z)) (4.43)

Vektore R; i Ry rac¢unamo iz pocetnih uvjeta Cauchyeve zadace elektromagnetskog polja

1 |
Ry(10 + Ro(k) = / &r(B(r,0) + iE(r, 0)) " (4.44)
U konacnici se dobije
a e—w//\
R, = \/;%—)\2 —— (i, why + ok, —wks — & — k) (4.45)
—w/A\
VO ey K24 K2 —wky — ks K k) (4.46)

Ry = ——
V2TA?2 W
Konacno, upotrebom formula (4.42) i (4.43) dobivamo vremenski ovisno elektri¢no i mag-

netsko polje

2
B(r,t) = %(QH1 + PH,) (4.47)
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2
E(r,t) = %(QH2 — PH)) (4.48)

gdje su vrijednosti A, P, () dane relacijama

R —-T%+1

A= ,
2

P=T(T*-3A%, Q= A(A*>-3T? (4.49)

a vektori H; i H, su

{_ 2 (v 2
H1:<Y+T—XZ,—X—(Y+T)Z, Z ”; + +T)> (4.50)
14+ X2+ 22— (Y +T)?
H2:< rATY . ¥+ ),—Z+X(Y+T),Y+T+XZ> (4.51)

Ovakvo rjesenje zadovoljava relacije E- B = 01 |E| = |B|.

Direktnom provjerom se vidi da naredne funkcije generiraju gore navedeno vremenski

ovisno elektri¢no i magnetsko polje (4.47) i (4.48)

(AX —=TZ)+i(AY + T(A—-1))

o) = T TN i(A(A—1)—1TY)

(4.52)

(AY+T(A-1)) +i(AZ + TX)
I t) = (AX —TZ) +i(A(A—1) - TV) (4.53)

Zanimati Ce nas jos$ i gustoca energije

2
1oy o a1+ X24+ (Y +T)2+ 2%
ulr. ) =5 (BB =1 (A2 T2)8

(4.54)

Iz gornjeg izraza vidimo da se gustoca energije elektromagnetskog ¢vora u vremenu sma-

njuje. Drugim rije¢ima, elektromagnetski ¢vor se “rasprsuje” u vremenu.

4.4 SloZeniji elektromagnetski ¢vorovi

U Hopfovom sveZnju svako vlakno je povezan prostor, kruznica S!, a svaka dva vlakna su
ulan¢ana u Hopfovu kariku. Zelimo li pronaci elektromagnetsko polje koje je slozenije od
osnovnog Hopf-Ranadinog rjesenja, potrebno je nekako zakomplicirati ovu geometrijsku

konstrukciju.

« Multiplicitet m preslikavanja f : S* — S? je broj povezanih komponenti vlakna
f~YT) iznad to¢ke T € S%. Kod Hopf-Ranadinog rjesenja ocigledno imamo m = 1.
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Ranada i Trueba [16, 24] su pokazali kako dobiti elektromagnetske ¢vorove s opce-
nitim multiplicitetom. Osnovna ideja je upotreba “rotiranja” kompleksnih brojeva
operacijom

pm(2) = |2] exp(mArg(z)) (4.55)

za svaki m € Z. Zamjenom preslikavanja ¢, 9 s

" = pulp) s 9 = p(V) (4.56)

dobivamo elektromagnetski ¢vor izgraden iz sveznja s projekcijom multipliciteta m.

Pripadno elektri¢no i magnetsko polje su samo visekratnici osnovnih polja

E™(r,t) = mE(r,t), B™(r,t) =mB(r,t) (4.57)

« Elektromagnetski ¢vorovi s vecim brojem ulanc¢avanja su prvi put pronadeni u ¢lanku

[32]. Ideja je poopciti Hopf-Ranadino rjesenje zapisano u Batemanovom obliku,
F=VaxVpg

s potenciranim funkcijama,

F=Va? x Vj! (4.58)

za neke p, ¢ € 7. Pri tom silnice postaju tzv. (p, ¢) torusni ¢vorovi.

4.5 Ulancanost i helicitet elektromagnetskih ¢vorova

Ulancanost parova silnica elektricnog ili magnetskog polja Hopf-Ranadinog rjesenja dana
je brojem ulancavanja, koji je usko povezan s helicitetima promatranog elektromagnetskog
polja [23,24,31]. Opcenito, postoji veza (vidi [24], str. 207) izmedu tzv. Hopfovog indeksa n
(zapisanog pomocu integrala 3-forme A A F po totalnom prostoru S?), broja ulan¢avanja ¢

i multipliciteta m
£m2=n:/ ANF (4.59)
S3

Kod osnovnog Hopf-Ranadinog rjesenja imamo m = 1 pa je ¢ = n a direktnim racunom

dobijemo ¢ = 1. KoriStenjem formula iz Dodatka E,

Ree = / C-E d* (4.60)
R3

hopm = | A-Bd3r (4.61)

R3
i gore navedenih izraza za elektri¢no i magnetsko polje te pripadne bazdarne potencijale,
dobivamo

= Ny (4.62)



Jednakost elektricnog i magnetskog heliciteta ovdje nije iznenadenje, s obzirom da je Hopf-
Ranadino rjesenje jedan specijalan slucaj Batemanovog rjesenja. Ovdje je posebno zanim-
ljivo to $to su helicitet i Hopfov indeks dovedeni u direktu vezu

: ove dvije veli¢ine su pro-
porcionalne s dimenzionalnim faktorom a,

h = % (hee + hmm) = an

Slika 4.1. Prikaz vlakana u totalnom prostoru Hopfovog sveznja.

Mozemo primjetiti da su svake dvije kruznice medusobno ulancane.
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5 Magnetski monopoli

Magnetski monopol je tockasta Cestica koja nosi magnetski naboj i izvor je magnetskog po-
lja na analogan nacin kao sto je tockasti elektri¢ni naboj izvor elektricnog polja. U ovom po-
glavlju cemo pokazati da se magnetsko polje magnetskog monopola moze prikazati pomocu
vektorskih potencijala A koji su lokalno definirani na otvorenim skupovima oko monopola
a medusobno se razlikuju do na bazdarnu transformaciju. Zahtjev konzistentnosti bazdarne
transformacije rezultira izrazom koji povezuje elektri¢ni i magnetski naboj, tzv. Diracovim
kvantizacijskim uvijetom koji povezuje postojanje magnetskih monopola i kvantiziranost
elektricnog naboja. Polje i bazdarni potencijal monopola izraziti cemo i jezikom diferen-
cijalnih formi, te pokazati da se fizika magnetskog monopola moze matematicki prikazati

Hopfovim sveznjem.

5.1 Magnetsko i bazdarno polje magnetskog monopola

Kao sto smo vec naveli u 2. poglavlju, Maxwellova jednadzba V - B = 0 (2.7) dopusta
izrazavanje magnetskog polja pomocu vektorskog potencijala A (2.39), buduci da je diver-

gencija rotora nula

V.-B=V. (VxA)=0 (5.1)

Pogledajmo bi li ovakav zapis bio zadovoljen u slucaju postojanja magnetskog monopola.

Polje magnetskog monopola u ishodistu dano je izrazom

B(r) = ki, 7% 'y (5.2)

gdje smo uveli pokratu k,,, = po/4m. Uvrstavanjem ovog izraza u (2.7) dobijemo

r

V~B:V-<—3> (5.3)
r

Zar > ( divergencija je stvarno nula, no problem nastaje u tocki u kojoj se nalazi monopol,

zar = (. Integriranjem po kugli K radijusa R te koristenjem Gaussovog teorema za prijelaz

na integral po rubnoj sferi S = K dobivamo

/(V'B)dT:j{B-da:km%-47TR2:47Tkmg:uog (5.4)
K S R

Sve skupa dakle mozemo zapisati
VB = 09 (r) (5.5)

S druge strane, upotrebom magnetskog potencijala i integracijom po rubnoj sferi S dobije

se

4wkmg:j§B-da:]{(VxA)-da: A-dl=0 (5.6)
S S oS
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Zadnja jednakost vrijedi jer je rub sfere 0S prazan skup. Nekonzistentnost nastaje zbog
toga Sto je u prethodnom izrazu pretpostavljeno da postoji globalno definirano vektorsko

magnetsko polje A koje mozZemo bez problema integrirati po sferi S.

Problemu se moze jednostavnije pristupiti izrazimo li magnetsko polje B i potencijal
A preko sfernih koordinata. Zapisimo prvo izraz za rotor opcenitog vektora v u sfernim

koordinatama
1 o0 . ow\. 1,1 Ov 0 A
Vxv= Ty (% (sinfvg) — 8_¢> L+ (sin@ 9 or (rv¢)) 0+
1 /0 ov, \ -
2 (-5 ) 6 67

Izrazimo li magnetsko polje B preko ovog zapisa, dobijemo

B=VxA-=

= ; (Op(sin O Ay) — 9 Ag)E + % ( = OsA, — 8T(7’A¢)) 0+

7 sin sin 0
+ %(ar(mg) — 0pA,) @ (5.8)
Kako je B proporcionalan samo s #, vrijedi da je
% (0,(rAg) — 9pA,) =0 (5.9)

Vidimo da je jedan konzistentan odabir komponenti
AT = 0, Ag = O, A¢ = A¢(T, 9) (5.10)

Uvrstavanjem ovakvog odabira u izraz za dio polja u 0 smjeru u relaciji (5.8), koje je takoder

nula, dobijemo

1( ! OpA, — (9,(7“14(1)))9 = %( —0,(rdy))0 =0 (5.11)

r \sin @

Iz gornjeg izraza vidimo da je 0,(rAy) = 0, odnosno da A, nema ovisnosti o 7. Dakle,
mozemo zakljuciti da je ovisnost iskljucivo o kutu 6 pa piSemo

f(9)

T’Ad) = f(@) = A¢ = (5.12)

Vratimo li to u izraz za magnetsko polje (5.8) i izjednacimo li sve skupa sa poljem magnet-

skog monopola (5.2), dobijemo

- silne ) (sine @) — Ky % (5.13)
Uredivanjem ovog izraza dobije se
Oy (f(0)sinf) = k,,gsiné (5.14)
Integriranjem posljednje jednakosti slijedi da je
f(0)sin® = —k,,gcosf + C (5.15)
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Za odredivanje konstante C' pozivamo se na jednadzbu (2.39)

A~dl—/B-da (5.16)
a8 S

koja povezuje integrale po plohi S i njenom rubu 0S. Integraciju cemo provesti u dva
slucaja: za plohu integracije cemo prvo koristiti gornju polusferu S, pa donju polusferu

S_. U oba slucaja krivulja C = 95 je “ekvator”, kruznica u ¢ = 7 /2 ravnini.

a) Pretpostavimo li da je A nesingularno na 0 < ¢ < /2, imamo

Ay 21R = km% .27 R? (5.17)
Znamo da je A, = f.(0)/r, paje
0
Ay(r =R,0) = 1+(0) (5.18)
R
Uvrstimo li to u (5.17), slijedi
0
f+—]§)) -2mR = 2mk,,g (5.19)

odnosno, uz § = 7/2 smo dobili da je funkcija f, dana izrazom

£+ (5) = kmg (5.20)

Ovu cemo relaciju upotrijebiti za odredivanje konstante, koristeci prethodno dobijen

izraz

f(0)sin® = —k,,gcosd + C (5.21)

Uvrstavanjem 0 = 7/2 u izraz (5.21) konacno se dobije
Cy = f+<g> = kmg (5.22)

b) Ako pretpostavimo da je A nesingularno za /2 < 6 < m, smjer integracijske krivulje

je tada obrnut, pa vrijedi

g
—Ay - 2mR = kmﬁ 21 R? (5.23)

Kako je A, = f_(0)/r, slijedi

Ay(r=R,0) = £-6) (5.24)
R
Kada to uvrstimo u (5.23), uz § = 7/2, dobije se
T
J- <§> = —kmg (5.25)

Konstantu opet racunamo pomocu relacije (5.21), uvrstavanjem u koju se dobije da je

C = f (g) — kg (5.26)
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U konacnici oba rezultata mozemo zapisati ovako

f£(0)sin® = —k,,gcos + kg = £k, g(1 F cos ) (5.27)
1 F cosf
f+(0) = ikmg—jF. (5.28)
sin 6
Uvrstimo li ovaj izraz za f4(6) u prethodno navedeni odabir (5.10)
0
Ay(r,0) = #, A, =0, Ay=0 (5.29)

dobijemo izraz za magnetski potencijal

1F cosb ~

rsin (5:30)

Ai(ra 9) = ikmg

Sad vidimo pozadinu prethodno spomenute nekonzistentnosti - ispravno integriranje
valja zasebno napraviti na svakoj od polusfera s pripadnim nesingularnim dijelom vektor-

skog potencijala A

/S(VXA)-da—/S (V><A+)~da+/ (VxA) da—

:/CA+-d1 —/CA_ -df: /C(A+ —AL)-dl (5.31)

Linijski element u sfernim koordinatama je opcenito
dl=dr#+7rd00 +rsinfdde @ (5.32)

U nasem slucaju se integracija vrsi po kruznici u ekvatorijalnoj ravnini, dakle r je konstanta,
0 = m/2, pa je onda linijski element

dl:O+O+R-sing-dq§q§:Rd¢$ (5.33)

Ostaje nam uvrstiti dobiveni dl u (5.31)

271'1

[Bda= [(vxayda= [a-an a= [T L (rG) - 1) o

21
=(kmg + kmg) ¢| = 2kng- 21 = 4Arwk;yg (5.34)

0

Vidimo da uz ovako zadan magnetski potencijal A integriranje daje tocan rezultat, u skladu

s relacijom (5.4).

Pogledajmo kako izgleda razlika A, i A_

1—cosf - 1+ cosf -
A+ —A_ :/{ng - d) - (_) kmg . ¢ =
rsin f rsinf
kmg In kag I
=———(1—cosf+1+cosb)p=——¢ (5.35)
rsinf rsin 6
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U gornjem izrazu prepoznajemo gradijent. Pogledajmo prvo kako je zadan gradijent u sfer-

nom koordinatnom sustavu neke opcenite skalarne funkcije T’

ar . 18Té 1 0T -

VT = — — 5.36
OTTJFT ol +7“sir19 )0, (5.36)
Kada je T' = ¢ imamo da je
1 ~
Vp=——¢ (5.37)
rsin 6
Uvrstimo li to u (5.35), dobijemo da je
A, — A =2k,gVo (5.38)
Dakle, polja A, i A_ razlikuju se do na bazdarnu transformaciju
AL =A_+ VXA, \N=2k,g0 (5.39)

5.2 Magnetski monopol i kvantizacija naboja

Neka je 1 valna funkcija fermiona mase m i naboja ¢, opisanog Diracovim Lagranzijanom
L= ihm/_w“auw — mc* (5.40)
Kod lokalne bazdarne simetrije zahtjevamo da Lagranzijan bude invarijantan na transfor-
maciju
P — @)y (5.41)
Parametar transformacije § mozemo zamijeniti parametrom \

AMz) = —%Ce(x) (5.42)

pa se transformacija derivacije polja moze zapisati na sljedeci nacin
Bp — e~iMhe (au - ihi(aux)ﬂ (5.43)
c

Vidimo da se derivacijom polja dobio dodatni ¢lan. Medutim, ako u Lagranzijanu svaku

derivaciju zamijenimo s kovarijantnom derivacijom D,

o 4
Dy =0, +iz A, (5.44)

gdje se bazdarno polje A, transformira prema A, — A, + 0, svi ce se dodatni ¢lanovi

ponistiti i Lagranzijan ce uistinu biti invarijantan.
U sustavu jedinica u kojem je ¢ = 1, bazdarna transformacija je oblika

1 — exp ( — %)w (5.45)
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U nasem slucaju, na dijelu prostora u kojem je bazdarno polje A imamo pripadnu valnu

funkciju 14, te su valne funkcije vezane gore navedenom bazdarnom transformacijom

_ 4
Yy = exp ( Zh>\> P (5.46)
Uvrstimo li A iz izraza (5.39), dobije se
B 2qknmg
vy =exp (=i ) (547)
Za ¢ = 0 vrijedi jednakost
V(¢ =0) = exp(0)p- = (¢ = 0) (5.48)
Nadalje, mora vrijediti i
V(¢ =2m) = ¢4 (¢ =0) (5.49)
(¢ =2m) =¢_(¢=0) (5.50)
Raspisimo sada relaciju izmedu valnih funkcija koristeci gornje relacije
2qkmg
Va6 =2m) —exp (= i=2m ) g (6 = 2m) =
2qkmg
:exp(—z 27r>¢)_(¢:0):
2qkmg
= exp < i 27T> vy (p=0) (5.51)

Dakle, dobili smo

2qkmg
V(6= 0) = 6. (¢ = 2m) = exp ( —i—"2m )y (6 = 0) (5.52)
odakle slijedi da je
2qk

exp < ' mg27r) =1 (5.53)

pa u konacnici mozemo pisati

2

qmg:nez (5.54)

Dobiveni uvjet mozemo interpretirati kao kvantizaciju elektricnog naboja

h h
q=—"n=—n, nei (5.55)
2kmg g

Drugim rije¢ima, samo postojanje magnetskih monopola bi bilo dovoljno za teorijsko ob-

jas$njenje kvantiziranosti elektricnog naboja.
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5.3 Magnetski monopol u formalizmu diferencijalnih formi

Sada cemo analizirati magnetsko polje magnetskog monopola,
B(T) = B(T) r= BTe(T) (5.56)

u formalizmu diferencijalnih formi. Koristimo sferni koordinatni sustav u kojem metrika

Minkowskog ima naredne komponente

-1 0 0 0
B 0 1 0 0 (5.57)
=0 0 o '
0 0 0 r%sin?d
Racunanjem vidimo da su kovarijantna i kontravarijantna komponenta jednake
B, =n.,B" =n,,B" = B" (5.58)

odnosno, drugim rije¢ima, magnetsko polje kao 1-forma je B = B(r)dr. Uvrstimo li to u
relaciju (2.13)
F=uNE+x(uNB) (5.59)

gdje je sada elektricno polje £ = 0, a 4-vektor opazacice je u* = (1,0), tj. v, = (—1,0),
dobije se
F =x(uNB)=x(—dt A B(r)dr) = —B(r) x (dt A dr) (5.60)

Izracunajmo sada Hodgeov dual 2-forme dt A dr. Identitet (C.14) za o = 3 svodi se na

Vaul »
a A s = o (v, ) At A dr A df A dg (5.61)

Uvrstimo sada o = d¢ A dr. Determinanta metrike Minkowskog u sfernom koordinat-

nom sustavu je
n=|—1-1-72-7*sin’f| = [r*sin’0] = /|n| =r?sind (5.62)
Relacija (5.61) nam daje

dt Adr Ax(dt Adr) =n''n""r*sinfdt Adr Adf A de =
= —r¥sinfdt Adr AdO A do (5.63)

Usporedimo li lijevu i desnu stranu dobivene jednakosti, mozemo primjetiti da je
#(dt Adr) = —r?sinfdf A de (5.64)
Uvrstimo dobiveni rezultat natrag u izraz (5.60)
F=—B(r)*(dt Adr) = ky,gsin0do A do (5.65)
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Dobiveni izraz mozemo zapisati i na sljedeci nacin
F =kpgsin0df A de = d(—ky,g cos 0 do) (5.66)

gdje u derivaciji prepoznajemo bazdarni potencijal A zadan relacijom F' = d A. Konkretno,

bazdarna 1-forma je oblika
A= —k,gcosfdo+ d\ (5.67)

gdje \ predstavlja bazdarnu slobodu u izboru, buduc¢i je dd\ = 0. Usporedbom s ranije

dobivenim bazdarnim potencijalima (5.30) mozemo pisati

Ay = +kng(l F cosh)do (5.68)

5.4 Svezanj u pozadini magnetskog monopola

Kako bismo magnetski monopol doveli u vezu s Hopfovim sveznjem, valja prvo prevesti
gornje razmatranje vektorskog potencijala i bazdarnih transformacija u formalni jezik svez-
njeva. Na ovu vezu je prvi ukazao Trautman [7], dok su detalje razradili Minami [8] i
Ryder [9].

Fizikalni prostor u kojem je definirano polje magnetskog monopola je Euklidski pros-
tor R3 bez ishodista (u kojem je smjesten monopol). Na ovom prostoru Zelimo prikazati
bazdarne slobode koje su nam na “raspolaganju” kod primjene principa lokalne bazdarne
invarijantnosti. Stoga, prirodno je za baznu mnogostrukost odabrati M = R® — {0}.
Medutim, valja uociti da je ovu mnogostrukost moguce neprekidnim preslikavanjem

t
H:[0,1]xM— M, H(tr)= (1—t)r—|—ﬂr
r
deformirati u jediniénu sferu S?. Stoga, jednostavnosti radi (vidi teorem 9.1 u [27]), ekvi-
valentno moZemo za baznu mnogostrukost odabrati sferu S?. Ovu sferu ¢emo pokriti s dva

otvorena skupa,

O,=S*-S, O_=S*-N

gdje su N i S, redom, sjeverni i juzni pol. Elektromagnetsko polje je U(1) bazdarna inte-
rakcija, Sto znaci da ce vlakno sveznja biti Liejeva grupa U(1), homeomorfna s kruznicom

S!. Lokalne trivijalizacije sveZnja moZemo zapisati s

Oy xU1)={((0,9),e")|0[0,7),dpec0,2r), ay €[0,2m)} (5.69)

O_ xU(1)={((0,9¢),e*) |0 (0,7],p€0,2m), a_ € [0,2m)} (5.70)
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Spajanje vlakana u sveznju zadano je strukturnom grupom koja je ovdje opet grupa
U(1) (kruznice medusobno spajamo pomocu rotacija). Primjetimo, ovdje imamo struk-
turnu grupu jednaku vlaknu pa je posrijedi glavni svezanj P (SZ, U (1)) Time smo uspos-
tavili geometrijsku vezu izmedu Hopfovog sveznja i sveznja bazdarnog polja magnetskog

monopola.

Diracov argument kvantizacije elektricnog naboja povezan je s prvim Chernovim bro-
jem, jednom od topoloskih invarijanti koje karakteriziraju svezenjeve,
i

Ch = .7: e (5.71)
o

pri cemu je F = dAte A = i(q/h)A. Uvrstavanjem ranije izvedenih izraza za bazdarne

potencijale dobivamo

C) = ! .7:— (/ dA++/ dA_):L( A++/ A_):
2r 2 St 2m S, oS_

. o
7 ioig 2k.nq9
_ A )= %, dé = — 5.72
o SI(-A+ A) = o h 9/ ¢ 7 (5.72)

Ovaj racun nam daje uvid u topolosku pozadinu kvantizacije elektricnog naboja.
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6 Eksperimentalne potrage

U ovom poglavlju cemo dati kratak pregled eksperimentalnih potraga za magnetskim mo-
nopolima, pokusaj povezivanja elektromagnetskih ¢vorova s opazenim pojavama u prirodi

i jedan prijedlog generiranja elektromagnetskih ¢vorova u laboratorijskim uvjetima.

6.1 Elektromagnetski ¢vorovi u laboratoriju

Kuglaste munje su elektromagnetski ¢vorovi? Kuglaste munje [17, 21, 22, 28] su rijedak, ali
dobro dokumentiran meteoroloski fenomen. Najcesce su opisane kao elektri¢ni izboj (neki
oblik plazme) sfernog ili elipsoidnog oblika koji se ponekad javlja za olujnog vremena,
obi¢no u neposrednoj blizini tla. Tipi¢no su promjera izmedu 10 cm i 1 m, horizontalne
brzine od nekoliko metara u sekundi, s vremenima zZivota u rasponu od 1 do 10 s. Opazene
su u nekoliko boja: bijeloj, Zutoj, crvenoj, ljubi¢astoj i zelenoj. Unato¢ brojnim pokusajima
preciznog teorijskog objasnjenja kuglastih munja i njihovog formiranja, do sada nisu pro-

izvedene u laboratoriju.

GLOBE OF FIRE DESCENDING INTO A ROOM. Fig. 2. — Le globey de feu dans la salle.

Slika 6.1: Dva prikaza kuglastih munja na ilustracijama na prijelazu iz 19. u 20. stoljece.

Ranada i Trueba [17,22, 28] su predlozili objasnjenje kuglastih munja pomocu elektro-
magnetskih ¢vorova. Njihov prijedlog je da bi elektromagnetski ¢vor formiran za vrijeme
udara munje, kad je zrak ioniziran a temperatura jako visoka, prvo zracio energiju u skladu
sa Stefan-Boltzmannovim zakonom. Dok god je plazma dovoljno vruca vrijedi pretpostavka
o idealnoj vodljivosti, $to povlaci za sobom o¢uvanje magnetskog heliciteta, odnosno prijeci
rasap kuglaste munje. No, zbog spomenutog isijavanja energije dolazi do smanjenja tem-
perature i vodljivosti, dakle prestaje ocuvanje heliciteta sto dovodi do rastakanja strukture
kuglaste munje.

Medutim, s obzirom na nedavno opazanje grupe kineskih meteorologa [33] ovo objas-

njenje uzroka kuglastih munja vjerojatno nije to¢no. Spomenuta je grupa meteorologa
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vrsila spektralna istrazivanja kod munja koje se javljaju u direktnoj blizini tla, prilikom
tih mjerenja spontano se dogodio elektricni izboj koji je prepoznat kao kuglasta munja.
Dogadaj je detaljno zabiljeZen i analiziran, te su tokom cijelog trajanja kuglaste munje
opazene emisijske linije silicija, Zeljeza i kalcija, koji ¢ine glavne komponente tla. Ova-
kav rezultat snazno upucuje na to da kuglaste munje nastaju udarom munje u tlo. Ovo
je objasnjenje u skladu sa Abrahamson-Dinnissovom teorijom [21] da se, prilikom udara
munje u tlo, kemijska energija pohrani u nanocestice Si, SiO ili SiC koji se onda rasprse u
zraku. Prilikom postupne oksidacije dolazi do emisije pohranjene energije u obliku topline
i svjetlosti. Abrahamson i Dinniss [21] su obavili eksperiment gdje su uzorke tla izlagali
elektri¢nim izbojima, $to je produciralo nanocestice koje su oksidirale brzinama koje su u

skladu s vremenima Zivota kuglastih munja.

Laboratorijska priprema elektromagnetskih ¢vorova. Irvine i Bouwmeester [30] su dali
prijedlog kako ostvariti elektromagnetske ¢vorove u laboratoriju pomocu lasera. Oni su
Hopf-Ranadina elektromagnetska polja izrazili u bazi vektorskih sfernih harmonika i do-
bili jednostavan zapis gdje je Hopfovo polje superpozicija dva vektorska sferna harmonika
koja odgovaraju jednom multipolu ¢ = m = 1. Ova superpozicija je tzv. Chandrasekhar-
Kendallovo stanje, vlastito stanje rotora Vx. Cinjenica da Hopf-Rafiadina polja ¢ine Chan-
drasekhar-Kendall vlastita stanja sa samo jednom vrijednosti ¢ i m uputila ih je na prijedlog
uporabe zraka Laguerre-Gaussovog tipa. Gaussove zrake su zrake monokromatskog elek-
tromagnetskog zracenja (obicno proizvedenog u laserima) gdje je profil amplituda magnet-
skog i elektricnog polja dan Gaussovom krivuljom. Laguerre-Gaussovi modovi koriste se u
modeliranju laserskih zraka ¢iji profil posjeduje osnu simetriju, pa je prirodan odabir cilin-
dri¢nog koordinatnog sustava u kojem se javljaju Laguerrovi polinomi. Irvine i Bouwme-
ester su naveli kako jako fokusirana Laguerre-Gaussova zraka nultog reda sa kruznom
polarizacijom konvergira ¢istom ¢ = m = 1 multipolnom polju kada se kut fokusiranja
povecava prema 90 stupnjeva. To znaci da bi se eksperimentalna realizacija elektromag-
netskih ¢vorova mogla dobiti koristeci kruzno polariziranu pulsnu zraku koju bi trebalo
jako fokusirati. Oblik pulsa i profil zrake bi se dodatno mogao kontrolirati svjetlosnim
modulatorom, koristeci holografske tehnike. Kruzne putanje koje bi svjetlost formirala dis-
torzirale bi se tijekom vremena, no moguce je da bi ostale stabilne u specijalnim uvjetima

kad svjetlost umjesto kroz zrak prolazi kroz plazmu.

6.2 Potraga za magnetskim monopolima

Prema dosada$njim saznanjima, ako i postoje u prirodi, magnetski monopoli su iznimno
rijetki [29]. Brojnost magnetskih monopola mozemo ograni¢iti indirektnim procjenama
i direktnim mjerenjima. Dva najpoznatija indirektna ogranicenja dolaze od kozmoloskih
mjerenja (potencijalni udio monopola u tamnoj materiji) i opazanja magnetskih polja ga-

laksija (Parkerova granica). Direktna opazanja koriste elektromagnetsku indukciju i pro-
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matranje raspada elementarnih cestica u razli¢itim sudarima.

« Takozvana kozmicka meda proizlazi iz zahtjeva da masena gustoca magnetskih mo-

nopola bude manja od opazene kriti¢ne gustoce svemira. Uz pretpostavku da je pros-
torna raspodjela monopola u svemiru homogena, kozmicka meda daje ogranicenje

na tok £’ magnetskih monopola

F < Fuitorm ~ 1072 (m /10" GeV)em s syt

Parkerova meda slijedi iz razmatranja magnetskog polja nase galaksije, koje iznosi
otprilike 0.3nT te za razliku od Zemljinog magnetskog polja nije usmjereno, vec
uglavnom nasumicno. To magnetsko polje posljedica je dinamo efekta, gdje rota-
cija galaksije inducira manje struje. Dinamo efekt odgovoran je i za obnavljanje tih
struja koje se dogada na vremenskoj skali perioda rotacije galaksije, otprilike 10® go-
dina. Magnetski monopol koji bi prolazio domenom ovog magnetskog polja iskusio
bi odredeno ubrzanje te bi dobio energiju, sto nam daje procjenu na brzinu disipa-
cije magnetskog polja. Iz uvjeta da ta brzina rasapa mora biti manja od prethodno

spomenutog perioda obnove u iznosu od 10® godina, slijedi Parkerova meda
F < Fpaker ~ 107 (m/10"GeV)em s tsr !

Uzimajuci u obzir neke nove faktore [15,19], Parkerova meda je naknadno poboljsana
1iznosi
F < Frarker stroga ™ 107(m/10""GeV)em 25 tsr!

Nadalje, ovdje cemo izdvojiti najznacajnija sustavna direktna opazanja monopola.

Eksperimentalna grupa na celu s P.B.Priceom [6] je 1975. godine promatrala kozmicke
zrake i medu signalima jedan interpretirala kao prolaz magnetskog monopola. Medu-
tim, Alvarez [5] je ustvrdio kako je posrijedi bio pogresno interpretiran raspad jezgre

atoma platine.

Cabrera [10] je 1982. godine konstruirao uredaj za mjerenje struje koju bi magnet-
ski monopol inducirao prolaskom kroz supravodljivu petlju. Primjenom ove metode
opazen je jedan dogadaj (“Valentine’s day monopole”), ali je on kontroverzan jer to

opazanje nije nikad vise reproducirano.

Rezultati s CDF (Collider Detector at Fermilab) kolaboracije na Tevatronu iz 2005. go-
dine (za detalje vidi [29]) daju gornju granicu na udarni presjek generiranja magnet-
skih monopola (spina 1/2 i mase izmedu 200 i 700 GeV-a) ispod 0.2 pb sa sigurnoscu
od 95%.

+ Jedna od trenutnih potraga za monopolima i dionima (Cesticama koje bi nosile i elek-

tricni i magnetski naboj) odvija se u sklopu MoEDAL eksperimenta na LHC-u, pro-
matranjem tragova na specijalnim plasti¢nim oplatama na zidovima LHCb VELO de-

tektora.
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7 Zakljucak

U ovom radu smo detaljno analizirali dva fizikalna primjera u kojima Hopfov svezanj igra
vaznu ulogu: elektromagnetske ¢vorove i magnetski monopol. Hopfov svezanj je geome-
trijski objekt u kojem je svakoj tocki 2-sfere pridruzena kruznica, a sve te kruznice u pot-
punosti ispunjavaju 3-sferu. Iako je ovakvu konstrukciju tesko zorno predociti, upotrebom

stereografskih projekcija mozemo dobiti jasniji uvid u izgled Hopfovog sveznja.

Kod elektromagnetskih ¢vorova Hopfov svezanj direktno upotrebljavamo u konstrukeciji
topoloski netrivijalnog rjeSenja vakuumskih Maxwellovih jednadzbi. U Hopf-Ranadinom
elektromagnetskom polju silnice elektri¢cnog i magnetskog polja su kruznice povezane u pa-
rovima u Hopfovu kariku. U zadnjih nekoliko godina pojavila su se nova rjesenja Maxwel-
lovih jednadzbi u kojima su silnice jos slozeniji ¢vorovi. Iako eksperimentalna konstrukcija
ovakvih polja zasada nije ostvarena, ocekuje se kako bi neki od prijedloga njihove realizacije
mogli u bliskoj buducnosti uroditi plodom. S druge strane, kod magnetskog monopola Hop-
fov svezanj se pojavljuje implicitno, u strukturi njegovog bazdarnog polja. Naime, osnovna
primjena sveznjeva u fizici je formalan opis bazdarnih polja u prostoru. Na ovom primjeru
uvidamo vaznost topologije u fizikalnim zaklju¢cima, medu kojima je istaknut onaj koji po-
vezuje samo postojanje magnetskih monopola i kvantizaciju elektricnog naboja. Nazalost,
temeljite i dugotrajne eksperimentalne potrage za magnetskim monopolima do danas su

dale samo ogranicenja na njihovu brojnost u svemiru.

Osim ovdje obradenih primjera, na Hopfov svezanj nailazimo i kod niza drugih fizi-
kalnih fenomena [26], medu kojima mozemo izdvojiti obican dvodimenzionalan izotropan
klasi¢ni harmonicki oscilator i jednostavan kvantni sustav s dva stanja. SloZeniji slucaj
Hopfovog sveznja, S* < S — S%, povezan je s tzv. BPST instantonom. Medutim, i dalje
ostaje otvoreno pitanje ima li preostali Hopfov sveznj, S7 < S! — S8, ikakvu primjenu u

fizici.
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Dodaci

Dodatak A Stereografska projekcija

Stereografske projekcije su uobicajen alat zadavanja lokalnih koordinata na sferama. Neka
jen € N, a S" jedini¢na n-dimenzionalna sfera smjestena u Euklidski prostor R"!, sa

sredistem u ishodistu O. U prostoru R"*! ¢emo koristiti Kartezijev koordinatni sustav

{l’l, Ce ,ZEn_H}

Mi ¢emo razmotriti stereografske projekcije u ravninu ¥, definiranu s x,, 1 = 0, s obzirom
na sjeverni pol N(0,0,...,0,1) ijuzni pol S(0,0,...,0, —1). Tocke ¢ije koordinate Zelimo
povezatisul € S", P=YNNT i@ = X N ST, shematski prikazane na crtezu ispod.

S

Slika A.1. Shematski prikaz stereografske projekcije.

Projekcije iz sjevernog pola

Neka je zadana tocka T'(x1, T, ..., Tpy1) € S”, pri Cemu vrijedi

n+1

Zx? =1 (A.1)

i=1
Do projekcije P dolazimo spustajuci se duz pravca na kojem leze tocke N i 7', pomicemo

se za iznos t sve dok taj pravac ne presijece ravninu R", jer za tocku P vazi z,1(P) = 0.

Vektorski to mozemo zapisati ovako
—
OP =ON +1-NT

]ﬁ = (21,%2, .+, Tp, Tpy1 — 1)

Uvrstavanjem donjeg izraza u gornji dobije se
P(txl, trg, ...ty (T — 1) + 1) (A.2)
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Iz zahtjeva da je z,,11(P) = 0 slijedi da je
1
= ——— (A.3)
1- Tnt1
Dakle za koordinate projicirane tocke P dobijemo

P(l a 2 x—”()) (A.4)

7 ) 7 )
—Tnt1 1 —Tnp 1 —xpia

Pogledajmo kako izgleda proces u obratnom smjeru, kada su nam poznate koordinate
projicirane tocke P(x1, s, ..., z,,0) € R", a zelimo saznati koordinate tocke 7" na sferi

S"™. U ovom slucaju imamo naredni vektorski zapis

OT = OP +t- PN

—
PN = (—x1,—29,...,—xy, 1)
Uvrstavanjem se dobije
07: (1 —twy, 9 — txg, ..., T, — tay,,t) (A.5)

S obzirom da je trazena tocka 7" na jedini¢noj kruznici, suma kvadrata njenih koordinata
mora biti 1
(21(1 =)+ (22(1 = 1)) + -+ (@l = 1)) + 17 = 1
(L=t (@ +ag+- o)+ =1
Mozemo uvesti pokratu p za udaljenost P od ishodista O: p = 2% + 23 + -+ + 22, uz tu

pokratu se nas izraz svodi na kvadratnu jednadzbu
(14 p*)t? = 2p*t +p* —1=0 (A.6)

Jedno od rjesenja ove jednadzbe je ¢, = 1 koje odgovara situaciji kad je tocka 7" upravo

sjeverni pol IV, a ono pravo rjesenje, koje odgovara tocki 7', je
2

_pr =1

t_ M
p?+1

(A7)

Uvrstavanjem dobivenog ¢ u izraz za (ﬁ dobili smo trazene koordinate tocke 7'

T 211 229 2z, p?—1 (A8)
P11 p2+1" " T p2 41 p2+1 '

Projekcije iz juznog pola

Za zadanu tocku 7', postupak dobivanja njene projekcije () iz juznog pola posve je ana-
logan dobivanju projekcije iz sjevernog pola.
T T2 Ty,
, D A9
Q<1+l’n+1 1+ 2y I+ x4 ) (B9

U obrnutom slucaju, kada iz zadane projekcije () trazimo 7', dobije se da su njene koordinate

211 21 2z, 1-—p?
p/2+1’ p/2+1""’ ,0/2‘1‘17 1+p/2
gdje p' = 2% + 23 + - - - + 22 opet odgovara udaljenosti projekcije Q od ishodista O.

(A.10)
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Dodatak B Mnogostrukosti i tenzori

Definicija B.1. Topoloski prostor je ureden par (X, .7 ) skupa X i familije podskupova
T skupa X, takve da sadrzi

« prazan skup () € .7 icijeli skup X € .7,

« svaku uniju proizvoljnog broja svojih elemenata,

V{0 € 7) (JO.€e T

« svaki presjek kona¢no mnogo svojih elemenata,

(Vn e N)(V{O)", C ) ﬁoi €7

i=1
Kazemo da smo s familijom .7 zadali topologiju na skupu X.
Jednom kad smo na skupu X definirali topoloski prostor, skupove O iz familije .7 zo-

vemo otvoreni skupovi. Njihove komplemente, skupove oblika X —O, zovemo zatvoreni

skupovi.

Definicija B.2. Okolina tocke ¢ € X u topoloskom prostoru (X, .7) je svaki otvoren
skup O € .7 koji sadrzi tocku a. Kako bi naglasili da je otvoren skup O okolina tocke a

koristimo oznaku O,.

Definicija B.3. Neka je (X, .7) topoloski prostor. Baza topologije 7 je familija skupova
B C 7, takva da

(a) za svaku tocku a € X postoji okolina B, € B

(b) za svaka dva skupa B;, By € B postoji B3 € B, takav da je

Bs C By N By

Definicija B.4. Za topoloski prostor (X, .7) kazemo da je

« povezan ako se ne moze razdijeliti na uniju dva neprazna otvorena disjunktna skupa.

« Hausdorffov ako za svake dvije razlicite tocke a,b € X postoje disjunktne okoline
O, 1V},
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Definicija B.5. Neka su (X, 7x) i (Y, %) topoloski prostori. Kazemo daje f : X — Y
neprekidno preslikavanje ako je za svaki otvoren skup V' € % praslika f~*(V) € Jx.
Homeomorfizam je bijekcija ¢ : X — Y takva da su ¢ i ! neprekidna preslikavanja.

Za svojstvo topoloskog prostora X kazemo da je topolosko ako ga cuvaju homeomorfizmi.

Definicija B.6. Za topoloski prostor (X, .7 ) kazemo da je lokalno euklidski ako za svaku
tocku a € X postoji okolina O, € .7 homeomorfna s otvorenim skupom u R™. Topoloska
mnogostrukost je povezan, Hausdorffov, lokalno euklidski topoloski prostor s prebroji-

vom bazom. Dimenzija mnogostrukosti je dim(M) = m.

Definicija B.7. Neka je M topoloska mnogostrukost. Karta je ureden par (O, 1)) otvore-
nog skupa O C M ihomeomorfizma®) : O — U C R™. Glatki atlas .4 na mnogostrukosti

M je familija karata {O,, 1, } koja zadovoljava naredna dva svojstva:
(@) {O,} je pokriva¢ mnogostrukosti M, |J, O, = M;
(b) ako je O, N Og neprazan skup, tada je
Yo o P5"  5(0a N Op) = ¥a(Oa N Op)

glatko preslikavanje.

Definicija B.8. Glatka mnogostrukost je ureden par (M, A) topoloske mnogostrukosti
M i glatkog atlasa A.

Definicija B.9. Neka je M glatka mnogostrukost. U svakoj tocki p € M definiramo skup
§p (M) uredenih parova (O,, f) okolina O, i glatkih funkcija f : O, — R. Na skupu §,(M)
definiramo relaciju ekvivalencije (O,, f) ~ (U,, g) akko postoji okolina V,, C (O, N U,)
na kojoj je f = g. Germ je klasa ekvivalencije danog uredenog para (O,, f). S C;°(M)

oznacavamo skup svih germova u tocki p € M.

Definicija B.10. Tangentni vektor v u tocki p € M je preslikavanje v : C°(M) — R
koje je

(a) linearno, v(af + Bg) = av(f) + puv(g) i

(b) zadovoljava Leibnizovo svojstvo, v(fg) = fv(g) + gv(f)
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Definicija B.11. Neka je V' vektorski prostor, a V* njegov dual. Tenzor 7 ranga (k,1) je

multilinearno preslikavanje

T:y*xV*x...ijyxVx---xV/—ﬂR

~
k

l

Drugim rije¢ima, 7" je lineran u svakoj varijabli: za sve vektore u, v € V/, dualne vektore
u*,v* € V ikonstante o, § € R vrijedi

T(...,ou+pv,...)=aT(...;u,...)+BT(...,v,...) (B.1)
T(...,au"+pv*,...)=aT(...;u"...)+ BT(...,0", ...) (B.2)

Definicija B.12. Tenzorski produkt tenzora S ranga (ks,ls) i tenzora T ranga (k,[;)
definiran je s

(S@?TV)(UT7 PN ’“l:_s+ktvv17 . ’Uls-f-lt) =

J— * * * *
= S(ul, .. up v, ) s T (U 1y U s Ul s - - - 5 Vi)

Na mnogostrukosti M/ definiramo tenzore na tangentnih vektorskim prostorima 7, M.
Specijalno, tenzori ranga (0,0) su funkcije f : M — R, a tenzori ranga (1,0) tangentni
vektori. Tenzore ranga (0, 1), dualne vektore, zovemo jos i 1-forme. Tangentni vektori u

svakoj tocki p € M, zajedno s operacijama zbrajanja i mnozenja konstantama,

v(f +g)=v(f)+olg), (aw)(f)=a-(v(f))

¢ine vektorski prostor kojeg ozna¢avamo s 7, M. Na slican nacin, 1-forme u svakoj tocki

p € M tvore dualni, kotangentni prostor kojeg oznacavamo s 77 M.

Pomocu svake karte, odnosno koordinata {x!,... 2™}, postoji prirodan odabir baze
tangentnog prostora {01, . . . , O, } te baza kotangentnog prostora {dz', ..., dz™}. Pomotu

ovih baza mozemo definirati komponente tenzora

T, " =T

V1
. s da )

Takozvani apstraktni indeksi, za koje koristimo mala slova latinskog alfabeta, oznacavaju
tip tenzora, bez konkretne reference na neki koordinatni sustav. Svaka tenzorska jednakost

zapisana pomocu apstraktnih indeksa automatski vrijedi u svakom koordinatnom sustavu.
Na tenzorima definiramo dva tipa operacija,

« Simetrizacija:

1
T(ab) = 5 (Tab + Tba)

1
7j[abc] = §<Tabc + Tcab + Tbca + Tbac + Tacb + cha)
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« Antisimetrizacija:

ir[ab} = (Tab - Tba)

1
2!

1
T‘[abc} = i(Tabc + Tcab + Tbca - Tbac - Tacb - cha)

Za tenzor Ty.... kazemo da je totalno antisimetrican ako vrijedi Ty... = T4....]. Na
svakoj mnogostrukosti dimenzije m mozemo definirati Levi-Civita tenzor ¢, totalno anti-

simetri¢an tenzor ranga (0, m), normiran prema
a1 Qm s
Eal"'a'me "= (_1) (B3)

gdje je s ukupan broj negativnih vrijednosti u signaturi metrike. Konkretno, ozna¢imo li s

€12.n = \/m (B.4)

g determinantu metrike, tada je
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Dodatak C Diferencijalne forme

Definicija C.1. Diferencijalne forme, odnosno p-forme, su totalno antisimetricni ten-

zori ranga (0, p).

Na primjer, O-forme su funkcije f : M — R, a 1-forme vektori iz kotangentnog prostora

T*M. Prostor p-formi na mnogostrukosti M oznacavamo s QP(M).

Definicija C.2. Vanjski produkt (engl. wedge product) je operacija koju mozemo defini-

rati na elementarnim diferencijalnim formama prema

dz" AL A datr = Z sgn(m) dzh~® @ - - - @ dah=® (C.1)

TESp

gdje je S, grupa permutacija p elemenata.

Na primjer,
dr ANdy =dr®dy —dy ® dz

de ANdyNdz=dr®@dy®dz+dz®@dr ®@dy + dy ® dz ® do—
—dr®dz®dy —dz®dy ®der —dy ® de ® dz

Upotrebom vanjskog produkta opcenitu p-formu w, € 2’(M ) mozemo zapisati u obliku

1
wp = 1; Wy gy AT A+ Adah? (C.2)

gdje su komponente w,,, ...,,, totalno antisimetricne. Na primjer, 2-formu F};; moZemo zapi-

sati kao |
F = 3 F,, dz" A dx”

Teorem C.3. Za svaku p-formu o, € QP (M) i g-formu 3, € Q4(M) vrijedi

ap A By = (=1)"B, Ny, (C3)
Kao izravan korolar ovog teorema znamo da za neparan broj p vrijedi o, A o, = 0.

Definicija C.4. Kontrahiranje diferencijalne forme o € (M) s vektorskim poljem X*
je preslikavanje ix : (M) — QP~1(M) definirano s

(ixa)(v1,...,vp-1) = (X, v1,...,0p-1) (C.4)
odnosno, u zapisu preko komponenti,
(Z'Xa>#1~-#p71 - XVO[VNl-“/prfl (C.5)
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Teorem C.5. Za svaku p-formuw € QP(M) vrijedi

ix(ixw)=0 t. ix=0 (C.6)

Teorem C.6. Za svaku p-formu o, € QP (M) i g-formu 5, € Q4(M) vrijedi

ix<&p A ﬁq> = (iXap) A Bq + (—1)pOép A iXﬁq (C7)

Definicija C.7. Vanjska derivacija (engl. exterior derivative) d : QP(M) — QPTY(M)
definirana je na p-formi w € QP(M) s

1
dw = H Oy ooopsy, dx® Adtt Ao A dah (C.8)

Ako je p > dim(M), tada vrijedi dw = 0.

Teorem C.8. Za svaku p-formuw € QP(M) vrijedi

d(dw)=0 t. d*=0 (C.9)

Teorem C.9. Za svaku p-formu o, € QP(M) i g-formu 3, € QU(M) vrijedi

d(ap A By) = day A By + (—1)P a, A dB, (C.10)

Definicija C.10. Hodgeov dual x : QP(M) — Q" P(M) je preslikavanje koje prebacuje
p-forme u (n — p)-forme. Za svaki w € QP(M) definiramo Hodgeov dual s

1

(*w)ltl..-unfp = H le"'Vp €V1"'Vpul"‘“n7p (Cll)

Pomocu identiteta umnoska dva Levi-Civita tenzora s prvih k& kontrahiranih indeksa,
eI v = (— 1) RS (C.12)

mozemo povezati kontrahirane komponente diferencijalnih formi s izrazom zapisanim po-

mocu Hodgeovog duala
gubr .. -gapb”aal_.apﬁbl,_.bp = (=1)°p! * (a A *3) (C.13)
Hodgeov dual ovog identiteta daje

(ga1b1 . gapbpaal..‘apﬁbynbp) € = p' a N\ *ﬁ (C14)
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Povlacenje diferencijalnih formi. Neka su M i N glatke mnogostrukosti. Zanima nas
kako pomocu zadanog preslikavanja f : M — N “premjestati” tenzore s M u N i obratno.

Svako preslikavanje g : N — R mozemo “povuci” na M pomocu kompozicije,
(ffg)=gof:M—R (C.15)
Nadalje, tangentne vektore mozemo “gurati” s T, M u T, /N pomocu preslikavanja
fo : TyM — Ty, N
koje je za svaki vektor v € T,,M definirano s
(fv)(g) =v(f*g) =v(go f) (C.16)

Ako je funkcija f u nekom koordinatnom sustavu zadana s

onda je moguce dokazati da su komponente “gurnutog” vektora dane s

(fuo)t = vﬁ% (C.17)
Na sli¢an nac¢in uvodimo i povlacenje 1-formi,
[ 5Ty N = Ty M
koje je za svaku v € T' M definirano s
(f*a)(v) = a(fwv) (C.18)
Odavde mozemo dobiti koordinatni izraz za komponente
(Pl =02 (19)
Analogno definiramo i povlacenje opcenite p-forme w € QP(N),
Frw(vr, ..., vp) = w(favr, ..., favp) (C.20)
Teorem C.11. Povlacenje “komutira” s vanjskom derivacijom
f*(da) = d(f*a) (C21)
i djeluje “distributivno” na vanjski produkt
fanB)=(fa)n(fP) (C.22)
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Dodatak D Sveznjevi

Ugrubo, svezanj je poopcenje ideje Kartezijevog produkta skupova. Osnovna konstrukcija
polazi od dva skupa, baznog prostora i vlakna, koje zelimo “kombinirati” u tzv. totalni pros-
tor: on ce lokalno biti Kartezijev produkt otvorenog skupa u baznom prostoru i vlakna, ali

globalno moze biti znatno kompliciraniji objekt.

m(u) 0]

Slika D.1. Shematski prikaz sveznja.

Definicija D.1. Svezanj je uredena petorka (E, 7, B, F, G) koju ¢ine:
a) 3 mnogostrukosti: totalni prostor £, bazni prostor B i vlakno F
b) neprekidna surjekcija (tzv. projekcija) 7 : £ — B

c) strukturna grupa G (Liejeva grupa) Cije je djelovanje na F' zadano homeomorfizmom
X : G — Bij(F)

takva da postoji otvoren pokriva¢ {O,} baznog prostora B i

e za svaki o postoji homeomorfizam (lokalna trivijalizacija)
Ta: Of x F = 7710y)
za koju vrijedi m o 7,(p, f) = pzasvakip € O,, f € F, te

e za svaki par O,, Og s nepraznim presjekom postoje tzv. prijelazne funkcije

haﬂ : Oa N Oﬁ — X(G)
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definirane za svakip € O, N Og s

! F— F

p

ha,@ (p) = T(; °7p

p

. 78(p, f) = Ta (p, haﬁ(?)f)

Definicija D.2. Ako je vlakno vektorski prostor, tada govorimo o vektorskom sveznju.
Specijalno, svezanj tangentnih vektorskih prostora na glatkoj mnogostrukosti zovemo tan-

gentni svezanj.

Definicija D.3. Glavni svezanj je svezanj u kojem je vlakno /' homeomorfno sa struk-
turnom grupom G. Svakom sveznju mozemo jednoznacno pridruziti jedan glavni svezanj

kojeg oznacavamo s P(B, G).

Definicija D.4. Prerez sveznja je glatko preslikavanje s : B — E takvo daje W(S(I)) =z
zasvakiz € B. Razlikujemo lokalni i globalni prerez, ovisno o tome je li definiran na nekom

otvorenom skupu ili na cijelom baznom prostoru B.

Teorem D.5. Glavni svezanj P(B, Q) je trivijalan ako i samo ako dopusta definiranje glo-

balnog prereza.
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Dodatak E Heliciteti elektromagnetskog polja

S obzirom da u odsustvu elektri¢nih i magnetskih izvora vrijedi V-E =0iV - B = 0,

lokalno uvijek mozemo uvesti vektroske potencijale
B=VxA, E=VxC (E.1)
Analogno mozemo uvesti i Riemann-Silbersteinov vektorski potencijal W,
F=E+B=VxW, W=C+iA (E.2)

Sada definiramo elektri¢ni helicitet

hee = /d3m C-E (E.3)
magnetski helicitet

[ — /dgx A-B (E.4)
te "mijesane” helicitete

Rem = /dgaz C-B (E.5)

Rome = / Bz A-E (E.6)

Ponekad se koristi i elektromagnetski (totalni) helicitet

1
h= 3 (hee + o) (E.7)

Bazdarna transformacija vektorskog potencijala C — C + V) ne utjece na divergenciju

V - E = 0. Prilikom ove bazdarne transformacije elektricni helicitet dobije dodatni ¢lan,

heeﬁheeJr/d?’xV)vE:/d3x(V(/\E)—>\V~E):/ AE-da  (ES8)

o0

Kako vektorski potencijal C trne u beskonacnosti, isto vrijedi i za bazdarnu funkciju A.
Stoga, elektri¢ni helicitet ce biti bazdarno invarijantan ako elektricno polje trne barem kao
r~2. Isti zakljuéak vrijedi i za ostale helicitete. Helicitet elektromagnetskog polja moZe se
dovesti u vezu [24] s razlikom lijevo i desno polariziranih modova (fotona) u elektromag-

netskom valu,

h = hC(NR — NL) (E9)

Vremenska evolucija heliciteta.
ﬁthee = /dsx (8tC -E -+ C. (9tE) (E].O)
Ohmm = /d% (O, A-B+ A-0,B) (E.11)

59



Koristenjem izraza (2.39) i vakuumskih Maxwellovih jednadzbi imamo
Othee :/d3x((B +VU)-E+C-(V x B)) =
:/d3x<E~B+V(UE)—UV-E+B~(V><C)—V~(C><B)> _

:2/d3xE-B—/OOUE-da—/OO(C><B)-da (E.12)

Gthmm:—/d?’x((EJrVV) B+A-(Vx E)) -
:—/d3x<E~B+V(VB)—VV-B+E-(VxA)—V-(AxE)) _
:—2/d3xE-B+/VB-da+/(A><E)-da (E.13)

Pod pretpostavkom da polja dovoljno brzo trnu u beskonacnosti, dobivamo
Orhee = —Ohumm = 2 / Bz E-B (E.14)

Dakle, elektromagnetski helicitet (rjesenja vakuumskih Maxwellovih jednadzbi koja trnu

dovoljno brzo u beskonac¢nosti) sacuvan je u vremenu,
Oh =0 (E.15)

Specijalno, ako je doti¢no elektromagnetsko polje svjetlosno (u kom slucaju produkt E - B

iSCezava), isto vrijedi za pojedinacni elektri¢ni i magnetski helicitet,

@thee = 0 = (9thmm (Elé)

Riemann-Silbersteinov vektorski potencijal W za Batemanovo rjesenje dan je izrazom
W =aVp (E.17)

Naime,

VXW=Vx(aV[)=VaxVi+aV xVs=F (E.18)

Pomocu Riemann-Silbersteinovog vektorskog potencijala mozemo pronaci vezu medu elek-

tromagnetskim helicitetima Batemanovog rjesenja. Promotrimo
W .F=aVg:-(VaxVp)=0 (E.19)
S druge strane
W-F=(C+iA)- (E+iB)=C-E-—A-B+i(A-E+C:-B) (E.20)
Kako znamo da su i realni i imaginarni dio nula, slijede jednakosti
C-E=A-B, A-E=-C-B (E.21)
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Dakle, za Batemanovo rjesenje smo dobili

hee = hmm (EZZ)

hem = - hme (E23)

Konacno, kako je poopcen Batemanov ansatz moguce zapisati u obliku F = V f x Vg,
uz h = (0,f)(039) — (05f)(0ag), slijedi kako je prirodan odabir Riemann-Silbersteinovog

vektorskog potencijala u ovom slucaju W = fVg.
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