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Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se monotonim dinamic¢kim sustavima, to jest di-
namickim sustavima koji ¢uvaju uredaj. Proucavat ¢emo njihova svojstva, pri
¢emu Cemo se fokusirati na asimptotsko ponaSanje. Definirat ¢emo koopera-
tivne i kompetitivne diferencijalne jednadzbe. Na kraju ¢emo prouciti Frenkel-
Kontorovin model. To je model koji opisuje dinamiku lanca ¢estica, pri ¢emu
postoji medudjelovanje svake Cestice s najblizim susjedom, a sve u prisutnosti
vanjskog periodi¢nog potencijala.

Poglavlje 1 zove se "Monotoni dinamicki sustavi”’. U njemu definiramo os-
novne pojmove koje ¢emo koristiti u radu kao sto su polutok, ravnotezna tocka,
omega granican skup i drugi. Prou¢avamo svojstva monotonih dinamickih sus-
tava na metrickim prostorima s uredajem. Glavni rezultat poglavlja kaze da,
uz odredene pretpostavke, genericka orbita monotonog polutoka konvergira k
skupu ravnoteznih tocaka.

Poglavlje 2 zapocinjemo definicijom stabilnosti, odnosno stabilne tocke. Na-
vodimo vrlo bitan Krein-Rutmanov teorem. Glavni rezultat poglavlja je defi-
niranje dovoljnih uvjeta za konvergenciju genericke orbite monotonog polutoka
prema toc¢no jednoj tocki ravnoteze.

Poglavlje 3 je neovisno o prethodnima. U njemu koristimo samo Kriterij konver-
gencije iz poglavlja 2. Fokusiramo se na kompetitivne i kooperativne sustave
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi koji su nuzno ireducibilni. Glavni zakljucak
poglavlja je da je tok na kompaktnom granicnom skupu n-dimenzionalnog ko-
operativnog ili kompetitivnog sustava topoloski ekvivalentan sa tokom na kom-
paktnom invarijantnom skupu Lipshitzovog (n-1)-dimenzionalnog sustava.

U Poglavlju 4 obradujemo glavnu temu ovog rada, Frenkel-Kontorovin model.
Bavimo se gradijentnom dinamikom tog modela te na kraju opisujemo njegovu
prakti¢nu primjenu.



1 Monotoni dinamicki sustavi

1.1 Osnovni pojmovi

Monoton dinamicki sustav je dinamicki sustav na uredenom metrickom prostoru
koji ¢uva uredaj, odnosno, ako pocetna stanja zadovoljavaju neki uredaj, onda
i sva buduca stanja zadovoljavaju taj uredaj.

Neka je X ureden metricki prostor s metrikom d i relacijom parcijalnog uredaja
<.

Definicija 1.1. Relacija parcijalnog uredaja je binarna relacija koja zadovoljava
sljedeéa svojstva:

(i) refleksivnost: x < x za svaki x € X

(1) tranzitivnost: © <y iy < z povlaci x < z

(iii) antisimetricnost: x <y iy <z povladi x =y

Pigsemo x < y ako je x <y ix # y. Ako imamo dva podskupa A i B od X,
pisemo A < B(A < B) ako za svaki izbor x € A iy € B vrijedi z < y(z < y).
Pretpostavimo da su relacija uredaja i topologija na X kompatibilne u smislu
dajex —ykad xp, > xiy, >ykadn —>o0izx, <y, zasvakin. Za A C X
piSemo A za zatvarac¢ od A i Int A za interior od A.

U primjeni, X je obi¢no podskup Banachovog prostora Y s pozitivnim konusom
Y., gdje je Y neprazan zatvoren podskup od Y sa svojstvima:

(DRy Y, C Y,
(2)Y, + Y, CY,,
(3)Y, N (=Y}) = 0.

U ovom slucaju, relacija definirana s: « < y ako i samo ako y—x € Y, je relacija
parcijalnog uredaja.

Nama najkorisniji primjeri su Banachovi prostori s realnim funkcijama na nekom
skupu 2, gdje je Y4 podskup onih funkcija koje poprimaju samo nenegativne
vrijednosti za sve (ili skoro sve) tocke iz . Na primjer, ako je Q@ = {1,2,...,n},
onda je prostor Y ustvari R” s konusom Y, = R, koji oznacava skup vektora s
nenegativnim komponentama. Odgovarajuéi uredaj x < y znaci da je x; < y; za
svaki 7. Ako je Y Banachov prostor s neprekidnim funkcijama na kompaktnom
topoloskom prostoru € i Y} konus nenegativnih funkcija, tada uredaj = < y
znadi da je x(t) < y(t) za svaki ¢t € Q.

Definicija 1.2. Polutok na X je neprekidno preslikavanje ® : X x Rt — X
koje zadovoljava:

(i) &9 = idx,

(i1)Py 0 Dy = Py y s za t,s > 0.

Pri tome je ®4(z) = ®(x,t) zaxz € X it > 0 te je idx funkcija identiteta na
X. Orbita tocke x se oznacava sa O(z) i definirana je s O(z) = {®4(x) : t > 0}.

Definicija 1.3. Ravnotezna tocka je tocka z za koju vrijedi O(x) = {x}.



Definicija 1.4. Neka je E skup svih ravnoteznih tocaka od ®. KazZemo da je
podskup A od X pozitivno invarijantan ako je ®: A C A za svakit > 0. Nadalje,
kazemo da je invarijantan ako je ®,A = A za svaki t > 0. KaZemo da je
O(z) T-periodi¢na orbita za neki T > 0 ako je ®r(x) = x. U tom slucaju,
Oy p(x) = ®u(x) za svakit > 0 pa je O(x) = {Py(x): 0 <t <T}. Tada Py(x)
nazivamo T-periodi¢nim rjesenjem. T-periodicno rjesenje se moze prosiriti na R
kao jedinstvena T-periodiéna funkcija u(t) koja se poklapa s ®4(x) za 0 <t < T.
To je rjesenje u smislu da je ®¢(u(s)) =u(t+s) zat>04is € R.

Definicija 1.5. Omega granican skup, w(z), od x € X definiran je s w(x) =
N0 Us>t Ps(2).

Ako je O(z) kompaktan, onda je w(x) neprazan, kompaktan, povezan, inva-
rijantan i privla¢i ®;(z), odnosno, dist(w(z), P¢(z)) — 0 kad t — oo. Podsje-
timo da dist(D, z) = inf,ep d(y, ) daje najmanju udaljenost tocke x € X do
podskupa D od X.

Definicija 1.6. Toc¢ku x € X nazivamo kvazikonvergentna tocka ako je w(z) C
E. Skup svih takvih tocaka oznacit éemo s Q. Tocku x nazivamo konvergentna
tocka ako w(x) sadrzi samo jednu tocku iz E. Skup svih konvergentnih tocaka
oznacit éemo s C.

Definicija 1.7. KazZemo da je polutok ® monoton ako je ®(x) < Oy(y) zax <y
it>0. Kazemo da ® jako ¢uva uredaj (engl. strongly order preserving, koris-
timo kraticu SOP), ako je monoton i ako za x <y postoje otvoreni podskupovi
UV od X takvi da jex €U 1y € V te tg > 0 tako da je &, U < Oy V.

Monotonost funkcije ® povlaci da je &, U < &,V za sve t > t.

Ako je relacija parcijalnog uredaja generirana na konusu Y, u Banachovom
prostoru Y i ako Y} ima neprazan interior, Int Y., piSemo z < y ako vrijedi
y—ax € Int Y;. To je jaca relacija od ”<”, §to znaci da v < y povlaci x < y. Na
skupu Y postoji preslikavanje Y x Y — Y| pa slijedi da ako vrijedi * < y, onda
postoje otvorene okoline U od xiV od y takve da je V —U C Int Y,. Odnosno,
U<V.

Pretpostavimo da je parcijalni uredaj na X generiran na konusu Y, koji ima
neprazan interior, Int Y. Polutok ® je strogo monoton na X (X C Y) ako je
® monoton i1 ako za x < y it > 0 vrijedi ®;(z) < P¢(y). Kazemo da je ®
eventualno strogo monoton ako je monoton i ako za x < y postoji tg > 0 takav
da vrijedi ®;,(z) < Py, (y). Ocito, ako je ® strogo monoton onda je i eventualno
strogo monoton.

Propozicija 1.8. Ako je ® eventualno strogo monoton, onda on jako cuva
uredaj (SOP).

Dokaz. Ako je x < y, onda postoji tg > 0 takav da je &, (z) < P4, (y). Uzmimo
okoline U od ®,,(x) i V od ®,,(y) takve da je U < V. Njih mozemo naéi jer
je @y, (x) <« P4 (y). Zbog neprekidnosti ®;, postoje okoline U od x i V od
y takve da je @, (U) C U i @, (V) C V. Iz toga slijedi tvrdnja, odnosno
D, (U) < By (V). O



Lema 1.9. Monoton niz sadrzan u kompaktnom podskupu od X konvergira u X.

Dokaz. Pretpostavimo da je x, niz koji zadovoljava x, < xp41 1 x, € A za
n > 1, gdje je A kompaktni podskup od X. Slijedi da niz x, ima konvergentne
podnizove. (U slu¢aju padajuéeg niza dokaz je analogan.) Lemu ¢emo dokazati
tako da pokazemo da postoji jedinstven p € X koji je limes svakoga konver-
gentnog podniza. Neka su z, i, dva podniza od z,. Ako vrijedi x,, — pi
Tm, — q kada k — oo, tada zbog konvergencije niza x,, za svaki k postoji 1(k)
takav da je zy,, < @, k). Ako pustimo da k — oo, slijedi da je p < ¢. Sli¢no,
za padajuéi niz dobivamo, ¢ < p. Zbog svojstva antisimetrije relacije uredaja
slijedi, ¢ = p. O

1.2 Kriterij konvergencije

U ovom dijelu pretpostavljamo da je ® monoton i da je O(x) kompaktan pod-
skup od X za svaki z € X.

Teorem 1.10. Kriterij konvergencije Neka je ®r(x) > x za neki T > 0. Tada
je w(z) T-periodicna orbita. Ako ®i(x) > x za t pripada nekom nepraznom
otvorenom podskupu od (0,00), onda ®i(x) — p € E kada t — oo. Preciznije,
ako ® jako cuva uredaj (SOP) i ®p(x) > x za neki T > 0, tada Oy (x) > p € E
kada t — 0.

Dokaz. Monotonost implicira da je ®(,41)r(7) > ®,7(z) za n=1, 2,... i zato
O, r(z) = p kada n — oo za neki p, zbog kompaktnosti zatvaraca orbite. Zbog
neprekidnosti ® vrijedi

Qi r(p) = ‘I’t+T(h}}1 Q,r(2)) = h}}l ‘I)(n+1)T+t($) = ®4(p) (1)

za svaki t > 0. Dakle, O(p) je T-periodi¢na orbita. Ako t; — 0o i @, (z) — ¢
za j — 00, piSemo t; = n;T + r;, gdje je n; prirodan broj i 0 < r; < T.
Po potrebi prelazimo na podnizove pa moZemo pretpostaviti da r; — r kada
J — 00. Znamo da n; — oo kada j — 0o, pa imamo

By, (2) = By, (B 0(2)) = D, (p) = g (2)

kada j — oo, gdje je 0 < r < T. Iz toga slijedi w(z) = O(p). Time smo
dokazali prvu tvrdnju. Ako ®,(z) > x vrijedi za t € (T— €,T+ €) za neke
T>0i0 <e< T, onda je w(z) = O(p) = {P:(p) : 0 < t < T}, gdje je
O, () — piO(p) je T-periodi¢na orbita, po prethodnom dokazu. Ako isti
argument primjenimo na 7 € (71— €,7+ €) umjesto T, dobivamo da je w(x)
7-periodi¢na orbita. No znamo da je w(z) = O(p) pa slijedi da je

i 7(p) = @4(p) (3)

za svaki t > 0. Dobivamo da je ®;(p) 7-periodi¢na za svaki 7 € (T— €,T+ €).



Neka je G skup svih perioda funkcije ®;(p). G je zatvoren na zbrajanje i sadrzi
interval (T— €, T+ €) . Ako je 0 < s <€ it >0, onda vrijedi

D115(p) = @1(Ps(p)) = ®e(Psyr(p)) = Pu(p) (4)

Dakle, [0,€) C G i zato je G =R*" i p € E. To dokazuje drugu tvrdnju.

Ako je @7(X) > X i ® jako ¢uva uredaj (SOP), onda postoje okoline U od x
i Vod ®rp(z) te tog > 0 takvi da je @ (U) < Py (V). Slijedi da je Py () <
O, 1171 (2) za sve dovoljno male €. Iz toga slijedi da je w(z) =p € E. O

Bitna posljedica kriterija konvergencije jest da monotoni dinamicki sustavi
ne mogu imati privlaénu periodi¢nu orbitu. Periodi¢na orbita O je privlacna
ako postoji otvoreni skup U koji sadrzi O sa svojstvom w(X) = O za svaki
x € U. Kako bismo dokazali taj rezultat, zahtijevamo da prostor X ima sljedeéa
svojstva:

(P) Za dani p € X i okolinu U od p u X, postoji okolina Vodp,VCU,iyeU
takav da vrijedi y < V ili V < y.

Pretpostavka (P) vrijedi ako je X C Y, ako je parcijalni uredaj na X je generiran
na konusu Y, s nepraznim interiorom u Banachovom prostoru Y i ako svaka
okolina U od p sadrzi tocku y koja zadovoljava y < p ili p < y. Na primjer, to
¢e vrijediti ako je X otvoren skup u Y.

Teorem 1.11. Ako vrijedi pretpostavka (P), onda ne postoji netrivijalna, priviacna
periodi¢na orbita.

Dokaz. Neka je O = {®7p(P) : 0 < ¢t < T} privlaéna T-periodi¢na orbita.
Tada postoji okolina U od p takva da ako je x € U onda vrijedi w(z) = O.
Zbog (P), postoji okolina V od p koja je sadrzana u U iy € U takav da je
y <Y iliV <y. Pretpostavimo da vrijedi prvo, a drugi slucaj slijedi analogno.
Postoji t; — oo takav da vrijedi ®;,(y) — p pa ®,(y) pripada V za sve velike
j- Fiksirat ¢emo takav j, i tada vrijedi y < ®;,(y). Kako je V otvoren i &
monoton, ®;,,(y) € V za svaki mali s pa je y < @, ,4(y) za mali s. Po
kriteriju konvergencije, w(y) = O je jedini element skupa E. To je u kontradikeiji
sa pretpotavkom da je O netrivijalna periodi¢na orbita. O

Sljededi rezultati pokazuju kako je omega grani¢an skup uglavljen u prostor
X.

Teorem 1.12. Neuredenost grani¢nih skupova Omega granican skup ne moze
sadrzavati dvije razlicite tocke x i y sa svojstvom da postoje okoline U od x i V
od y takve da je U < V. Ako ® jako ¢uva uredaj, onda omega granican skup ne
moZe sadriavati dvije tocke x i y takve da je v < y.

Dokaz. Pretpostavimo da w(z) sadrzi dvije razlicite tocke x i y koje imaju oko-
line U i V, respektivno, takve da je U < V. & (2) € U za neki t; > 0.
Izaberemo t2 vedi od t; takav da je @, (2z) € V. Slijedi da je ®4(z) € V za svaki
t koji je dovoljno blizu ts i za takve t-ove imamo

Dy(2) = Pryy P, (2) 2 Py, (2). (5)



Prema drugoj tvrdnji kriterija konvergencije, ®;(z) — p € F kada t — oo pa je
w(z) = p, §to je kontradikcija.
O

Izravna posljedica neuredenosti graniénih skupova je da omega granican skup
ne moze sadrzavati maksimalan (minimalan) element.

Korolar 1.13. Ako ® jako ¢uva uredaj (SOP), a € w(z) iw(z) < a (a < w(x)),
onda je w(x) = {a}.

Dokaz. Pretpostavimo da je a € w(x) i w(z) < a. Ako je b € w(x)ib # a, onda
je b < a, sto je u kontradikciji s prethodnim teoremom. O

1.3 Dihotomija grani¢nih skupova

Pretpostavljamo da & jako ¢uva uredaj. Glavni cilj je dokazati dihotomiju
grani¢nog skupa: Ako je z < y, onda vrijedi ili (a) w(z) < w(y) ili (b) w(x) =
w(y) C E.

Propozicija 1.14. Ko-limiting princip Ako je x < y, tp — oo, Py () = p i
O, (y) — p kad k — oo, onda jep € E.

Dokaz. Izaberimo okoline U od x 1V od y i ¢y > 0 takve da @, (U) < &, (V).
Uzmimo dovoljno mali 6 > 0 tako da vrijedi {®4(z) : 0 < s < 6} C U i
{P4(y) : 0 < s <4} CV. Tada vrijedi ®4(z) < @,.(y) zasve t, <7, s < tg+9d.
Dakle,

D19 (Ps (@) < Pyt (P (y)) = Pu, (y) (6)

za svaki s € [tg, to + 0] i sve velike k. Kako je

q)tk:*to(q)s(‘r)) = @S*to ((I)tk (LL')) = q)T((I)tk (1‘)) (7)

gdje je r = s —tg € [0,9] ako je s € [tg, tg + d], dobivamo da je

D, (Pr, (7)) < Py, (y) (8)

za sve velike k i r € [0,6]. Kad pustimo da k — oo, vidimo da je ®@,.(p) < p za
0 <r <. Ako u jednadzbi (6) zamijenimo ®4(x) s @y (z) 1 Dy, (y) sa Ps(y)
i primijenimo iste zakljucke kao gore, dobivamo da je p < ®,.(p) za 0 < r < 4§
Ocito, @,.(p) =p, 0 < r < § i zbog toga za svaki r > 0, pa je p € E. O

Propozicija 1.15. Princip presjeka Ako je z < y, onda je w(z) N w(y) C E.

Dokaz. Ako je p € w(z) Nw(y), onda postoji niz t — oo takav da vrijedi ®;, (x)
— p. Po potrebi prelazimo na podniz pa mozemo pretpostaviti da @4, (y) — q.
Monotonost implicira da je p < q. Ako je p < ¢, onda dolazimo do kontradikcije
sa neuredenosti grani¢nih skupova, posto su p,q € w(y). Dakle, p=q. Ko-
limiting princip implicira da je p € E. O



Ovaj dokaz pokazuje da ako je x <y ip € w(z) Nw(y), tada vrijedi @y, (z) —
p ako i samo ako @y, (y) — p kad niz t, — oco.

Lema 1.16. Neka su K1 i Ko dva kompaktna podskupa od X koja zadovoljavaju
K, < Ks. Onda postoje otvoreni skupovi Ui V, K1C U, KoC V te t9> 0, € >
0 takvi da

D, (U) <P(V); t >t,0< s<e (9)

Dokaz. Neka je x € K;. Za svaki y € K, postoje t, > 0 te okolina U, od
x i okolina V, od y takve da je ®4(U,) < ®,(V,) za t > t,, jer ® jako cuva
uredaj. Onda je {V,}yek, otvoren pokriva¢ skupa Kj, pa mozemo izabrati
kona¢ni podpokrivaé: KoC |, Vy, =V, gdje je y; € K2, 1 <1 < n. Neka je
U= ﬂz 1 Uy, tako da je U okolina od x i neka je { = maxi<i<n ty,. lada za
svaki i vrijedi ®x(U) C ®3(Uy,) < ®(V,), pa je D,(U) < ®4(V,,) za svaki i,1
<i<m,it>¢ Slijedida je <I>f(U < ®,(V zat > t. Kao podsjetnik u dokazu,
zapisat ¢emo U, = U i V, = V kako bismo naglasili neovisnost ovih otvorenih
skupova o tocki x € K. Sli¢no, £ = ,. Kako je x € K5 bio proizvoljno odabran,
za svaki x € K1 mozemo pronaéi otvorenu okolinu U, od x, otvorenu okolinu v,
od Ky I, > 0 takvu da je ®,(U,) < ®,(V,)0 za t > t,. Ponovno, {f] Yeer,
je otvoreni pokrivac za K1, pa mozemo IZdVOJltl konacan podpokrivac Uy, 1 <
i<m, te skupU Uz 1 UL O Ky, V=N, :)Kgltl—maX1<Z<mtm
Kako je V. C Vi, ®4(U,,)< (V) zat > ty, za svakl i, slijedi @,(U) < ®,(V),
za t Z tl

Primijetimo da za svaki x € K; postoji €, > 0 i okolina W, takva da vrijedi
O([0,€,) x Wx) C U. Bududi da je {W, },eck, otvoreni pokriva¢ od K1, postoje
T1, To,..., Ty, € Ky takvida je Ky C J;n; Wa,. Nekaje U = Jio, W, ie=
minj<j<m €5,. Ako jex € U1 0 < s <¢, onda je x € W, za neke i tako da je
O, (z) € U. Zato je D([0,¢) x U') C U, paje ¢s(U") C U, 0 < s < e. Slijedi da
je Piys(U) C O (U) < Pp(V)zat > 1,0 <s<e. O

Propozicija 1.17. Neka z,y zadovoljavaju x < y. Ako vrijedity, — oo, @y, (x) —
a, ¢, (y) = b kada k — o0 i ako je a < b, onda je Ofa) < b.

Dokaz. Zau € O(x), v € O(y), u < v definiramo
J(u,v) = sup{r > 0: ®(u) <v,0<t <r} (10)

Cilj je pokazati da je J(u,v)=+o0. Provjerit ¢emo dva svojstva od J.

(S1) J(®¢(u), P¢(v)) je monotona nepadajuca po t.

Dovoljno je pokazati da je J(®¢(u), Pt(v)) > J(u,v). Za s < J(u,v), ®s(u) <w
je PP (u) < PP, (u) < Py(v). Dakle,

J(P(u), Pe(v)) > s; zasve s < J(u,v) (11)

(S2) Ako je ur < vg, up € O(x), vy, € O(y) 1 up — u, v — v, onda vrijedi

lim sup J (ug, vg) < J(u,v). (12)
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Mozemo uzeti da je J(u,v) < oo ida je limsupy_, . J(uk,vr) — e > J(u,v) za
neki € > 0. Neka k; — oo tako da je lim; o0 J(uk, vr) = limsupy,_, o J(ug, vg).
Tada je J(u,v) + € < J(ug,,vx;) za sve velike i. Iz definicije J slijedi da je
D (ug,) < wvg, za 0 < s < J(u,v)+ € isve velike i. Ako pustimo da i — oo,
dobivamo ®,(u) < wvza 0 < s < J(u,v)+¢, Sto je kontradikcija s definicijom od
J(u,v). Prema tome, vrijedi (S2).

Iz (S1) slijedi da o = limi— 00 J (P (), P1(y)) postoji na zatvorenom intervalu
[0,00]. Preko (S2) dobivamo J = j(a,b) > a. Uzmimo da je J < c0. Za 0 <7 <
J,®,.(a) <b. Zapravo, ®,.(a) < b, 0 < J jer bismo u suprotnom a, b € w(x) zbog
invarijantnosti od w(z) i a < b dosli do kontradikcije sa neuredenosti grani¢nog
skupa. Neka je K = {®,.(a) : 0 < r < J}. K je kompaktan i K < b. Prema
lemi 1.16, postoje t1, € > 0 i otvoreni skupovi UiV, K CU ib €V | takvi da
je @y, 5(U) < @, (V), 0 < § < e. Slijedi da je @, (y) € V za k > ko za neki
cijeli broj kg. Kako ®;, () — a kad k — oo, ®,.(P4, (z)) = @, (a) uniformno po
r € [0,J] kad k — co. Prema tome, postoji ki takav da je ®,.(®y, (z)) € U za
svaki k > k1, 0 <r < J. Tada je

Dy, 45D, Py, (z) < By, Py, (v) (13)

za k > ko = max{ko,k1}, 0 <r < J, 0 <§ < e. Nakon preslagivanja i zbog
monotonosti dobivamo

Q5P (7) < Prye, (v) (14)

zat>1t1, k >k 0<r <J0<6 <e. Slijedi da je J(DPpi, (2), Ppyr, (y)) >
J+ €, za k > kyo. Ako pustimo k£ — oo, dobivamo @ > J +e€. No J > «a i
dolazimo do kontradikcije. Dakle, J = oo, pa vrijedi tvrdnja propozicije. O

Propozicija 1.18. Princip apsorpcije Neka su u,v € X. Ako postoji x € w(u)
takav da je x < w(v), onda je w(u) < w(v). Sli¢no, ako postofi x € w(u) takav
da je w(v) <z, onda je w(v) < w(u).

Dokaz. Treba primijeniti lemu 1.16 kako bismo dobili okoline U od xi V od w(v)
ity > 0 tako da je @ (U) < Oy, (V). Iz toga slijedi @4, (U) < w(v) jer je w(v)
invarijantan. Kako je x € w(u), postoji t; > 0 takav da je @y, (u) € U. Dakle,
@414, (u) < w(v) i monotonost povlaci da je @y 1, +s(u) < w(v) za svaki s > 0.
To implicira da je w(u) < w(v). Ako je z € w(u) Nw(v), onda zbog z < w(v) i
w(u) < z, korolar 1.13 povlaci da je w(u) = w(v) = z. No to nije moguce, jer je
x <w(z)iz e w(u) pa zakljutujemo da je w(u) < w(v). O

Propozicija 1.19. Princip separacije grani¢nih skupova Neka za z,y vrijedi
x<vy. Ako ty = 0o, Py, () = a, Pt (y) = b kad k — o0 i ako je a < b, onda
vrijedi w(z) < w(y).



Dokaz. Po propoziciji 1.17 O(a) < b i prema tome w(a) < b. Ako je b € w(a),
onda korolar 1.13 implicira da je w(a) = b € E. Ako primijenimo princip
apsorpcije na u = x, v = a, £ = a, dobivamo a € w(x), aw(a) = b §to implicira
da je w(z) < w(a). To je nemoguce jer je w(a) C w(zx). Prema tome, w(a) < b.
Prema principu apsorpcije (za u=a,v=y) dobivamo w(a) < w(y). Buduéi da
svaki z € w(a) takoder pripada w(x), po principu apsorpcije je w(z) < w(y). O

Sada mozemo dokazati najbitniji rezultat u teoriji.

Teorem 1.20. Dihotomija grani¢nog skupa Ako je x <y, onda vrijedi jedna
od sljedecih tvrdnji:

(a)w(z) < w(y) ili

(b)w(z) =w(y) C E.

Ako vrigedi (b) i ti, — oo onda vrijedi @, (x) — p ako i samo ako @y, (y) — p.

Dokaz. Ako je w(z) = w(y), onda je w(x) € E po principu presjeka.

Ako je w(z) # w(y), onda mozemo pretpostaviti da postoji ¢ € w(y)\w(y),
drugi slucaj slijedi analogno. Postoji ¢, — oo takav da da je @4, (y) — ¢q. Po
potrebi prelazimo na podniz pa mozemo pretpostaviti da je @, () — p € w(x).
Monotonost implicira da je p < g, i ustvari je p < g jer je ¢ ¢ w(z). Po principu
separacije grani¢nog skupa, w(zr) < w(y). O

1.4 Kvazikonvergencija je genericka

Glavni rezultat ovog poglavlja kaze da tipi¢na orbita polutoka koji jako ¢uva
uredaj konvergira skupu E. Kako bismo to dokazali, potrebne su nam dodatne
pretpostavke kompaktnosti.

Definicija 1.21. Za © € X kaZemo da x moze biti aproksimiran odozdo
(odozgo) u skupu X, ako postoji niz {xn} u X koji zadovoljava x, < Tpi1 < T
(r < Tps1 < xp) zan>1ix, =z kad n — co.

(C) Za svaki g € X, O(zp) ima kompaktni zatvara¢ u X. Nadalje, ako
{#n}n>1 aproksimira o odozdo ili odozgo, onda (J,,qw(zn) ima kompaktni
zatvarac sadrzan u X.

(C) je relativno slab zahtjev za kompaktnost. Zadovoljen je ako vrijedi: (1)
svaki ogranicen (ili samo svaki kompaktan) skup B C X ima ograni¢enu orbitu
O(B) = U,ep O() i (2) ®; je uvjetno potpuno neprekidan za neki to < 0. Po
definiciji, ®; je uvjetno potpuno neprekidan ako ®;(B) ima kompaktan zatvarac
u X uvijek kad je B ogranicen podskup od X (i ®;(B) je ograni¢en skup).

Ako su oba uvjeta zadovoljena i ako {zy},>1 aproksimira z¢ odozdo, onda je

{zn}n>0 kompaktan i prema tome je (J,,-, O(z,) ograni¢en. Uvjetna kompak-

tnost od @, implicira da je @4 (U,>00(xy)) kompaktan u X. O¢ito sadrzava
Un>ow(zy,) 1 zato potonji izraz ima kompaktan zatvarac u X.
U ovom poglavlju pretpostavljamo da vrijedi (C).



Teorem 1.22. Trihotomija sekvencijalnog grani¢nog skupa Neka x¢ € X ima
svojstvo da moze biti aproksimiran odozdo u X pomoéu niza T,. Tada postoji
podniz x, od T, takav da je x, < Tp41 < 9 zan > 1 te x, — xo i zadovoljena
je jedna od sljedecih tvrdngji:

(a)Postoji ug € E takav da je

w(tn) < w(@nt1) < up =w(zg),n >1 (15)
Z nl;n;o dist(w(xy),ug) =0 (16)

(b)Postoji up € E takav da je

w(zy) = uo < w(zg),n >1 (17)

Ako jeu € E i u < w(zg), onda je u < ug.

(c) w(zyp) =w(xg) CE zan>1.

Dokaz. Neka je Z,, neki niz koji zadovoljava Z,, < Tpy1 < g, n > 11 z,, —
xo. Po dihotomiji grani¢nog skupa postoji ili pozitivni cijeli broj N takav da
je w(Z,) = w(&m,) za svaki n, m veéi od N ili podniz Z,, takav da vrijedi
W(Zp,) < w(Zn,+1) za svaki i. Prelaskom na podniz ili prenumeriranjem niza,
mozemo pretpostaviti da vrijedi w(x,) = w(zy,) za sve n, m ili da vrijedi
w(zy) < w(xnt1) za n > 0, gdje je x, prikladan podniz od Z,. Uzmimo da
vrijedi potonji sluc¢aj. Tada je w(z,) < w(xny1) za sve n. Ako je w(x,) = w(zg)
za neki n = ng, onda je w(x,) = w(xg) za n > ng, Sto je kontradikcija s
w(zn) < w(zpt1). Neka je @ ={Y : Y = limy,, yn € w(z,)} C Ups1w(zy).
Po (C) znamo da U,,>1w(z,) ima kompaktni zatvara¢ u X i posto je {y,} mo-
noton i sadrzan u kompaktnom skupu, on konvergira. Dakle, € je neprazan i
kompaktan. Pretpostavimo da y i u pripadaju €2 tako da y,, = y, u, — u, gdje
SU Yp, Uy € w(zy,). Kako y, < upt1 1 un < ynt1 vrijedi za svaki n, dobivamo
y<wuiwu<y, pajeu=y. Prema tome, Q je jednoclan, Q = {ug}. Nadalje, Q
je pozitivno invarijantan jer je svaki w(z,) invarijantan. Prema tome, ug € F.
Po definiciji od Q2 i zbog €injenice da U, >1w(z,) ima kompaktni zatvara¢ u X,
odmabh slijedi da lim,,_, o dist(w(xy, ), up) = 0. Konacéno, w(z,) < w(xg) za svaki
n povlaci da je ug < w(zp). Ako je up € w(zp), onda je w(zo) = up po korolaru
1.13. To daje tvrdnju (a). Ako je up < w(zp) onda trebamo odabrati okolinu
W od w(zg) ity > 0 takav da je ug < ®(x,) zat > to+t1. No up € E, pa
mora vrijediti w(z,) > ug. S druge strane, w(z,) < w(rp41) < ug vrijedi za
svaki n pa i w(z,) < up vrijedi za svaki n. Ova kontradikcija pokazuje da je
w(wp) = up. Dakle, (a) vrijedi ako w(z,) < w(x,y1) zan > 1.

Pretpostavimo sada da je w(z,) = w(z1), za n > 1. Bududi da je z,, < zo,
dihotomija graniénog skupa implicira da vrijedi ili w(z,) = w(z1) < w(xg) ili
w(zy) = w(xg) za svaki n > 1. Potonji slucaj je ustvari (c). Pretpostavimo
da je w(z1) < w(xg). Neka je up € w(zy) = w(x,) C E takav da ug < w(zp).
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Prema lemi 1.16 postoje otvoren skup W koji sadrzava w(zg) i tp > 0 takav
da je ug < ®(W) za t > to. Sada, po istim argumentima kao u prethodnom
odlomku, dobivamo da je ug < ®4(x,) za neke n i sve velike t. Prema tome je
w(zy) > u, 1 kako je ug € w(xy,), slijedi da je w(x,) = up kao to se tvrdi u (b).
Kona¢no, ako je u € F i u < w(xg), mozemo zakljuciti isto kao i gore s ug, da
je up = w(x,) > u za sve velike n i utvrditi da je ug > u.

O

Naravno, slican zakljucak mozemo dobiti ako xg moze biti aproksimiran
odozgo u X. To ne¢emo dokazivati, ali éemo koristiti u daljnjem tekstu. Tri
slucaja za tocku x(y opisana u teoremu 1.22 daju sljedece:
(a) implicira da je x¢ konvergentna tocka
(b) implicira da xg pripada zatvarac¢u skupa konvergentnih tocaka
(c) implicira da je xo kvazikonvergentna tocka.

Nadalje, koristimo samo one tvrdnje vezane za slucaj (b).

Korolar 1.23. Pretpostavimo da vrijede hipoteze iz teorema 1.22. U sluc¢ajevima
(a), (b) i (c), dodatno vrijedi i sljedece:
(a) Za svaki n postoje okolina Uy, od xqg i t, > 0 takvi da vrijedi

Dy(xy) < O (Uy), zat >ty (18)

(b)

(i) Postoje okolina U od ug, to,t1 > 0 i n takvi da vrijedi
Or(0) < Opyy, (zn), zat >tg (19)

(ii) Postoji okolina U od g sa sljedeéim svojstvom: za svaki x € U, x < g,
postoje okolina V=V, od x uw U, cijeli broj N = N, + T =T, > 0 takvi da
vrijeds

up < Oy (V) < Oy(xn), 2t >T (20)

(¢) Postoji okolina U od xg sa sljededim svojstvom: za svaki x € U, x < xg,
postoje okolina V=V, od x v UiT =T, >0 takvi da vrijedi
Dy(1) < Dy(V) < Py(p), 2at>T. (21)
Dodatno vrijedi
d(D¢(z0), Pt(z1)) = 0 kad t — oc. (22)

Dokaz. Za (a), fiksiramo n. Posto je w(x,) < w(xg), lema 1.16 implicira da
postoje okoline Wi D w(x,) i Wa D w(mg) 1 tg > 0 takvi da je &,(W7) <
O, (Ws) za t > to. Postoji t1 > 0 takav da je Oy (v,) € Wi 1 @y, (x0) € Wa.
Zbog neprekidnosti ®,,, postoji okolina U, od xy takva da je ®;, C U. Dakle,
Dy, () < Ppyy, (Up) za t > tg pa (a) vrijedi uz t, = to + t1.

Sada prelazimo na (b). Kako je ug < w(zg), po lemi 1.16 postoje okolina W od

11



w(xp), okolina O od ug ity > 0 takvi da je ®;(0) < (W) za T > Ty. Postoji
t; > 0 takav da je ®i(xg) € W za t > t;. Zbog neprekidnosti ®;,, postoji n
takav da je @, (z,) € W. Slijedi da je

®,(0) < @44, (), > to. (23)

Izabrat éemo okolinu U od zg takvu da je @4, (U) C W ineka x € U zadovoljava
x < xg. Tada postoje okolina V od x, V C U, okolina L od zg i to > 0 takvi
da je ®,(V) < ®y(L) za t > t5. Odaberemo N takav da je xy € L pa dobivamo
O, (V) < Py(xn) zat > ty. Iz gornjeg odjeljka imamo

Uy = q)t(UQ) S q)t(O) < (I)t(W),t > to. (24)

Kako je @, (V) C @, (V) C U, slijedi da je

Ug € @t(O) S (I)t(q)tl (V)) = q)t+t1 (V),t Z to. (25)

Dakle,
uy < Ou(V) < Oy(xn),t > to + 1 + to. (26)

Time smo dokazali (b) za T = tg + t1 + to.

Preostaje dokazati (c). Kako je x1 < ¢, postoje okolina U od zg i t3 > 0
takvi da je ®¢(x1) < ®4(U) za t > t5. Dakle, ako je z € U i x < z onda postoje
okolina V od x, V. .C U ity > 0 takvi da je ®:(V) < Oy(z) za t > t4. Kako je
V C U, slijedi

(I)t(lL'l) § q)t(V) S (I)t(l’()), za t S tg +t4 (27)

Ako ne vrijedi d(®:(zg), Pt(x1)) — oo kad t — oo, onda postoji €> 0, t, = o0
tako da d(®y, (o), Ps, (x1)) =€ za n > 1. Bez smanjenja opcenitosti mozemo
pretpostaviti da ®; (zg) — u, @4, (x1) — v za u,v € w(zp). No u > v i teorem
1.12 impliciraju da je u = v te dolazimo do kontradikcije. O

Napomena 1.24. Uocimo dodatne ¢injenice iz prethodnog korolara:

(b) (i) Primijetimo da ako je x € O i x > ug, onda je ug < P¢(x) < Piyy, (zn)
zat > tg. Kako ®(x,) — ug kad t — oo, w(x) = ug. Prema tome, w(x) = ug
za sve x € O za koji je x > uyg.

(b) (ii) Slicno ®¢(xn) — uo kad t — 00, pa je w(v) = ug za svev € V. Posebno,
w(x) =up iz € Int C za svakix € U za koji je x < xg. Iz toga slijedi xo € Int C.
(c) Slicni argumenti impliciraju da je w(z) = w(xzg) za svaki x € U za koji je
T < Xp.

Teorem 1.25. Pretpostavimo da se svaka tocka iz skupa X moZe aproksimirati
ili odozgo ili odozdo v X. Tada je X = Int Q U Int C. Posebno, Int Q je gust u
X.
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Dokaz. Neka je zgp € X\Int Q. Tada postoji niz y, € X\Q takav da y, —
xo. Po potrebi prelazimo na podniz pa mozemo pretpostaviti da se y, moze
aproksimirati ili odozdo ili odozgo u X za svaki n. Dokazat ¢emo samo prvi
slucaj, a drugi slijedi analogno(preko teorema 1.22 i korolara 1.23, gdje je xq
aproksimiran odozgo). Svaki ¥, je granica niza x), — yn, ), < Zjhi1 < Yn-
Za svaki y,, mora vrijediti slucaj (b) iz teorema 1.22 jer y,, ¢ Q. Po slucaju (b)
(ii) iz korolara 1.23 i napomeni 1.24, slijedi da je y, € Int C' za svaki n jer je
2 € Int C' za sve velike m. Dakle, xg € Int C'. O

Napomena 1.26. Postoje dva bitna uvjeta pri kojima je Q=C. Ako E nema
gomilista u X, onda je Q=C. To zakljucujemo jer je w(x) povezan, pa ako sadrzi
vise od jedne tocke, onda je svaka njegova tocka gomiliste od w(x). Uvjet da E
nema tocke gomilista u X je uglavnom zadovoljen u slucaju obicnih diferenci-
jalnih jednadzbi, ali ga je jako tesko zadovoljiti u beskonacno dimenzionalnim
sustavima. Ako je E totalno ureden skup, odnosno ako za svake dvije tocke iz E
vrijedi x <y ili y < x, onda je Q=C. To proizlazi iz teorema 1.12. Taj je uvjet
zadovoljen za skalarne diferencijalne jednadzbe s kasnjenjem.

Propozicija 1.27. Neka je X ureden metricki prostor i ®; polutok koji jako
¢uva uredaj na X. Neka je xo € X takva da moZe biti aproksimirana odozgo u
X i odozdo u X. Tada postoje nizovi x,, i z, u X koji zadovoljavaju x, — xo,
Zn = To, Tp < Tpy1 < o < Znt1 < 2Zn, 1 > 1 4 takvi da vrijedi jedno od
sljedeéeg:

(a)Postoji ug € E takav da za n > 1 vrijedi

w(zy) < w(Tnt1) <w(xo) = up < wW(znt1) < w(zn) (28)
nlgr;o dist(w(xy ), uo) = nh_}rr;o dist(w(zn), uo) = 0. (29)

(b) Postoje ug, vg € E takvi da za n > 1 vrijedi ili
(i) w(xy) < w(Tpt1) < w(To) = up < vo = w(zn),

lim dist(w(zy),uo) =0 (30)

n—oo
1 uvijek kada je v € E, v > ug, vrijedi v > vy.
ili
(1) w(xy) = ug < vo = w(xg) < w(znt1) < w(zn)
lim dist(w(zp),v0) =0 (31)
n—oo

1 uvijek kada jeu € B i u < v, vrijedi u < ug.

(¢) Postoji ug € E takav da za n > 1 vrijedi ili
(i) w(zy) < w(Tpt1) < w(zo) = ug = w(zn)

lim dist(w(zy),up) =0 (32)

n—oo
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il
(1) w(xn) = up = w(xg) < w(znt1) < w(zp) @

lim dist(w(zy,),up) = 0. (33)

n—oo

(d) Postoje ravnoteze ug i vo takva da za n > 1 vrijeds

w(zy) = uo < w(zg) < vo = w(zy). (34)

Ako jeu € E iu < w(xg), onda je u < ug. Ako jev € FE i w(xp) < v, onda je
V> .

(e) Postoji ug € E takav da za n > 1 vrijedi ili

(1) w(zy) = up < w(xg) = w(zy) i ako u € E zadovoljava u < w(xg), onda
jeu < ug
ili

(1) w(zn) = ug > w(zg) = w(xy,) i ako u € E zadovoljava u > w(xg), onda
je u > ug.

(f) Zan > 1, w(z,) = w(w) =w(z,) C E.

Niz x,,(z,) moze biti izabran kao podniz bilo kojeg niza Z,(Z,) koji aprok-
simira z¢ odozdo (odozgo) u X.

14