Numericko rjeSsavanje problema grede

Misak, Matija

Master's thesis / Diplomski rad

2016

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:487342

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-06

STE U 2
gt\\_,'\s Z4 G

72
% £,
S S
© % . e
& Z Repository / Repozitorij:
27% 5—* Repository of the Faculty of Science - University of
2 & Zagreb
% &
< N
Op. a

K
Yo _ e

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:487342
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:5328
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:5328
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:5328

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Matija Misak

NUMERICKO RJESAVANJE
PROBLEMA GREDE

Diplomski rad

Voditelj rada:
doc. dr. sc. Nela Bosner

Zagreb, Srpanj, 2016



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi Clanova povjerenstva:




Sadrzaj

Uvod

(1 Analiticko rjesenje problema grede|
(1. Opis matematickog modela grede|. . . . . .. .. ... ... ... ....
(1.2 Simuliranje deformacye grede| . . . . . . .. .. ... oL,
(1.3 Rjesavanje problema grede| . . . . . ... ... .. ... ... ... ..
(1.4 Primjer1 - Rjesenja sustava za svojstvene vrijednost1| . . . . . . . ... ..

[2 Generalizirani svojstveni problem|
2.1 QZmetodal. . . . . . . . . . . e

[2.2  Generalizirana Schurova Dekompozicyya . . . . . . ... ... ... ...
2.3 Hessenbergova Trokutasta Formal . . . . . . ... ... ... ... ....
2.4 Deflacyal . . . . . . .. ...

2.5 QZkorak| . ... .. ... ...
2.6 QZProces| . . . . .. .. ...

3 Implementacija metode 1 rezultati

3.3 OvjeSen-Ovjesen|. . . . . . . . . . . . e
3.4 Zakljucakl . . ... ...

il

30
30
32
34
37

38



Uvod

U fizici, rezonancija predstavlja titranje nekog sustava odredenim frekvencijama koje do-
vodi do sve vecih amplituda i na kraju raspada (npr. pucanje Stapa, ruSenje mosta). Kako
bismo izbjegli takvo ponasSanje sustava, poZeljno je poznavanje rezonantnih (svojstvenih)
frekvencija.

Ovaj rad mozZemo podijeliti na tri dijela. U prvom dijelu ¢emo koriste¢i fizikalne za-
kone opisati kako momenti utjeCu na izvijanje grede. Nakon toga pokazat ¢emo kako
se simulira ponasanje grede za realna testiranja i na tom modelu postaviti ¢emo fizikalni
problem. Koristeci relaciju momenata i izvijanja dobit ¢emo sustav jednazbi i uvesti impe-
danciju. Postavit éemo impedanciju na nulu Sto ¢e nam dati problem iz kojeg ¢emo moci
izraCunati svojstvene frekvencije. lako je model zamisljen da se rauna numericki, postavit
¢emo neke posebne uvjete te egzaktno izraCunati prvu svojstvenu frekvenciju za razlicite
rubne uvjete grede.

U drugom dijelu opisujemo numeri¢ku metodu za rjeSavanje generaliziranog svojstve-
nog problema kojeg smo dobili u prvom dijelu. Najprije opisujemo matematicke alate koje
¢emo koristiti; Givensove rotacije i Householderove reflektore. Nakon toga opisujemo
korak po korak algoritme koji rjeSavaju na$ problem.

Na kraju, u treCem dijelu, opisani algoritam implementirat éemo u programskom pa-
ketu MATLAB te predstaviti dobivene rezultate za razne rubne uvjete grede. U rezultate
¢emo ukljuciti i grafove koji zorno prikazuju kako metoda sve bolje aproksimira svojstvene
frekvencije i modove kod pove€anja preciznosti diskretizacije.



Poglavlje 1

Analiticko rjesenje problema grede

1.1 Opis matematickog modela grede

U prvom koraku metode za rjeSavanje problema grede iskoristit cemo osnovne relacije
momenta na izvijanje grede.

A B
F'_-fl—lgi:—)
AI . ____‘,.AIO
. 0%.‘"
" « AL > 3_, I
] A B

Slika 1.1: Segment izvinute grede

Kad je izvijanje grede malo, moZe se uzeti da je izvinuti dio povr$nog sloja grede BB’
paralelan nedeformiranoj centralnoj osi grede, te da je poprecni presjek grede (u smjeru
00’) okomit na centralnu os grede. Ako dodatno uzmemo da je |[AL| = |OB| moZemo za-
kljuciti sljedece:

e stranica BB’ je paralelna s nedeformiranom osi grede pa pravokutni trokuti AA’OO’ i
AOBB’ imaju jedan jednaki kut razlicit od pravog (A®) i1 jednaku katetu, stoga su kongru-
entni

e to znaci da je |[BB’| = |00’| te da se smjerovi te dvije stranice razlikuju za 90°

2
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JednadZba za moment koji djeluje na deformirani poprecni presjek grede B'B’ je

Af
M=El — (1.1)
AL

gdje su:

e M = moment

e E = Youngov modul

o Af = i—fz izraZen u radijanima

e [ = moment inercije

AL = duljina segmenta grede koji promatramo

Kako je moment produkt sile F i duljine kraka AL, jednadzba (1.1)) mozZe biti zapisana kao

|BB'| 00|
F-AL=El-—— =El- —— 1.2
(AL)? (AL)? (-2
ili 00|
ALy (1.3)
Krutost grede, K, jednaka je kvocijentu sile F i |00’|
F El
(1.4)

K = = —
00| (AL)?

JednadZzba (I.4)) ima restrikcije da je izvijanje malo te da momenti koji djeluju na poprecni
presjek djeluju preko kraka duljine AL.

1.2 Simuliranje deformacije grede

Kako bismo simulirali deformaciju grede, promatrat ¢emo niz povezanih bezmasnih nosaca
koji imaju proizvoljno grupirane mase i krutosti kao na Slici 1.2.

Treba napomenuti da su svi efektivni pomaci tocaka koje predstavljaju krajeve opruga
u horizontalnom smjeru te svi pomaci ovjesa koji su u relaciji sa pomacima opruga u verti-
kalnom smjeru. Relacija ovih pomaka vodi na definiranje deformacije opruga u terminima
pomaka u vertikalnom smjeru. Obratno, pomake u vertikalnom smjeru prikazat ¢emo po-
mocu onih u horizontalnom. Svaki nosac je postavljen na bazu susjednih nosaca. Kako smo
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Slika 1.2: Model grede

napomenuli prije, ovakav model dopusta pomicanje ovjesa samo u vertikalnom smjeru.
Svaki pomak ovjesa moZe se iskazati kao relativni okomiti pomak popre¢nog segmenta od
nedeformirane osi grede. Relativni vertikalni pomak jednog ovjesa prema susjednom u iz-
nosu je jednak horizontalnom pomaku tocke koja predstavlja kraj opruge (ovdje uzimamo
u obzir jedan nosac, npr. ovjese 11 2 te kraj opruge A kao na Slici 1.3).

Slika 1.3: Model pomaka opruge

Definirat éemo promjenu veliine opruge AB, kako je prikazano na slici 1.3, sa Ayp, te
pomake od A i1 B sa A4 1 Ag. Analogno definiramo pomake od tocaka 1,21 3.
Tada imamo:

AA:AQ—Al

AB = A3 - A2
Asp = Ap— Ay = A3 —2A, + A4 (15)
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Napomena :

Kod pomaka tocke A gledamo relativhu promjenu u odnosu na tocke 11 2. Tocke 1 i
2 se mogu pomicati samo u smjeru gore-dolje, a to¢ka A samo u smjeru lijevo-desno.
Ako pomaknemo tocku 2 prema dolje (pozitivan smjer y—osi), a tocka 1 ostane na svojem
mjestu, tocka A pomaknut ¢e se udesno za isti iznos kao $to se tocka 2 pomaknula prema
dolje. Ako jos tocku 1 pomaknemo prema gore, tocka A ¢e se pomaknuti udesno za iznos
pomaka tocke 2 i1 za iznos pomaka tocke 1. Takoder, treba napomenuti da se trokut AA12
ne moZe deformirati. Nakon §to smo izraCunali relativne pomake od A i B, njihova razlika
predstavlja promjenu veli¢ine opruge.

Konstante opruga i mase tijela ovjeSenih na ovjese ne moraju biti jednaki za analiticko
rjeSenje, no rjeSavanje sustava se znatno pojednostavljuje ako su svi nosaci jednake duljine
osim onih na krajevima koji su polovi¢ne duljine. To u praksi dijeli gredu na segmente
jednakih duljina izmedu ovjesa, dok su krajevi polu-segmenti.

Na slici 1.4 moZemo vidjeti rubne uvjete koji se najcesée javljaju u problemima grede.
Sve razlike u ovim rubnim uvjetima moc¢i ¢emo jednostavno ubaciti kod krajnjeg rjeSavanja
grede. Znacenje rubnih uvjeta:

e "slobodan" — kraj grede moZe se slobodno gibati u vertikalnom smjeru

e "ovjeSen" — kraj grede je u¢vrS¢en samo s donje ili gornje strane tako da greda moze
slobodno rotirati oko tog ucvrscenja, dok efektivnih vertikalnih pomaka nema

e "fiksiran" — kraj grede je fiksiran Sto znaci da se ne moze ni gibati ni rotirati

(A) Slobodan kraj (C) Fiksiran kraj

(B) Ovjesen kraj

Slika 1.4: Primjeri rubnih uvjeta

PriguSenje joS nije ukljuceno u problem. RjesSenje koje ukljucuje prigusenje titranja je
moguce, no nije prakti¢no za nasu situaciju i pretpostavke koje smo postavili.

Model koji smo postavili do ove tocke prikladan je za slobodne ne-vibrirajuée sustave.
Kako bismo predstavili karakteristike sustava uvest éemo pojam impedancije. To je veli-
¢ina koja mjeri kako se struktura opire kretanju kad je izloZzena harmonicnoj sili. Ovisi o
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frekvenciji kojom djelujemo na strukturu i najmanja je ba$ za karakteristicne frekvencije.

K(1 +in)
w
Kn

K
=ioM + — + — (1.6)
W w

Z =iwM +

gdje su:
e Z = impedancija
e M = masa
e K = krutost
e 77 = faktor priguSenja
¢ w = kutna frekvencija

Sila F, dana je u sljedeéoj relaciji sa pomakom A:

F=Z-iwA (1.7)

Simulirani sistem prikazan na slici 1.2 moZe se rijesiti koristeci standardne jednaZzbe ne-
prekidnosti sile i momenta. Prigusenje moZe biti ukljuceno u jednazbu za impedanciju. Mi
, e ey . v . . e 2 K

¢emo rijesiti sustav bez prigusenja, tj. zanemarit ¢emo faktor .

1.3 RjeSavanje problema grede

Kod rjeSavanja problema grede koristimo skup jednadzbi koje uzimaju u obzir relaciju sile
i momenta. Na slici 1.5 moZemo vidjeti tipicni model grede sa Sest tocaka. Svo pomicanje
grede dopusteno je samo u +y smjeru. Rubni uvjeti mogu ukljucivati potpornu silu R
i/ili moment M. Na rubovima moZemo ukljuditi tocke yj i/ili y;. Svaki element mase M;
moze imati zasebnu vrijednost. Takoder, svaki koeficijent krutosti opruge K; moZe imati
zasebnu vrijednost. Mi ¢emo promatrati uniformno distribuirani sistem opruga u kojem e
sve vrijednosti masa M, biti jednake 1 svi koeficijenti opruga K; biti jednaki.
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Slika 1.5: Model Sest masa

Moment My koji djeluje u pozitivnom smjeru se uzima kao pozitivan. Moment M
koji djeluje u negativhom smjeru se takoder uzima kao pozitivan. Taj naCin je uobicCajen
kod rjeSavanja grede. Pomicanje toCaka y; uzimamo da je pozitivno u smjeru prema dolje.
Pomaci opruga su pozitivni u smjeru prema desno. Obje potporne sile R, i R; uzimaju se
kao pozitivne u smjeru prema gore.

Prvi skup jednadzbi koje ukljucujemo u racun su jednadzbe koje slijede iz modela pomaka
opruge, tj. jednadzbe (1.5). Definiramo A; kao mjeru promjene oblika opruge K;, za i =
1,2,...,6. Pozitivna vrijednost veli¢ine A, reflektira se kao izduZenje opruge K;. Takoder,
treba podsjetiti da je duljina kraka preko kojeg moment sile djeluje na oprugu jednake
duljine kao razmak izmedu ovjesa. Opceniti oblik jednadzbe za A; slijedi iz jednadZbe
(1.5):

0=-A;+yir1 —2yi +yi (1.8)

U ovim jednadZbama javljaju se neki nepostojeci Evorovi. To su ¢vorovi koji dolaze sime-
tri¢no od ¢vorova y; 1 yg S obzirom na y i y;. Nazovimo ih y_; i yg. Tih ¢vorova ¢emo
se rijesiti tako da ¢vorove y, i1 y; izrazimo kao aritmetiCke sredine ¢vorova y_y, yi, Ve, Vg te
dobijemo:

Y1 =2y0—y11ys =2y7— ys
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Koristeci ove jednakosti 1 opéu formulu (1.8) dobivamo sljedece jednadzbe za A;:

0=-Ar+y2—3y1 +2y
0=-Ar+y; =2y +
O0=-As+ys=2y;+y
0=-As+ys—2ys+ ;3
0=-As+ys—2ys + y4
0=-A¢+2y7; = 3y6 + s

(1.9)
(1.10)
(1.11)
(1.12)
(1.13)
(1.14)

Sljedeci korak je promotriti momente koji djeluju na poprecni presjek kod ¢vora y;.
Pomak opruge K; (slika 1.6) induciran je na bilo kojoj strani segmenta 11 momentima
jednakim po iznosu te suprotnog smjera. Radi jednostavnosti uzimamo momente na lijevoj
strani. Tada iz kontinuiteta momenata koji djeluju na segment 11 slijedi:

[
A]Kll :MO - ERO

M
0 =AK, — 70 +0.5R,

(1.15)

Treba primijetiti da sile My i Ry rezultiraju u momentima suprotnih predznaka jer se odu-
piru jedna drugoj. Poprecni presjek 22 (slika 1.7) kod ¢vora y, ukljucuje nesto vise od

1

Ve

Ro

Slika 1.6: Poprecni presjek kod ¢vora y,

samog rubnog uvjeta u jednadzbi za moment. Kako opruge na pozicijama osim one koju
promatramo samo prenose moment, njih ne uklju¢ujemo u jednadzbu. My i Ry, kao vanj-
ski ¢imbenici, ne utjeCu na fizicke karakteristike grede. S druge strane, masa ovjeSena na
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Slika 1.7: Poprecni presjek kod ¢vora y,

&voru ima utjecaja jer ulazi u jednadZbu za impedanciju. Moment za popreéni presjek 22
induciran impedancijom Z; sa pomakom y; jest:

M(Z)) = (Z)(iwy)]

Za Z; moZemo substiilirati iwM, da dobijemo M(M,) = —w*M,y,l. JednadZba za moment
na poprecni presjek 22 moZe se izraziti na sljedeci nacin:

M
0:A2K2—70+ 1.5Ry — Wy M, (1.16)

Analogno, moZemo izraziti jednadZbe za momente koji se javljaju kod poprecnih presjeka
33,44, itd. Za sistem Sest masa, sustav jednadzbi koji opisuje djelovanje momenata jest:

M,

0 =AK, — 70 +0.5R, (1.17)
M

0:A2K2—70+ 1.5Ry — Wy M, (1.18)
Mo 2 2

0 :A3K3 - T + 25R0 - 2w }’1M1 - W y2M2 (119)
M

0 =AK, — 70 +3.5Ry — 3wy My — 2wy, M, — w’y; M (1.20)
M

0 =AsKs — 70 +4.5R) — 4%y My — 302y, My — 207 ys M5 — wPyaMy (1.21)

M
0 :A6K6 - TO + 55R() - 5a)2y1M1 - 4a)2y2M2 - 3(,L)2y3M3 - 2w2y4M4 - w2y5M5 (122)
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JednadZba za moment kod Cvora y; jest:
0= =M M 6 Ro=5.50y1 M —4.500ys Ma=3 50y Ma=2.50 s Ma—1.500%ys Ms—0.50 e M
=77 ] 09 dW Y1 M1 =3 3W Yo Mp—=3.0W" Y3 M3—2.00W yaMg—1.0W y5M5—U.00W" Yy Mg
(1.23)
Ako sad kombiniramo jednadzbe (1.9) — (1.14) s jednadZzbama (1.17) — (1.22), dobijemo
sustav sa sljedecim nepoznanicama: yo, Mo, Ro, Y1, V2, V3, V4, Vs, Ve, V7, M7, R7.

Bilo koji izbor rubnih uvjeta smanjuje skup nepoznanica za Cetiri elementa, Sto na-
kon toga daje osam nepoznanica. To znaci da za sad imamo sedam jednadZbi i osam
nepoznanica. Moramo konstruirati jos$ jednu jednadZu kako bismo mogli rijesiti sustav. U
sustavima titranja izazvanim vanjskom silom suma sila koje djeluju u smjeru okomitom
na nedeformiranu centralnu liniju grede mora biti nula. Okomite sile koje ukljuCujemo u
jednadzbu su Ry 1 R; te inercijske sile masa ovjeSenih na ¢vorovima. Tako dobivamo osmu
jednadzbu sustava:

0= —R() - R7 + w2y1M1 + a)2y2M2 + w2y3M3 + w2y4M4 + w2y5M5 + w2y6M6 (124)
Na taj naCin opisali smo jedan sustav jednadzbi koji prakti¢nije moZemo napisati u obliku
Ay=0 (1.25)

gdje su matrica koeficijenata A 1 vektor nepoznanica y zadani na sljedeci nacin:

(05 0 -1 02K -3K; K 0 0 0 0 0]

15 0-7 0 0 K-wM, -2K, K> 0 0 0 0

25 0-1 0 0 -20M K3-w*M, -2K; K; 0 0 0

35 0-1 0 0 -3’M; =-2w*M, K4—w?M; —2K4 K4 0 0

A 45 0 -7 0 0 —4’M; -3w’'M; -2w'M; Ks—w’My -2Ks Ks 0
55 0-17 0 0 =5&’M; —-4’M, -3w*M; —2w*M; Ke—w*Ms —3Ks 2Ks

6 0 —% +% 0 —-5.50°M; —4.5w*M, -3.50*M; -2.50*M, —1.5w*Ms —0.50°Mg 0

-1 -1 0 0 O w*M, w*M, w*Ms w*M, w*Ms w*Ms 0|

T
yZ[Ro Ry My M; yo yi Y2 Y3 Y4 Y5 e )’7]
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JednadZzba (1.25) predstavlja kompletan generalni matematicki model grede. Matrica
sustava A dimenzije 812 e se reducirati na kvadratnu 8 X8 matricu kad jednom izaberemo
rubne uvjete problema. Isto vrijedi i za vektor nepoznanica y. Za rubne uvjete vrijedi
sljedece:

Lijeva strana

Slobodan kraj: My=0,Ry=0

Fiksiran kraj: yvo=0,y,=0

Ovjesen kraj: yo=0,My=0
Desna strana

Slobodan kraj: M, =0,R; =0

Fiksiran kraj: v6=0,y7=0

OvjeSen kraj: yv;=0,M;=0

Dakle, kad jednom izaberemo rubne uvjete, Cetiri nepoznanice ¢e imati vrijednost 0, a na§
sustav postaje kvadratni sustav sa osam nepoznanica. Kako svaki od rubnih uvjeta reducira
broj nepoznanica za dva, rubni uvjeti na lijevoj i desnoj strani ne moraju biti jednaki. Ma-
tricna jednadzba koju smo postavili prihvaéa bilo koju kombinaciju rubnih uvjeta. Kako
matrica sustava ne ovisi o uniformnim konstantama, ovaj model nudi rjeSenje 1 za nesime-
tricne fizicke konfiguracije. U formalnom smislu, model je ogranicen na konfiguracije koje
su uniformne po dijelovima (segmentima). No, i ta ideja se moZe proSiriti pa moZemo na
primjer uzeti da masa ovjeSena na ¢vorovima linearno utjece na tocke u tom segmentu.

X’l
M, = f P(t)dt

Xn-1
Gdje je:

e M, = Masa n-tog segmenta grede
¢ p = Gustoca mase grede
e X = Udaljenost uzduz centralne horizontalne osi grede

U ovom sluc€aju, podrazumijeva se da je izvijanje grede linearno i izraCuni se moraju na-
praviti za svaki segment iregularne grede.

Kako bismo analiti¢ki rijesili sustav Ay = 0, pretpostavit ¢emo da je greda simetri¢na.
To znaci da uzimamo da je Ry = R7, Mo = M7, yo = ¥7, 1 = Y6, Y2 = ys1y3 = y4 te dasu
sve mase ovjeSene na ¢vorovima jednake i sve konstante opruga jednake. Tada dobivamo
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pojednostavljeni sustav:

[ Ro7
05 -I"' 2k -3K K 0 My
1.5 -I''Y 0 K-w'M -2K K Y07
25 —I'" 0 2w'M K-w'M -K | | yis =0 (1.26)
35 -I'Y 0 -B3wM K-2wM -K-w'M| |ys
[ V3.4

Koristimo ovaj pojednostavljeni model jer dopusta ru¢no racunanje sustava kako bismo
predstavili rjeSenja grede. Za prakti¢nu primjenu Koristi se sustav viSeg reda uz rjeSavanje
na racunalu.

Kad reduciramo pravokutnu matricu sustava na kvadratnu (izborom rubnih uvjeta) jed-
nadzba Ay = 0 predstavlja impedanciju sustava. Za svaku prirodnu (rezonantnu) frekven-
ciju reaktivna impedancija mora biti nula. Kako je samo reaktivna impedancija bila uklju-
¢ena u jednadzbu (izbacili smo priguSenje), vrijednosti w za koje je ona nula su rjesenja
prirodnih frekvencija. Takve vrijednosti w nazivamo svojstvene vrijednosti sustava.

Varijable u vektoru nepoznanica predstavljaju odziv sustava. Svaka rezonantna frek-
vencija ima konacan skup odziva. Takva rjeSenja odziva nazivamo svojstvenim vektorima
sustava. Nakon §to izraCunamo w 1 supstituiramo ga natrag, sustav Ay = 0 jo§ uvijek
nece biti jedinstveno rjesiv, kako je bilo i za ocekivati, posto svojstveni vektor sustava nije
jedinstven. To znaci da moZemo izracunati samo relativna izvijanja koristeci svojstvene
vrijednosti 1 svojstvene vektore. Ta relativna izvijanja opisuju oblik modova za svaku pri-
rodnu frekvenciju.

1.4 Primjeri - Egzaktna rjeSenja uniformne grede

Generalni matematicki model grede, jednadzba (1.25) se vrlo ¢esto u primjeni moZe redu-
cirati, npr. kad je greda simetri¢na i uniformna. Stovise, jednadzba (1.26) je prvi korak u
reduciranju sustava. Kad je greda simetri¢na, ona sadrzi paran broj masa, te se kao rjesenja
promatraju samo neparni modovi. Svaki otklon s desne strane centra mora imati isti takav
simetrican otklon s lijeve strane centra. Takoder, momenti 1 potporne sile na krajevima
su jednaki. Supstitucijom jednih veliCina s drugima, sustav (1.25) moZze biti reduciran na
pola. Slijede sustavi koji predstavljaju problem uniformne simetricne grede sa Sest masa
reducirani na 4 X 4 sustave. Ovi sustavi su jednostavni za racunanje na ruke i posluZit e
nam za provjeru tocnosti generalnog modela. Promatrat ¢emo sljedece kombinacije rubnih
uvjeta:
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e Fiksiran - Fiksiran

0.5 —l‘i K 0 Ry7
;:2 :5—1 K :zaigM 5{ ‘ ];4;;7 =0 (1.27)
35 IV K-2w’M -K-w’M| |34
e Ovjesen - OvjeSen
0.5 —315 K 0 Ro7
éig K—;wcgnjxy K :zcﬁM 5{ ' i;i =0 (1.28)
35 -3wM K-2w'M -K-w’M| |y
e Slobodan - Slobodan
2K _3Ig K 0 Yo,7
0 aum kowm k| Pel=0 (129

0 -3wM K-20'M -K-w’M| |y34

Koristit ¢emo sljede¢i model za ru¢no racunanje 4 X 4 determinante sustava:

2?22 F G H E G H E F H E F G
I 7k LIT A|lJ K L|-B|lI K L|+C|I J L|-D|I J K
M N P O N P Q M P Q M N Q M N P

= AFKQ +AGLN +AHJP - AFPL-AJGQ - ANKH
—-BEKQ - BGLM - BHIP + BEPL + BIGQ + BMKH

+CEJQ+ CFLM + CHIN - CENL-CIFQ-CMJH

—-DEJP — DFKM — DGIN + DENK + DIFP+ DMJG
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Rubni uvjet: Fiksiran - Fiksiran

Razvoj determinante za jednadZbu (1.27) racunat ¢emo pomocu sljedece tablice:

+AFKQ = 05(-I"")K — w*M)(-K — *M) = 0.51"'K? -0.5"w*M?
+AGLN = 0.5(=2K)(-K)(=I"") = -I''K?

+AHJP = 0.5(K)(=I"")(K — 2w*M) = —051"'K*  +I"'KwM

—~AFPL = —0.5(=I"")(K = 2w*M)(-K) = -0.5'K*  +I'Kw’M

-AJGQ = -0.5(=I""(=2K)(-K - w’K) = I-'K? +I'Kw*M

—ANKH = —-0.5(=I"")(K — w*M)(K) = 050I'K*  —0.5I"'Kw*M

-BEKQ = ["'(1.5)(K — w*M)(-K — *M) = -151"'K? +1.51 w*M?
~BGLM = IY(-2K)(-K)(3.5) =  7I'K?

—~BHIP = I7'(K)2.5)(K = 2w*M) = 2501'K* -5I'Kw*M

+BEPL = —I7'(1.5)(K = 2w*M)(-K) = 15'K*>  -3I'Kw*M

+BIGQ = ~I7'2.5)(2K)(-K - w*’M) = =5I"'K* -5I"'Kw*M

+BMKH = ~I"'(3.5)(K — w*M)(K) = -3501'K* +3.51'Kw*M

+CEJQ = K(1.5)(~I"") (=K — > M) = 157'K*  +1.51'Kw*M

+CFLM = K(-I"(-K)(3.5) = 3.5017'K?

+CHIN = K(K)(2.5)(-I"") = -250"'K?

—CENL = —K(1.5)(-I"")(-K) = -1.501"'K?

—~CIFQ = ~KQ2.5)(=I"")(~K — w*M) = 2501'K* -2.51"'Kw*M

~CMJH = —~K(3.5)(-I""\(K) = 3.5017'K?

JednadZzba (1.27) predstavlja rjeSenja uniformne simetricne grede s rubnim uvjetima
fiksiran-fiksiran. Determinanta sustava mora biti nula za bilo koju prirodnu frekvenciju.
Sumiranjem tablice i mnoZenjem sa [ dobivamo jednadZbu:

Ww*M?* — 8w’MK +3K*> =0
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JednadZbu rjeSavamo za w? koristeéi kvadratnu formulu.

,» _ 8MK + V64M2K? — 12MPK?
“= 20

, 8MK + V52M?K?
w- =
2M?

,  8MK+72111MK
B 2 M2

w

,  0.394K 7.605K
w = ,
M M

Sad mozZemo iskoristiti relaciju K = o pa dobijemo

. 0.394E1
T TP

Standardna jednadZba za prvu prirodnu frekvenciju grede s rubnim uvjetima fiksiran-fiksiran
jest
,  (224)EIl
W] = ———7
M, L3
Kod nas vrijedi da je M, = 6M i L = 6[. Kad supstituiramo te vrijednosti, dobijemo

,  0.386EI
YU TP

Dakle, greska u koriStenju matemati¢kog modela, tj. jednadzbe (1.27), u terminima w?

jest:

. 394 — 386
Greska = W -100 =2.1%

V394 — v386 20
\386 ©19.65

w?} dvadesetak puta vrijednosti w?, jasno je da w3 ne predstavlja tre¢i mod. Dakle, mo-
Zemo zakljuciti da 4 x 4 sustav moZe posluZiti samo za raCunanje prve, najmanje prirodne
frekvencije. Kada bismo iskoristili 8 X 8 sustav, greSka za prvu frekvenciju bi bila ma-
nja te bismo dobili rjeSenje za trecu frekvenciju. Takoder, treba napomenuti da koriStenje
simetricnog modela ne daje rjeSenja za parne modove.

GreSka u terminima w jest 100 - = 1.04%. Kako je vrijednost
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Rubni uvjet: OvjesSen - OvjeSen

JednadZba (1.28) je matri¢na jednadZzba za uniformnu simetricnu gredu koja je ovjeSena s
obje strane. Jednostavnije, mozemo re¢i da greda leZi na potpornim stupovima. Razvoj
determinante racunamo pomocu sljedece tablice:

+AFKQ = 0.5(K — *M)(K — P*M)(-K — *M) = 0.50°M° +0.50*M?K +0.50°MK?>  -0.5K3
+AGLN = 0.5(=2K)(=K)(=3w?>M) = —3w*MK?

+AHJP = 0.5(K)(—2w*M)(K — 2w*M) = 2w MK —w*MK?

—-AFPL = —-0.5(K — w*M)(K — 20’ M)(—K) = Ww*M?’K  -150’MK?>  +0.5K°
-AJGQ = —0.5(=2w*M)(-2K)(-K — w*’K) = 2w*M*K +2w*MK?

—~ANKH = —0.5(=3w*M)(K — w*M)(K) = —1.50*M?’K  +1.50°MK?

-BEKQ = 3K(1.5)(K — w*M)(—K — w*M) = 450 M?K -4.5K3
~BGLM = 3K(-2K)(-K)(3.5) = 21K3
—BHIP = 3K(K)(2.5)(K — 2w*M) = —15w*MK?*  +7.5K3
+BEPL = —3K(L.5)(K — 20*M)(-K) = —9w’MK?*  +4.5K3
+BIGQ = —3KQ2.5)(=2K)(=K — w*M) = -15?MK> —15K>
+BMKH = -3K(3.5)(K — w*M)(K) = 10.50’MK> —-10.5K°
+CEJQ = K(1.5)(=20*M)(-K — w*M) = 3w*M*K +3w*MK?

+CFLM = K(K — w*M)(=K)(3.5) = 3.5w0*MK*  -3.5K3
+CHIN = K(K)(2.5)(3w*M) = —7.50*MK?

—~CENL = —K(1.5)(=3w*M)(-K) = —-4.50*MK?

—CIFQ = —-KQ.5)(K — w*M)(-K — w*M) = —2.5w0*M?’K +2.5K3
—-CMJH = —K(3.5)(-2w*M)(K) = Tw*MK?

Sumiranjem tablice dobijemo:
0.50° M’ + 9w* MK — 28.5w*MK* + 2K> = 0
K
Dijeljenjem jednadZbe sa K* i supstitucijom w? = xﬁ dobijemo jednadzbu:

0.5x° +9x* = 28.5x+2=0

Kako nas interesiraju rjeSenja za "male" vrijednosti x, moZemo zanemariti faktor x*. Kva-
dratnu jednadZbu rjeSavamo koristeci kvadratnu formulu.

285+ V2852172

=0.0718
18

X
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Kao i u prvom primjeru, rjeSenje nece biti dobro za trecu prirodnu frekvenciju. Vratimo
supstituciju:
,» 0.0718K 0.0718E1

M BM
Standardna jednadzba za prvu prirodnu frekvenciju grede s rubnim uvjetima ovjesen-ovjesen
jest

w

, 0.0752E1
UM
Greska u koriStenju matemati¢kog modela u terminima w? jest:

0.0752 - 0.0718

Greska = <100 = 4.5%
e 0.0752 ’
V752 — V718
Greska u terminima w jest 100 - ——————— = 2.3%. Kako je ve¢ napomenuto, 4 X 4

V752

sustav ne aproksimira egzaktno rjeSenje dovoljno dobro.

Rubni uvjet: Slobodan - Slobodan

Determinanta sustava koji ukljucuje rubni uvjet "Slobodan - Slobodan" reducira se na 3 X3

determinantu:
K — w*M -2K K
2K | —20*M K — w*M -K
—3w*M K -2w*M -K-w'M

Kako vrijednost determinante mora biti nula, dobivamo sljedecu jednadZzbu:

0 = 20 MK + 160*M*K? — 60b°MK?

2
M
Dijelimo sa —w*MK? i koristimo supstituciju x = a)T pa jednadZzba poprima oblik:

0=2x"-16x+6
Rjesenje kvadratne jednadzbe je:

, 0.395K 0.395E1
wl = =
M PM

Standardna jednaZzba za prvu prirodnu frekvenciju grede s rubnim uvjetima slobodan-

slobodan jest
, 0.386EI

T TP
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Greska u koriStenju matemati¢kog modela u terminima w? jest:

0.395 - 0.386

vk = l T = 2
Greska = 100 0395 3%
GreSka u terminima w jest 100 - M =1.1%.

V396

18



Poglavlje 2

Generalizirani svojstveni problem

Za kvadratnu matricu A i skalar A € C kaZzemo da je A svojstvena vrijednost za A ako vrijedi
det(A—-Al)=0

1 taj problem nazivamo svojstveni problem.

Ako zamijenimo jedini¢nu matricu I nekom drugom kvadratnom matricom B i promatramo
A — AB, tada kaZemo da rjeSavamo generalizirani svojstveni problem.

Najprije navodimo neke osnovne pojmove koje ¢emo koristiti u ovom poglavlju.

KaZemo da je matrica Q € R™" ortogonalna ako vrijedi da je Q"0 = Q0" =1,.

Nadalje, neka je v € R" vektor razli¢it od nul-vektora. Tada se matrica P u formi

2
P=1I- mva
naziva Householderov reflektor. Ako neki vektor x mnoZimo sa P, tada se kao rezultat
dobije njegova refeksija u odnosu na hiperravninu span {v}*. Householderovi reflektori
korisni su za poniStavanje svih elemenata u nekom vektoru osim prvog. Kada je potrebno
pazljivije poniStavati elemente u matrici koriste se Givensove rotacije. To su ortogonalne
matrice sljedeceg oblika:

1 0 .0 . 0

0 c Ky 0
G(i,k,0) = :

0 -5 . c 0

0 0 0 1
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gdje je ¢ = cos(f) 1 s = sin(d). Elementi ¢ nalaze se na pozicijama (i,7) 1 (k, k), dok se
element s nalazi na poziciji (i, k) te element —s na poziciji (k, ). MnoZenje s lijeve strane
sa G(i,k,0)" daje kao rezultat rotaciju za 6 radijana u (i, k) koordinatnoj ravnini. Tada,
koristeci odredene vrijednosti za ¢ i s lako moZemo ponistiti Zeljenu vrijednost u odredenoj
matrici.

2.1 QZ metoda za Ax = ABx

Neka su A i B dvije n X n matrice. Skup svih matrica koje imaju formu A — AB, gdje
je A4 € C nazivamo pramen. Svojstvene vrijednosti pramena su elementi skupa A(A, B)
definirani sljede¢om relacijom:

A(A,B) ={z € C:det(A —zB) =0}
Za svojstvenu vrijednost 4 € A(A, B) i za
Ax = ABx, gdjejex # 0

kaZzemo da je x svojstveni vektor za A — AB.
U ovom poglavlju kratko opisujemo matematicka svojstva generaliziranog svojstvenog
problema i prezentiramo stabilnu metodu za njegovo rjeSenje.

Pozadina problema

Najprije trebamo primijetiti da za generalizirani svojstveni problem postoji n svojstvenih
vrijednosti ako 1 samo ako je rang matrice B jednak n. Ako je rang matrice B manji od n,
tada A(A, B) mozZe biti konacan, prazan ili beskonacan.

Primjer 2.1

1 2 1 0

A_[O 3],3_[0 0]:/1(A,B)_{1}
[1 2] [0 1]

A—gO 37’B_>0 O_:>/1(A,B)—(Z)
[1 2] [1 0]

A= 0 0_,B-»0 0_:>/1(A,B)—C

1

e Akoje 0 # A € A(A, B), tada je 3 € A(B,A)
e ako je B regularna tada je A(A, B) = A(B™'A,I) = A(B7'A)
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Ova razmatranja predlazu jednu metodu za rjeSavanje A — AB u slucaju kad je B regularna:
1. Rijesiti BC = A za C koriste¢i npr. Gaussove eliminacije s pivotiranjem
2. Koriste¢i QR algoritam izracunati svojstvene vrijednosti za C

Primjer 2.2

1.246 1.898 0.913 0.659

Neka su A = [1.746 0.940] (B [0.780 0.563]

Tada je A(A, B) = {2, 1.07 x 106}. Koriste¢i aritmetiku pomicnog zareza sa sedam deci-

mala, dobijemo da je A(fI(AB™")) = {1.562539, 1.01 x 106}. Losa aproksimacija manje
svojstvene vrijednosti izlazi iz &injenice da je x(B) ~ 2 x 10°. S druge strane, proizlazi da
je

AL fI(A™' B)) ~ {2.000001, 1.06 x 10°}

Tocnost manje svojstvene vrijednosti je poboljSana jer vrijedi da je k(A) = 4. Ovdje «
oznacava uvjetovanost matrice.

Primjer 2.2 pokazuje da trebamo pronaci bolji pristup problemu A — AB. Jedan takav
pristup jest da izracunamo dobro-uvjetovane matrice Q i Z takve da vrijedi:

A =0'AZ, B =0"'Bz (2.1)
gdje su matrice A; 1 By obje u kanonskoj formi. Tada je A(A, B) = A(A, B;) jer
Ax=ABx & Ay = ABy,x = Zy

KaZemo da su prameni A — AB i A| — AB; ekvivalentni ako (2.1) vrijedi za regularne Q i
Z.

2.2 Generalizirana Schurova Dekompozicija

Teorem 2.2.1. Generalizirana Schurova Dekompozicija

Ako su A i B dvije matrice iz C™", tada postoje unitarne matrice Q i Z takve da su Q"AZ =
T i Q"BZ = S gornjetrokutaste matrice. Ako su za neki k dijagonalni elementi ty; i sy
Jednaki nuli, tada je A(A, B) = C. U suprotnom vrijedi:

Lij
/I(A,B) = {— DS F O}

ii
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Dokaz. Neka je {By} niz regularnih matrica koje konvergiraju k B. Za svaki k uzmemo
O/ (AB;")Ox = Ry - Schurovu dekompoziciju od AB;'. Neka je Z; unitarna matrica
takva da je Z'(B;'Qy) = S;' gornjetrokutasta matrica. Matricu Z, moZemo izraziti kao
B QxS Tada slijedi da su i matrice Q¥AZ;, = QFAB'QiSy = RSy i QFBZy =
QkH BkBlngkS r = S, gornjetrokutaste. Po Bolzano-Weierstrassovom teoremu znamo da
ograniceni niz {(Qx, Z;)} ima konvergentan podniz, tj. im(Qy,, Z,) = (Q, Z). Tada se lako
vidi da su Q i Z unitarne matrice te da su Q?AZ i Q" BZ gornjetrokutaste matrice. Tvrdnje
o A(A, B) slijede iz relacije:

det(A — AB) = det(0Z") | [t = Asi)
i=1
O

Ako su matrice A i B realne, tada nam je od interesa sljedeci teorem koji dajemo bez
dokaza.

Teorem 2.2.2. Generalizirana Realna Schurova Dekompozicija
Ako su A i B dvije matrice iz R™", tada postoje ortogonalne matrice Q i Z takve da je
QT AZ gornje kvazi-trokutasta i Q" BZ gornjetrokutasta.

KaZemo da je matrica kvazi-trokutasta ako na dijagonali ima 1 X 1 ili 2 X 2 blokove,
tj. neki poddijagonalni elementi a;,; ; su razliciti od nule. Primjer kvazi-trokutaste matrice:

S O O O X
S O X X X
S O X X X
X X X X X
X X X X X

2.3 Hessenbergova Trokutasta Forma

Prvi korak u raCunanju generalizirane Schurove dekompozicije para (A, B) jest reduciranje
matrice A na gornju Hessenbergovu formu i B na gornjetrokutastu koristeci ortogonalne
transformacije. Najprije traZimo ortogonalnu matricu U takvu da je U” B gornjetrokutasta.
Naravno, da bismo sacuvali svojstvene vrijednosti, iste transformacije radimo i na matrici
A. Prikazat ¢emo korak po korak Sto se deSava u slucaju n = 5:

X X X X X X X X X X
X X X X X 0 X X X X
A=UTA=|x X x x x|,B=U"™B=|0 0 x X X
X X X X X 0 0 0 x X
X X X X X 0 0 0 0 x
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Nakon toga reduciramo matricu A na gornje Hessenbergovu i pritom ¢uvamo trokutastu
formu matrice B. Givensova rotacija Q45 nam sluzi da bismo eliminirali ¢lan as;:

X X X X X X X X X X
X X X X X 0 X X X X
A=QlA=|x x x X X[,B=QlB={0 0 x X X
X X X X X 0 00 x x
0 X X X X 0 0 0 x X

Element bs4 koji nam se pojavio u matrici B moZe se eliminirati koriste¢i Givensovu rota-
ciju Zys:

X X X X X X X X X X
X X X X X 0 X X X X
A=AZ;s=|X X X X X|,B=BZ;s=]10 0 X X X
X X X X X 0 0 0 x x
0 X X X X 0 00 0 x

Analogno se poniStavaju elementi a4 te as;:

X X X X X X X X X X
X X X X X 0 X X X X
A=QlA=|x x x x xX[,B=0},B={0 0 x X X
0 X X X X 0 0 X X X
0 X X X X 0 00 0 x
X X X X X X X X X X
X X X X X 0 X X X X
A=AZy =|X X X X X|,B=BZ;4 =10 0 X X X
0 X X X X 0 0 0 x x
0 X X X X 0 00 0 x
X X X X X X X X X X
X X X X X 0 X X X X
A=Q0lA=|0 x x X X|[,B=0L,B={0 x X X X
0 X X X X 0 0 0 x x
0 X X X X 0 0 0 0 x
X X X X X X X X X X
X X X X X 0 X X X X
A=AZ» =0 X X X X|,B=BZ»=|0 0 x x X
0 X X X X 0 0 0 x X
0 X X X X 0 0 0 0 x
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Matrica A je sada u gornje Hessenbergovoj formi po prvom stupcu. Reduciranje se za-
vrSava tako da eliminiramo elemente as,, a4, 1 as3. Kako je prikazano, dvije ortogonalne
transformacije su potrebne kako bi se eliminirao svaki element a;; - jedna za eliminiranje
a;j, a druga za vraCanje matrice B u trokutastu formu. U svakom koraku se mogu koristiti
Givensove rotacije ili Househoulderove transformacije. Sve zajedno imamo sljedeci algo-
ritam:

Algoritam: Hessenberg-Trokutasta Redukcija

Za dane matrice A i B iz R™", sljedeéi algoritam vraca matrice Q” AZ u gornjoj Hessen-
bergovoj formi i QT BZ u gornjetrokutastoj formi. Matrice Q i Z su ortogonalne.

Algorithm 1
Zamijeni matricu B sa QT B = R, gdje je Q ortogonalna a R gornjetrokutasta
A=Q0"A
forj=1:n-2do
for i=n:-1:j4+2 do
[c, s] = givens (A(i — 1, j),A(i, j))

T
A(i—l:i,j:n):[ z]A(i—l:i,j:n)

c

T
B(i—l:i,i—l:n):[_cs (f] Bli-1:i,i—1:n)

[c, s] = givens (=B(i, i), B(i,i — 1))
B(1:i,i—l:i):B(lzi,i—lti)[_cs z]
A(1:n,i—1:i)=A(1:n,i—1¢i)[_CS 2]

end for
end for

Za izvrSavanje algoritma potrebno je otprilike 8n° operacija. Da bi se dobile matrice Qi Z
potrebno je 4n°, odnosno 31> operacija.

Redukcija A — AB do Hessenberg-trokutaste forme sluzi nam kao pocetni korak za genera-
liziranu QR iteraciju poznatu kao QZ iteracija.

2.4 Deflacija

U opisu QZ iteracije moZemo bez smanjenja opCenitosti pretpostaviti da je A nereducirana
gornje Hessenbergova i da je B regularna gornjetrokutasta matrica. Prva pretpostavka je
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ocita, jer ako je a1 = 0, tada je

Ay —ABy Ap—ABp k
A—-AB = 0 Azz—/lez n—k
k n—k
pa mozZemo nastaviti s rjeSavanjem dva manja problema A; — AB;; i Ay — ABy,. S druge

strane, ako je by, = 0 za neki k, tada je moguce dobiti nulu na mjestu (n,n — 1) u matrici
A 1itime svesti na deflaciju. Ilustrirat ¢emo ovu situaciju s primjerom. Nekajen = 51k = 3:

X X X X X X X X X X
X X X X X 0 X X x X
A=[0 X x x Xx|,B=]0 0 0 x X
0 0 x x x 0 0 0 x x
0 0 0 x x 0 00 0 x
Nulu na dijagonali u matrici B mozemo "gurnuti" prema poziciji (5, 5) koriste¢i Given-

sove rotacije:

X X X X X X X X X X
X X X X X 0 X X X X
A=01A=|0 x x x x|[,B=Q0,B={0 0 0 X X
0 X X X X 0 0 0 0 x
0 0 0 x X 0 00 0 x
X X X X X X X X X X
X X X X X 0 X X X X
A=AZ»3 =0 X X X X|,B=BZ»=|0 0 0 x X
0 0 x x X 0 00 0 x
0 0 0 x x 0 00 0 x
X X X X X X X X X X
X X X X X 0 X X X X
A=Q0lA=|0 x x X X[,B=QlB={0 0 0 x x
0 0 x x X 0 0 0 0 x
0 0 x x X 0O 0 0 0 O
X X X X X X X X X X
X X X X X 0 X X X X
A=AZy =10 X X X X|,B=BZ;4 =10 0 X X X
0 0 X X X 0 0 0 0 x
0 0 0 x x 0 00 0O
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X X X X X X X X X X
X X X X X 0 X X X X
A=AZ;s=]0 X X X X|,B=BZ;s=|10 0 X X X
0 0 x x X 0 0 0 x x
0 00 0 x 0O 00 0O

Prikazana metoda "naganjanja nule" je potpuno generalna i moze se iskoristiti da se po-
nisti a, ,— bez obzira gdje se nula pojavljuje u dijagonali od B.

2.5 QZ korak

Sada smo u poziciji gdje mozemo opisati QZ korak. Bez smanjenja opcenitosti uzimamo
da je matrica B regularna, tj. kada je pretvorimo u trokutastu neée imati nule na dijagonali.
Osnovna ideja je da transformiramo A 1 B tako da se dobije

(A-AB)=0 (A-ABYZ,

gdje je A gornje Hessenbergova, B je gornjetrokutasta, Q i Z su obje ortogonalne.

Neka je M = AB™! (gornje Hessenbergova) i neka v predstavlja prvi stupac gornje 2-
Hessenbergove matrice (M — al)(M — bl), gdje su a i b svojstvene vrijednosti 2 X 2 donje
podmatrice matrice M. Ako je Oy, Householderova matrica takva da je Qgv viSekratnik od
e, tada je:

[X X X X X X]
X X X X X X
X X X X X X
A =00A = 0 0 X X X X
0 0 0 x x X
0 0 0 0 x X]
[X X X X X X]
X X X X X X
X X X X X X
B=0B=|5 (o 0 x x x
0 0 0 0 x x
0 0 0 0 0 x|

Ideja je sada vratiti ove dvije matrice u Hessenberg-trokutastu formu natjeravanjem neZze-
ljenih netrivijalnih elemenata niz dijagonalu.
Dakle, prvo trazimo par Householderovih matrica Z; i Z, da ponistimo elemente b3, b3; i
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l’)z] .
[X X X X X X]
X X X X X X
A=AZZ = X X X X X X
X X X X X X
0 0 0 x x X
0 0 0 0 x X|
[X X X X X X]
0 X X X X X
0 0 x X X X
B=B2Z=10 0 0 x x x
0 0 0 0 x X
0 0 0 0 0 x|
Nakon toga koristimo Househoulderovu matricu Q; da poniStimo elemente asz; 1 ay;:

A=Q1A=

cococo X X
O O X X X X
S O X X X X
S X X X X X
X X X X X X
X X X X X X

B=0B=

S X X X X
S X X X X
X X X X X
X X X X X

cocoocoo X
SO X X X X

-}
)
o
X

Vidimo da koristeéi ovaj korak nezeljeni nenul elementi su pomaknuti prema dolje te prema
desno od originalne pozicije. Time smo opisali tipicni korak u QZ iteraciji. Takoder, pri-
mijetimo da matrica Q = QyQ; ... Q,—, ima jednak prvi stupac kao Q.

2.6 QZ Proces

Koristeci niz QZ koraka na Hessenberg-trokutastom pramenu A — AB, moguce je reducirati
A na kvazi-trokutastu formu. U sljedecem koraku dajemo kompletan algoritam.
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Algorithm 2 (QZ korak) Za danu nereduciranu gornje Hessenbergovu matricu A € R™" i
za nesingularnu gornjetrokutastu matricu B € R™" sljede¢i algoritam mijenja matricu A sa
gornje Hessenbergovom matricom Q7AZ i B sa gornjetrokutastom matricom Q7 BZ gdje
su Q 1 Z ortogonalne matrice.
Neka je M = AB™! i ratunamo (M — al)(M — bl)e; = (x,y,2,0,...,0), gdje suaib
svojstvene vrijednosti donje 2 X 2 podmatrice matrice M.
fork=1:n-2do ; ,
Pronadi Householder Qy tako da je Qy = [x y z] = [* 0 O]
A=diag (Ii-1, O, [h-k2)A
B=diag (li_1, Ok, I,-«2)B
Pronadi Householder 7, tako da:
[bk+2,k Ly bk+2,k+2] Zy = [0 0 *]
A = A diag (Ix-1, Zx1, [h-x2)
B = B diag (Ii-1, Zi1, In-k—2)
Pronadi Householder Z;, tako da:
[bk+l,k bk+1,k+l] Zyp = [0 *]
A=A dlag (Ik—17Zk2’ In—k—l)
B = B diag (Ii-1, Zi2, Ink-1)
X = Qi1 s Y = Qiv2.k
if Kk < n—2 then
= Qp+3k
end if
end for

Pronadi Householder Q,_; tako da Q,_; [ﬂ

A= dlag (In—Za Qn—l)A

B= dlag (In—Za Qn—l)B

Pronadi Householder Z,_; tako da:
[bn,n—l bn,n] Zyy = [0 *]

A=A dlag (1,1_2, Zn—])

B = B diag (1,2, 24-1)

Il
—
S ¥
—_
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Algorithm 3 Za dane matrice A, B € R™", sljede¢i algoritam racuna ortogonalne matrice
Qi Z takve da je QTAZ = T gornje kvazi-trokutasta i Q" BZ = S je gornjetrokutasta. Na
kraju je A zamijenjenasa7 i BsaS.

Koriste¢i Algoritam 1 mijenjamo A sa QT AZ (gornje Hessenbergova) i B sa Q7 BZ (gor-
njetrokutasta)
while g # n do
Stavi na nulu sve poddijagonalne elemente iz A takve da je |a;;—1| < €(|a;i—1i-1| + |ail)
Pronadi najveci nenegativan ¢ i najmanji nenegativan p takve da ako je
A Ap A
0 Ay A
0 0 A33
p n—-p-q q
tada je A3 gornje kvazi-trokutasta i A,, je nereducirana gornje Hessenbergova.

A=

p
n-p-gq
q

Particioniraj B:
By B B
0 By Bi;

p
n—p—q
q

B=lo 0 By
p n—p—q ¢q
if ¢ < n then

if By, je singularna then
Ponisti a,—gn—g-1

else
Primijeni Algoritam 2 na Ay 1 By,
A =diag (I,, O, Iq)TA diag (1,,Z,1,)
B =diag (1,,Q,1,)" B diag (I,, Z,1,)

end if

end if
end while




Poglavlje 3

Implementacija metode i1 rezultati

U ovom dijelu predstavljamo rezultate dobivene koriStenjem prethodno opisane metode u
programskom jeziku MATLAB. RjeSavamo jednadZzbu (1.25) na nacin da matricu A podi-
jelimo na dva dijela: A = A — Bw?. Dakle, u B stavljamo sve koeficijente koji se pojavljuju
uz varijablu w?, dok u matricu A stavljamo sve ostale "slobodne" &lanove. Nakon toga,
w? (rezonantne frekvencije) nam predstavljaju svojstvene vrijednosti generaliziranog svoj-
stvenog problema.

3.1 Rubni uvjet: Fiksiran - Fiksiran

Rubni uvjet daje nam yy = y; = y,—» = y,—1 = 0. Dakle, iz matrice koeficijenata izbacu-
jemo peti i Sesti, te predposljednji i posljednji stupac.

Koristimo sljedece rezultate iz teorije elasticnosti — jednadzbe za pojedine svojstvene frek-
vencije grede:

Mod 1: o = P24 Mod 2: o = CLTOE!
' M,L? : ML
Mod 3: o = 12LOVE Mod 4: 2 = (20OEL
' M,L3 : ML
Mod 5: o* = 2980Vl
T ML

Gdjenam je M, = (n —2)M 1 L = (n — 2)/. U sljedecoj tablici prikazujemo razliku izmedu
kvadrata egzaktnih i numericki dobivenih prvih pet svojstvenih frekvencija za razliciti broj
segmenata. Treba napomenuti da povecanje broja n ne znaci profinjenje jedne grede kons-
tantne duljine. Gredu koja promatramo ima konstantnu debljinu / a povecanje broja n znaci

30
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povecanje broja segmenata od kojih se greda sastoji 1 koji su Sirine /. GreSku za kvadrat
i—te svojstvene frekvencije emo oznaciti sa Err;.

n Err Err, Errs Erry Errs

8 0.073 0.3226 3.6915 17.4482 00

12 3.5600e-04 0.0118 0.1551 0.8331 2.9538
16 3.5247e-05 0.0015 0.0198 0.1078 0.3961
30 8.7028e-07 2.5279e-05 3.2155e-04 0.0016 0.0061
50 1.8261e-07 1.3971e-06 1.5423e-05 6.6042e-05 2.4275e-04
100 1.2376e-08 4.6835e-08 4.0469e-07 1.0415¢-06 3.5597e-06

Nadalje prikazujemo modove za prve Cetiri svojstvenih frekvencija i razlicite veliCine broja
n.
Prvi i drugi mod

/ \ n=8 1 / v // . n=12
/ \ \ N
/ \ — Primad 0.8 K Y \ ——Prvimad
— — Drugi mod ) : — — Drugi mod
06 S/ .
05 / 04 /
02 / AN
\ p N
\ 0 N
4/ \7 o
0
/ 04
06
08
05 1
0 1 2 3 4 5 6 7 0 2 4 6 8 10 12
1 1 o m e
™~ n=30 . v ~. n=100
0.8 AN — Prvimod 0.8 / X “C —— Prvimod
N — — Drugi mod ' N — — Drugi mod
0.6 A 06
0.4 0.4 ! \
, \ N
0.2 \ 02 , N
. j '
o -— o~ -
02 _ S 02
04 ) 04
06 06
08 / 08
A . P "
0 5 10 15 20 25 30 0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Slika 3.1: Modovili2zan=8,n=12,n=301n =100
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Za modove 3 1 4 moramo krenuti sa ve€im n-ovima jer iz tablice vidimo da za npr.
n = 8 sustav ne daje rjeSenja za trecu i Cetvrtu svojstvenu frekvenciju, pa tako nece biti
dobri niti svojstveni vektori.
Treéi i Cetvrti mod

1 — — 1 r o~
\ 7\ n=16 ey . N =30
0.8 \.\ :,‘ \\ Treci mod 08 VAR / 7 \ Treci mod
4N \\ / \, [ = — Cetvrtimod / VoA ; o \\ — = Cetwriimod
PSS ./ \ ! o ; v
0.6 /oo \ / \ 0.6 i \ “-‘ , L \
/ \ 7 / \ if ' \ ! \ \
/ v\ _ \ / [ ! | \
0.4 / \ ! \ 0.4 ! \ \ ; /N A
/ /! \ 1/ \ \
/ \ [\ \ / \
0.2 / \ \ 02 / \ \
\ \ J \
0— - o[- \ —
/ \
Vo 1 { ' / P
02 \ \ ] / \ . 02 ! \
R { \ \ \
oy / ! \
04 \ s / ! 04 ‘-\
SRV / B / \ \
06 VA / s 06 : \ !
\\ / \ 4 \ /
08 \ / -0.8 N /
\ / NS
1 1
0 5 10 15 ] 5 10 15 20 25 30
1 ~ - 1 - ~
;AN e [/ ™\ n=50 7 N\ . // ™ n=100
08 VAR ron \ Trecimed | g y \ o/ \ Treci mod
Y ! v/ \\ — — Cetvrti mod AT / v/ \ [~ — Ceturti mod
06 H Vo ! VY \ 06 i/ Lo | v/ \
\ ! \/ \ / LI ! \
\ \ i { H Vo 1 | )\
0.4 /] v ) \ 0.4 i/ \ r \
if Vo / I \ I o i | \
0zt \ \‘. | [ \ 0.2f i v\ ! /! )Y
/ (I [ \'\ / | 4 " {1 \
\ \ \ N
o \ )= ol \ b
. \ ! / i / \
02 ' ‘-\ ! / | / 02 \ \,‘
04 . \ / \ | 04 \
| o / 1 | \
\ \ / i | \
06 | \ / i / 06 \
\ \\“ / \ / \ \" /
08 ' I\ / \ ! 08 ' N/
_ \ _// - \ \_/
1 A
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 10 20 30 40 50 60 70 80 80 100

Slika 3.2: Modovi3i4zan=16,n=30,n=501n = 100

3.2 Rubni uvjet: Slobodan - Slobodan

Rubni uvjet daje nam My = Ry = M,_; = R,_; = 0. Dakle, iz matrice koeficijenata izbacu-
jemo prva Cetiri stupca.

JednadZbe za pojedine svojstvene frekvencije su jednake kao za rubni uvjet fiksiran - fik-
siran.

U tablici prikazujemo razliku izmedu kvadrata egzaktnih i numericki dobivenih prvih pet
svojstvenih frekvencija za razliCiti broj segmenata.
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n Err Err, Errs Erry Errs

8 0.073 2.9374 8.6822 23.2278 55.4126
12 3.5600e-04 0.3807 1.0952 2.6870 5.7533
16  3.5247e-05 0.0991 0.2835 0.6789 1.3886
30 8.7028e-07 0.0062 0.0177 0.0415 0.0817
50 1.8261e-07 7.1714e-04 0.0020 0.0048 0.0093
100 1.2376e-08 4.1273e-05 1.1751e-04 2.7490e-04 5.3447e-04

Nadalje prikazujemo modove za prve Cetiri svojstvene frekvencije i razlicite veliine broja
n. Kako dijelovi grede izmedu ¢vorova yg i y; te y,—» i y,—; predstavljaju polu-segmente,
njih neéemo ukljuciti u graf. Dakle za dani n prikazujemo srediSnjih n — 2 ¢vora.

Prvi i drugi mod

0.4 0.4
n=g =12
) — Prvimod . —Prvimod |
03 S — — — Drugi mod 0.3 - NN — — Drugimed|
! h “, / e ™ i
. \ P . .
\ \ / / A~ .
, , ’ N\
0.2 Y . AN 0.2 ; / N \ J
/ \ \ / , / N \ I
! \ \ / \ /
\ \ \ /
o1 ! \ N / 01 / . N\ /
N / ! \\_ ! ’ / \ \.\ /
0 / \ \ 0 ; / X N,
/ \ \
;o \ \/ ;S \
A / \ y ! / \
0.1 I, \ A o1t )
‘ /: \ / \\ / \ \
Lzp . J \ 0z ! \ J
/ / \ i
/ , \ \ ,
/ T~ : \ ! \
03 / \ 03 NP
-0.4 04
o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.5
0= n=30 n=100
0.4 —Primod | ¢ 0.4 —— Prvi mod /
i — — Drugimod| ' - — — Drugimad| /
0.3 TN T / 03 T T !
; X RN N . . /
/ . ! \ \
0.2 / ) \\ / 02 . . N
0.1 1 / \ \\ / 0.1 / |
/ / \ N ) 7 ; \x !
0 I . N 0 N |
;S \ \,, / v N
041 S/ \ \ 041
)/ | PN ./
02 ! \ / 02 L \\
i/ " / \-._ r/ \ \
. . p I, \
03t/ N N\ 03 N \
i/ ) \ i/ \
047, \ 04l \
L/ \
\
05 05
] 5 10 15 20 25 30 0 10 20 30 40 S5 6 70 80 90 100

Slika 3.3: Modovi112zan=8,n=12,n=301n =100
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Treci i ¢etvrti mod

0.4r
03r

02r

01r

04,/

ozl

03t

04

34

051

041

03

0z

01

a1t !/

oz}
s/

04§

05

04r
n=16
Treci mod
— — Cetvrti mod 03
02r
\ L
\ 0.1
\
|\
\ i 0r
I"‘.' i
I 01F
\ /
A |
oz
s
04l
* 05
12 14 o
05
n=50
Treci mod 0.4t
— — Cetvrti mod
1 031
0zr
01
\/ 0r
\ o
i 0y
\ 1f
\ 02t/
\ i
\ If
‘wl 03y
\ /
\ 04
. ! 05
45 50 0

n=30
/"--‘\ Treci mod
/ \ — — Cetvrti mod
/ \ !
A
\ i
\
.!.
1\
\
\
\
\
\
\
20 25 30
n=100
Treci mod
— — Getvrti mod
AN |
/ \
/SN
\
/ \

3.3 Rubni uvjet: OvjeSen - OvjeSen

70 80 90 100

Slika 3.4: Modovi3id4zan=16,n=30,n=501n = 100

Rubni uvjet daje nam yy = y,-; = My = M,_; = 0. Dakle, iz matrice koeficijenata izbacu-
jemo tredi, Cetvrti, peti i posljednji stupac.

Koristimo sljedece rezultate iz teorije elastiCnosti — jednadzbe za pojedine svojstvene frek-

vencije grede:
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Mod 1: o = OS°EL Mod 2: o = GOV E
' ML ' M,
Viod 3. o2 _ (B8.EI Viod 4: o _ (STOPEL
' ML ' ML
Vod s o2 - 468PEI
Tt
M,

Gdjenamje M, = (n—2)M i1 L = (n — 2)l. U tablici prikazujemo razliku izmedu kva-
drata egzaktnih 1 numeric¢ki dobivenih prvih pet svojstvenih frekvencija za razliCiti broj
segmenata.

n Err Erry Errs Erry Errs

8 0.0034 0.2039 2.0982 5.3098 30.9986
12 0.1362 0.5237 1.1195 1.5068 0.7631
16 0.0367 0.1498 0.3613 0.6329 0.8324
30 0.0024 0.0101 0.0264 0.0534 0.0913
50 2.7441e-04 0.0012 0.0032 0.0066 0.0117
100 1.5829¢-05 6.8495e-05 1.8393e-04 3.8692e¢-04 6.9989¢-04

Nadalje prikazujemo modove za prve Cetiri svojstvenih frekvencija i razlicite veli€ine broja
n.
Prvi i drugi mod

1 N 1 R - ~
N n=g8 . ~ ~ n=12
N N e N
AN — EWI Tﬂﬂd 08 L s N ——Prvimod
0.8 N\ rugl mo I \ \ Drugi mod
N 0.6 J .,
/ / \ AN
/ \ N
\
\
\
\

06 / \ 4
/ \ 0z 4
0.4 / \ 0
\ 02
0.2 A
0.4
06

08

02 R

Slika 3.5: Modovi 11i2zan=8,n=12
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04t
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027

04F

06

081

n=100

— Prvimod
— — Drugi mod

AN
\

.

25 30

n=16

Treci mod

— — Cetvrti mod

n=50

Treci mod
— — Cetvrtimod

Slika 3.6: Modovili2zan=301in =100
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n=30

Treci mod
— — Getvrti mod

30

n=100

Treci mod
— — Cetwrli mod

L . [
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Slika 3.7: Modovi 314 zan = 16,n =30,n =501n = 100
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3.4 Zakljucak

Kao zaklju¢ak mozZemo istaknuti da se ovakav matematicki model ponasa prilicno dobro,
tj. numericka aproksimacija je izuzetno dobra ve¢ za male diskretizacije (n=100). Iako
su svi ovi rezultati ve¢ poznati, opisani model moZe se primijeniti na kompletno gene-
ralnu, nesimetricnu gredu s razli¢itim duljinama nosaca. U tom slucaju, kada nam svoj-
stvene frekvencije nisu egzaktno poznate mozemo iskoristiti ovaj model za dobru nume-
ricku aproksimaciju.
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Sazetak

Ovaj rad sastoji se od tri dijela. U prvom dijelu opisujemo fizikalni model grede te kako si-
mulirati njenu deformaciju. Nakon toga postavljamo sustav koji opisuje relaciju momenta i
izvijanja. Uz pomo¢ impedancije definiramo svojstvene frekvencije i modove, kao rjeSenja
generaliziranog svojstvenog problema.

U drugom dijelu opisujemo numericku metodu koja rjeSava dobiveni generalizirani
svojstveni problem.

Na kraju, u tre¢em dijelu implementiramo opisanu numericku metodu u programskom
paketu MATLAB, te prikazujemo dobivene rezultate za svojstvene frekvencije i modove.



Summary

This thesis consists of three major parts. In the first part we describe physical model of the
beam and the way to simulate its deformation. After that we set up a system of equations
that relates moments to deflection. By means of impedance we define natural frequencies
and mode shapes as solutions of a generalized eigenvalue problem.

In the second part we describe numerical method that solves generalized eigenvalue
problem.

Finally, in the third part we implement described method in programming software
MATLAB and present obtained results.
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