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Uvod

Cilj je ovog diplomskog rada praiti strategije rjsavanja problemskih zadataka u nas-
tavi matematike (s posebnim naglaskom na geometrijske probleme), utvrzitostai
ucinkovitost poznavanja tih strategija tijekom postupkaajeanja te predioti mogLEi
nacin njihove implementacije, uz odgovaréjutehnologiju, u nastavi matematike.

Zbog velike matematizacije mnogih podyja poslovanja, industrije, te dstvenog i
osobnogzivota u dananje vrijeme teko je n&i podricje ljudske djelatnosti koje ne za
odredena matematka znanja. U drstvu utemeljenom na informacijama i tehnologiji sva-
kodnevni rad iziskuje sve s& umnog napora: potrebno je logi zakljucivati, pravilno
rasudivati, kriticki misliti o slozenim temama, tuntiti dostupne informacije, analizirati
nove situacije i sleene procese te im se prilagoditi, donositi utemeljene odluke u svakod-
nevnomuzivotu, rje savati razlicite probleme ucinkovito primjenjivati tehnologiju te
razmjenijivati ideje i nmsljenja ([36], str. 80).

Zbog svega nabrojanog raste potreba zacsjacima s dobrim matemakim zna-
njem i umijecem primjene tih znanja. Dsivo postavlja predkolu sve vée zahtjeve u
pogledu obrazovanja mladih ljudi. Ti zahtjevi se, na primjaiflgu u vecoj potrebi za
znanjem razbitih podrucja matematike kao i sposobnosti eksibilnog lsignja tog zna-
nja u svrhu rjsavanja matematkih problema. Da békola mogla na zadovoljavdjunacin
odgovoriti na postavljene zahtjeve, mijenjaju se i olga nastavni programi, usaavaju
nastavne metode, uvode nova nastavna sredstva i tehnologije.

Nadalje,zivimo u vremenu u kojem jednom s&na znanja nisu dovoljna. Razvo-
jem druwstva neka od tih znanja brzo postaju neuporabljiva i beskorisna te se javlja potreba
za novim znanjima. To zmada se i nastavnik matematike mora neprekidno \ssasati.
Stoga suvremena nastava matematike postavlja dva bitna problema. To su problem razvoja
stvaral@kog mkljenja i kreativnih sposobnostcanika te problem primjerenog osposob-
ljavanja nastavnika matematike. Naime, uloga nastavnika matematike je presudna u oda-
biru problema i aktivnosti koji pridonose stjecanju mateiai kompetencije eenika i
ostvarenju kurikulumom postavljenih ishodeeamja. Stoga suvremena metodika nastave
matematike prea razne mogtnosti za rjgavanje ovih dvaju problema, a oni povezani s
rjesavanjem problemskih zadataka su navedeni u ovom diplomskom radu ([14], str. 3).

Moguci odgovori na izazove koje postavlja svakodnevica isthd m@emo néi u
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2 SADRZAJ

mnogobrojnim svjetskim, europskim, a time i u hrvatskim obrazovnim dokumentima. U
radu smo izdvojilisto o postavljanju i rjgavanju problema te o primjeni tehnologijes@i
PISAi Nacionalni okvirni kurikulum za predskolski odgoj i obrazovanje te opte obvezno
i srednjoskolsko obrazovanje daljnjem tekstiNOK). TakoNOK predvida da se tijekom
matemattkog obrazovanjaaenici bavenatematickim problemima koji proizlaze iz sva-
kodnevnih, stvarnih i smislenih situacija i time uspostavljaju poveznicedemeatematike

i svakodnevnogaivota te drugih podreja odgoja, obrazovanja i ljudske djelatnosti. Time
¢e imati prilike primijeniti matematiku u psirivanju i primjeni vlastitih znanja, vigina

i sposobnosti. Primjerene matentk# aktivnosti i istraivanja izvoditée samostalno i
skupno (suraduki), sto Ce ih osposobiti za pristup i gavanje (matematkih) proble-
mima koji ukljucuju primjenu matematike u raznolikim kontekstima, ugljuci svijet
rada i osobniivot. Osim togaNOK predvida daCe wcenici biti osposobljeni i cinkovito
primjenjivati tehnologiju.

Powcavanje i kwenje matematike uklpuje stjecanje znanja, \§éna i sposobnosti
racunanja, procjenjivanja te logkoga i prostornoga meijenja. Osim toga, matemakio
obrazovanje cenicima omogauje postavljanje i rje savanje matematckih problema,
poticuCi ih pritom na istraivanje, sustavnost, kreativnost, ksignje informacija iz razt-
itih izvora, samostalnost i ustrajnost ([36], str. 80).

Proces rjgavanja zadataka predstavljazeeaje puta iz tekoca. To je proces dos-
tignu€a cilja koji se na poetku necini brzo dostupnim. Rgavanje zadataka je spechost
intelekta, a intelekt je poseban dasvjeka. Stoga je rgavanje zadataka jedna od poseb-
nosticovjekove djelatnostil([16], str. 1).

Matematicki pristup problemima obuhva&a odabir i pravilnu primjenu osnovnih
matematkih vjestina, otkrivanje pravilnosti u oblicima i brojevima, izradbu modela, tu-
meacenje podataka te prepoznavanje i razmjenjivanje s njima povezanih Rjegavanje
matematickih problema zahtijeva kreativnost i sustavan pristigbo igra glavnu ulogu u
izumima (inovacijama) te znanstvenim i tebkim otkricima.

Svi ucenici mogu i trebaju iskusiti uspjeh u matenstim aktivnostima. Rjsavaj\Ti
matemaittke probleme, cenici tce matematiku, st samopouzdanje i sigurnost u upo-
trebi brojeva i razvijaju vjstine mjerenja, konstruiranja i prostornoga zora. Nadalje, u
prikupljati, organizirati i tumaiti podatke te upotrebljavati matemaki jezik i prikaze.
Ucenike treba postupno i primjereno meumatemattkim nacinima msljenja (npr. anali-
zirati, sintetizirati, konkretizirati, apstrahirati, inducirati, deducirati, generalizirati @huo
pravilnosti i veza, specijalizirati, wavati analogiju itd.). Tim&e postati aktivni sudionici
u procesu genja i tako se osposobiti za cjeleotno wenje ([36], str. 80). To je dragocjena
stecevina matematkog obrazovanja, bez obzirad®li se oni kasnije baviti matematikom
ili ne. Stoga je primjenjiva i u mnogim drugim djelatnostima ([7]).

Za nastavu matematike, a posebno za razvijanje sposobmestika za rjgavanje
problema, prirodno se izdvajaju dva sustava koja su najpogodnija za ostvarenje nabroja-
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nih ciljeva matematkog obrazovanjaproblemska nastavai heuristicka nastava([7]).
Heuristcku nastavu obiljgava misaono wenje postupka rgavanja, odnosno potpomog-
nuto istraivanje i otkrivanje, a problemsku nastavu otvorenije i samostalicgaioko is-
trazivanje i otkrivanje. Osim karakteristika tih sustava, opisanheuristicki razgovor.

U pozadini svih tih sustava stoji primjemacela problemnostikoje se u punini ostvaruje
u problemskoj nastavi.

U radu je opisan povijesni razvoj heuristike i heudktig meljenja. Potom je ukratko
izlozena povijest traganja za univerzalnom metodoreajanja zadataka. Bududa je
jasno da takva metoda ne postoji, naizglediseda je ta potraga bila neusgjea. No, nije
bas tako jer su matematari tijekom tog traenja pronali mnoge nove putove u matematici
| strategije rjsavanja.

Osobiti doprinos razvoju metodike gavanja zadataka je dao materoatii me-
todicar George Blya (1887. - 1985.). Njegove knjigéako €u rijesiti matematicki zadatak
I Matematicko otkricesu postale kljana literatura za praavanije strategija rgavanja ma-
tematckih problema. U knjiziKako Cu rijesiti matematicki zadataje sustavno prikazao
I objasniocetiri osnovne etape pri Igavanju svakog (pa tako i matenwkivng) problema.
Stoga Blyu mazemo nazvatjocem" rjesavanja matematkih problema.

Spomenuli smo i opisali strategije, odnosno metodeanyanja problemskih zadataka
u nastavi matematike. Pritom jezr@o spomenuti da su primjeri iz prakse pokazali da je
rjesavanje problemskog zadatka uvelikeginkovitije ako je wenik unaprijed upoznat sa
strategijama rjgavanja.

Upravo pom@u spomenutih i opisanih metodas@vanja problemskih zadataka rije-
seno je dvadesetak zadataka iz pagaigeometrije. Ti zadatci su vrlo ragiie slaenosti
| tezine tako da bi se neki od njih mogli svrstati,prave” problemske zadatke. Kgui
trenutci vani za rjesavanje zadataka su prikazani edm, odnosno skicom. Zadatci kod
kojih ima smisla koristiti tehnologiju su poprani prikladnim crteom u alatu dinantine
geometrijeThe Geometer's Sketchpatime je wcenicima omogteno lalse postaviti svoje
hipoteze. Potom te slutnje, odnosno pretpostavke dokazuje formalrsavajem zada-
taka. Proces rgavanja dvaju problema i njima srodnih problema je prikazan u obliku
heuristtkog razgovora iznmau nastavnika i cenika. Tijekom tog razgovora nastavnik
ucenicima postavlja pitanja koja poti re eksivho msljenje.

Napomenimo da se tijekom ovog radae&iputa spominju rig uceniki nastavnik
Pritomucenikmoze biti osnovnekolac, srednjskolac, student fakulteta ili svatko tkaiu
matematikuNastavnikmoze biti profesor u osnovnoj i srednjskoli, profesor na fakultetu
ili svatko tko se zanima za metodiku nastave matematike, odnosno njenu izvedbu.

Pojmovi koji se koriste u ovom diplomskom radu koji imaju rodni eajabez obzira
jesu li koristeni u mgkom ili zenskom rodu, obuheaju na jednak ran muski i zenski
rod.






Poglavije 1

Problemska | heuristicka nastava

1.1 Neacelo problemnosti

Polazne postavke i temeljne ideje na osnovu kojih se izvodi nastava zalidaddi cka
nacela Ona su ope smjernice odgojno-obrazovnog rada i kao sastavni dio teorije nas-
tave odréuju se ciljevima nastave i odgoja, potrebamastirenog razvoja i osobitostima
skolske djelatnostieenika, a zasnovane su na odgovataju stupnju njihovog psibkog
razvoja. S druge strane, didatéa naela odréuju naine prensenja odrdenih znanja
ucenicima, razvijanje njihovih umif@, navika i sposobnosti, tj. nastavnih metoda.

Didakticka naela me&usobno su usko povezana&ine sustav. Nije rijedak staj
da se ostvarivanjem jednog aeda ostvaruje i neko drugo o@lo. U temelje didaktike
mogu biti ugraeni razlciti sustavi i s razltitim brojem naela. Jedan od tih sustagme
sliede&ca naela: naelo primjerenosti, n@lo zornosti, neelo interesa, svjesnosti i aktiv-
nosti, n&elo sistematinosti i postupnosti, reelo trajnosti znanja, vi@ina i navika, neelo
odgojnosti nastave, oalo individualizacije.

Sva su neela podjednako \@na jer izraavaju bitna polazta nastave. Stoga se tre-
baju podjednako uwvavati i primjenjivati u nastavi svakog nastavnog predmeta, a toi zna
I U nastavi matematike, kako u osnovnoj, tako i u sredskgli. Osnovna znzajka sva-
kog naela sadzana je vé u samom nazivu rt@la i ta su neela nastavnicima matematike
uglavnom jasna. Mgutim, u odnosu na druge nastavne predmete matematika ima neke
osobitosti zbog kojih se gornji sustav ohb nadopunjuje s pnekoliko naela. U ma-
tematici je posebno primjereno i a0 naelo znanstvenosti i m@lo problemnosti. Sva
navedena nzela zajedn@ine sustav nacela nastave matematike[11]).

Jedno od vanih naela nastave matematike je iaeho trajnosti znanja, vgina i
navika. Melutim, svako steeno znanje ima svoj vijek trajanja. Ako se ne obnavlja i ne
primjenjuje, ono s vremenom blijedi i nerijetko se velikim dijelom gubi. Zato se svaki
nastavnik matematike nalazi pred pitanjem kako u nastavnom procesu ostvargeto.na
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6 POGLAVLJE 1. PROBLEMSKA | HEURISTCKA NASTAVA

Ponavljanje i vjgbanje najvaniji su naini kojima se to postie. U tradicionalnoj
nastavi oteava ihcinjenica da se neprestano moraju usvajati nova znanja pa vremena za
ponavljanje i vjebanje nema dovoljno. To zoiada ponavljanje i vigbanje ne mogu biti
jedini necini ostvarivanja neela, v& treba potraiti i druge. Tako dolazimo do zahtjeva da
se standardne etapeanja i prensenja znanja pobdagju i wcine djelotvornijima ([14], str.

1).

Suvremena metodika nastave matematike ukazuje na razne€nmusjiza risavanje
jednog od najvanijih pitanja suvremene nastave matematike, a ptgnje razvoja stva-
ralackog misljenja i stvaralackih sposobnosti icenika. Vazne elemente rgavanja ovog
pitanja nastavnik matematike m®na&i ve€ u samim naelima nastave matematike, zatim
u nastavnim i znanstvenim metodama koje se primjenjuju u hastavnom procesgrgerje
treba traiti i u izboru postojéih nastavnih sustava (predaka nastava, demonstracijska
nastava, heuristka nastava, programirana nastava, egzemplarna nastava, problemska nas-
tava i dr.). Sve nastavne metode i svi nastavni sustavi imaju svoje mjesto u nastavi ([13]).

Nastava matematike je zahtjevan proces. Matarkiasiadraji logicki su povezani
i razlikuju se po slaenosti i teini. Neki su izrazito slaeni i teski te je za njihovo razu-
mijevanje potreban \& umni napor. Nastavnik matematike nastoji smanjiti ovaktéu
primjenjujlti nacela postupnosti i primjerenosti. Matim, sam genik secesto prema
tome odnosi sasvim drugge. On tome pristupa posno i ne primjéuje neke probleme
ni teskote. U takvim situacijama dolazi do izaja vanost misli Georga #lye: ,, Ono sto
nastavnik kaze u razredu nije nevano, ali je tisucu puta vaznije onosto ucenici misle”
([23]). BudLti da se njemu sveini jasnim, za razumijevanje ne akapotreban napor. Ova
jasndaa potjee od neukosti i mpemo je nazvajasnoca od nedostatka shvéaanja.

U situaciji kada @enici ne zamjeuju probleme i kad im je odmalsve jasno*,
nastavnik matematike treba primijenitacelo problemnostikoje mazemo iskazati vrlo
kratko: ,, Najprije u ciniti nejasnim, a zatim jasnim.” To znai da razmatranje treba pro-
dubiti i ucenike staviti pred problem. Pri tome se mora paziti da novi zahtjevi budu primje-
reni vetini ucenika. Svako produbljivanje powdau prvom trenutku nestajanje prethodne
jasnae. Nejasnoa koja se pojavi prvi je znak uspjeha. Sada je potrebno dosta truda i do-
datni umni napor da se savladaju nastasi&dee i razrijese problemi. Ponovo se pojavljuje
jasncta, ali na vsoj razini. To jgjasnota spoznavanja

Ucenici nisu uvijek spremni na promjene situacije i [s@nje razine njezine pro-
blemnosti. Mogu biti kritcni prema takvom obliku rada. Metim, kriticko misljenje
cesto je crta kreativnosti. Zato i njega treba pravilno usmjeravati i razvijati kedika.

Sve to nije jednostavno ostvariti i zahtijeva od nastavnika matematike mnogo strpljivosti i
umjesnosti.

Dakle, u skladu sa svimsto je reeno, maemo zakljgiti da je va&no da naelo
problemnosti postane jedno od vé@itenacela nastave matematike. Primjenom togeata
nastavnik matematike nze potisnuti prividnu jasru, upozoriti wenika na probleme koje
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oni ne ueavaju, doprinijeti razvoju matemakog meljenja i znatno pobaddati vrsn@u
nastave matematik. Jasno je@arezultati primjene ovog eala biti veti u visim razredima
osnovne i srednjskole. Naelo problemnosti se primjereno i u punoj mjeri ostvaruje u
problemskoj nastavi u kojoj posebno dolazi do izeaja ([11]).

Spomenimo da je takav o primjene naela problemnosti u skladukonstruk-
tivistickom teorijom ucenja (matematike) Konstruktivizam kao stajadte o znanju i
ucenju izvire iz kognitivneskole psihologije, a oslanja se na rezultate rdelmna Piageta
(1896. - 1980.) iz 1930-ih godina. Piaget je razvio i teoriju kognitivnhog razvoja djeteta.
Glavna teza konstruktivistke teorije @wenja je ta dacenici (to su svi oni koji ae) kreatori
svoga eenja i svoje znanje konstruiraju na temelju postegeznanja.

Ernst von Glasersfeld (1917. - 2010.) je 1987. godine postdoosnovna naela
konstruktivistcke teorije eenja:

Ucenik samaktivno gradi (konstruira) svoje znanje, a ne prima ga pasivno iz svog
okolisa.

Dolazenje do spoznaje (znanja) je proces adaptacije, zasnovaenkovom iskus-
tvu svijetasto ga okrauje i njime stalno modi ciran.

Piaget je uveo koncept mentalne sheme. Te kognitivne sheme su proizvod konstru-
iranog znanja i alata ponga kojih se mae izgraditi dodatno novo znanje, a pganju
dolazi do reorganizacije, nadopunjavanja ili nekog drugog oblika modi cikacije pastoje
sheme (mree). Prema Piagetu, dvaciaa promjene kognitivne sheme su asimilacija i
akomodacija.

Asimilacija se javlja se kada novi koncept pristaje uz postejenanje (kognitivnu
mrezu) pa nove informacije samo miouju postojéu mrezu. U tom slicaju wcenik jednos-
tavno prihv&a ono novesto je nagio jer to odgovara postagej shemi.Akomodacija se
pak pojavljuje kada novi koncept ne pristaje uz postejenanje pa mozak mora preurediti
(preslaiti) postojeu kognitivnu mreu ili ju nadomjestiti novom. Takav oblik promjene
kognitivnhe sheme je u ralu zahtjevniji, ali je olno korisniji jer tako napredujema ([4]).
Akomodacija osobito dolazi do izzaja tijekom ri@avanja problemskih zadataka.

Do akomodacije cenik dolazire eksivnim mi sljenjem. Taj oblik misljenja je pro-
pitivanje postojéih ideja (tzv. prethodno znanje, odnosno pogtejkognitivne sheme) s
ciliem pronalaenja onih koje izgledaju da bi mogle biti povezane s trenutnom misli, ide-
jom ili zadatkom ([4], prema C. T. Fosnot, 1996.).
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1.2 Matematicki problem

U mnogim djelatnostima ljudi svakodnevno dolaze u @i problemske situacije sa sta-
novitim proturjeenostima koje moraju znati i umjeti razrgi. Takader, svakodnevno ou
novi problemi tako da ta rigljudima i nije strana te joj pridaju mnoga aZvenja ([13]).
Osimsto ima svoja zneenja u enigmaticisahu, rij&€ problem (njemProblem lat. pro-
blema 'prijeporno pitanje' grc. 6 , odnosnagoroblema 'smetnja’’  proballein:
‘bacati naprijed’ ([31], [32])) ima je neka zneenja:

- sporno i tsko znanstveno pitanje, teorijsko ili praktio, koje je podlano raspravi te
zahtijeva mnogo razrsljanja ili vjestine da se ride pogodno rjgenje ([31],[33])

- onosto izaziva nedoumicu ili nepriliku; briga (I31]), komplikacija, emotivni sukab ([33])
- tezak zadatak; onsto komplicira rjsenje ili radni proces(([32])

- (po)teskata koju treba rijsiti da bi se postigao oddeni rezultat ([33])

- zad&a, zagonetkal([13])

Prica o jednom od najslavnijih problema je ongardijskom (Gordijevom) cvoru. Grcki

mit kaze da je to bio vrlo zanseni (prema legendi nerazmrsiv) uzawdr) sa skrivenim
krajem kojim je frigijski kralj Gordije, osniva grada Gordiona, vezao jaram uz rudo na
svojim bojnim kolima posveenima Zeusu. Prooiste objavilo dace onaj tko ga uspije
rasplesti postati gospodar svijeta (tada se mislilo na Aziju). To gopma rukom Alek-
sandru Velikom koji je prvo pokeao n&i jedan kraj zeta. No kad je uvidio da je to
nemogue, jednostavno ga je rasjekaogea i tako,ispunio pror@anstvo”.

U prenesenom smislu, gordijskvor ozn&ava problematinu, tesku i (praktcki)
nerjesivu situaciju, zansgeni zadatak ili veliki problem. Frazaresjec€i gordijski cvor
oznaava brzo i odlano djelovanje u t&koj i slazenoj situaciji, odnosno smiono i drsko
rjesavanje problemal(|32]).

(Matematckim) problemom smatramo svaki zadatak itiemicku aktivnost za koje
ucenici nemaju unaprijed zadana ili up&ema pravila/ili metode, niti percipiraju da za
njih postoji specicna,korektna” metoda rgavanja (vidil[2], prema J. Hiebert i dMa-
king sense: Teaching and learning mathematics with understapdieigemann, 1997.).

Razvoj matematike je usko povezan ssgeanjem matemakih problema tako da
je svaki matematiar, izmelu ostaloga, i rjsava problema. Povijest matematike pamti
mnoge matematke problemeije je rjesavanje, u manjoj ili veoj mjeri, utjecalo na daljni
razvoj matematike. Neki od njih su rgeni (npr.veliki Fermatov teorefn a neki od njih i
dalje golicaju matu matematiara (npr.Goldbachova slutnja

Problemske zadatke memo svrstati u nestandardne zadatke. Izdvojeni su posebno
iz sljede€ih vaznih razloga: s jedne strane, u nastavi matematike pravi problemski zadatci
se rijetko pojavljuju, a s druge strane bez njih se ne mogu zamisliti matkaatatjecanja
([12], str. 4).
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Rjesavati problem (problemski zadatak) zneaditi na zadatku za koji metoda sj@-
vanja nije unaprijed poznata. Kako bi pr@hanjegovo rjesenje, genici se moraju osloniti
na vlastito znanje, a tijekom procesasg@anjecesto razvijaju i nova matemekia znanja
| razumijevanje.

Rjesavanje problema nije samo cilj,&¢e i jedna od najvanijih metoda genja ma-
tematike. Wenici bi trebalisto ceste dobiti priliku postavljati i, ulauci znacajan intelek-
tualni napor, rjgavati slaenije probleme, prcemu ih treba poticati na krdko osvrtanje
na dobiveno rjsenje i primijenjene postupke.

Ucenjem strategija rgavanja problema u matematiccanici trebaju razviti neine
misljenja, stéi navike upornosti i znatelje te razviti samopouzdanje u nepoznatim si-
tuacijama,sto ¢e im pom@i izvan matematike wcionice. U svakodnevnorivotu i na
radnom mjestu, sposobnost sfeg rjesavanja problema nze dovesti do raznih prednosti.

Rjesavanje problema integralni je dicenja matematike te stoga ne bi trebao biti iz-
olirani dio matematikog programa. Rgavanje problema u matematici trebalo bi u&ifu
u svih pet sadrajnih podreja: Brojeve, Algebru (Algebra i funkcije), Geometriju (Oblik i
prostor), Mjerenje i Podatke (vidi[2], prenfrocess Standards of NCTM's Principles and
Standards for School Mathematj&)00.).

Dvije razine problemskih zadataka

S obzirom na slpenost misaonih (kognitivnih) procesa kojima sezsho pri rjesavanju,
problemske zadatke dijelimo u dvije razine:

rutinski problemi

nerutinski problemi

Rutinski problemi

Rutinski problemi su tigini problemi, slcni problemima koji su Ve rjesavani na nastavi.
Mogu biti zadani u matematikom kontekstu ili u aenicima bliskom kontekstu iz stvarnog
zivota. Ovoj klasi problema pripada npr. standardna primjena proporcionanosti i obrnute
proporcionalnosti, standardni zadatci koji se svode rsavj@nje linearne jednale ili sus-

tava linearnih jednabi i sl. Rjesavanje takvih zadataka podrazumijeva odabir i primjenu
primjerene metode rgavanja zadatka, a potrebno je i interpretirati dobiverseng (vidi

[2]).
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Nerutinski problemi

Nerutinski problemi su pravi problemski zadatci, tj. problemi r@tilili druk cije postav-
lieni od onih koji su vé rjesavani na nastavi matematike. Takvi zadatci mogu biti postav-
lieni u matematikom ili raznovrsnim nematemakim kontekstima. Rjgavaju se primje-
nom matematkih cinjenica, koncepata i postupaka u situacijama koje zahtijevaju analizu,
sintezu, a mogte i slaeenije povezivanje, no ne moraju bitsté vet samo drukiji od vet
videnih na nastavi. Rgavanje takvih zadataka podrazumijeva odabir i primjenu primje-
rene metode rgavanja zadatka, a potrebno je i interpretirati dobiverseng.

Ovi zadatci u nastavi matematike nisuzmo (i jedino) namijenjeni matematim
natjecanjima, ve su vaan korak u otkrivanju novih matemekih koncepata te razvijanju
dubljeg razumijevanja \eobratenih koncepatdili postupaka (genje otkrivanjem i razvoj
re eksivnog msljenja) (vidi [2]).

1.3 Problemska situacija

Problemi i problemske situacije se pojavljuju iskoli, ali nas posebno zanimaju one
problemske situacije koje u nastavnom procesu stvara sam nastavnik matematike s po-
sve odreéenim ciljem, a to je pogenje e kasnosti nastave matematike i podizanje razine
matemattkog obrazovanjaaenika.

Pred nastavnikom je obrada nekog problema. On najprije treba pobuditi interes stva-
ranjem problemske situacije koja je primjerena predznanju i sposobnostenia. To se
moze rijesiti na sljedée naine:

Nastavnik jasno i precizno postavlja problegenicima.

Nastavnik stvara situaciju u kojoj se odanika zahtijeva da sami shvate i formuliraju
problem koji se u toj situaciji nalazi.

Nastavnik stvara situaciju ss& ili manje jasno nazeanim problemom koji tijekom
analize eenike treba dovesti do novog problema koji je nastavnik predvidio.

Nastavnik stvara situaciju ss& ili manje jasno nazeanim problemom koji tijekom
analize eenike dovodi do novog problema koji nastavnik nije predvidio u potpu-
nosti.

Prvi od navedenih rana je najjednostavniji jer u ostalim ciaima ima vse nepoz-
nanica. Posebno je vrijedan posljednjicmastvaranja problemske situacije jer je u toj
situaciji bar jedna komponenta nepoznata i samom nastavniku, aesika je kreativan
I stvaralaki. Vazno je naglasiti da problemska situacija ima iste komponente kao i mate-
maticki zadatak: objekti, poznate i nepoznate eigle, uvjeti, svojstva, odnosi, veze, faze i
dr. ([13)).
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1.4 Problemska nastava

Problemska situacija i problemi s kojinta se novi narstaji mladih sresti zivotu i svom
radu stavljajuskolu pred ozbiljan zadatak daenike primjereno pripremi za takav rad.
Nije dovoljno samo prersenje odrdenih znanja cenicima, a ni snalgenje u problem-
skim situacijama te umavanje i formuliranje problema, &ge ucenike potrebno osposobiti
za rjesavanje problema. Najbolji o kako to posti je poseban nastavni sustapro-
blemska nastava

Ideja problemske nastave jeenje putem rijgavanja problema. Zapravo, to je oblik
aktivnijeg sudjelovanjacenika u €enju matematike s @ém naglaskom na zakonitostima
I postavkama metodike. To nije nova ideja, ali je ona u nastavnoj praksinwikapos-
tavljena. Dominiraju slabiji nastavni sustavi bez primjene suvremenih nastavnih metoda,
znanje se nagste pasivno usvaja, a ne aktivno osvaja. Suvremena nastava matematike u
tom pogledu postavlja (@ zahtjeve. Na nastavnom sattenici trebaju aktivno, samos-
talno i stvaralaki raditi, promsljati, istrazivati i traziti rjesenje problema, zsto je potrebno
pokazivanje njihovih raztiitih matemaitkih sposobnosti. Pritom se razvijaju njihove spo-
sobnosti za rjgavanje problema. Nastavni sat nije uspje u suvremenom smislu ako
ucenici ne sudjeluju u ist@vackoj nastavi, a nato ih je potaklo rjgsavanje problema.
Ovaj zahtjev se primjereno ostvaruje u problemskoj nastavi.

Problemska nastava je suvremen, adi vizahtjevniji nastavni sustav. Tanjenica
odmah upozorava da je orzteicenicima, a i nastavnicima matematike u odnosu na druge
nastavne sustave.

Ucenicima je taj nastavni sustawztk jer samostalno rgavanje problema nije jed-
nostavno, a nilako. To se najbolje vidi na matemiitn natjecanjima gdje seesto i najbo-
lji ucenici ne snalaze dobro u s@vanju nestandardnih i problemskih zadataka. Prva bitha
pretpostavka za usggau primjenu problemske nastave je daisanici primjereno ospo-
sobljeni za umni rad (pravilan izbor izvora za paavanje, izdvajanje potrebnih teorijskih
cinjenica, misaono prodivanje, postavljanje i provjeravanje hipoteza, ¢em oblikova-
nje, zapis rezultata rada i dr.) Sposobnost umnog radazeos#i postupno. Ona se ra-
zvija i u drugim nastavnim sustavima (misaonogaaje u predavekoj nastavi, misaono
vodenje u heuristkoj nastavi, samostalni rad u programiranoj nastavi), ali se tek u pro-
blemskoj nastavi posté najpovoljniji razvoj. Stoga tu nastavu treba primjenjivati na svim
razinama matematkog obrazovanja, pri tome uxavajl€i dob, psihcki razvoj i stvarne
matemattke sposobnostiaenika.

lako se pouavanje nastavnika matematike u problemskoj nastavi znatno smanjuje,
ovaj nastavni sustav relativno jeztek i za nastavnika jer se njegova uloga sastoji od savje-
tovanja i pomaganjuaenika pri odabiru izvora, ukazivanju na potrebne teorifgkgenice
| zavrsnoj raspravi o rezultatima samostalnog radanika. Tu se mogu pojaviti i pos-
tavke wcenika koje nastavnik nije predvidio. Na takvu situaciju on mora biti pripravan.
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Stovise, on mora biti sposoban stvarati takve situacije. Stoga je druga bitna pretpostavka
za primjenu problemske nastaglebra osposobljenost nastavnika matematike

Za primjenu problemske nastave je potrebngewremena zbog njezine gknosti
i tezine. Stoga je razumljivo da se problemska nastava reemamjenjivati na svakom
nastavnom satu, ege za tu svrhu potrebno oiiti uzi i primjereni izbor matematkih
sadraja, a za obradu tih sag#tja i vrsnu pripremu [([13]). Ipak, geljno je da nastavnik
matematike svim (ili barem naprednijimEenicimaceste postavlja problemske zadatke i
njeguje stvaranje raitih problemskih situacijal(]7]).

Dakle, cito je da nastavnik matematike mora biti bolje i draiga pripremljen za
izvodenje problemske nastave. Taj oblik pripreme trelzaitboljem nastavnikovom ra-
zumijevanju naina na koji wenici promsljaju i pristupaju rjisavanju nekog problema.
Medutim, to nije dovoljno jer je potrebno i da taj njihovaia njeguju i razvijaju. Tako
nastavnici matematike stja dragocjeno iskustvo koje im omoguje unaprdenje nastav-
nog procesa, a posebno uspjgi rad s naprednijim cenicima ([14], str. 1).

Iz svega navedenog je jasno da problemska nastava ima niz dobrih strana. lzdvoijit
cemo neke od njih:

veCa motiviranost aenika girenje i pobdivanje interesa zaognje matematike)
primjerena mogénost suradnje

istrazivacki pristup pri rjesavanju problema

razvoj kritickog msljenja

bolje shv&anije biti i zakonitosti

oboga&ivanje matematkog znanja, tj. pow&ane kolcine teorijskihcinjenica
veCa primjenjivost steenih znanja

znanja koja pritom primjenjuju ili stigu kao nova postaju trajnija_([13])

pruzanje prilike i ispunjavanje prirodreelje za provjeravanjem svojih (matenckih)
sposobnosti

razvijanje navike intenzivnog i ustrajnog rada
razvijanje sposobnosti prodivanja i zakljicivanja

provjeravanje osobnog sijenja
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razvijanje sposobnosti matenmatog komuniciranja (izngenje vlastitog iskustva,
slusanje drugih genika i upoznavanje njihovih iskustava, razmjena ideja i pitanja,
zajedncko osmsljavanje problema i pitanja te pristupasgvanju problema, djelo-
tvorna rasprava o rezultatima samostalnog i zajgdyg rada) ([14], str. 4).

Suvremena nastava matematikeelao pretpostavlja drukju spoznajnu djelatnostenika
od tradicionalne nastave. Navodimo neke ciljeve suvremene nastave matematike:

pobudivanje i pokretanje nsijenja wcenika

razvijanje umij€a samostalnog, iszavackog i stvaralakog prowcavanja matema-
tike od strane cenika (kako bi dobar dio novih znanja stjecali vlastitim sposobnos-
tima i snhagama)

stvaranje preduvjeta za uspi primjenu steenih matematkih znanja i umijéa

(o0

razvijanje pozitivnog odnosa prema matematici

ucenje matematkog rasdivanja

ucenje matematke komunikacije

razvijanje sposobnosti rjesavanja problema([14], str. 4)

otvorenost prema problemskim situacijama i zadacimg(iz realnogzivota)
koreliranje s drugim podrjima znanosti i ljudske djelatnosti

razvijanje i njegovanje matemaekih sposobnosti, odnosno stvarangencke mate-
maticke kompetencije (a ne samo sima rjesavanja tradicionalnih i rutinskih zada-
taka)

orijentiranost geniku

partnerski odnosaenika i nastavnika

primjena metode suradrko-timskog rada

posveivanje panje razvijanju organizacijskih vitina wcenika

razvijanje kompetencijguciti kako weiti* ([1]).
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Usporedimo uoavamo da su prednosti problemske nastave potpuno paiggoos-
tvarenju navedenih osnovnih smjernica za osuvremenijivanje nastave matematike.

Rjesavanje problemskih zadataka dobar jeingpostupnog uvdenja problemske
nastave u nastavu matematike. Problemska nastava je primjeresgija uzrastu eenika,
ali njezina primjena je modia i ranije. Napomenimo gda za primjenu problemske nas-
tave osnovu daju tri vana pojma: problem, problemska situacija cakp problemnosti

([13]).

Metodika organizacije problemske nastave

S obzirom na znzajke problemske nastave izieu koju ona nosi, metodika nastave ma-
tematike razradila je sljeda shemu na osnovi koje se oblikuje i priprema nastavni sat u
ovom nastavnom sustavu:

1. Stvaranje nastavne problemske situacije.Cilj nastavnika je bdenje interesa u-
cenika za novi nastavni satdj i motiviranje potrebe njegove obrade. Kog oblik
problemske situacije on odabrati, ovisi 0 predznanju i materkiati sposobnostima
ucenika.

2. Postavljanje problemakaoiji nice iz dane problemske situacije. Pritom jena da
se pitanja ne nandel, vee da spontano izviru iz prirode svakog takvog zadatka.

3. Proucavanje uvjeta. Ucenici trebaju analizirati problemsku situaciju i otkritiaia
rjesavanja postavljenog problema. Pretpostavlja se da dobro znaju teonijgkace
potrebne za to rgavanje.

4. Rjesavanje postavljenog problema.Ovo je najslaeniji dio ucitavom procesu. U
njemu se detaljno ostvaruje zasteni nain rjesavanja i utvdtuje ispravnost svakog
provedenog koraka. ¢¢nici u pravilu rj@avanje izvode samostalno. Nastavnik samo
usmjerava rad, a rie navodi na ideju.

. Razmatranje dobivenog rjesenja i iskazivanje novog znanja.
. Proucavanje dobivenog rjesenja i trazenje drugih nacina rjesavanja.

. Proucavanje mogLEih prosirenja i poopCenja postavljenog problema.

0o N O o

. Zaklju cci izvrsnog rada. Dijalog ucenika i nastavnika. Razmatranje mégasti
primjene novog znanja.

Ovu shemu ne treba shvatiti kruto,6eao dinamtan proces koji se nze djelomice
mijenjati od problema do problema. Neki koraci se mogu objediniti, a neki ponekad i
ispustiti ([13]).
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Nije tesko navesti poditje i teme pogodne za primjenu sgvanja matematkih
problema. To su gotovo bez iznimke sva pagaunastavnih sadaja jer svi matematki
sadeaji nose u sebi stanovitu problemnost ([14]). Ipak, neka su ppaizrazito pogodna.
Primjena u tim podrgjima maze kasnije znatno unaprijediti rad sanicima u nastavnom
procesu, posebno rad s naprednijicgnicima.

Stoga je mogee pri obradi svakog samija najprije stvoriti prikladnu problemsku
situaciju i wenike staviti pred neki problem. Oziei matemattkog sadzaja, uzrastu i
predznanju oenika te o umjenosti nastavnika ovisi foe li se u daljnjem radu problem
u potpunosti obrdivati primjenom problemske nastave & se rad kombinirati s drugim
oblicima i nastavnim metodama. &samo postavljanje problemske situacije na jedan od
spomenutih neina zn&i dobar paetak ([13]). Tako rjsavanje problemskog zadatka reo
u sebi ukljcivati obradu nastavnih saxhfja, motivaciju, raztite oblike rada i nastavnih
metoda, domze zadae, ocjenjivanje cenika, primjenu raunala u nastavi matematike itd.
([14)).

Vazno je re&i da pritom teiste ne treba biti na broju zadataka, nego na pstariju,
idejama i teorijskoj osnovi. Nije uvijek o cak ni rijesiti zadatak u potpunosti. Za to
gotovo da i nema uvijek dovoljno vremena. Ovdje se nastavnikova pozornost usmjerava na
proces rjgavanja, a ne na samags@ja. Ipak, peeljno je da genici uz pomé nastavnika
rijese svaki zadatak u potpunosti, na nastavi ili kodeku Time stjeu vecu sigurnost i
samopouzdanje te se razvijaju sfme u rjsavanju zadataka ([14], str. 2).

Ucenje matematike rjesavanjem problema

Dimenzije koje su vane u nastavi matematike su:
procesi (deduktivni, induktivni, zaklpivanje, heuristike)
koncepti (numeurki, geometrijski, algebarski, anatiki, vjerojatnosni, statistki)
vjestine (procjenjivanje, misaona matematika, algoritmi, komunikacija)
stavovi (uvaavanje, interes, samopouzdanje)

metakognicija (promicanjeagnckog vlastitog nmsljenja i visih misaonih sposob-
nosti).

Pritom je vano naglasiti da je sve to u i onogasto se nalazi u sreslu nas-
tave matematike, a to jge savanje problemskih zadataka(vidi [2]). Naime, vani oblici
matemattke djelatnosti (kasto su stvaranje problemskih situacija, motivacijamsti
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prosirivanja teorije, pronateenje matematkih modela praktnih problema, rjgsavanje za-
dataka, dokazivanje tvrdniji itd. [([9])) su u &g ili manjoj mjeri povezani s rigavanjem
problemskih zadataka.

Ovladati matematikom iznti ostalog znei znati rjesavati zadatke, ne samo stan-
dardne, nego i one koji zahtijevaju nezavisnostljanja, zdravo rastivanje, originalnost i
otkrivanje. Stoga se glavna obveskolske matematike sastoji u isticanju metda strane
procesa rjsavanja zadataka koji se ne meoprovoditi bezltno i bez naglsavanja nekih
kljucnih trenutaka ([16], str. 3-4). Stoga spomenimo i misao matearatiEdwarda Grif-
tha Beglea (1914. - 1978.);,Rjesavanje problema je po mom msljenju najvazniji
ishod matematckog obrazovanja“ ([24], str. 173, prema E. G. BeglBersonal commu-
nication ozujak 1977.).

Rjesavanje problemskih zadataka je jedan odddjhh naina powcavanja i @wenja
matematike. Stoga svaki zadatak treba igraiwebrazovnu ulogu. Naime, samostalna
spoznajna djelatnosttenika pri progavanju matematike ostvaruje se u velikoj mjeri pri-
mjerenim izborom i kostenjem zadataka. Na tajc¢ia zadatci postaju \@no sredstvo pri
oblikovanju u wenika sustava osnovnih matenckth znanja, umijéa i navika i doprinose
razvoju njihovih matematkih sposobnosti i stvaratiog msljenja. V& su procjena re-
zultata na poetku i provjera dobivenog rezultata na krajusgeanja vani koraci pravilne
primjene zadataka. O usgjeoj primjeni zadataka u nastavi matematike ovisi i stupanj pri-
premljenosti genika za sljed&u razinu njihova matematkog obrazovanja ili za njihovu
prakticnu djelatnost u nekom drugom podju ([9]).

Kako bi ucenici uspjenoizgradili matematicke koncepte nastavnik se treba pitati:
- Razumiju li wenici koncept?

- Na koji nacin pokazuju i komuniciraju svoje razumijevanje koncepta?

- Treba li se vratiti istom konceptu i ponovo ga peshiti pojasniti?

- Stvaraju li wcenici poveznice novog koncepta £ygznatima?

- Ako ucenici ne pokazuju razumijevanjgto je tome uzrok?[([2])

Kako bi ucenici uspjenorazvili vje stinu rjesavanja problema nastavnik se treba pi-
tati:

- Koje strategije aenici primjenjuju?

- Primjenjuju li wcinkovite strategije?

- Razumiju li problem?

- Kako prikazuju svoje ideje?

- Razmjenjuju li ideje s drugimeenicima?

- Je li njihov proces rjgavanja logian?

- Mogu li ucenici iskazati svoje razrsljanje?

- Koje stavove aenici izraavaju? ([2])
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Uloga nastavnika matematike

Osnovni problem u nastavnom procesu nije samo usvajaigje kelicine matemadtkih
sadeaja, V& i nacini na koje se to ostvaruje i obrazovna postigalkoja doprinose pri-
mjerenom razvoju nsijenja wcenika ([8]). Uloga nastavnika matematike je presudna u
odabiru problema i aktivnosti koji pridonose stjecanju mateckatkompetencije ecenika

I ostvarenju kurikulumom postavljenih ishodaanja ([2]). Stoga nastavnik mora jako
dobro poznavati onsto se sprema peavati. Blya to pravilo izraava na sljed@ sliko-

vit nacin: ,,Prvo pravilo poucavanja je znati onosto treba poucavati. Drugo pravilo
poucavanja je znati malo vise od onogasto treba poucavati“ ([22]). Nastavnik ne smije
raditi slucajni izbor zadataka, eprije zadavanja mora dobro priti problem, njegovo
rjesenje, ali i okrzenje u kojente se ti zadatci rgavati.

Osim toga, kreativan rad nastavnika na odgovawjuazini je paeljan i potreban.
Naime, nastavnik koji nema osobnog iskustva s nekom vrstom kreativnezivstrize dje-
latnosti tesko mae potaknuti, voditi, pom, pacak i prepoznati kreativnu aktivnost svo-
jih ucenika. Od takvog nastavnika matematikekiese mae acekivati i istraivanje novih
sadeaja ([16], str. 8). Jedna od osobina kreativhog nastavnika matematike upravo je ovla-
davanje umijéem izbora primjerenih nastavnih oblika rada i primjene pogodnih nastavnih
metoda te njihoveeste izmjene tijekom nastavnog procesa. Zato je potrebno preispitati
uporabu svih oblika rada i nastavnih metoda te zatisamo one koji ne sputavajaenike.

Na taj n&in se mae ostvariti velik dio postavki i ciljeva suvremene nastave matematike.
Tako nastavnik moe osposobiti cenike za rad koji je vrlo blizak isteavackom radu ([7]).

Rjesavanje nerutinskog matenekog problema uistinu kreativan posao jer se taitra
vecCe ili manje znanje, no uvijek je potreban odeai (cesto visok) stupanj koncentracije
I razmisljanja. Rjsavanje takve vrste problema je oblik kreativhog rada koji bi morao
biti ukljucen u kurikulume, planove i programe nastave matematike. Zaprasayageje
problema takve vrste dajeciteljima priliku prolaska kroz stvarno i primjenjivo znanje
matematike koje nije potrebno memorirati, nego primjenjivati na zanimljive zadatke. Tada
ucitelj, sto je jos vanije, maze znati kako si@ vjestinu,,pogleda iznutra“ na bit procesa
rjesavanja zadataka. S¢e mu to omoggiti ucinkovitije objesnjavanje problema, dznje
postupka rjsavanja i prosdivanje rada svojih cenika ([16], str. 8).

Ako nastavnik u svoje raspattvo vrijeme s @enicima samo mehaski ,tese” u-
vjezbane postupke, smanjuje im interes cknojihov intelektualni razvoj. Time slabo is-
koristava svoju veliku priliku koja mu je dana.

S druge strane, izborom, formulacijama i rasporedom zadataka koji su primjereni
ucenckom znanju, metodkom raclambom rjsavanja zadataka te pomaganjem stimu-
lativnim pitanjima je mogbe potaknuti aktivhostaenika, probuditi njihovo zanimanje,
radoznalost i inicijativu, razvijati sklonost za prasvanjem i samostalnim reijenjem te
im pokazivati putove do toga. Na tajcia nastavnik kod cenika potce stvaraleki rad i
izostrava stvaraleko misljenje i umije&e rasdivanja. Nadalje, cenike uvodi u atmosferu
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znanstvenog istrvanja i ostavlja pred njima mognosti da se upoznaju s msteom si-
tuacija koje se sustel u znanstveno-isteavackom radu ([15], str. V-VI).

Nastavnik mae odlciti hoce li odradeni problem ili aktivnost porrio u ostvarenju
postavljenih ishodaaenja, kako u sadrjnoj (matematki koncepti) tako i u procesnoj
(matemattki procesi) dimenziji matemakog obrazovanja:

- analizirajlti i prilagodavajlEi probleme

- anticipirajlti matematike ideje koje se mogu izgraditi njihovim gavanjem

- predvidajLEi pitanja koja bi wenici mogli postaviti

Pritom je vano napomenuti da su brojni problemi zanimljivi i zabavni, ali svi oni ne
pridonose nano razvoju i razumijevanju matemekih ideja koje wenici trebaju izgraditi

u trenutku rada na problemu{[2]).

Ucenici i matematicko otkri ce

,U danom trenutku postoji samo tanki sloj izcagrivijalnog i nemogweg. Matematika
otkrica su dobivena u tom sloju.”

Andrej Nikolajevic Kolmogorov (1903. - 1987.), zapisao u svom dnevniku 14. rujna 1943.
([37])

George Blya je smatrao ddobro obrazovanje podrazumijeva, sustavno pruzanje
prilike u ceniku za samostalnim otkrivanjem.” Ta njegova misao nagogtava dvije pe-
dagske teme kojima sed@ya bavio i razvijao ih vde od pola stoljea. Te teme koje su
zajedno tkane njegovim radom su:

dosljednost (sustavnost) i otke (sustavno otkrivanje matematike)

sustavno izlaganje (obrazanje),metode” & la Descarte} za otkrivanje i pronala-
zak ([25], str. 283-284).

Rjesavanjem matematih problema genicite zapaziti dva lica matematike. Za-
ista, matematika ima dva aspekta: ona je strogo euklidska znanost, no onatdmngyo.
Prikazana euklidski, sama matematika je sistematska, apstraktna i deduktivha znanost, no
matematika u nastajanju je eksperimentalna, konkretna i induktivha znanashjdiasica
govori sve o tome koliko su i za nastavu matematikeneaneke znanstvene metode is-
trazivanja. Oba navedena aspekta su stara koliko i sama matematika. Ipak je drugi aspekt
u jednom pogledu nov: matematikastatu nascendlij. u procesu iznateenja nije nikad
prije Polyine ,metodcke revolucije” bila prikazanaageniku, nastavniku ilgiroj javnosti u
takvom stilu ([15], str. VI).

Rjesenje velikog problema veliko je otke, no i u risavanju svakog matemekiog
problema ima ngto otkrivalako. Naime, i pri najskromnijem zadatku, ako on budi zani-
manje, ako pobduje radoznalost, ako pokie dosijetljivost i ako gaaenik rjesava vlasti-
tim snagama, cenikce daivjeti napetost i mivati u trijumfu pronalaska. Takvi dvljaji u
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dobi koja je pristupana dojmovima mogu stvoriti sklonost za umni rad i utisnutzidotni
pecat na duh i karakter.

Jedinstvena prilika koju imaagnik e biti propwstena ako on u matematici vidi samo
predmet u kojem mora gteizvjesnu ocjenu, a nakon toga ga newsto prije zaboraviti.
Prilika maze biti propwstenacak i onda kad je cenik prirodno nadaren za matematiku jer
on mora, kao i svako drugi, najprije otkriti svoje sposobnosti i sklonosti. Stoga je potrebno
dovesti wenika u situaciju da to uistinu i otkrije.

Polya to slikovito kae na sljedé necin: ,On ne maze znati voli li cevaprice ako
ih nikad nije okusio.” ([15], str. V-VI), odnosnqg,Zapamtite - ako zelite navciti plivati,
onda smjelo skaite u vodu, a akozelite navciti rje savati zadatke, onda ih rjesavajte!”
(18], str. 1)

Potrebno je oenika dovesti do zaklgka da matematki problem mae pruiti isto
toliko zadovoljstva koliko i kompjuterska igrica ili da intenzivan umni radzaditi jed-
nako ugodan kao napeta nogometna utakmica. Okusi li jednom radost u matemasci, ne
je lako zaboraviti. Tu je onda dobra prilika da matematika za sfm@ostane: najmi-
lija zabava i orde njegova zvanja ilcak velika strast. Takve matemate witke ne bi
trebao omogoavati omogaavati samo onim ambicioznimcanicima kojizele razumijeti
matematiku i razvijati vlastite sposobnostifw&/akom geniku.

S druge strane, nastavnik bi trebao udovoljiti radoznalasnika koji osjéaju dub-
lju radoznalost te si postavljaju sljetkepitanja:,Da, riesenje je tuCini se da je ispravno,
no kako je mogbe n&i takvo rjesenje? A kako bih ja sam mogaoste takvo pronéi ili
otkriti?* Ti ucenici ne samo daele shvatiti dana rfgenja problema, \iezele shvatiti mo-
tive i postupke u rjgavanju te sredstva i putove ottai Takvo zanimanje ndgel ucenicima
je rasirenije negasto bi se u prvi mah pomislilo[([15], str. V-VI).

1.5 lzreke o rjesavanju (matematckih) problema

»Postavljanje problema jeesto mnogo bitnije nego njegovo sgnje koje mee biti je-
dino predmet matematke ili eksperimentalne vine. Za dobivanje novih pitanja, novih
mogLEnosti, za promatranje starih problema iz novog kuta zahtijeva se stkaat@sta,

a to oznaava pravi napredak u znanosti.”

Albert Einstein (1879. - 1955.)[([37])

»Kazu da nije toliki smisao u dolasku na odrst#i koliki je smisao u putovanju.”
kapetan Jack Sparrow u ImRirati s Kariba: Nepoznate plime&011. ([28])

»Znacajni problemi s kojima smo s@eni, ne mogu se rif@ti istom razinom raznsijanja
(svijesti) na kojoj smo bili kad smo ih stvorili.”
Albert Einstein (1879. - 1955.)[([34])
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»Mi nikada ne postajemo matemedri, cak i ako nagimo napamet sve tie dokaze, ako
nas um nije osposobljen da samostalnsgea postavljene probleme.*
Reré Descartes (1596. - 1650.) ([34])

»S1Z matematikecine konkretni primjeri i konkretni problemi. Nemoj sansdati; bori
se! Postavljaj svoja vlastita pitanja, zissvoje vlastite primjere, otkrij svoje vlastite do-
kaze. Je li pretpostavka moa? Je li obrat istinitSto se dogda u specijalnom shkaju?
Sto je s degeneriranim slgjevima? Gdje dokaz rabi pretpostavke?*

Paul Richard Halmos (1916. - 2006.) ([34])

,Ucini sto maes..." (s matematkim problemom)
Sibe Mardsict (1927. -) ([35])

»Sto je najbolje giniti s ovim zadatkom? Ostaviti ga na miru i smisliti neki drugi za-
datak.”
tradicionalni profesor matematike ([16], str. 207)

, 10 sto ste bili prisiljeni sami otkriti, u véem umu otvara put kojim se rnete ponovno
koristiti kada se za to ulkz potreba.”
Georg Kristof Lichtenberg (1742. - 1799Aforizmi([16], str. 273)

»Najbolji nacin da se nsto nawi jest da to sami otkrijete.”
George Blya (1887. - 1985.) ([18])

»Svaka ljudska spoznaja pioje razmsljanjem; odatle se dolazi do pojmova i zsava
idejama.”
Immanuel Kant (1724. - 1804 Kritika zdravog umastr. 429. ([16], str. 429)

,Od zelje nce misao o nekim sredstvima potokojih vidimo ostvarenje reeg slcnog
onomecemu teimo i od te pomisli - misao o sredstvima za dostigatih sredstava, i tako
dalje, dok ne ddemo do nekog pretka koji je u naoj vlastitoj mai.”

Thomas Hobbes (1588. - 1679 gviathan([16], str. 193)

»Rjesavanje zadataka je najkaraktedstja i speci cna raznolikost slobodnog sijenja.”
William James (1842. - 1910.) ([16], str. 135)

»Problem je prilika za tebe da slave od sebe.”
Edward KennedyDuke* Ellington (1899. — 1974.)(([42])
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»Rjesavanje problema je orgio radimo kad ne znansito raditi.”

Dan Piraro (1958. -)[([2], prema T. Herr, K. Johnson, D. Pir&mblem Solving Stra-
tegies: Crossing the River with Dogs and Other Mathematical AdventBexkeley, CA:
Key Curriculum Press, 2001.)

»Problem nije problem. Problem je tvoje sidamje problema. Razumgédi?"
kapetan Jack Sparrow u ImRBirati s Kariba ([21])

»Nista nije nemogte za onoga tko ima volju pokati.”
Aleksandar Veliki (356. prije Krista - 323. prije Krista) ([27])

Thomas Alva Edison o idejama za rjesavanje problema, neuspjesima i
odustajanju

»Da bi imao veliku ideju moraimati puno ideja.”

»Kada bismo ainili sve stvari koje smo u stanjwciniti, zadivili bismo sami sebe.”
»Nisam pogrijsio. Samo sam prosao 10 000 nzina koji ne funkcioniraju.”

»Samo zatsto nesto ne radi onako kako si planirao ne gnda je to i neupotrebljivo.”

»Skoro svakicovjek koji razvije neku ideju razduje je do teake kada ona izgleda ne-
mogLta i onda se obeshrabri. To nije mjesto na kojem treba postati obeshrabren.”

»Nasa velika slabost 8 u odustajanju. Najbolji n@n da postignete uspjeh je da uvi-
jek pokusate makar je jednom.*”

»Naveci promasaji su ljudi koji ne shvate koliko su bili blizu uspjeha u trenutku kada su
odustali.” ([41)])
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1.6 Heuristika

Rijec heuristika (grc. "
mMNogo znaenja.

Rijec heuristikamoze oznaavati sljedée:

- postupak koji vodi prema otlau ili ga potce ([31])

- umijete metodinog otkrivanja istina ([32])

- lat. ars inveniendi ‘vjestina iznalaenja’ ([17]), odnosno vjgtina pronalaenja istina ili
novih cinjenica i spoznajal([33])

- disciplina koja se bavi ist@vanjem i proeavanjem risavakih metoda i pravila koja
vode do otkrivanja i pronatenja ([15])

- skup znanja o metodama otkrivanja i utiwanja novihcinjenica i spoznajal([32])

- znanost o metodkom pronalaenju i otkrcu novoga ([17])

- dio znanstvene metodologije koji proava vjestine pronalaenja novih spoznaja (139])

- proces koji mae rijesiti odredenu vrstu problema, ali ne jaimuspjesno rjesenje (u mo-
dernoj logici) ([31])

- formalno neispravndili nepotpuna procedura zakgivanja ili odlwcivanja kojacesto
vodi do uspjenoga rjsenja problema ako se primijeni na spe&xio i razmjerno usko po-
drucje, no pokazuje se neuspjem i beskorisnom ako je primijenjena na neko drugo
podricje (znaenje u suvremenoj lozo ji uma) ([31]).

. 'nalaziti', ‘otkrivati' ili gr c. heuristika 'nalazim’) ima

Podricje heuristike raznoliko je povezano s drugim strukama. Heuristika djelomice za-
sijeca u podrgje djelovanja matematara, zicara, psihologa, pedagoga pa i lozofa, a
time i logicara. Pritom treba priznavati mognosti kritike sa suprotnih stajata te biti
svjestan ogragenja heuristike ([15]). \V@nost heuristike kao moge bitne strategije za-
kljucivanja potvdena je rezultatima eksperimentalnih igivanja u kognitivnoj psihologiji

([310).

Iz rijeci heuristikanastaje pridjeweuristicki koji opisuje onoga koji je koristan i ima svoju
svrhu u istraivanju ([32]), odnosno onoga koji uotkrivanju ([15]). Drugaije receno,
rijec heuristickiopisuje onoga koji se odnosi na proredaje i otkrivanje noviltinjenica i
spoznaja, osobito znanstvenih ([17]).

Rijec heuristican (novolat. heuristicus grc. heur'skein 'pronaci', ‘otkriti') ozna ca-
va onoga kojemu je svojstveno otkrivanje, koji otkriva, koji se usvaja uz otkrivanje (za
razliku od onogasto se @i pukim ponavljanjem ili oponsanjem) ([32]).

Rijec heureka(grc. " , 1j. helreka '(Pro)nasao sam!’, 'Otkrio sam!") doslovno
oznaava navodni legendarni uzvik koji se pripisuje velikom Grku Arhimedu iz Sirakuze
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kada je uaio prividni gubitak teine u teka@ini i tako otkrio zakon o uzgonu tijela u
tekweini (osnovni zakon hidrostatike o spechoj tezini). Kasnije je u prenesenom Zenju
ta rijec pocela oznaavati oggenit usklik radosti pri nekom otkau ili dobroj zamisli ([31]).

S rijecju heuristikasu povezani i sljed® pojmovi:

- Heuristicki principi (nacela) su smjernice, odnosno radne hipoteze kojeesloro-
nalazenju novih vidika pri znanstvenom isgiganju i objasnjavanju (npr. hipoteze ili k-
cije) ([17]).

- Heuristicki postupak, za razliku od sistematskog izlaganja, je prikazivanje putova i
nacina postizanja rezultata neke znanosti([17]), odnosnazéaja do znanstvenog genja

ili otkri €a putem poksiaja i pogrisaka, nagadanjima i opovrgavanjimal([31]).

- Heuristicke znanostj za razliku od egzaktnih znanosti, su znanosti koje svoje spoznaje
(vrlo cesto) ne mogu provjeriti eksperimentom ([32]).

- Heuristicki program je vrsta programa koji rigava problem na temelju pogaja i po-
gresaka ([32]).

1.7 Heuristika kroz proslost

Heuristika je naziv za stanovitu disciplinu koja u plasti nije bila najjasnije de nirana.
Cesto je bila sumarno, arijetko kada detaljno prikazivana. U vrijeme pisahjmP knjige
Kako ¢u rijesiti matematicki zadatakl945. godina) heuristika je ¢edugo vremena bila
zaboravljena. Stoga je bila paho nepoznato podeie, tj. disciplina koja tada nije bila u
modi. Polya slikovito navodi da heuristika ima@ugu pralost, a mada i neku budénost”
([15]). Upravo je pisanjem te knjige pokao aivjeti tu, tada mladu znanstvenu granu u
modernoj i skromnoj formi. Pritom je iscrpno osvijetlio ulogu heudktig procesa u nas-
tavi matematike polksavajLi okarakterizirati heuristiku kao posebnu granu spoznavanja
(1)

Navesttemo nekoliko matematara koji su svojim radom zeajno doprinijeli ra-
zvoju heuristike. Neke tragove precavanja nalazimo \ekod Euklidovih komentatora. U
tom je pogledu osobito zanimljivo jedno mjesto kod poznatadggg matematiaraPapa
iz Aleksandrije (oko 290. — oko 350.). U sedmoj knjizi svoji@ollectionesPapo iz-
vjestava o jednoj disciplini koju on naziva 6" 0& Ovaj naziv mogli bismo prevesti
kao,riznica analize, ili kao,umijeCe rjesavanja zadataka“, ili upravo kabeuristika“, a
posljednji navedeni izraz kao da bi najeiodgovarao. Donosimo dio slobodnog prijevoda
jednog Papovog izviaja u kojem objgnjava metodu analize i sintezgTakozvana he-
uristika je, kratko reeno, posebna znanstvena disciplina za upotrebu onima koji, 1sédon
su vee proLcili opte Elementezele stéi vjestinu riesavanja matematkih zadataka. To je
jedina korist ove discipline. Ona je djelo trojice: Euklida, autBtemenataApolonija iz
Perge i Aristeja starijeg. Onaupostupcima analize i sintezef ([15]).
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Najpoznatija nastojanja da se izgradi sustav heuristike valja pripisati velikim matantati

ma, zicarimai lozo ma Descartesu i LeibnizuRené Descarteglat. Renatus Cartesi)s
(1596. — 1650.) namjeravao je objaviti univerzalnu metodu zsaxanje zadataka, ali je
svojaPravila za vatenje umaostavio nedowsena. Fragmenti ovog djela, koji sudwani
materijal o rjessavanju zadataka nego njegovo poznatije dikcours de la Méthodéako

je potonje djelo vrlo vjerojatno napisano kasnije. Ova Descartesova misao kao da opisuje
postanakPravila za vatenje uma ,Kad sam kao mladislusao o dosjetljivim pronalas-
cima, pokisavao sam pronalaziti sam oiajuCi autora. Postupafiitako, malo po malo

sam opaao da upotrebljavam oditena pravila®“ ([15]).

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646. — 1716.) namjeravao je napisati djelqe
mijecu pronalzenja“, ali nikad nije izvsio taj plan. Brojni fragmenti razasuti po njegovim
djelima ipak pokazuju da je imao zanimljivih ideja o toj temju je vaznostcesto na-
glasavao. Tako je, na primjer, pisagista nije vanije, nego vidjeti izvore pronatanja

Bernhard Bolzano (1781. - 1848.), logiar i matematar, heuristici je posvetio zna-
tan dio svog opsmog izlaganja logikeWissenschaftslehresv. 3, str. 293-575) i time
joj je dao znaajne i detaljne elemente spoznaje. U navedenom dijelu svog rada&n pi
»Niposto ne mislim de€u ovdje ma@i dati neki postupak za iszavanje koji ne bi svaka
dobra glava ve odavna bila zapazila, i nikom ne diz@em date ovdje naii ha nesto posve
nova u tom pogledu. Jau se samo potruditi da jasnim mjena obuhvatim razna pravila i
nacine istraivanja po kojima postupaju svi sposobni ljudi, a d&iwem toga nisu ni svi-
jesni. Pa iako ne utvaram sebi da i to potpuno uspjeti, ipak se nadamatai ono malo
sto€u ovdje dati nekome dobro dio da e to kasnije moi primijeniti* ([L5]).

1.8 Heuristicka nastava

Kad god se problemska nastava nezenprimijeniti, bilo zbog njezine #ne ili zbog na-
ravi matematikog sadzaja koji se treba obraditi, taj nastavni sustav treba zamijeniti manje
zahtjevnijim nastavnim sustavoaija je djelotvornost n&to slabija, ali j@ uvijek dovoljno
dobra za ostvarenje @me ciljeva suvremene nastave matematike. Takav susthe-je
uristi cka nastava Kod ovog sustava su aktivnost i samostalnastnika smanjene, ali se
sposobnost umnog radaenika i dalje razvija putem nastavnikovog misaonoderga.
Heuristcka nastava je iznikla iz potrebe da se denjem samostalnog radaenika
prevlada predawka nastava i pobadp nastavni proces. Njezin @etak nalazimo u prvom
desetlj€u 20. stolj€¢a. Ona se tijekom vremena razvijala i usaxala. Razvojni put
najbolje opisuju smjernice za njezinu primjenu iz prve polovinesjmg stolj&a:
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Zadrzati prividnost igre. Uvaavati slobodu cenika. Podzavati privid njegovoga
vlastitog otkrivanja matematke istine. lzbjegavati zamorne jge pantenja u

pocetnom obrazovanjuagnika jer to potiskuje njegove utene osobine. Pcavati

oslanjaj&i se na interes prema matenckthm sadzaju koji se proaava.

Ne izlagati odrdeni dio matematike u potpuno gotovom obliku. Takvim se postu-
panjem dolazi u raskorak s osnovnimceima nastave. Razvijati umni rad, a ne
zahtijevati wwenje napamet. Pridavati se neela primjerenih tekota.

Razvijanje stvaralekih sposobnosticenika glavni je zadatak nastave matematike.

Heuristcka metoda je takva nastavna metoda u kojoj nastavnik nequjepcenicima
gotovecinjenice i istine, nego ih navodi na samostalno otkrivanje odgovatejurd-
nji i pravila.

Heuristcka metoda sastoji se u tome da nastavnik preghicima postavlja pro-
blem, a onda pontu odgovarajaih prikladnih pitanja vodi aenike do rjsenja.
Heuristcka nastavaeenike mora dovesti do shvanja.

Mnoge gore navedene smjernice i prehyanja su ostali svj@ i prepoznatljivi sve do
danas ([7]).

Karakteristike heuristi cke nastave

Kao i svaki drugi nastavni sustav, heurtétd nastava ima svoje dobre strane i slabe strane
(koje ne treba zanemariti). Poticajnacj@janica da dobre strane prevladavaju i heuigti
nastavu svrstavaju rde vise i suvremene nastavne oblike.

Dobre strane:

Osnovu za stjecanje znanja i sposobnosti predstavljaju samostalni rad i aktivhost
ucenika. Pritom je vano nastavnikovo paavanje o matemakom sadzaju i nainu
rada kao svojevrsna poraaocenicima.

Poznato je da obrazovno @enje imaju samo oni matemelti sadeaji koje wcenici
potpuno razumiju. Oneto wenici ne razumiju brzo se zaboravlja i potpuni je obra-
zovni prom&aj. Stoga je vana odrednica heuriske nastave da nastavnici svojim
poucavanjem aenike misaono vode i dovode ih do razumijevanja i $avga mate-
matickog sadzaja.



26

POGLAVLJE 1. PROBLEMSKA | HEURISTCKA NASTAVA

Heuristcka nastava pretpostavlja neposredno komuniciranje nastavnis@nika.
Nastavnik svojim pitanjima upiuje wenike da u izvorima nalazgnjenice na os-
novu kojih nastavnikovim misaonim denjem dolaze do sh@anja. Slobodan raz-
govor i rasprava omo@avaju tenicima postavljanje pitanja, i to posebno kad im
nedostaje neka spoznajna informacija.

Za razliku od problemske nastave, heudk# nastava ® uvijek ne dovodi aenike
do potpuno samostalnog rada u otkrivanju mateckdtiistina, v& do toga spozna-
vanja cenike vodi nastavnik na temelju svoga heucisbg modela. Ipak, eenici su

i tu misaono aktivni i u odrégenoj mjeri subjekti nastave.

Heuristicka nastava, za razliku od problemske nastaveense u potpunosti ili dje-
lomicno primijeniti na svakom nastavnom satu matematike. Sve ovisi o0 nastavniku i
umjesnosti njegovog vdenja ([7]).

Slabe strane:

Nemogunost misaonog \@enja ba svih wcenika zbog pomanjkanja vremena i raitlh
brzina shvaanja.

Nemogwnost neposredne komunikacije sa svioemicima.
Komunikacija s povaenim wcenicima je oteana icesto izostaju njihova pitanja.
Nepotpuna povratna informacija o pmanom matematkom sadzaju ([ 7]).

Nije lako dovesti sve cenike do samostalnog otkrivanja odgovaiauvrdniji i pra-
vila, tj. do usklikaHeureka! Za neke @genike heuristika nastava ostaje gauvijek
slozen i teak nastavni sustav ([8]).
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1.9 Heuristicki razgovor

Zbog ve&e spomenutih slabih strana heurig® nastave ne trebauditi da se mnogi re
nastavnici matematike gde proksanih metoda tradicionalne nastave. Tako u nastavnom
procesu najeste primjenjujumetodu razgovora Ta metoda je dobra, ali je slabije djelo-
tvorna od heuristke metode. Razlog #&i u njezinoj neprimjerenoj primjeni jer pitanja
cesto ne budu dobro pripremljena. Evaceaih slabosti metode razgovora:

nema postupnog otkrivanja novog

nastavnik kroz razgovor izt&# odreteni matematki sadeaj u potpuno gotovom
obliku

nastavnik razgovor vodi samo s nekimemicima (obeno s najboljim)
potice se pasivnost mnogiltenika ([8]).

Dakle, tijekom rjsavanja zadatka na nastavi, nije dobro da se odmah pozove jedan
ucenik pred plau i krene s rjsavanjem zadatkato je nagesti slucaj. Tada olino nas-
taje pasivna atmosfera: nastavnikcemik pred pleaom trae put rjsavanja, genik nesto
nejasno izgovara i nui se, a,prepisivai‘ u razreducekaju dok dragocjeno vrijeme nepo-
vratno tee. Ovakav poetak rjssavanja zadatka metadti je promaa,;.

Stoga metodu razgovora treba osuvremeniti. To sezwztdravanjem svih dobrih
strana metode razgovora i dodavanjem dobrih strana helgstetode. Tako se dobiva
jedna metoda koja po svojim karakteristikama stoji idonenetode razgovora i heuriskie
metode. Ta se metoda nazikeauristicki razgovor, odnosnorazgovor otkrivanja. Ta
metoda je zapravo rezultat stalnog pobaljja metode razgovora. Ovom metodom se do-
lazi do novih matematkih istina otkrivanjem razgovorom nastavnika i sviteaika, ali
uz pojedinano nastavnikovo misaono @enje. Za dobro wtenje heuristikog razgovora
osnovni je preduvjet vrsna nastavnikova priprema, posebno priprema pitanja za pojedine
dijelove matematkih sadeaja (pitanja koja se odnose na razumijevanje sayanje za-
datka, pitanja koja se odnose nasgganje jednazbi, pitanja u vezi s patkom i njegovim
dokazom).

Dakle, svaki zadatak je lijep primjer za primjenu heudstig razgovora. Zapravo,
nastavnik matematike gotovo da i nema izbora jer se primjena hekagtirazgovora
sama namee. Stoga nastavnik mora u pripremi nastavnog sata imatidaaraijeli pos-
tupak rjesavanja zadatka na tajeia i, sto je najvanije, tacno znati koji obrazovnicinak
moze postti rjesavanjem. S vremenoge razvoj mslienja wcenika dosti razinu koja
omogLlEuje izvalenje nastave matematike primjenom hewisimetode, a mama i pri-
mjenom problemske metode. Naravno, u svakom konkrentooajsiunastavnik matema-
tike treba izvoditi nastavu na om koji je primjeren predznanju njegovittenika ([8]).
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1.10 Heuristicko misljenje

Heuristcko misljenje nije istosto i konano, strogo zakljaivanje. Ono je privremeno

I plauzibilno (mae se prihvatiti, vjerodostojno, prihvatljivo, usvojivo) i svrha mu je ot-
kriti rjiesenje danog zadatk&esto smo prisiljeni raglivati heuristcki. Potpunu sigurnost
postzemo tek onda kad dobijemo potpuncsgaje, ali prije negsto smo sigurni, moramo
secesto zadovoljiti vse ili manje plauzibilnim slutnjama. Prije negto postignemo de -
nitivno rjesenje, mae nam zatrebati privremeno sgnje. Heuristiko misljenje nam treba
kad izgratujemo strog dokaz kasto su nam potrebne skele kad pmino zgradu. Dakle,
takvo rasdivanije, koje seesto temelji na indukciji ili na analogiji, je samo po sebi dobro.
Onosto je Icse jest brkati ga sa strogim dokazoms Je gore ako heuristko rasulivanje
deklariramo kao strog dokaz.

Odredeni dijelovi nastave bi se mogli znatno polsalji kad bi se bolje shvatila narav
heuristckog meljenja, kad bi se njegove prednosti i njegove granice iskreno priznale i
kad bi udbenici heuristke dokaze otvoreno iznosili kao takve. Heudktiizvod, iznijet
ukusno i iskreno, mze Koristiti. On mae pripremiti egzaktan dokazje odredene klice
on obktno i sadei. Medutim, heuristtki izvod ¢e vjerojatno samskoditi ako se iznosi
dvosmisleno i s oitim kolebanjem izméu , stida“ i preuzetnosti ([15], str. 61-62).



Poglavlje 2

Obrazovni dokumenti o rjesavanju
matematickih problema

2.1 PISA o matematickim problemima

Primarni cilf matematikog obrazovanje je osposobitienika za rjgavanje (matematkih)
problema. Taj cilf maemo utvrditi u hrvatskim (npiNOK), europskim, odnosno svjetskim
obrazovnim dokumentima (npRPISA. Europski referentni okvir de niranatematicku
kompetenciju kao sposobnost razvoja i primjene matemriaig msljenja kako bi se rijgio
niz problema u svakodnevnim situacijama. Uz dobro vladanje brojevima (tzv. nuhkeeri
pismenost), naglasak je na procesu i aktivnosti, kao i na znanju.

Matematcka kompetencija ukljcuje, na razkitim stupnjevima, sposobnost i volju
za korstenjem matematkih nacina meljenja (logcko i prostorno nsljenje) i prikazivanja
(formule, modeli, konstrukcije, grafovi, gra koni)[([2]).

Prema de nicijiOECD-a/PISAe, matematika pismenost je sposobnost pojedinca za:
prepoznavanje matemaitckih problema,
razumijevanje i anganan u matematici,
stvaranje dobro utemeljenih prosudbi o ulozi matematike.

Ta sposobnost je potrebna u sadj@m i budéem privatnom, poslovnom i dstvenom
zivotu s visnjacima iclanovima obitelji, kao i wivotu kao konstruktivhog, zainteresiranog
| promisljajuceg gratanina ([2]).

29
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Tri dimenzije matematke pismenosti (premISAi) su:
matemaittki procesi,
matematki sadeaj,
matematke situacije i kontekstil([2]).
Matematcki procesi obuhvaaju (premaPISAi):
matemattko misljenje i zakljwcivanje,
matemaittko argumentiranje,
matematka komunikacija,
modeliranje,
postavljanje i rje savanje problema
prikazivanje,
koristenje simbotkog, formalnog i tehmmkog jezika i operacija,
koristenje pomagala i alata {[2]).
Postavljanje i rjsavanje problema (prenRiSAi) obuhvaa:

postavljanje, formuliranje i de niranje raitih tipova matematkih problema (npr.
cisto matematiki ili primijenjeni problemi; problemi otvorenog ili zatvorenog tipa),

rjesavanje raztitih vrsta matematkih problema na raznovrsneaiae ([2]).

Jedan od pet standarda mateciati kompetencije u Sjedinjenim Amekim Drzavama je
strategijska kompetencija. Ona obubaaposobnost postavljanja, prikazivanjasgeanja
matemaitkih problema ([2], prem&dding it up: Helping Children Learn Mathematics
2001.).
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2.2 NOK o rjesavanju problema i koristenju tehnologije

NOK predstavlja osnovne sastavnice mlanlga, ogega obveznoga i sredigkolskoga
odgoja i obrazovanja, uklgujuci odgoj i obrazovanje za djecu s posebnim odgojno-obraz-
ovnim potrebamaNOK je temeljni dokument u kojemu su prikazane sastavnice kuriku-
lumskoga sustava: vrijednosti, ciljevi,c&la, sadraj i opti ciljevi odgojno-obrazovnih po-
drucja, vrjednovanje cenckih postignia te vrjednovanje i samovrjednovanje ostvariva-
nja nacionalnoga kurikuluma. Sredji dio NOK-a cine wencka postignga za odgojno-
obrazovna podja, razraena po odgojno-obrazovnim ciklusima te opisi i ciljevidoe
predmetnih tema koje su usmjerene na razvijanjeckiju ucenickih kompetencija ([36],

str. 11).

NOK odreduje:

- svrhu cenja i poeavanja matematike u osnovnoj i sredrgkpli,

- ulogu matematike u sustavu odgoja i obrazovanja,

- opte ciljeve matematkog obrazovanja,

- ocekivana genicka postign@a na kraju svakog ocktiri odgojno-obrazovna ciklusa {[4]).

U dijelu koiji slijedi izdvojit cemo samo one dijeloidOK-a koji se odnose na gavanje
matemattkih problema i primjenu tehnologije u nastavi matematike.

Opcti odgojno-obrazovni ciljevi podrucja matematickog obrazovanja

Ucenicice:

- biti osposobljeni zaje savanje matematckih problema i primjenu matematike u razli-
citim kontekstima, ukljgujuci i svijet rada

- ucinkovito primjenjivati tehnologiju ([36], str. 80).

Razradom tih opih cilieva dobivamo dvije istaknute dimenzije materoktig obrazova-
nja:

- matemaitki procesi

- matemaitki koncepti

NOK razlikuje pet matematkih procesa:

- prikazivanje i komunikacija

- povezivanje

- logicko misljenje, argumentiranje i zaklpivanje

- rje savanje problema i matematcko modeliranje
- primjena tehnologije ([36], str. 81-91).
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2.3 COcekivana wcenicka postignuca uNOK-u po
odgojno-obrazovnim ciklusima

Prvi ciklus (1., Il., lll. i IV. razred osnovne skole)
I. Matemati cki procesi

4. Rjesavanje problema i matematcko modeliranje

Ucenikca:

- postavlja i analizira jednostavniji problem, planira njegovaapanje odabirom odgo-
varajltih matematikih pojmova i postupaka, gava ga te tunm@ i vrednuje rjesenje i
postupak

- izgraduje novo matematko znanje rjsavanjem problema.

II. Matemati cki koncepti
4. Mjerenje

Ucenikca odreluje mjeriva obiljgja jednostavnogaobjekta ili pojave u svakodnevnim
situacijama i primjenjuje mjerenje pri gavanju problema.

Drugi ciklus (V. i VI. razred osnovne skole)
I. Matemati cki procesi

Postign&a se ne razlikuju u odnosu na prethodni (prvi) ciklus.

[I. Matemati cki koncepti

2. Algebra i funkcije
Ucenikca rjesava jednostavni problemski zadatak zadarcinj@ upotrebom algebarskih
simbola (brojevna meenica, formula, linearna jednzuh).

4. Mjerenje
Ucenikca odreluje mjeriva obiljegja objekta ili pojave u svakodnevnim situacijama i pri-
mjenjuje mjerenje pri rijgavanju problema.
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Treci ciklus (VII. i VIII. razred osnovne skole)
I. Matemati cki procesi

4. Rjesavanje problema i matematcko modeliranje

Prvo postignae se ne razlikuje u odnosu ha ono iz prethodnog ciklusa, a drugo pdstignu
je nadopunjeno: tenikica izgraiuje novo matematko znanje rjsavanjem problema
modeliranjem situacija

5. Primjena tehnologije

Ucenikca:

- istrazuje 1 analizira matematke ideje, eksperimentira s njima te provjerava pretpostavke
pomatu dzepnih raunala i raznovrsnih unalnih programa, osobito programa dinena
geometrije i programa za izradu protaskih tablica

- razlazno i wcinkovito rabi tehnologiju za prikupljanje, organiziranje, prikazivanje, pred-
stavljanje i razmjenu podataka i informacija, zesgeanje problema i modeliranje te u situ-
acijama kojima su u sresliu zanimanja matematie ideje (radi rasteg@vanja od raunanja

I gra ckoga prikazivanja)

- razumije prednosti i nedostatke primjene tehnologije.

[I. Matemati cki koncepti

1. Brojevi
Ucenikca primjenjujerealnebrojeve, njihove zapise i cainske operacije gesavanjujed-
nostavnih matematkih problema i problema u svakodnevnomivotu.

2. Algebra i funkcije

Ucenikica prevodi jednostavan problem u algebarske simbole (brojewemica, line-
arna jednazba, sustav dviju linearnih jednzoi), planira njegovo rigavanje, rjsava ga
I utvrduje smislenost dobivenoga sgnja.

3. Mjerenje

Ucenikca odreuje mjeriva obiljgja objekta ili pojave u svakodnevnim situacijanda-
bire primjerene mjerne jedinice i mjerne wiae te primjenjuje mjerenje pri rgavanju
problema.
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Cetuvrti ciklus - srednje strukovne skole

NOK za ovaj ciklus propisuje zajedrku oteobrazovnu jezgru za sve strukovne programe,

i to najmanje 60% prvog razreda i 40% drugog razreda strukovnog obrazovanja u srednjim
strukovnim i umjetntkim skolama ([4])., Treba imati na umu da se u srednjim strukovnim

i umjetnickim skolama opeobrazovni sadaji mogu pogavati i u zavsnim razredima,
ovisno o pro lu i potrebamakole, odnosnoaenika“ ([36], str. 19).

I. Matemati cki procesi

Postign@¢a se ne razlikuju u odnosu na prethodni &freciklus, osimsto se u procesu
Rjesavanje problema i matematcko modeliranje navodi jcs jedno postignee:

Ucenikca primjenjuje matematke pojmove i postupke u svakodnevnomu osobnomu, pro-
fesionalnomu i dratvenomueivotu te u drugim odgojno-obrazovnim podjima.

II. Matemati cki koncepti

1. Brojevi
Ucenikica primjenjujebrojeve njihove zapise i reunske operacije modeliranjujednos-
tavnih matemadkih problema i problema u svakodnevnoaivotu.

U postignitima konceptailgebra i funkcije se ne spominje rgavanje problema (za raz-
liku od prethodog ciklusa), a postigoa koncepta. Mjerenje se ne razlikuju u odnosu na
ona iz prethodnog ciklusa.

Cetuvrti ciklus - gimnazije

Ovaj ciklus u gimnazijama obuhg@a svecetiri razreda ([36], str. 19) i propisuje zajedki
jezgru za sve gimnazije ([4]).

I. Matemati cki procesi

4. Rjesavanije problema i matematcko modeliranje Postigni&a ovog procesa se ne raz-
likuju u odnosu na prethodni (tt@ ciklus, osimsto se govori @roblemy a ne samo o
jednostavnijem problemkao u prethodnom ciklusu. Nadalje, spominje s& jgdno do-
datno postignge:

Ucenikica modelira situacije i procese iz drugih odgojno-obrazovnih ppdne svakod-
nevnoga osobnoga, profesionalnoga istvenogaivota.
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5. Primjena tehnologije

Postigniea ovog procesa se ne razlikuju u odnosu na prethodgi)triklus, osimsto se u
drugonavedenom ishodu spominje i to daadozno i ucinkovito rabi dzepno racunalo za
racunanje

[I. Matemati cki koncepti

1. Brojevi

Ucenikica primjenjujebrojeve njihove zapise i reunske operacije modeliranju mate-
matickih problema i problema u ostalim odgojno-obrazovnim podrucjinsgakodnev-
nomuzivotu.

2. Algebra i funkcije

Ucenikca primjenjuje funkcije i njihove grafove te jedrdme i nejednazbe u rjesavanju
matemattkih problema i problema u ostalim odgojno-obrazovnim pojima i svakod-
nevnomuzivotu.

3. Mjerenje

Ucenik'ca odretuje mjeriva obiljgja objekta ili pojave u svakodnevnoj situaciji te pri-
mjenjuje mjerenje pri rjigavanjumatematickih problema i problema u ostalim odgojno-
obrazovnim podrucjima i svakodnevnomu zivotu

5. In nitezimalni ra cun
Ucenik'caprimjenjuje derivaciju i odreeni integral pri rjesavanju jednostavnih problema






Poglavije 3

Polyini koraci

3.1 George Plya - lik i djelo

George Blya (slika[3.1) ralen je u Budimpsti 13. prosinca 1887. U mladosti nije poka-
Zivao osobito zanimanje za matematiku. Godine 1905. upisao je pravni fakultetciBudu
da je taj studij smatrao dosadnim, nakon jednog semestra prebacio se na studij jezika i
knjizevnosti te je stekao zvanje profesora latinskog danakog jezika. Nakon toga peo

se baviti lozo jom pri cemu se susreo s matematikom. Godine 1912. doktorirao je ma-
tematiku na Budimpstanskom svatilistu. Radio je na sveilistima u Njemakoj, Engle-

skoj, Svicarskoj i Francuskoj. Godine 1940. napaEuropu te potom odlazi u Ameriku.

Bio je izuzetan matemadar. Svojim znanstvenim radovima fundamentalno je dopri-
nio kombinatorici, teoriji brojeva, teoriji vjerojatnosti, kompleksnoj analizi i parcijalnim
diferencijalnim jednagbama. Bio je izuzetanditelj, ucitelj ucitelja te vrstan predaca
Osobito se zalagao za heurgsi pristup wcenju. Tvrdio je da postoji umif® otkrica i
da ga je mogoe nawiti. Njegova knjigaKako rijesiti matematicki zadatak1945.) pro-
dana je u gotovo milijun primjeraka i prevedena na 17 jezika i gotovo da nema knjige o
heuristckoj metodi koja se na nju ne poziva. Drugi njegov radcajan za matematku
edukaciju je knjigaMatematika i uvjerljivo zakljucivanjepodnosndMatematicki vjerodos-
tojno zakljucivanjg(1954.), prevedena reest jezika, u kojoj se bavi nenom kako naaiti
rjesavati probleme i dokazivati teoreme.

Osobito je vana knjigaMatematicko otkricg1962.), prevedena na devet jezika, u
kojoj izlaze razmsljanje o matematkom otkricu. (Svi navedeni podatci o prijevodima
knjiga i broju prodanih knjiga su iz 2003. godine ([16]Matematicko otkricge prirucnik
koji svakodnevno mogu rabiti i roditelji, kao i stariji sredsjmlci. Citatelju e seciniti
vrlo suvremenim iako je pisan prijese od 50 godina. U njemudia detaljno argumen-
tira ideje i poglede na sve dijelove nastave matematike ([16], str. iii). Pritom objedinjava
teorijski cilj - proucavanje heuristike, s konkretnim, praktim i neodgodivim ciljem - po-
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Slika 3.1: George #lya na drugoj Mdunarodnoj konferenciji 0 matemekiom obrazova-
nju u engleskom gradu Exeteru 1972. godine!([40])

boljsanjem izobrazbe nastavnika i njihovim daljnjim usawanjem ([16], str. 3). étya
svoje neslaganje s odtenim aspektima postdje prakse iskazuje ironizirgguje. Pritom

ne nameée prihva&anje svojih rjgenja, nego odluku preptacitateljuciju je aktivhost nas-
tojao svesrdno potaknuti ([16], str. iii). ¥edio tog njegovog djela predstavljaju realan,
praktican aspekt heuristike dBa je svim njemu dostupnim sredstvima psko zainteresi-

rati citatelja za rjsavanje zadataka i potaknuti ga da se zamisli nad metodama i sredstvima
koja on pri tome primjenjuje. \&@nu teksta je posvetio svestranom igivanju procesa
riesavanja samo nekoliko problema ([16], str. 2). Mnogi prijedlozi iz te knjige su stan-
dardizirani (i na neki nein ,0zakonjeni za svakodnevnu uporabskolskom sustavu) u
Standardima za nastavu matematik je skup standarda za maternské nastavne pla-
nove u sjevernoameikim skolama od vrtia docetvrtog razreda sredngiole koji je 1988.
godine donijela amerkaKomisija za standarde skolske matematike Upravnog odbora Na-
cionalnog vijeta ucitelja matematik§l6], str. iii). (Kod nas prijevod tih standarda 2000.
godine objavilo Hrvatsko matemekio drustvo.)

Poblya je redovno posfavao srednjeskole na zapadu SAD-a. Bao je predavanija i
tako prikupljao na stotine mladih zainteresiranih za matematiku koji sugweajenjegove
seminare na sveilistu u Stanfordu (Kalifornija, SAD). Mnoge je potakao na mateckati
karijeru. Umro je 7. rujna 1985. u Paolo Altu ([16]).

Vazno je r&i da je George 8lya bio veliki matematiar 20. stoljéa i jedan od
najboljih metodcara i pedagoga. Njegova prastianja i predl@aena ri@enja u pogavanju
matematike ostvaruju se i ne gube na snazi pedesetak godina. Nastavnici bi njegove
ideje trebali ugraditi u svoje pa@avanje, na svoju korist i na korist svojilcenika. Moglo
bi se r&i da danas dobivaju novi poticaj usenjem raunala u nastavu matematike ([16],
str. iii).
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PROBLEMA 39
3.2 PRolyini koraci - temeljne etape pri rje savanju svakog
problema

Po svojoj naravicovjek tezi k najvecem: htio bi ovladati univerzalnom metodom koja
omogLlEuje da se uspgno rijesi svaki zadatak. Stoga je pitanje prormdajasto oftenitijin
metoda rjsavanja problema vrlo staro. Uaiai ljudi ta zelja ostaje skrivena, ali se katkad
pojavljuje u prcama i djelima nekih lozofa. Tako je RénDescartes tragao u svojim is-
trazivanjima za univerzalnom metodomsgvanja problema, zasnovanoj na ideji da se bilo
koji problem mae svesti na rigavanje jednazbi. Descartesova zamisao se vrlo plodno
ostvaruje za mr&tvo raznorodnih problema u raznim podjima matematike, pa tako i u
skolskoj matematici, osobito pri gavanju tekstualnih i konstruktivnih zadataka {[12], str.
). Leibniz je najjasnije de nirao ideju univerzalne metode koja je pogodna zavgnje
svih zadataka. M#utim, potraga za dmm metodom nije bila sta uspjenija od potrage
za kamenom koji sve metale pretvara u zlato. To se Wi manje ostali tek nedogtii ide-

ali kojima je swdeno da ostanu rsta jer je jasno da univerzalna metoda nempostojati.
No ni ti ideali nisu potpuno beskorisni jer su mnogi u potrazi za ciljem pbaanimljive
putove. Naime, i nekoliko malih koraka u smjeru nedosbg ideala mpe razviti umij&e
rjesavanja zadatake, ([16], str. 1-2).

Umjesto uzaludnog traganja za univerzalnom metodonsimke klase problema
uvode se i razvijaju posebne metodesgeanja. Mdutim, za mnoge probleme ni to nije
mogLEe initi. Zato u metodici nastave matematike izrasta i neprestano se razvija posebna
metodika -metodika rjesavanja zadataka Njezino je sredinje pitanje:kako nauciti
ucenike rjesavati zadatke? A jedan je od njezinih glavnih ciljeva: naiti ucenike pre-
poznavati zadatke iz iste klase. Ona pamaa se proces gavanaj bilo kojeg zadatka
svede nasto je mogée manji broj nepoznanica i na tajaia podigne razina uspjaosti
rjesavanja ([12], str. II).

Dakle, nemogg@e je n&i carobni kljic (ili rije c) koji otvara sva vrata, tj. univerzalnu
metodu kojom se mogu rig#ti svi zadatci, ali je mogte prowiti mnogo dobrih primjera
za oponaanije rjsavanja stinih zadataka. Naime, gavanje zadataka je praktia vjestina
slicna plivanju, skijanju ili sviranju na glasoviru; e se naciti samo oponsajLti dobre
uzorke i neprekidno vigbajlEi ([16], str. 1).

George Blya je 1945. godine napisao knjigdow to solve it(Kako €u rijesiti
matematicki zadatgkkoje je postala osnovna literatura o strategijamaayanja mate-
matickih problema. U toj knjizi je sustavno prikazao i objasmietiri osnovne etape
pri rjiesavanju svakog (pa tako i matentiidbg) problema. Stogad®u mazemo nazvati
,ocem" rjesavanja matematkih problema ([2]). Tu razradu @pg pristupa rjgavanju
zadataka popratio je nizom korisnih uputa, usmjeraibjpitanja i logckih rasuivanja
([22], str. 1l). Polya navodi pitanja koja su kigna za pojedinu etapu gavanja zadatka.
Ta pitanja se zasnivaju se nha misaonim operacijama. Ako se nastavnik s tim pitanjima i
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preporukama obrati svomcaniku i primijeni ih pravilno (u pravom trenutku i na pravi
nacin), time wceniku mae pomai pri rjiesavanju zadatka. Taker, Lcenici si i sami mogu
postavljati preporcena pitanja i tako kontrolirati postupak spvanja. Vano je da genici
na primjerima uistinu uce praktcnu korist tih pitanja i preporukal ([15], str. XIII-XIV).

Premal[2] i [15], danas je uotajeno da se proces s@vanja zadataka dijeli cetiri te-
meljne etape:

1. Razumijevanje problema
2. Stvaranje plana njegova s@vanja
3. lzvrsavanje osnsijenog plana — dobivanje genja problema
4. Osvrt na rjgenje i metodu rigavanja
Te etape se isprepli i medusobno ovise tako da su tijekoms@vanja u stalnom nde-

djelovanju. Stoga jeesto paeljno da se cenik po potrebi i vréa na neku od prethodnih
etapa (osim da prelazi na sljegadeetapu).

Razumijevanje problemskog zadatka

Vazne upute i pitanja koja si trebamo postaviti gitanju teksta problemskog zadatka:
Mozes li zadatak izréi svojim rijecima?
Sto u zadatku polsava prondi ili napraviti?
Koje informacije su zadane? Kako glasi uvj&® je nepoznato?

Koje informacije u zadatku nedostaju? Postoje li i koje su informacije u zadatku
suvisne? ([2])

Je li mogue zadovoljiti uvjet? Je li uvjet dovoljan za odireanje nepoznatog3to
ako nije dovoljan; je li preoden ili kontradiktoran?

Nacrtaj sliku. Uvedi pogodne oznake.

Rastavi uvjet na razne dijelove. Mes li ih napisati? ([15])
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Osmisljavanje plana rjesavanja

Ova etapa podrazumijeva odabuinkovite strategije rigavanja problema, odnosno otkri-
vanje posebnih metoda gavanja (ako takve metode postojé) {[12], str. II). O taedviti
vise rijeci u slied&€em poglavlju. Jasna je stvar da se mnogi zadatci ne moggitirgamo
jednom metodom, \@ese njihovo rijsavanje provodi kombiniranjemse metoda.

Vazne upute i pitanja koja si trebamo postauviti:

Potrazi vezu izmelu zadanog i nepoznatog. Ako se nezemd&i neposredna veza,
mozdaces morati razmatrati pontme zadatke. U komaici treba dobiti plan risa-
vanja.

Jesi li zadatke veprije vidio? Jesi li isti zadatak vidio u s drugaijem obliku?
Znas li neki srodan zadatak? Zeé koji teorem bi ti mogao ponto pri rjesavanju?

Promotri nepoznato i nastoj se sjetiti nekog tebi poznatog zadatka kagi sstdrili
slicnu tr&enu nepoznanicu.

Prisjeti se srodnog zadatka koji jetvajesen. Maes li ga iskoristiti? Maes li pri-
mijeniti njegovo rjisenje? Maes li primijeniti metodu kojom je taj zadatak rgen?
Pokusaj uvesti pomoni element kako bi mogao upotrijebiti taj zadatak prsgeanju
pocetnog zadatkal([15]). RérDescartes u svojem djeRasprava o metod tome
pise: , Svaki zadatak koji sam rijesio postao je za mene uzorak koji je kasnije
sluzio za rjesavanje drugih zadataka.“i ,,Ako sam ja i otkrio neke nove istine u
znanosti, mogu tvrditi da su one ili izravna posljedica pet ilisest glavnih zada-
taka koje sam uspio rijesiti ili barem ovise o njima. Ja na njih gledam kao na
isto toliko sukoba u kojima je ratna sreca bila na mojoj strani* ([16], str. 11).

Mozes li zadatak drugdje izraziti?

Ne maes li rijesiti postavljen zadatak, pokaj najprije rijesiti neki srodan zadatak.
Mozes li smisliti srodan zadatak koji je pristugaiji/opCenitiji/specijalnijlanalogan?
Mozes li rijesiti dio zadatka? [([15]) GeorgedBa o tome pse sliedée: ,, Ako
ne mazes rijesiti dani problem, onda postoji laksi problem koji mozes rijesiti.
Pronadi ga!* ([30]). Reré Descartes u pravilu VI. svog djeRravila rukovatenja
umompise: ,Kad se pojavi problem, moramo biti u mogucnosti vidjeti je li
ucinkovito prije istra ziti neki drugi problem, koji problem ili koje probleme*
([16], str. 207).

Zadrzi samo jedan dio uvjeta, a ostale uvjete odbaci. Dokle je tada nepoznanica
odredena te kako se ona e mijenjati?
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Mozes li iz zadanih podataka izvesti ste korisno?

Mozes li zamisliti neke druge zadane podatke koji bi bili pogodni za diwenje
nepoznatog?

Mozes li promijeniti nepoznanicu ili zadane podatke (ili oboje ako treba) tako da
nova nepoznanica i novi zadani podaci bududosobno blzi?

Jesi li iskoristio sve zadano? Jesi li iskoristio uvjete u cjelini? Jesi li uzeo u obzir sve
bitne pojmove koji se nalaze u zadanom zadatku? ([15])

Provodenje osmsljenog plana — dobivanje rjesenja problema

Rjesavanje zadatka je prijelaz od uvjeta do rezultata, jimpostizanja cilja zadatka. Pro-
vodi se nakon iscrpne analize u kojoj je otkriven pusgeanja ([12], str. 2).

Ova etapa podrazumijeva:

- izvodenije strategije odabrane u drugom koraku tedarge svih nanih koraka i izrauna

- provjeru izvisenosti i valjanosti svakogcinjenog koraka preddienog planom

- precizno i sustavno bilenje rada

- ustrajnost u raduwak i ako primijenjena strategija ne daje rezultate - tada je treba zami-
jeniti nekom drugom strategijom, a ne odustati ogajanja problemal([2]).

Vazna pitanja koja si trebamo postauviti:
Provods li svoj plan rjesavanja? Kontroliraj svaki korak.

Mozes li jasno vidjeti da je korak ispravan? Mes li dokazati da je ispravan? ([15])

Osvrt na gotovo rjesenje i metodu rjesavanja

Pozornost koja se poklanja nekom zadatkwcnbizavsava nalaenjem njegova rgenja.
Kada je rjesenje ndeno,cesto se prelazi na sljetiezadatak pa prethodni zadatak kao da
vise ne postojiCak se mada nije ni provijerilo je li dobiveno rgenje ispravno. Tako se
cini da je brzo nalaenje rjesenja najvanije ucitavom procesu rgavanja zadatka i jedina
njegova svrha, a dakako da nije tako. Pregleda@vapk svog rada i koneni oblik rjesenja,
ucenik e zapaziti vrlo mnogo raznih stvari (J12], str. 2). Pritom je sasvim jasno da je
najbolje osvruti se na rigeni problem te razmijati 0 metodama rgavanja odmah nakon
samog rjsavanja. Tada je rienje dobrgprobavljeno”, dojmovi su je svjezi pace wenik

iz retrospektivhog pogleda na svoj napor bolje razabrati karakter svladangkptsaglalse
prepoznati i imenovati kostenu metodu([16], str. 7).
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Ova sastavnica zadatka je od posebrmneati jer prza mog@nost ispitivanja novih
ideja i daljnjih usmjeravanja meijenja cenika na vane znanstvene postupke ksio su
analiza, sinteza, analogija, specijalizacija, generalizacija i dzehj@m odgovora na no-
vonastala pitanja razvijaju se i njeguju odeme matematke sposobnostiagnika i njihova
kreativnost podie na vsu razinu. Dakle, akoagenik,sto je mog@e potpunije, raznsija o
zadatcima koje je rijgio, st&i ce sreleno i upotrebljivo znanjel([12], str. 2).

Vazno je i da je genik svjestan toga da iz svojih naporazadzviEi korist tako da
iz rijesenog zadatka woto sto u bud@nosti mae posluaiti pri rjesavanju drugih zadataka.
Nacin rjesavanja do kojeg de osobnim naporom, koji peda u knjizi ili pak koji cuje
od nekog drugog, mee se pretvoriti u pogodnu metodu i uzorak koji se s uspjehoemo
oponaati pri rjesavanju drugih zadataka. Naravno da je pritom opange risenja lako
ako je zadatak sten wcenicima poznatom zadatku. letim, ako slcnost nije velika, onda
takvo oponaanje postaje skim ili jedva ostvarivim ([16], str. 1).

Ova etapa podrazumijeva:

- provjeru dobivenog rezultata wstavanjem u postavljeni problestp u nekim slaajevima
ukljucuje i dokaz da dobiveno upravo ost je traeno

- interpretaciju dobivenog rgenja u terminima postavljenog problema te odgovor na pita-
nje ima li dobiveno rjsenje smisla i je li postavljeni problem u cijelosti gn

- utvrdivanje postoiji li j neka metoda kojom se m®rijesiti postavljeni problem te koja

je od metoda najjednostavnija, odnosno naje kasija

- ukoliko je mogwe, utvdivanje drugih srodnih ili openitijin problema koji se mogu
rijesiti primijenjenom metodom te sagledavanje ogcanja primijenjene metode ([2]).

Odradeno usmjeravanjecenckog meljenja mae se posti napomenama i postavljanjem
vaznih pitanja:

Provjeri dobiveno rjgenje.

Mozes li kontrolirati rezultat? Maes li kontrolirati dokaz?
Mozes li zadatak rijsiti na neki drugi nain?

Mozes li rezultat ueiti na prvi pogled?

Koliko prethodnog znanja trebam zasgvanje ovog zadatka?

Mozes li rezultat ili metodu rjsavanja upotrijebiti za neki drugi zadatak? Postoji li
neki trik koji mozemo uporabiti sljeds puta u slcnoj situaciji? ([15])

Jesmo li opisani postupak gavanja ve koristili kod nekog drugog zadatka?
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Moze li se nain rjesavanja zadatka pojednostavnit&to se moglo bolje einiti?
([12], str. 2) (Thomas Alva Edison (1847. - 1937.) je jednom prilikom rekao:
» POstoji nacin da se to napravi bolje. Pronati ga!* ([41])).

Moze li se zadatak pojednostavnfiliipoopCiti?

Moze li se sastaviti neki stan zadatak?

Kako glasi obrnuta tvrdnja i vrijedi li ona? ([12], str. 2)
Je li rijeseni zadatak bio #k ili lagan?

Koja je bila glavna, tj. kljena ideja za rjgavanje zadatka? Koji je trenutak u procesu
rjesavanja bio vrlo vaan?

Sto je najvse pomagalo, ato najvse kailo tijekom rjesavanija, tj. ucemu je bila
glavna potekaca? ([15], str. 41)



Poglavlje 4

Strategije rjesavanja problemskih
zadataka

4.1 Strategije i metode

»Metoda - to je postupak koji rabite dva puta.”
izreka jednog pedagoga o metodi kao misaonoj doskaiju optu shemu djelovanja
uocavamo nakosto je uporabimo dva putéa ([16], str. 78)

»Metoda se sastoji u razsijanju i uredivanju stvari na koje treba biti usmjerenasaa
pozornost u cilju otkiéa neke istine.”
Rere Descartes (1596. - 1650Pavila rukovatenja umompravilo V. ([1€], str. 249)

»lako je u obcnim slucajevima teko dati oga pravila (upute) jer svatko u njima mora
slijediti upute svoga razuma, ipd@ki pokisati pokazati put peetnicima.”
Isaac Newton (1643. - 17283yveopca aritmetikastr. 198. ([16], str. 263)

Pojam strategija (grcki ", tj. stratega' strategds ‘vojni zapovjednik''
stratbs ‘'vojska' + agein 'voditi') se koristi u razlicitim kontekstima (vojska, dsivo,
ekonomija, politika, geogra ja, sociologija, psihologija, sportcuaalne igre itd.) ([32])
te u skladu s tim ima i raatita zna&enja. U svakodnevnim razgovorima sesto Kkoristi
u prenesenom zeanju te obtno oznaava nain (plan) ili spretnost (taktku vjestinu)
postizanjazeljenog cilja ([32], [33]), tj. umijée korstenja i unapraivanja sposobnosti
djelovanja radi postizanja optimalno mdgju predvidivih ciljeva ([39]).

Pojam metoda (lat. methodus grc. "# o 0& tj. méthodos 'trazenje’, 'is-
trazivanje'' meta-+ hodos 'put’, 'staza’) oznacava nain, put, postupak koji ponz os-
tvarenjuzeljenog rezultata u nekom prattiom poslu, znanstvenom istr@anju, dristvenoj

45
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akciji, sportskoj igri itd. ([32]), odnosno unaprijed sstien, planski postupak za postizanje
odredenoga cilja na nekom praktiom ili teoretskom poduju; ustaljen nein obavljanja
neke djelatnosti ([33]).

Iz nevedenog je wmdjivo da su pojmovaetrategija i metodabliske po svome zreenju
pacemo ih i koristiti kao istoznenice.

Opce metode rjesavanja problemskih zadataka

Promatrajéi spomenute &lyine korake, maemo uaiti neke ,opce" metode rjgavanja
problemskih zadataka koje prirodno proizlaze iz tih koraka. Te metode su zapravo primje-
njive na svakom zadatku (koliko god to aaa nekad bilo besmisleno),daije gotovo pa
uvijek su primjenjive. Ispisatemo neke od tih metoda:

metoda poksaja i promaaja (pogreaka)

crtanje dijagrama (metoda grekog prikaza), tj. gracko-aritmetcka metoda
metoda vraanja (rjesavanja) unatrag

promjena fokusa

prisjeCanje i analiziranje srodnih ili glhih problema te utdivanje mae li se metoda
njihovog rjesavanja primijeniti i u ovom skaju

istrazivanje i rjesavanje jednostavnijeg srodnog problema (npr. s manje varijabli) ili
specijalnog slaaja postavljenog problema

razlaganje problema na potproblenie ([2]).

Posebne metode rjsavanja problemskih zadataka

Nadalje, maemo istaknuti i nekekonkretnije* metode rjgavanja koje sgesto karakte-
risticne, tj. vezane za pojedini tip zadatka. Stoga je pgérdjelovanja tih metoda se ili
manje usko pa se te metode vdesto ne mogu primjenjivati na svakom zadatku.

Nazivi tih speci cnih metoda proizlaze iz saa njihova, djelovanja” tijekom rje-
savanja zadatka. Mogli bismodieda svaka od tih metoda ima svoj uzorak djelovanja pa
primjena tih metodaesto daje osfaj,,sigurnog tla pod nogama’,nalazenja na poznatom
terenu”, a provdenje metode gotovo pa sigurno dovodi daéaog risenja (ako se poka
da je provedena metoda prikladna za zadatak). Primjena tih posebnih metoda nekada slijedi
tek nakon primjene neke g@pcih“ metoda.

Nabrojatcemo neke posebne metode, odnosno posebne strategiwaiga pro-
blemskih zadataka:
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sastavljanje tablica ili ispisivanje sustavnih listi
metoda uzastopndéggzastopnih pribkavanja
uocavanje zakonitosti ili pravilnosti

postavljanje i rjsavanje jednazbe ili sustava jednaai, tj. Descartesova metoda ili
algebarska metoda (npr. metodesgeanja diofantskih jednabi, algebarska metoda
rjesavanja konstruktivnih problema, metoda koordinaia) ([2])

metoda supstitucije

metoda neodidenih koe cijenata
Gaussova metoda eliminacije
metoda teleskopiranja

metoda razlikovanja stajeva
metoda risavanja logikih problema
Dirichletovo naelo

metoda rekurzije

konstruktivhe metode (npr. metoda presjeka, metoda paihdikova, metoda osne
simetrije, metoda rotacije, metoda centralne simetrije, metoda translacije, metoda
slicnosti)

metoda (dvaju) geometrijskih mjesta
Lagrangeova metoda superpozicije specijalnilcajeva
metoda lane postavke

Vise o tim metodama se e praitati u [12].

Metode dokazivanja

Izdvojit cemo neke metode kojima ses@vaju zadatci u kojima je potrebno dokazati neku
tvrdnju.

Ako se pojavljuju cjelobrojni parametri, rae se poksati dokazatprincipom ma-
tematicke indukcije ([24], str. 178).
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Dokazivanje pomou svalenja nakontradikciju (proturjecje) ili pomaotu kontra-
pozicije.

Obje od ovih metoda su osobito korisne kada se ustanovi dake provesti direktni
dokaz. Primjenom tih metoda se obavlja manji posad ([24], str. 178).

Metoda uzastopnih pritdavanja je primjerena znanju matematileenika 4. i 5. razreda
([12], str. lII). Metoda razlikovanja shajeva se mze primjenjivati vrlo rano (napredni
ucenici ve€ u petom razredu osnovisiole) ([10]). Ostale metode koje su nabrojane tre-
baju poznavati cenici visih razreda osnovngkole i 1. razreda srednjiskola. Slaenost
spomenutih metoda raste tako da metodu matekeindukcije mogu dobro razumijeti i
primijeniti samo eenici zavsnog razreda srednjgkola ([12], str. 1lI).

Napomenimo da podjela ha @pi posebne metode ne morazno biti onakva kako
je prikazano. Naime, 8ko je napraviti strogu podjelu jer bi neke od navedenih strategija
mogle pripadati objema skupinama. Stoga navedena podjela nijerk@mnaakako da je
otvorena za rasprave i potencijalne izmjene.

4.2 Ucinkovitost poznavanja metoda rjesavanja
problemskih zadataka

Buduwti da je rjesavanje zadataka ra@sCa wcenikova djelatnost, zano je da genik poznaje
metode kojima ih mpe rijesiti. U svakom podrgju matematike postoji niz razsanih
i djelotvornih metoda rigavanja raznovrsnih problema. To znda se velike skupine
srodnih problema mogu obuhvatiti preciznim i sisterkitn planom rjsavanja.Cesto se
vet iz same formulacije problema e naslutiti koju metodu treba odabrati.
Ovacinjenica, osim strenog, ima i vano psiholeko zn&enje jerunaprijed znane
metode svakom weniku daju vetu sigurnost pri rjesavanju problema Naime, ako
ucenik rjesava neki problem i brzo wbda se on mee rijesiti metodom koju on unaprijed
poznaje, onda se smanjuje njegov&@ma psiltka napetost, njegovo Bljenje manje je
opter&eno i mae se odmah usmijeriti na postupaksgeanja ([12], str. 1). U praksi je
pokazano kako primjena ragciiih prikladnih metoda rigavanjacesto omogéuje znatno
jednostavnije, spretnije, usgjaije i bize rjesavanje pa se time dodatstedi i vrijeme.
Time nastavnici nastavu matematike ujediioe sadzajnijom i dinamenijom ([12], str.
[). To posebno dolazi do izeaja na matematkim natjecanjima pa je stoga prepoljivo
napredne cenike, one koji pokazuju we zanimanje za matematiku i one koji se ukgu
u sustav natjecanja upoznatisa vise posebnih metoda gavanja problemskih zadataka.
Dakle, poznavanje svake metode je korisno jesptge znanje i omogtuje bolje rezultate
pri rjiesavanju zadataka (bilo na nastavi, bilo na mateckati natjecanjima).
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Naravno, nije mogce sve probleme rgavati odrdenim brojem poznatih metoda jer
se neprestano pojavljuju novi problemi koji zahtijevaju noveima rjesavanja. Mdutim,
poznavanje zadovoljavajeg broja djelotvornih metoda omoguje lakse svladavanje no-
vih problema i pozitivno utjee na matematke sposobnostiagenika i trajnost njihovih
Znanja. Zato je vrlo vano njegovati i razvijati metode kojecanici poznaju te ih postupo
upoznavati s novim metodamaspanjem zadataka. Osobito je bitno danici na teme-
lju rijesenih primjera uce zn&ajke i djelotvornost pojedinih metoda jer je to preduvjet za
prepoznavanje potrebe njihove primjene.

Dugogodsnje pr&enje matematkih natjecanja pokazuje da bi se dang stanje
u tom pogledu moglo znatno pobsijti jer n&i najbolji ucenicicesto ne snalaze dobro u
rjesavanju nestandardnih i genijih matematikih problema i postu slabije rezultate. Ne-
dostaju im odrdena znanja, ne poznaju neke jednostavne metosiavgaja matematkin
problema. Posebno je aeno slabo poznavanje analize.

Istina, rjesavajui raznovrsne standardne i nestandardne zadatieici ovladavaju
sve v&im znanjem i stjeu sve bolje iskustvo u toj djelatnosti. Metim, sposobnost
rjesavanja problemskih zadataka razvija se uspje i bize ako oni to ne postu samo
rjesavanjem velikog broja zadatakatugpoznavanjem i usvajanjem ractih metoda rje-
savanja zadatake. ([12], str. ).

Mnogi problemski zadatci omoguju rjesavanje na e na&ina. Jedni su r@ani
slozeniji, drugi jednostavniji. Naravno, postoji i onaj najboljiana rjesavanja, lijep, jed-
nostavan i racionalan, ali njegovo otkrivanje i nije namge na peetku postupka rgava-
nja. On se izdvaja na kraju, a nagatku je vaan svaki nain rjesavanja. Stoga si zemo
postaviti prirodno pitanje 0 razmatrati \8e n&ina rjesavanja, tj. zar nije dovoljan samo
jedan nain jer on vodi do onogato se trai, a to je rjesenje zadatka.

Naravno da je dovoljan jedan cia rjesavanja ako je cilj samo $enje zadatka. No,
ako sezeli postti vise, onda nije dovoljan. Naime, za nzdaje rjesenja zadatka potrebno
je odrateno znanje koje se sastoji od teorijskinjenica koje su u nagoj vezi sa zadat-
kom. Za jedan nan rjesavanja potrebne su jedi@jenice, za drugi nan neke druge
cinjenice, za tréi treCe. Zakljicujemo daCe za rjsavanje zadatka nasg na@ina trebati
vise teorijskircinjenica i metoda nego za gavanje na samo jedanaiia Time se za samo
jedan zadatak aktivira, analizira i primjenjujeteekolicina steenog znanja. Osim toga,
znanja se produbljuju i psxruju novim znanjima, a najzaije je da zadatci s 8e n&ina
rjesavanja poveavaju aktivnost cenika i njihov interes za matematiku ([12], str. 4-5).

U nastavkucemo detaljnije opisati neke od spomenutih metodsasanja problemskih
zadataka.
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4.3 Metoda pokusaja i promasaja

Znamo da je genje vlastitim iskustvom i na vlastitim pogileama najainkovitije. Naime,
pokusavanje je izvrsna strategija u situacijama kad nemamo bolju ideju jer nas osvrt i ha
propali pokisaj mae dovesti do bolje ideje. Stoga je metoda psdja i promaaja prva
metoda @genja koju primjenjujemo u svomvotu.

Primjenom ovakvog mana razmsljanja tijekom rjsavanja problemskog zadatka,
zadatak rjesavamo nasl@ivanjem njegova rjesenja ili postupka koji vodi rje senju te
provjerom. Ovu metodu bismo mogli ukratko opisati Gjena, Pokisaj i vidi sto maes
prondi ili zakljuciti.”

Prednost ove strategije go obtno ne iziskuje dublje razumijevanje problema i
matematkih koncepata wijem se kontekstu primjenjuje. Nedostatak ove metode je to
sto njenom primjenom nismo sigurni je li padeno rjiesenje jedinstveno, koliko postav-
lieni problem zapravo ima rgenja niti koja je njihova struktura. Nedostatak je i nee -
kasnost metode jer iscrpljivanje svih magusti nekada nije Isanajracionalnije. Naime,
pogatanje mae potrajati dulje nego li rgavanje zadatka nekom drugom strategijom, iako
se mae dogoditi da rjgenje pogodimo i otprve. Stoga je bolji pristup ako se metodu
pokusaja i promaajakombinira s logickim zaklju civanjem.

Metodu pokisaja i promaaja ma@emo primijeniti iu slucaju zadataka visestrukog
izbora, tj. u situacijama u kojima je pomeno nekoliko mogetih odgovora od kojih je
najmanje jedan korektan. Tako se stavanjem konkretnih, pogodno odabranih vrijednosti
u zadani izraz eliminiraju neki od podanih odgovora. lako ova metoda medbiti e kasna
pri rjesavanju npr. ispita davne mature, onae potice wcenike na izgradnju novog
matematickog znanja i razumijevanja. Naime,cak i ukoliko wcenik zaokrai korektan
odgovor takvog zadatka, ne m&mo biti sigurni je li on ostvario ishodcenja koji sezelio
provjeriti tim zadatkom. Stoga treba voditia@na u kojem se obrazovnom kontekstu i s
kojim ciljem primjenjuju zadatci \8estrukog izbora te kako se biraju distraktori (pdewi
pogresni odgovori) (12]).

4.4 Crtanje dijagrama (gra cko-aritmeticka metoda)

Prosjeancovjek obcno voli citati knjigu koju, osim teksta, ispunjavaju i slike, odnosno
crtezi. Tacinjenica je vrlo jasno iskazana i u jednoj sceni knjijesa u ZemljiCudesa
ciji je autor engleski kngevnik i matematiar Lewis Carroll (1832. — 1898.)Alisi je vet
dosadilo sjediti kraj sestre na obali isté ne raditi. Jedanput-dvaput je provirila u knjigu
koju je citala sestra, ali u njoj nije bilo ni slika ni razgovora. 'Kakva je to knjiga', pomisli
Alisa, 'kad u njoj nema ni slika ni razgovora?"{([19])

Nadalje, znamo da dijagram, odnosno model zornije prikazuje odnose i velite me
promatranim objektima od opisa situacije cija. Tonacelo zornosti(,Jedna slika vri-
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jedi tisteu rijeci!) mozemo preoblikovati u metodu gavanja zadatka. Tako dobivamo
strategiju kojom zadatalfe savamo prostorno-vizualnim organiziranjem podataka tj.
crtanjem prikladnog dijagrama bilo koje vrste (grafa, gra kona i dr.). Ova metoda se u
literaturi naziva j& i metoda modelaNeki od oblika te metode su: prikaz stablom, model
povrsine, Vennov dijagram, gra&ka metoda rjgavanja jednazbi i gra cka metoda gibanja
(120).

Cak i ako u konanici problem rijesimo na algebarski ili neki drugi @, crtez maze
pomci dajLei ,,0sjeEaj” za problem i navod® na ideje ili mog@e odgovore. Dapu, neki
problemi se mogu rijgti bas gra ckim putem ([24], str. 178).

4.5 lIstrazivanje i rje savanje jednostavnijeg srodnog
problema ili specijalnog slucaja postavljenog
problema

Istrazivanje i rjesavanje jednostavnijeg srodnog problema ili specijalnogagtupostav-
lienog problema Ako problem ima velik broj varijabli i prezbunjéguje sve ih koristiti,
moze se probati konstruirati i rigti slican problem s manjim brojem varijabli. Time se
stjece bolji uvid u rjesenje postavljenog problema. Potom se $i@ma metoda rgavanja
jednostavnijeg problema e prilagoditi za rjsavanje sleenieg problemal([24], str. 178).

4.6 Razlaganje problema na potprobleme

Metoda rjessavanja mee biti i pokusaj dobivanja dijela trzenog odgovora, a potom se r@o
dalje rjesavati zadatak. Takter, preporauje se raclanjivanje zadatka na podzadatke pa na
kraju rjesenja lakih problema kombiniranjem daju kaera rezultat ([24], str. 178). Ipak,
ova metoda nije Ruvijek korisna, a to se da naslutiti i iz navedenasprave” dvojice
matemaittkih velikana.

~Rasclanite svaki zadatak koji rgavate na toliko dijelova koliko je to @mno da vam bude
lakse d&i do rezultata.”
Rere Descartes (1596. - 1650Rasprava o metod[16], str. 147)

»,OVOo Descartesovo pravilo nije mnogeinokovito jer umije€e rastavljanja ne podlie
tumacenju. Ako se zadatak nespretno rastavi na dijelove, teemak i otezati njegovo
rjesavanje.”

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646. - 1716.Philosophische Schrifteffil6], str. 147)
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4.7 Ispisivanje sustavnih listi

Primjenom ove metode zadataksgamasustavnim ispisivanjem svih (klasa) mogaih
slucajeva, odnosno pronatgenjem najpogodnije organizacije podataka, tj. sustava. Ova
strategija treba prethoditi primjeni svih zakona prebrojavanja (npsavgnju zadataka
primjenom teorema o uzastopnom prebrojavanju i sl.).

Uz pomda racunala (programiranje, alat za izradu piaraskih tablica i sl.), metoda
ispisivanja sustavnih listi je primjenjiva na problemeijgm se risavanju koriste algoritmi
primjerene slaenosti. S druge strane, ako se primjenjuje bez @rmaezunala, ova je
strategija prikladna samo u situacijama u kojima je broj svih (klasapgtva mali ([2]).

4.8 Metoda uzastopnog priblzavanja

Metoda uzastopnog prilziavanja je/rsta metode sustavnih listi Primjenjuje se u proble-
mima u kojima se mpe uaiti odredena monotonost (rast ili pad) promatranih velicina
(podataka) u sustavnoj listi i, ako je modie, zakonitost po kojoj se odvija mijenjanje
izracunate vrijednosti. Udmo da pritom zakljaujemo nepotpunom indukcijom.

Pri sastavljanju i ispunjavanju tablice korisno je procjenjivati vrijednosti kako bismo
smanijili broj slicajeva koje treba ispisati. Naime, time dobivamo racionalniju tablicu.

Ova metoda se rimjenjuje u problemima koje je sim odgojno-obrazovnim cik-
lusima u pravilu mogce rijesiti algebarskim metodama (npr. potwjednadbi, nejed-
nadzbi, sustava jednaibi ili sustava nejednaabi). Nadalje, koristi se za rgavanje di-
ofantskih jednazbi.

Pod nazivonmetoda sukcesivnih aproksimacijaova metoda se primjenjuje za nu-
mericko (priblizno, aproksimativno) rgavanje nelinearnih jednzli i ocituje se u sljed&m
oblicima:

metoda raspolavljanja, odnosnometoda bisekcije (jedan od najjednostavnijih i
najintuitivnijin oblika te metode koji se koristi za odtiganje realnih nultoaka ne-
prekidne funkcije)

Newtonova metodatzv. metoda tangentg za priblizno racunanje nultoke deriva-
bilne funkcije (specijalan skaj je Heronova metoda za pribfio racunanje drugog
korijena pozitivhog realnog broja)

metoda najlmeg spusta (optimizacija)

ostale iterativne metode ([2]).
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4.9 Metoda uccavanja pravilnosti ili zakonitosti

Znamo da je jedan od opisa matematike taj da jezmr@aost o pravilnostima, tj. zakoni-
tostima. Stoga je uoavanje pravilnosti, odnosno zakonitosti u (mateokatn) objektima
kljucna metoda istravanja u matematici koja je primjenjuje u svim podjima matema-
tike.

Kljucna metoda patavanja i wenja matematike je izgradnja (tj. konstrukcij@en-
ickog znanja i razumijevanja matentkiih koncepata i procedura puteroamickih indivi-
dualnih ili suradnéko-timskih aktivnosti istraivanja i otkrivanja pravilnosti i zakonitosti.
To se mae ostvariti na dva rana: heuristtkom nastavom (wveno istraivanje i otkriva-
nje) ili problemskom nastavom (otvorenije i samostalngenicko istraivanje i otkrivanje)

(2D).

4.10 Metoda razlikovanja slucajeva

Problem treba rijsiti u zadanom skupu pa se skup na prirodacimaazlae na dijelove
I problemi se rjisavaju u tim dijelovima ([10]). \4e o tome se nmae praitati u [12], str.
103-104.

4.11 Metoda vrecanja unatrag

Rjesavanje problema metodom ¢emja unatrag se temelji mekonstrukciji koraka koja
se izvodi obrnutim kronoloskim redom, tj. od zadnjeg izvsenog koraka prema prvome.
Analiza zapccinje postavljanjem cilja, tj. ocekivanog rezultata ili rigenja problema.
Ovu metodu popularno zovemando metodali rikverc metoda

Metoda vr&anja unatrag se primjenjuje u svim podiima (skolske) matematike, a
posebno u:

brojevima i algebri, osobito u nzim odgojno-obrazovnim ciklusima, gdje ova me-
toda zamjenjuje algebraizaciju (pretenje u simbole, jednabie ili nejednadbe)
problema zadanog riggma

geometriji, gdje rjesavanje zadatka pmje crtanjem kvalitetne skice na kojoj se
nalazi pretpostavljeno rgenje (pritom treba imati na umu da pogma ili manjkava
skica mae navesti na stvaranje pogreh hipoteza)

in nitezimalnom ra cunu, pri dokazivanju svojstava pojedinih funkcija tzV.
tehnikom ([2]).
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4.12 Metode rjesavanja logckih problema

Logicki zadatci su odabrani kao dodatni matemidtsadeaj koji trebaju poznavati napred-

niji ucenici da bi bilisto bolje pripremljeni zaupanijsko, regionalno i davno natjecanje

iz matematike. Nije sasvim jednostavno de nirato je logcki zadatak jer za svaki ma-
tematcki zadatak treba odgovardje logicko rasulivanje. Zadatcima ipakesto dajemo
poseban naziv kada u njima prepoznamo osobitost koja na to ukazuje. Tako naziv arit-
meticki zadatci ukazuje na to da se u njim&waa s brojevima, naziv algebarski zadatci
ukazuje na algebarske izraze i operacije s njima, a naziv geometrijski zadatci na likove i
tijela. Medutim, postoje zadatci u kojima nema ni geometrijskih objekata, ni brojeva, ili
teziste nije na njima, v@prevladava logiki element. U takvim zadatcima rgge obcno o
iskazima koji se odnose rzva bica ili objekte bilo kakve prirode. Svima njima zajedkd

je da je svaka izjava ili istinita ili neistinita. Takvi se zadatci po tradiciji nazivagicki
zadatci.

Takvi zadatci se mogu Bau knjigama iz zabavne matematike, ponekad kao za-
sebna cjelina. Rijetko se nalazeskolskim zbirkama iako suaito vrlo pogodni za razvoj
logickog msljenja. Njihova prednost pred nekim drugim matewldath zadatcima je s
jedne strane u tom&o za njihovo rjgsavanje nije potrebno neko veliko materokti pred-
znanje (dovoljni su zdrav razum i lazko rasutivanje), a s druge strarsto su tekstovi tih
zadatakacesto preice. U logckim zadatcima nalazimo svojstva, osobine i odnosé
bica ili predmeta kojecesto susi@Emo u svakodnevnomivotu: poznanstva, zanimanja,
obitavalsta, ispiti, prometne veze, svjetknja, rasporedi, \amje, igre, sportske igre, na-
tjecanja, vaganja, pretakanja i dr. Ovim svojim eagkama logiki zadatci mogu doprini-
jeti, osim razvoju logtkog meljenja, i razvoju interesa za matematiku.

Postoji nekoliko osnovnih metoda sj@vanja logskih zadataka:
metoda,zdravog razuma“
metoda pomone pretpostavke
metoda iskljeivanja
metoda tablica
metoda grafova
metoda rauna izjava

Te metodecesto dolaze zajedno u primjeni i jedna drugu nadopunjuju tako da se neki
od logickih zadataka mogu rigi na vse n@ina. Posljednje dvije navedene metode nisu
predvidene za rjsavanje logikih problema na razini osnovrs&ole ([12]).
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4.13 Metoda promjene fokusa

yLudost: raditi istu stvar iznova i iznovacekujLti drugaije rezultate.”
Albert Einstein (1879. - 1955.)[([26])

Metoda promjene fokusa se zasnivapmaucavanju komplementa promatranog skupa
umjesto samog skupa. Primjenjuje se u situacijama u kojima je komplement jednostav-
niji od samog skupa jer je skup opisan kao unija skupova, tj. @oniagicke operacije
disjunkcije. Npr. umjesto uspati&vanja zadanih razlomaka, uspdugemo njihove nado-
pune do odréenog broja. Nadalje, vrloesto se koristi u Inu vjerojatnosti (promatranje
suprotnog dog#daja zadanom dogdaju).

Osnova za ideju koja se krije iza metode promjene fokudaesiiorganovi zakoni
za skupovne i logike operacije:

(A\ B)*=AC[ B

(A[ B)¢=AC\ B®
(PrQ=:P_:0Q
c(P_Q)=: P Q(2).

Napomenimo da smo ovime opisali posebarcajyprimjene metode promjene fo-
kusa. Naime, ne moramo uvijek gledati na komplement, odnosno sta ste je dija-
metralno suprotno. Primjena te metode séespto mae odnositi na promjenu glesta,
odnosno neina promatranja na problem, u shju da se provedena strategijasgeanja
pokazala neuspggmom. Uspjeh rigavanjacesto ovisi 0 sposobnosti promjene umjenog
kuta gledanja na postdjeproblem.

4.14 Metoda poma@nih likova

Vazan korak postupka rgavanja planimetrijskog problema je izrada za@a kojemu se,
ako je to mogae, prikau dane i traene velcine. Ponekad se me odmah uspostauviti i
veza meu tim velicinama koja vodi do rigenja problema. Ako to nije neposredno mogu
onda se dio crtea nadopuni novim elementima kako bi se dobio nEkinocni lik koji na
temelju poznatiltinjenica olakava rjsavanje.

Radnje koje vode do pongaih likova su sljedee: prodaivanje ili skr&ivanje neke
dwzine, povizenje dodatnih dzina, paralela ili okomica, tvorba porowih mnogokuta,
opisivanje pomonih kruznica i sl. Nakon izrade pongoog lika obcno se na lako udjiv
nacin otkriva put rjesavanja postavljenog problema.

Izradi pom@&nog crtea treba posvetiti primjerenu pozornost. Nepravilan ili nato
crtez maze ponekad odvesti na krivi put i dovesti do raiih zakljucaka. To secesto
dogala na matematkim natjecanjima. Razlog nze biti kriva predodba o ulozi crtea
ili pomanjkanje vremenaSteta je kad se tako upropasti dobra zamisao i ne postigne cil].
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Gubitak dragocjenog vremena znasgeau stvoriti dodatnu nervozu i pagati psiholski
pritisak pri rjesavanju preostalih problema.

Vazno je znati i zapamtiti da, iako poroni crteza zahtijeva preciznost u izradi, ako
je dobar i te@an, crte je ,pola“ riesenja problema. Miutim, treba znati i to da nije crze
temelj za zakljgke u postupku rigavanja, ve logicka veza. Crteje samo zorno sredstvo.
Stoga risenje problema nije moge zamijeniti nikakvim pa ni vrlo tonim crtezom ([12],
str. 51).

4.15 Algebarska metoda (Descartesova metoda)

Algebarska metoda se zasnivapravodenju problema zadanog rijecima, odnosno ne-
algebarskih problemana algebarski jezik (jezik simbola, jednazbi i nejednadbi). Pro-
blem koji je preveden na jezik algebarskih simbola potomegava algebarskim meto-
dama, a dobiveno sge senje interpretira u izvornom kontekstu. Ova se metoda naziva
jos i Descartesova metoda cast Reba Descartesgpca“ koordinatne, tj. analitke ge-
ometrije.

Algebarska metoda smsto primjenjuje $kolskoj matematici, i to:

pri rjesavanju (problemskih) zadataka zadanihci@a koji se svode na linearnu,
kvadratnu, racionalnu, eksponencijalnu, logaritamsku ili trigonometrjgsthoadzbu
ili nejednadzbu, odnosnasustavtakvih jednadbi i/ili nejednaabi

pri rjesavanju (problemskih) zadataka zadanihci@a koji sesvode na nizovelfili
redove brojeva

pri rjesavanju (problemskih) zadataka zadanihciij@a koji sesvode na problem
odredivanja toka ili (ekstremnih ili grani cnih) vrijednosti funkcije metodama
in nitezimalnog ra cuna

u analitickoj geometriji, smjestanjem geometrijskih objekata u prikladni koordi-
natni sustav u ravnini ili u prostoru ([2]).

Descartesova metoda u rjsavanju zadataka rijecima

Podricje primjene Descartesove metode u nastavi matematike tradicionalnogavarge
zadataka zadanih u izvanmatemktim kontekstu tako da se matens&tm modeliranjem
prevode u jednabe fili nejednadbe ([2]).
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Polyini koraci u primjeni Descartesove metode u rjesavanju zadataka rijecima

1. Razumijevanje problemaKako bi se witelj uvjerio da su aenici razumjeli tekst za-
datka, najprije jedan odcenika treba zadatak pivati naglas, a zatim ga nekolik@enika
treba u cijelosti i po dijelovima preprati svojim rijecima.

Ucenici su razumijeli tekst zadatka ako znaju odgovoriti na ova pitanja:

Sto se u zadatku tz#?

Sto je u zadatku zadano, tj. poznato?

Sto je u zadatku nepoznato?

Koje su veze zadanog i zanog, tj. poznatog i nepoznatog u zadatku?

2. Osmsljavanje plana rjesavanja problemaTekst zadatka treba prevesti u jezik mate-
matickih (algebarskih) simbola:

svaku od nepoznatih velna treba ozngti pogodnim simbolom (nagste slovom),
i to tako da simbol sugerirsto se njime ozraava (nepoznanice ne moraju uvijek biti
oznaene slovonx, yisl.)

svaku zadanu vezu poznatih i nepoznatihciel treba prevesti u jednalou, od-
nosno nejednatbu korist&i simbole za nepoznate i brojeve za poznatecimd.

NajcesCe je ovo najsleeniji korak u rjesavanju zadatka. U njegovom praienju
ucenici se mogu osloniti na prije naene strategije (heuristike) gavanja problema, kao
sto su npr. crtanje dijagrama (gicka metoda), promjena fokusa, ¢eaje unatrag i dr.

Prije ucenja primjene algebarske metodegnmnici trebaju razviti vjstinu riesavanja
njima primjerenih problema drugim, jednostavnijim metodama, npr. metodonmspzkiu
promasaja, grackom metodom, metodom sustavne liste, metodom uzastopnogpviéti
nja, metodom vréanja unatrag i sl.

3. Provadenje osmsljenog plana Postavljenu jednatbu, nejednazbu ili sustav jed-
nadzbi i/ili nejednadbi potrebno je rijsiti prikladnom e kasnom metodom, primjerenom
ucenicima pojedine dobi.

4. Osvrt na rjesenje i metodu rjesavanjaDobivena rigsenja potrebno je:
provjeriti uvr stavanjemu postavljenu jednazbu, nejednazbu ili sustav

interpretirati u izvornom kontekstu , tj. u kontekstu postavljenog zadatksto
moze rezultirati odbacivanjem nekih genja postavljene jednzide, nejednazbe
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ili sustava (npr. onih s negativnim predznakom), odnosno njihovom prilagodbom, t;.
transformiranjem (npr. zaokzivanjem i sl.).

Ucenike treba navikavati na:
zapisivanje rjsenja u obliku potpune cenice u izvornom kontekstu

pisano obrazlaganje, tj. argumentiranje odabira primijenjenih postupaka ([2]).

Descartesova metoda u diferencijalnom raunu

Cesto se primjenjuje pri rgavanju optimizacijskih problema, tj. problema ativanja
ekstrema, tj. minimuma/ili maksimuma u nekoj situaciji. Osnovna ideja gguaciju
korektno modelirati diferencijabilnom funkcijom , uz precizno de niranje njezine do-
mene. Pritom se pri oddévanju ekstrema skolskoj matematici (zagni razred srednje
skole) koristimo samo svojstvima prve derivacije, tj. Fermatovim teoremomzoam
uvjetu za lokalni ekstrem i teoremom o dovoljnom uvjetu za lokalni ekstrem ([2]).

Descartesova metoda u geometriji

»Slicna predoenja o tim stvarima vrlo su korisna butiwla za nas @ita nije @iglednije
od likova jer njih maemo osjetiti i vidjeti.”

Reré Descartes (1596. - 1650.) o geometrijskom peetiju procesa rgavanjaPravila
rukovatenja umon{[16], str. 173)

Osnovna ideja ove metode geometrijske objekte pogodno smjestiti u prikladni
koordinatni sustav u ravniniili u prostoru, a zatim primijeniti analidku geometriju. Stoga
se ova metoda naziv&oordinatna metodaPitanje je kako odabrati prikladni koordinatni
sustav, tako da can s koordinatama budto jednostavniji. Olwno postupamo ovako:

zaishodiste koordinatnog sustavaodaberemo neku istaknutucku promatranog
objekta - npr. vrh, polote stranice, taste, ortocentar i sl. trokuta, vrh, polewe
stranice, teiste ili sjecste dijagonalaetverokuta, sredte krivulje, centar simetrije
geometrijskog objekta, vrh ili sjestie prostornih dijagonala kvadra itd.

za barem jednikoordinatnu os odaberemo pravac kojem pripada neki istaknuti
element promatranog geometrijskog objekta - npr. stranica trokutatiterokuta,
tezisnica ili visina trokuta, visina trapeza, dijagonaktverokuta, simetrala stranice
mnogokuta, os simetrije geometrijskog objekta, brid prizme ili piramide itd. ([2]).
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4.16 Metoda rekurzije

Primjenametode rekurzije je vrlo djelotvorna u podreju uredenih nizova brojeva. Bit
ove metode sastoji se od slj@dga:

Neka je @,) potpuno urdeni niz. Njegoviclanovi mogu se oddivati jedan za drugim ako
Su ispunjena ova dva uvjeta:

1) Poznat je prvclan nizaa;.
2) Postoji relacija koja povezuje opclan nizaa, s prethodnintlanovima.

Relacija se naziveekurzivna relacija, a zaclanove kaemo da ih odréujemo rekurzivno
([12], str. 147).

Rekurzija oznaeava postupak kojim se s powneke funkcije (rekurzivne funkcije)
ili izraza (rekurzivne formule) opetovanim postupkom dolazi do jednostavnijeg oblika ma-
tematckih izraza ili rjesenja neke jednatye ([31]). Rije rekurzija dolazi od kasnolatinske
rijeci recursiq sto znai 'vracanje' ([31]), odnosno od latinske rigerecurrerg sto zna&i
'vratiti se', 'tr cati natrag’, 'ponovo’, a ta je rije nastala odecurrenscije je znaenje 'koji
se vrza' ([32]).






Poglavlje 5

Rjesavanje geometrijskih problema

Svaki od navedenih zadataka ima atiau teinu. Ako se uai da je problem pretzak

za wenike, prepordljivo je da ga nastavnik ili cenici eksperimentiranjem variraju u Eik
(npr. specijalizacijom). Ako je zadatak lagan, onda ga seenteati (npr. generalizaci-
jom). Takater, zadatak je mo@e varirati i analogijom. Svaki od tako dobivenih zadataka
ucenici mogu poksati rijesiti primjenom iste ili slcne metode rjgavanja. Za neke od
navedenih zadataka variranje jeinjeno u jednom, a za neke use smjerova.

U zadacima u kojima je to bilo pogodno, provedeno je eksperimentiranje uzgoomo
racunala i softvera dinarane geometrije. To je suvremenoj nastavi matematikeaapbmna
metoda, otkrivanja“. Provodi se prije samog formalnogs@vanja problema i porae pri
naslitivanju broja risenja ili strukture risenja.

5.1 Stapici, trokuti i kvadrati

Zadatak:

Na satu geometrijeagnici su odstapta jednakih duljina slagali trokute i kvadrate. Upotri-
jebili su 300stapta i slazili 92 lika. Koliko je medu njima bilo trokuta, a koliko kvadrata
([12], str. 8)?

Rjesenje:

Rasutivanje provodimo na slje@enacin. BudiEi da znamo da suaenici slaili 92 lika,
razmatramo krajnje stajeve. Najvéi mogLEi broj trokuta je 92, a u tom staju nema
kvadrata. S druge strane, najvenogLti broj kvadrata je 92, a tada nema trokuta. U pr-
vom slwcaju je ukupan broj stranica jednak 276, a u drugom 368. Biudia su eenici
upotrijebili 300stapta, zakljicujemo da je ukupan broj stranica likova u zadatku jednak
300. Stoga zakljcujemo da su cenici slaili i trokute i kvadrate, a ne samo jedne od tih
likova.

61
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Buduti da nam krajnji slaajevi ne odgovaraju, dobra ideja je razmotriti srednjcaju
u kojem imamo 46 trokuta i 46 kvadrata. U tomadju je ukupan broj stranica 322, ato je
previse. Bud@i da broj kvadrata \@e doprinosi ukupnom broju stranica, treba smanjivati
broj kvadrata, a po@vati broj trokuta. Timé&€emo postii postupno smanjivanje ukupnog
broja stranica te se uzastopno i kontrolirano priéiati tr&enom ukupnom broju stranica.
Dakle, zapeoinjemo priblzavanje rjgenju povéavanjem broja trokuta, recimo za po
5, tj. s 46 na 50, pa na 55, pa na 60, pa na 65, pa na 70. Istovremeno smanjujemo broj
kvadrata s 46 na 42, pa na 37, pa na 32, pa ha 27, pa na 22. Pritom kontroliramo je li
ukupan broj likova 92. Ukupan broj stranica likova u timedjevima je 318, 313, 308,
303, 298.

Na temelju posljednja dva broja ukupnog broja stranica zalgmo da je traeni
broj trokuta izmeu 65 i 70, odnosno tegni broj kvadrata iznmdu 22 1 27. Stoga treba nas-
taviti s s neto,, nijim“ pribli zavanjem rjsenju smanjujéi broj s trokuta, tj. promatragi
69, pa 68, pa 68, odnosno 66 trokuta. U taklici 5.1 je zorno prikazan tijekvimja te
jasno vidi naredni poksgji vode do rjsenja.

p= =4

broj trokuta | broj kvadrata] ukupan broj stranica
92 0 276
0 92 368
46 46 322
50 42 318
55 37 313
60 32 308
65 27 303
70 22 298
69 23 299
68 24 300
67 25 301

Tablica 5.1: Tabkni prikaz metode uzastopnih pribéivanja
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Na temelju toga zaklicujemo da su od 306tapta wcenici slaili 68 trokuta i 24
kvadrata.

Uocimo da smo zadatak rgdi metodom uzastopnog priblzavanja. Napomenimo da
smo ovaj zadatak mogli rigati i algebarskom metodomtako da smo postavili sustav dviju
jednadbi s dvjema nepoznanicama, a potom taj sustasiligggebarskom manipulacijom
jednadbi (npr. metodom supstitucije metodom supstitucije metodom komparacije
ili Gaussovom metodom eliminacijig Ipak, te metode su primjerene sameenicima
visih razreda osnovnekole, odnosnoeenicima srednjekole. Primjenanetode crtanja
dijagrama bi se mada pokazala nepraktiom zbog velikog broja danitapta od kojih
su slaeni trokuti i kvadrati.

5.2 Povrsine u ornamentu

Zadatak:
Slika[5.1 prikazuje ornament oblika jednakostraig trokuta stranice duljine Odredite
povrsinu osjeanog i povsinu neosjecanog dijela ornamente, ([3]).

Slika 5.1: Osjenane povsine u ornamentu
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Rjesenje:

Uocavamo da ne znamo odrediti psinu nekih osjecanih i nekih neosjeranih dijelova
ornamenta. Stoga nasluiemo dacemo povsine traenih dijelova izraunati oduzima-
njem, odnosno zbrajanjem p@ma dijelovaciju povrsinu m@emo izraunati. Dakle, pri-
mjenjujemometodu promjene fokusa

Vrijedi a = jABj = jBCj = JAC]. Uvodimo oznake kao na slici 5.2
A - poloviste duine BC,
B, - poloviste dzine AC,
C, - poloviste dzine AB.

Slika 5.2

Duzine AA;, BB, i CC; su tezisnice trokutad ABC. One se sijeku u ttki S, tj. u
tezistu trokutad ABC.

Znamo da teiste trokuta dijeli teisnicu u omjeru 2 : 1 (gledaju od vrha trokuta
prema polowtu nasuprotne stranice). Stogaé\,j = 2JADj, JEB,j = 2JBEj i
JFC4j = 2JFCj. COcito je da vrijedijSO = j[SAj, jSH = jSBjijSH = jSGj. Iz toga
svega maemo zakljeiti da kruznica upisana trokutd ABC (sa sredtem u taki S) ima
polumjer jednak polumjerima kemih isjecaka sa sredtima u vrhovimaA, Bi C.
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BudL.Ei da je trokut4 ABC jednakostraman, pripadni sre@nji kutovi tih kruznih
isjecaka u vrhovima, B i C imaju mjeru 60.
Stoga maemo zakljeiti da ta tri isjeekacine polukrug jednakog radijusa, tj. zbroj
njihovih povisina je jednak polovini pogine kruga upisanog trokuttABC. D_
2
BudLti da je trokut4 ABC jednakostramian, njegova powina iznosiP, = 3.
Povisina kriznice upisane trokutd ABC je jednaka

o B R ¥
VT %% 36 12°

Racunamo zbroj powina 6 sukladnih dijelova obojenih crvenom bojom:

P~ P~ P~
a® 3 3 & a® 3 a 2a° 3 &
Pc—ab—pp4 Rt 2T a8 8
2> 3 a _2 3 2
- 8 -8 '

Neka je Pp, povrsina manjeg kruga (obojenog plavom bojom), ali bez dva neo-
sjercana dijela, tj,listica“. (slika[5.3)

7 N

Slika 5.3

Sada iz slik¢ 5]4 umavamo da j@ C;AB;j = 60 i \SGAj = \SBAj=90.
Budwti da je zbroj velgina unutarnjih kutova wetverokutu jednak 360 za cetverokut
AC;S B vrijedi:

\BiSGj=360 j\CiABjj j\SCGAj j\SBA=360 60 90 90 =120:

Budwti da vrijedijS Sj = |S S5, zakljucujemo da je troku#t S S;S; jednakokraan.
Iz toga slijedij\ S SS3j = N S $S,).
Znamo da vrijedj\ S S$;S3j + \ S $S,j + |\ S,S Sj = 180 . Stoga vrijedi:

2\ SS,S5j= 180 j1S,SSj=180 120 =60
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Slika 5.4

Iz toga slijedi)\ SSS3 = N SSS,) = 30. Stoga zakljeujemo da kranim odsjecima
odgovara sredniji kut od 60.
Racunamo powinu jednog kranog odsjeka.
Uocimo da je duljina polumjera malog kruga jednaka Bglovinipd_uljine polumjera trokutu
. : . . . " 1l a3 a3
upisane kranice, tj. duljina polumjera mu je jednaka —— = ——

6 12~
Povisina jednog kranog odsjeka je jednaka razlici pogine kriznog isjeka (sa sredinjim

kutom cija je mjera 60) i povrsine jednakostranonog trokuta cija je stranica duljine

_1
ap3
1
"3 "y o
60 3 p_
pop po=_? 12 _ 144 144 _ & 3 3
- Sp'_ 360 4 "6 4 288 576
2 33,
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pé 3a? 2 3p§ 3 2 3p§ + 3p§
Pp, = 4P 2 2 a2 = 32
1 12 144 576 144 144 144

Ukupna osjenana povsina plave boje unutar kruga upisanog trokutu iznosi:

P P
3 3 +3 3, +3 3,
Pp=3Pp, =3 142 a = 728 a“
Odredujemo ukupnu powinu osjeranog dijela ornamenta:
b = p.+p _2p§ aer3'0'§,+ az_15'o§ 5 2.
cTTeTTPT 48 ° 7 48 '

Stoga je ukupna posma neosjecanog dijela ornamenta jednaka razlici ukupne
povrsine ornamenta (tj. posine trokutad ABC) i povrsine osjenanog dijela ornamenta:

b —p. P _a2p§ 15°3 5 2.5 3p§a2_
NTTe ToT Ty 48 " 48 '

5.3 Dirichlet u konveksnom mnogokutu

Zadatak:
U konveksnom mnogokutu s 1998 stranica duljine stranica su prirodni brojevi. Opseg mno-
gokuta je 1 997 000. Dokada barem dvije stranice tog mnogokuta imaju jednake duljine

([38]).

Rjesenje:

Pretpostavimo da su duljine promatranog mnogokuta cjelobrojne i da su te duljine me-
dusobno razéiite. Bud\£i da je rijec 0 1998-terokutu, najmanji opség imati ako su mu
duljine stranica 1, 2, 3, ..., 1997 i 1998. Stoga je najmaniji nsogpseg takvog mnogokuta
jednak 1+ 2+ 3+ :::+ 1997+ 1998. Ucavamo da je to zapravo zbroj prvih 1998 prirodnih
brojeva. Znamo da je zbroj prvimprirodnih brojeva (% 2+ 3+ :::+ (n 1) + n) jednak

n (n+1) . .
——— (prema tvrdnji tzv. Gaussove dosjetke).

Stoga je najmanji modai opseg mnogokut koji zadovoljava pretpostavljena svojstva

. 1998 (1998+ 1
jednak 1+ 2+ 3+ ::: + 1997+ 1998 = (2 ) = 1997001. Opseg zadanog

mnogokuta je jednak 1 997 000, a to je manje od 1 997 001, odnosno manje od najma-
njeg mogeg opsega kada su stranicedasobno razéitih duljina. Stoga prem®iric-
hletovom nacelu zakljucujemo da barem dvije stranice zadanog mnogokuta moraju imati
jednake duljine.
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5.4 Pravokutnik zadanog opsega, a naj\@ povrsine

Zadatak:
U skupu svih pravokutnika zadanog (jednakog) opgegadredite onaj kojemu je posina
najveca.

Rjesenje:

1. nacin rje savanja:

Trebamo odrediti duljine stranica pravokutnika zadanog opsega tako da njegosaaovr
bude najvéa mog@a. U drugom razredu sredrg&ole ovakav problem se airio rjesava
razmatranjem maksimuma kvadratne funkcije. Dakle, promotrimo najprije taj postupak u
kojemmodeliramo kvadratnom funkcijom .

t OT

T

Slika 5.5: Graf funkcijeP

o
4

—o—t
2

Neka sua i b duljine susjednih stranica pravokutnikaOa= const. njegov opseg.
Buduwti da je u tom sluaju opseg pravokutnika jednék= 2a+ 2b, duljina druge stranice
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pravokutnika jeb = 5 a. Stoga za powinu P pravokutnika vrijedi
P(a)—ab—a9 a = a2+9a— a2+9a 22+22
ST T2 o, 2 2" 16 16
= a 29a+22.+g2— a 92+g2—22 a o max
- 4 16 16 4 16 16 4
. N . . O O .
De niramo kvadratnu funkcijuP, pricemu jeP : 0; 5 I R, P(@=a 5 a,f
2 2
P(a) = (1)_6 a % . Dakle, tr&imo maksimum te funkcije kojom smo modelirali
povrsinu.

2
= 0, odnosno kada

INNe@)

Ocito je da funkcijaP postize najv€u vrijednost kada jea
je duljina jedne stranice pravokutnika jednaay = % (slika). Tada je i duljina druge

stranice pravokutnika jednakg,.x = E Time smo dokazali da iznael svih pravokutnika
zadanog opseda najvetu povisinu ima kvadrat, a tada p@ina iznosi

02

max — P(amax) = 1_6

2. ncin rjesavanja:
Primjenommetode razlikovanja slucajevaovaj zadatak mogu rigti i ucenici osmog raz-
reda osnovnekole. Neka s i b duljine stranica pravokutnika, @ opseg pravokutnika.

Tada vrijedia+ 2b = O, tj. a+b = 5 Dakle, duljine stranica primaju vrijednosti iz

otvorenog intervala0; — . Razmatramo kolika nee biti duljina stranice. Razlikujemo
OO0 0]

tri slucaja: O< a< c—)'a— ——<a< —
- 2% 27 2’
: O N " . . O . O
1) AkojeO<ax< 7 onda pos;top pozitivan broj takav da jea = 7 Xib= 7 + X

jer mora vrijeditia+ b = 5 Tada je powsinaP pravokutnika

P=ab= X2,

»O
INNQ)
+
X
1
51 Q
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2) Ako jea = CZ) onda je ib = CZ) (jer mora vrijeditia+ b = %)). Stoga je powina

. .. 0 o0 @&
pravokutnikaP = ab = RS
. O O .. . . ) @) ) O
3) AkOJeZ <ac< 5 onda postoji pozitivan brof takav da jea = 2 +xib= 2 X.
Tada je povsina pravokutnikd® = ab = 9+x 9 X = 22 X2
Jepoinap B R R T

BudLti da jex > 0, vrijedi
e,
— > — X
16 16
Iz toga zakljwwujemo da je najvea poveina u sliecaju 2). Dakle, pravokutnik zadanog op-
segaO s najv&om mogweom povsinom P ima duljine stranica = i i b= 7 tj. taj
pravokutnik je ujedno i kvadrat.

Napomena:

Ovaj zadatak je jedan od najjednostavnijih izoperino&th ([32]), odnosndzoperime-
trijskih  ([1]) problema. To su klastni zadatci u kojima se oddeje onaj lik sa zada-
nim opsegom koji ima naj\ai povsinu ([32]). Naimejzoperimetrijaoznaava jednakost
opsega geometrijskih likova u ravnini (|32]). Ta je djeastala spajanjem predmetka u
slozenicamaizo- (grc. “sos ‘jednak’), koji oznacava jednakost (isto-, jednako-, jedno-
) ili slicnost po obliku ili namjeni drugog dijela sdenice ([32]), i rijei perimetar(grc.

" 7" 08, asto zna&i'opseq’ (|31]).

5.5 Pravokutnik zadane povisine, a najmanjeg opsega

Variranjem prethodnog zadatka dobivamo slfgdeoblem kojicemo rijesiti drugacijom
metodom.

Zadatak:

U skupu svih pravokutnika zadane (jednake) gowe P, odredite onaj kojemu je opseg
najmaniji.

Rjesenje:

Trebamo odrediti duljine stranica pravokutnika zadane gioertako da njegov opseg bude
najmanji mogeé. U cetvrtom razredu sredngkole ovakav problem se atrio rjesava pri-
mjenomDescartesove metode u diferencijalnom reunu. Dakle, promotrimo najprije taj
postupak u kojem modeliramo diferencijabilnom funkcijom.
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Neka sua i b duljine susjednih stranica pravokutnikalPa& const. njegova posgina.
Buduwti da je u tom slaaju poveina pravokutnika jednakd = a b, duljina druge stranice

pravokutika jeb = 3 Stoga za opse@ pravokutnika vrijedi
P :
O@ =2@+h=2 a+5 I min:

De niramo funkcijuO, pricemu jeO : H0;+1i! R,0O(a)=2 a+ 3 Domenu funkcije

O smo smisleno odredili iz uvjeta da je duljina strareqeozitivan realan broj, a pritom du-
ljina stranicea nije omadena velcinom povsineP. Dakle, tr&imo minimum te racionalne
funkcije kojom smo modelirali opseg.

Ta je funkcija diferencijabilna na cijeloj svojoj domeni i vrije@f(a) = 2 1 2
a2 h; +1i . Odredimo stacionarnedke funkcijeO. One su rjsenja jednazbe
P . N
Oa)y=21 Z - 0 u domeni funkcijeD.
P P P P—
21 ¥:0=:2, 1 E:o, ¥:1= a’(a, 0), P=a?) a= P;(a>0)

lzP=a biP=a’slijedia b= a? odnosnaa = b. Stoga vrijedia = b = IOI3.
Dakle, zakljicujemo da u domeni funkci@ postojip'sgmo jedna stacionarnaka funkcije
O. Ta nultacka njezine prve derivacije jetkaa= P.

Promatramo na kojim intervalima vrijed®a) > 0, a na kojima0%a) < 0.
Rjesavamo nejednathu O%a) > O:

%) >0, 21 L >0=:2, 1 P >0, 1>—P: a’; (a® > 0)
2 2 2
a a a b_
, at> p=" (funkcija drugog korijena je strogo ragta)) a> P

Potom rjssavamo nejednathu O%a) < O:

P P P
O%a)<0, 21 = <0=:2, 1 = <0, 1<§= a’;(a® > 0)

, a’< p=" (funkcija drugog korijena je strogo ragt)) a< p5
Stoga vrijedi 8 D p_E
% <0 aZ2 IC()); P;
O°(a)§ =0; a= Dpl3; E
>0, a2 P;+1 :
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Dakle, funkcijaO u tocki a = = P postize jedinstveni lokalni Bﬂnimum na svojoj
domeni. Stoga funkcij® postze najmanju vrijednostlg

je duljina jedne stranice pravokutnika jeﬁiﬂadgan =
druge stranice pravokutnika jednalg, =

oN

adage= b= " P, odnosno kada
P (slika[5.6). Tada je i duljina
P.

4./P®

.0“..\-.

/P

=V

Slika 5.6: Graf funkcijeO

To znai da od syih pravokutnika zadane psire P najmanji opseg ima kvadratje
stranice imaju duljinu P, a tada opseg iznosi
p_
Omin = O(amin) = O~ P = 2(@min + bmin) = 2

B+ P =4a"P
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5.6 Kruznice oko vrhova trokuta koje se dodiruju

Zadatak:
Oko vrhovaA, B i C danog trokutat ABC opisimo kruznice koje se mgusobno dodiruju
izvana ([12], str. 50).

Rjesenje:

Analiza:

U ovom trenutku neemo raspravljati postoji li geometrijska metodageanja ovog kons-
truktivnog zadatka, veodmah primjenjujemalgebarsku metodu Ideja je da se nepoz-
nata velcina izrazi pomoéu zadanih vetiina i da se pomtu dobivenog izraza provede
konstrukcija.

Dakle, dan je troku#t ABC cije stranice redom ozieavamo s, b i c. Trebamo konstru-
irati kruzniceka, kg i ke sa sredstima u vrhovimaA, Bi C trokuta4 ABC. Stoga trebamo
odrediti duljine polumjera, rg i rc tih kruznica.

Ocito je dace diralsta tih kriznica biti tacke stranica trokutd ABC.

BudLti da se kranicek i kg dodiruju izvana, vrijedirp + rg = C.

Buduwti da se kranicekg i ke dodiruju izvana, vrijedrg + rc = a.

Budwti da se kraniceky i ke dodiruju izvana, vrijedra + rc = b.

Time smo konstrukigvni zadatak sveli nasgranje sustava triju jednzli s trima nepoz-

ra+trg==¢C
nanicamap, rg i rc: grB +rc=a
“rat+rc=b

. . 1 1 .
Dobivamo da je rjgenje tog sustava = > (b+c a),rg= > (a+c b)i

1
e = é(a+b C).

Konstrukcija:

Najprije konstruiramo jedan od polumjerazeaih krznicary, rg i re. U slucaju da, npr.
prvo konstruiramo polumjam, potom oko vrhova, Bi C trokuta4 ABCredom opisujemo
kruznice polumjeraa, ¢ raib rakaosto je prikazano na sli€i 5.7, odnosno u ere
Kruznice oko vrhova trokuta.gsp

Dokaz. Iz analize i opisa konstrukcije jecto da se kranice s dobivenim polumjerima
dodiruju izvana.
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Slika 5.7: Kruznice oko vrhova trokuta koje se dodiruju izvana

Rasprava:
Zbog nejednakosti trokuta uvijek vrijedi > 0,rg > 0 i rc > 0 pa uvijek maemo kons-
truirati trazene kriznice. Stoga je zadatak uvijek gjg i uvijek ima jedinstveno rjgenje.

5.7 Konstrukcija kvadrata kojemu je zadan zbroj a+ d

Zadatak:
Konstruirajte kvadrat kojemu je zadan zbeot d duljine stranicea i duljine dijagonaled.

Rjesenje:

Analiza:

Nacrtajmo skicu kvadrataBCD. (Vidi sliku [5.8.) Duljinu njegovih stranica ozoamo s

a, a duljinu njegove dijagonaled Taj crtez nadopunjujemo tako da se na njemu pojavi

pomana guraciji je jedan element dzina zadane duljina+ d. Prodwzujemo dijagonalu

AC (cija je duljinad) za dwinu CE duljine a. Uocimo da je duljina daine AE jednaka

zadanoj duljinia + d. BudLti da jejBCj = JCEj = a, zakljucujemo da je trokud BEC

jednakokraan. 1z toga slijedj\ CBE = j\ BE(. Ccito je da vrijedi\ ECB = 135. Stoga

e

J 180 j\ECB _ 180 135
2 B 2

Budwti da jejAEj = a+ d, \EAB = 45 i A\BEC = \BEA = 225, uocavamo da

znamo Kkostruirati troku BEA Stoga znamo konstruirati i njegovu straniad koja je

NCBE =)\BEQ = =225
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zajedncka tom trokutu i traenom kvadrattABCD. Buditi da znamo konstruirati jednu
stranicu kvadrata, znamo konstruirati cijelizesi kvadrat.

Konstrukcija:

Konstruiramo dainu AE cija je duljinaa+ d. Zatim konstruiramo pravac koji prolazi kroz
tocku E i koji s duzinomAE zatvara kut od 25 . S, iste strane* daine AE konstruiramo
pravac koji prolazi tokom A i koji s tom dwinom zatvara kut od 45 Sjecste tih dvaju
konstruiranih pravaca ozogno sB. Tocke A i B povezujemo deinom cija je duljinaa.
Na kraju konstruiramo preostale tri stranice kvadrBC Dcija je duljinaa. Konstrukcija
je prikazana na sli¢i 5]8.

135°

A a B

Slika 5.8: Prikaz konstrukcije kvadrata kojemu je zadan zaregd

Dokaz. Iz analize i opisa konstrukcije jectio da u trokutu4 BEA stranicaAE ima za-
danu duljinua + d. Stoga je taj trokupomocna gura (lik) koja omog®@uje konstrukciju
kvadrataABCD.

Rasprava:

Kada bismo pravce (koji prolazedkamaA i E i zatvaraju odrdene kutove s dziinom
AE) konstruirali s,druge strane* dzine AE, opisanom konstrukcijom bismo tatter dobili
trazeni kvadrat koji bi bio sukladan kvadratu dobivenom opisanom konstrukcijom.
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5.8 Tri kvadrata

Zadatak:
Dana su tri,povezana“ kvadratABCD, BCEFi EFGH. Dokezi da je

NDCA +)\DEA + \DHAj=90:

Rjesenje:
Slutnja:
Ucenici mogu naslutiti da je tvrdnja istinita mjé@idutove u crteu Tri kvadrata.gsp (Vidi

sliku[5:9.)

Slika 5.9: Provjeravanje slutnje

Dokaz. Zadatcemo sljedéi Descartesov koordinatni sust@s D, jDCj = JADj = 1,
pravacDH se podudara s osi apscisa, a pral& s osi ordinata. Dopunimo tri dana
kvadrata s je sest njima sukladnih kvadrata. Time dobivamo veliki kvadidaiD. Tocke
K i L smjestimo u koordinatni sustav kato je nazneeno na slidi 5.70.

Promatramo neke tie i pravce. Odm@ujemo koordinate vrhoveetverokutaAK LE:
A0; 1),K(L; 3),L(3; 2),E(2;0). Potom odrdujemo jednadbe pravaca:

AK:y= 2x 1
1 7
KL:y= = =
Y=2% 3

EL:y= 2x+4



5.8. TRI KVADRATA 77

AE:y==-x 1

NI =

AL:y= x 1
EK:y=3x 6
Usporativanjem koe cijenata smjerova tih pravaca zakljyemo sljedée:

AK? KL, AE? EL, AKKEL, AEKKL, AL? KE. Na temelju tih svojstava zaklpujemo da je
cetverokutAK LE kvadrat.

Wl

Slika 5.10: Skica za dokaz

Ocito je da vrijedi)\ DCA = 45 . Prema pooku o kutovima uz transverzall\E)
paralelnih pravacallH i AG) vrijedi \DEA = )\ GAE. PravciDH i AH su u istom
odnosu kao i pravcAG i AL. Stoga vrijedi\ DHA] = \GAL. Iz svega toga slijedi
NDCA + \DEA + \ DHAj = 45 + \GAH + \ GAL. BudLti da jecetverokutAKLE
kvadrat, vrijedi\ EAL = 45 .

Iz NGAF + \NGAL = \EAL = 45 slijedi

NDCA +)\DEA + \DHAj=45 +45 =90;
a to je upravo ongto smo i trebali dokazati.
Uocimo da smo za dokazivangnjenice da jecetverokutAKLE kvadrat koristili me-

todu koordinata. Ostatak zadatka smo r§ii koristeci temeljnecinjenice elementarne
geometrije.
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5.9 Feynmanov trokut

Na stranicama@C, CAi AB jednakostraminog trokuta4 ABC dane su toke A°, B®i C°
takve da jgBAj = jCBj = jACY = éjAa, tj. svaki vrh trokutad ABC je dwzinom spojen s
tockom na nasuprotnoj stranici koju dijeli u omjeru 1 : 2 (gledano u smjeru suprothom od

kretanja kazaljke na satu). U kojem su odnosu pioa, unutarnjeg” trokutat DEF sto ga
odreduju pravciAAY, BB°i CCi povrsina zadanog trokuthABC?

Slutnja:
Ucenici mogu naslutiti odgovor (posina trokutad ABC je sedam puta \&& od povsine
trokuta4 DEF) mjereci povrsine trokutad ABCi 4 DEF te usporédujuci ih u crtezu Feyn-

manov trokut (1).gsgvidi sliku 5.117).)

Slika 5.11: Naslaivanje odnosa posgina trokuta

Za paetak kao poseban zadatak dokazujemo stjederdnju:
Trokut4 DEF je takader jednakostranan.

Slutnja:
Ucenici mogu naslutiti da je trokutDEF takader jednakostranan mjeréi duljine stra-
nica trokuta4 DEF u crtezu Feynmanov trokut (2).ggfslika[5.12).
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Slika 5.12: Provjeravanje tvrdnje da4@®EF jednakostraran

Dokaz. Ocito je da su trokutd ABAYi 4 BC B sukladni.
Iz toga slijedij\ A°’ABj = j\ B°BCj = )\ EBAJ. BudLti da je trokut4 ABC jednakostrarzan,
vrijedi j\ ABGj = 60 , j. \ ABAY = 60 .

j\ A°ABj = 180 j \ABAJj \ BA°Aj = 180 60 j\ BA’Aj= 120 j \ BA%Aj = 120 j \ BAE]

Iz \ A°’ABj = \ EBAYi \ A’ABj = 120 j\ BAEjslijedij\ EBA} = 120 |\ BAE].
Znamo da je zbroj vetina unutarnjih kutova svakog trokuta jednak 18 je stoga
j\ BAEj + j\ A°EBj+ \ EBAY = 180.

Iz toga slijedi

MNAEB =180 j\BAEj j\EBA}j=180 j\BAEj (120 j\BAE)
=180 j\BA’Ej 120 +j\BA’Ej=60:

Prema poaku o visnim kutovima iz slik¢ 5.2 slijedi A’EBj = j\ DEFj pa je
NDEFj=60.

Na analogan man racunamo da vrijedj\ EFDj = 60 , odnosng\ FDEj = 60 pa iz toga
zakljucujemo da je trokud DEF jednakostrar@an.

Nakonsto smo dokazali da je trokdtDEF jednakostraman, vr&amo se na rgavanje
pocetnog problema. Umavamo tri prirodne ideje.
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Prvi nacin rje savanja

Zadatak je planimetrijski i jasno je da bietoda povrsina trebala biti osnovno sredstvo
njegovog risavanja.

Oznaimo povssinu trokutad DEF s x. Potom dopunimo polazni czedwzinam
i CF.

D, BE

Slika 5.13: Prvi nain rjesavanja

Na slici[5.13 ueavamo tri trojke méusobno sukladnih trokuta.

- Povisinu svakog od sukladnih trokudaAC°D, 4 BA’E i 4CB%F oznaimo su.
- Povisinu svakog od sukladnih trokudaAF B°, 4BDC®i 4CEA’ oznacimo sv.
- Povisinu svakog od sukladnih trokudeADF, 4BEDi 4CFE oznaimo saz.

BudLti da jejCoBj = 2JACY;, sa slikd 5.13 oditavamo sljedée odnose posina trokuta:
P(4BDCY) = 2P(4 AC’D), j. v = 2u.

P(4BFC% = 2P(4AC), tj. v+ z+ X=2(U+2) = 2u+ 2z=Vv+2z) Z=X
P(4BCC% = 2P(4ACKC), tj. u+ 2v+ 2z+ x=2(2u+ v+ 2) = 4u+ 2v+2z) x= 3u.
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Konacno uacavamo da vrijedi
P(4ABC) = 3u+ 3v+ 3z+ x= x+ 3(2u) + 3x+ x = 5x+ 2(3u) = 5x + 2x = 7X

= 7P(4DEF):
o . o P(4DEF) 1
Iz toga slijediP(4DEF) : PAABC)=1:7, odnosnG—P(4ABC) -7

Drugi nacin rje savanja

Prisjecamo se da formula za p@inu trokuta postoji u analitkoj geometriji. Stoga treba
ispitati mogucnost primjene analitke geometrije, odnosnoetode koordinata Koordi-
natni sustav postavimo tako da se Whrokuta4 ABC podudara s ishodtem, a stranica
AB pripada osi koordinatnog sustava. Neka je pritgABj = 1.

Slika 5.14: Drugi nain rjesavanja

Sa slike[5.14 dosta lako oitamo koordinate vrhova i B te djelisne take C% A(0;0),

B(1;0),C %;O.
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.3
"2
Prisjecamo se formula za odi&vanje koordinata djedita dzine u zadanom omjeru. Neka
sutakeT (Xg; y1) 1 T2(X2; Y2) krajevi dwzine T, T,. TockasS je djeliste dzineT; T, u omjeru
+ +
ako jejT;Sj = |jST,). Tada t@ka S ima koordinate:xs = Xt % n yz

Budwei da je4 ABC jednakost m’qp okut sa stranican@ja je duljina jednaka 1, lako
izracunamo koordinate t:keC%

Pomdau toga raunamo koordinate djednih tacakaA’i B AO% é BO% —%

Za odreiiv&nje vrhovaD, E i F trokuta4 DEF trebamo odrediti pravacaA®, BB%i CC®

ALy = —3x

5p-p

Odredivanje slesst paggvapravaciig= %"\ CC°% fEg= AA\ BB’ fFg= BB\ CC?
naIammo.D% % % % 2

4’ 14 7

Pomau analitcke formule za powsinu trokuta konano ra&cunamo odnos posine trokuta
ADEF i povrsine trokutad ABC.

P(4DEF)——jXD(yE Vi) + Xe(Yr yD)+xF(yD YE)J

}i 3 zsé % p§ péé_pé_
2 - .

4 777 28
_ p-
P(4ABC) = —JABJ Ve = % 1 73 = 73
P3
P4DEF) 5g 1
P(4ABC) b 7
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Treci nacin rje savanja

Prisjeccamo se da formula za painu trokuta postoji u trigonometriji. Stoga treba ispitati
mogLlEnost primjenalgebarske metodeu trigonometriji.

Na slici5.1% ozneimos i kutove na koje pravchA’, BB’ i CC°dijele unutarnje kutove
trokuta4 ABC, a sC; noziste visine iz vrh&. Neka jejAB = 1.

Slika 5.15: Tré&i nacin rjesavanja

Buduti da je trokut4 ABC jednakostramian sa stranicama duljine 1, vrijedi
p—

o 3

Ve = ]CC = 7:

Potom po Pitagorinom pa@ku racunamo duljinu hipotenuz€®C pravokutnog trokuta

4COC]_C:

jCOC1j =JACy ] ACcﬁ =
14

p
jCCj= " JCCy2 +CCyf2 = 5

1
"6

Wl

1
2
!

N
+
O
N ol
I
©
oo‘\“
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Zbog slcnosti trokuta je oito da vrijedijADj = jCFj. Uocimo da prema patku o sinusima

. .sSin _ JAD] _|CFj
za trokut4 ADC vrijedi sn - iCD Dy
1 p_
.. sin _sin_JACY 3 7
Za trokut4 ACC vrijedi SMCAC ~ sin60 ~ IcCY - J% ==
3
2 o_
., sin sin icCB 3 27
Za trokut4 B = = = < 0
atrokut4 BCCvrijedi o= = 60~ Icco % 7
3 p_
. po P | sn_~ 7
P S T2 Tgjeqi 2t - sin6o o _g 1
sin 60 7 sin60 7 sin sin 277 2
sin 60 7
. JCFj _sin 1 S
Stoga vruedleDj “on "% odnosngCDj = 2|CFj.

Saslikg 5.1b odtavamgCDj = jCFj+jFDj pa vri.jedi(leFj_+jF Dj = 2ICFj, tj. jFDj = |CFj.
o - _ Sin =JDC :jDC=.
Za trokut4 ACD vrijedi SN\CPA ~ 5n60 ~ JACY 1 3jDCY,.
3

| P o sn P
sin 2 7. sin . . ,.sin sin60 _ 3iDCY 3 7jDCY
| = = 3iDCY sl = SIN6Y - T2 = .
% Sin60 7 'sin6o I Clsljed sin sin "7 2
sin60 7

. P
.1 _sin _ 3 7DCY
StogavruedlE S 5

Saslikd 5.1 odtavalm_o da vrijedjCCY = jCFj -bJ_F Dj + jDCY = jFDj + jDCSY,.
BudL&i da jejCCy = g,jCFj = jFDji jDCY = 2—17 slijedi da je

P P P
=5 = jcCY = jCFj+ jFDj+jDCY = jFDj + jFDj + 7 = AFDj+ oo

P5

, odnosno g?jDC‘i = 1, aiz toga slijedjDCY = 1

Na temelju toga zakljeujemo 3FDj =

A L A T
2 2
KonacnojeP(4DEF):P(4ABC):JFDJ4 3:‘AB‘4 3. 77 :12:%:1:1:7.
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Dakle, ovim trima dokazima smo dokazalisuaslutnju da je powina pa@etnog trokuta
4 ABCtocno sedam puta ¢a od povsine nastalogunutarnjeg” trokutat DEF.

Generalizacije

Osim sto se zadatak nze rijesiti na navedena tri rdna, on omogauje i lijepa daljnja
promisljanja. Razmatranja se mogu nastaviti u smjeruzsteaja oggenitijih tvrdniji cije
dokazivanje mepemo iskoristiti za tri nova, skenija zadatka, ali iznimno pogodna za rad
s naprednijim genicima.

Mozemo konstanty: zamijeniti varljablomﬁ, pri cemu je n prirodan broj & ili jednak

3. Tada dobivamo sljede generalizaciju:

1) Neka je4 ABC jednakostramian trokut ijBAj = jCBY = jJACY = ﬁjAa, n2N;n 3.
Tada je trokud DEF takoder jednakostranan, za powine vrijedi ogenitija jednakost:

P(4DEF) = — (n = 2y = P(4ABO)

Nadalje, jednakostracmi trokut ma@emo zamijeniti bilo kojim trokutom, a time dobivamo
sljedeu generalizaciju:

2) Neka je4 ABC trokut i jBAJ = %jBCj, jicBy = %jCAj, jACY = %jA&'. Tada za posine

. o 1
ostaje sauvan odnos, tj. vrijediP(4DEF) = ?P(4ABC).

Istinitost te tvrdnje aenici mogu provjeriti zakljauju€i nepotpunom indukcijom na teme-
lju konacnog broja slaajeva u crteu Feynmanov trokut (generalizacija 2).gsp

Povijesna crtica:

Inace, ovaj problem je postavljen poznatomcairu Richardu Feynmanu (1918. - 1988.)
tijekom vecernjeg objeda nakon kolokvija (stmi razgovor i razmjena raijenja) na,Sve-
ucilistu Cornell”. On je proveo \@nu veceri najprije pokgavaji opovrgnuti istinitost te
tvrdnje, ali je na kraju ipak uspio dokazati njezingnost.

Takader, m@emo konstantué zamijeniti varljablom} n2 N;n 3, ijednakostramni

trokut zamijeniti bilo kojim trokutom. Rezultat tog proelganaj bi bila sljedéa generali-

zacija:

3) Neka je4 ABC trokut i jBAY = %jBCj, jiCBj= %jCAj, jACY = %jAa', n2N;n 3. Tada
(n 2y
N n+

za povsine vrijedi ofEenitija jednakostP(4DEF) = 1 P(4ABC).
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Istinitost te tvrdnje aenici mogu provjeriti zakljaujuci nepotpunom indukcijom na teme-
lju konacnog broja slaajeva u crteu Feynmanov trokut (generalizacija 3).gsp

Dokazattemo tvrdnju 1). Prije negsto prijedu na dokazivanje te tvrdnjecanici se mogu
uvjeriti u istinitost te tvrdnje zakljoujuci nepotpunom indukcijom na temelju kareog
broja slicajeva u crteu Feynmanov trokut (generalizacija 1).gsp

Dokaz. Razmatramo jednakostrani trokut4 ABC prikazan na slidi5.16.
Neka jejABj = jBCj = JCA = n,n 2 N;n 3. Na stranicam#&C, CAi AB dane su

tocke A°, B%i C°takve da jgBAY = jCBY = jACY = %jABj, tj. svaki vrh trokuta4 ABC je

duzinom spojen s tckom na nasuprotnoj stranici koju dijeli u omjeru In: (1) (gledano
u smjeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu). Stoged% = jBAJ = jCBY = 1.

Slika 5.16: Slika za dokaz prve generalizacije

Prema poaku o kosinusu vrijedi:
jB%Bj? = jBCj*+ jB'Cj*? 2jBCj jBCj cos)\ BCBj=n?’+1®> 2 n 1 cos60=n* n+1:
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Iz toga slijedijB°Bj = P n? n+1.

Budti da vrijedij\ FBYCj = j\CB%j i \ FCBJ = j\ CBH, zakljucujemo (premek-K
teoremu o stinosti trokuta) da su trokudiBCBi 4CFBslicni.

. jBFj _ jBC] 0 jBCj 1 _. 1
IztogaslljedljBOCJ_ = 53" , odnosngB’Fj = BOB JBOCJ r12—r1+1 1= ek
Na analogan r@n zakljuicujemojCDj = jA%;j = Jp21:1

N2 n+
IFCj _ iBCj
Iz slicnosti trokutad BCB i 4CFBslijedii ——— iBC - BB’ odnosno
— . IBC ._g-. n n
FCj= —= jBCj=p 1=p ;
JFY =g 1PY P 1 Pt 1

Na analogan man zakljucujemojADj = |BEj = 192”:1 Stoga je
2 n+

P

JEFi=BEY jBFj [BE= T nel po———

N n+1 N n+1
P ntl 1 n_ n 2n _ nn 2
" n+1 "W n+l1 M@ n+l

Primjenom svojstva simetrije zakt;UJemo da je4 DEF takader jednakostranan trokut

. . .. nin 2) n 2 . .
sa stranicamaija je duljlna13271 - 192:1 duljine stranice trokutd ABC.

n+ +

I
2 7 n 2y .
Stoga powsina trokuta4 DEF iznosi 137 , odnosnoﬁ povrsine tro-

n n+1
kutad ABC.

(n 2y
2

Dakle, ovime smo dokazali da p®ima ,unutarnjeg” trokutad DEF iznosi 1

povrsine nastalog pzetnog trokutal ABC.

5.10 Odnos zbroja duljina visina trokuta i duljine
polumjera kru znice upisane trokutu

Zadatak: Za duljine visinav,, vy, V. trokuta i polumjerr trokutu upisane krznice vrijedi
nejednakost, + v, + V. 9r. Znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je trokut jednakos-
tranican. Dokai!
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Slutnja:
Ucenici mogu naslutiti da je tvrdnja istinita mj@&ieluljine visina trokuta i polumjer njemu
upisane kranice u crteu Zbroj duljina visina u trokutu.gsgslika[5.17).

Slika 5.17: Odnos iz v, + Vi, + V¢ | I Kruznice opisane trokutu

Metodicka analiza

Uocavamo da je zadatak geometrijske prirode, ali da se u tvrdnji pojavljuje nejednakost.
To nas navodi da bi prvi korak pri dokazivanju mogao bitideoje zadatka neisto alge-
barski zadatak, tj. na algebarsku nejednakost.

Uvodimo sljedée oznake:

a, b, ¢ - duljine stranica trokuta

Va, Vb, Ve - duljine odgovarajaih visina trokuta
r - duljina polumjera kranice upisane trokutu
P - povrsina trokuta
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Znamo da tada za trokut vrijedi
|

1 1 1 a+b+c
P= Eava,P— ébvb,P— Ech,P— rs, s= —

Te cinjenice nam omodtuju zamjenu duljina visina,, vy, Ve i polumjerar duljinama
stranica trokuta, bi c:

ZP_ _2P_ ZP_ P 2P )
B s a+b+c

Unesemo li dobivene odnose u polaznu nejednakostv, + v, 9r, dobivamo

2P 2P 2P 2P
—_t — 4+ — 99—
a b c atb+c
1 1 1 9 . . . .
odnosno- + — + — ———. Time smo paeetni zadatak sveli na algebarski zadatak.

a cC a+h+c
Buduwti da su duljine stranica trokuta uvijek pozitivni brojevi, zapravo trebamo dokazati da

za pozitivhe brojeve, b i c vrijedi nejednakost
1 1 1 9
S+ +2 —
a b c¢c a+tb+c

Prvi nacin rje savanja

Nejednakost je tako gdena da se u njoj lako prepoznaje aritrokdi sredina triju pozitiv-
nih brojeva, a vidljiv je i dio harmonijske sredine. Stoga nésjamo moganost primjene
HA nejednakosti.

3
a+b+c

Ol

w|Tl =

Budwti da sua, b i c pozitivni brojevi te da je racionalna funkcija strogo padauna

. . : . . : .3 atb+c
intervaluhD; +1i , ta nejednakost je ekvivalentna nejednak%nﬁ —3 Ta
4 — 4+ =

a b c
nejednakost je istinita jer znamo da aritne&t sredina triju pozitivnih brojeva nije manja

od harmonijske sredine tih brojeva, tj. vrijadi  A.
Time smo dokazali da vrijedl + 1 + 1 L
a b ¢ a+b+c
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Drugi nacin rje savanja

U slucaju da nam prva ideja promakne, neono u dobivenoj nejednakosti prepoznati arit-
meticku sredinu, a nastwjemo da se tu nmma krije i geometrijska sredina triju pozitivnih
brojeva. Stoga bismo nzda mogli primijenitiAG nejednakost

1 1 1 9 bc+ ac+ ab 9
-+ -+

a b ¢ a+b+c’ abc a+b+c
Dakle, postupak nastavljamo nrenjem nejednakosti zajedkim nazivnikom
abda+ b+ c¢), a tom transformacijom dobivamo ekvivalentni oblik
(a+b+c)(bc+ac+ab) 9abc

(a+ b+ c)(bc+ ac+ ab)

9

a+b+c bc+ac+ab a+b+c bc+tactab R— B———
, 3 3 abc, 3 3 abc bc ac ab

Ta nejednakost je istinita jer znamo da aritrokéi sredina triju pozitivnih brojeva nije

manja od geoemetrijske sredine tih brojeva, tj. vrijddi G. Time smo dokazali da
i 1 9

i

Vrljedla 5T c arprc

(@a+b+c)(bct+ac+ab) 9abc:9, abc

TreCi nacin rje savanja

Ako nije uccena primjena nijedne od nejednakosti o sredinama, nastavljamo s transfor-

N . 1 9 . .
miranjem nejednakostg + b + ¢ aibic dobivene u poetku prethodnog rana
rjesavanja. Mnaenjem izraza u zagradama dobivamo nejednakost

abc+ a’c+ a’b+ b’c+ abc+ ab’ + b + ac® + abc  9abc

a dodatnim srdivanjemal? + a2 + a’b + c?b + a’c + b’c  6abc Podijelimo li gornju
nejednakost abg dobivamo

ol
olo
ol
IO
ol
olT

Koristit cemo poménu nejednakost koju dobivamo na sljédezcin:

2 42
(u v 0, U 2uv+V* 0, u2+v 2uv, - 2; (u;v> 0), \—lj+\—l: 2:
. . e . b.c a c¢c a b .
Jasno je da iz toga slijedi istinitost nejednakost+ — + —+ —+ —+ — 6 koja je
c b c a b a

. - 1 1 o .
ekvivalentna poetnoj nejednakostji + -+ - ——— paje time tvrdnja dokazana.
a b c¢c a+b+c
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Cetvrti nacin rje savanja

Uocimo da se prethodni dokazi temelje na primjeni pémib nejednakosti. Mgutim, do-

1

kaz nejednakost% +—+ = uvijek se mae provesti i bez pontmih cinjenica,
a b ¢ atb+c

odnosno kad te pongoecinjenice ba i nisu ueljive. Stoga nam kao posljedn;ji cia uvi-
jek ostajeanaliticko-sinteticka metoda Na temelju nejednakosti dobivenih u prethodnim
nacinima dokazivanja saeto prikazujemo ovaj rén dokazivanja.

1 1 1 9

a b ¢ a+b+c’
. akP+acd+a’bh+c?b+a’c+b’c Gabc O

, (ap’+ac® 2abd+ (@’b+c’b 2abg + (a’c+ b’c 2abo O
, ab’+c® 2bo+b@+c® 2ac)+c@+b*> 2ab 0

, alb c)?+blc a?’+cl@a h? 0

, abc>0

(a+b+c)(bc+ac+ab) 9abc

. . . . . 1 1 1 -
Zbroj v, + v, + V. je najmaniji i jednak Bkad u nejednakost + b + ¢ a+brc vrijedi

znak jednakosti, a to je ispunjeno onda kad znak jednakosti vrijedi u

3 a+b+c
1 1 1 3
— — 4+ —
a b c¢

(u prvom n&inu rjesavanja), kad vrijedi znak jednakosti u

a+g+c bc+ a30+ab Qﬁ Qm

(u drugom nainu rjesavanja), kad vrijedi znakjednakost|13u+ cpa.c.8, 9 6 (u

tre€em n&inu rjesavanja), odnosno kad vrijedi znak jednakosti uC a b a

ab ©?+b(c a?+c(a b)?> 0 (ucetvrtom nainu rjesavanja). To vrijedi ako i samo
ako jea = b = c. Stoga zakljeujemo da je zbroy, + v, + V. najmanji i jednak 8 kad je
trokut jednakostracan.

Uocimo da su navedeni dokazi bili relativno kratki, ali i da se u trima dokazima koris-
tila neka poména nejednakost. U tom slaju nastavnik matematike mora biti oprezan
pitajuci se je li pom@na nejednakost dovoljno poznata te je li dokaz poneonejedna-
kosti laksi od dokaza trzene nejednakosti.
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Ovaj zadatak mpemo preinaiti u laksi zadatak:
Ako za duljine visinav,, Vp, Ve | polumjerr trokuta njemu upisane keaice vrijedi jedna-
kostv, + v, + ¢ = 9r, onda je taj trokut jednakostram@in. Dokai!

Evo formulacije i tee varijacije tog zadatka:
Ispitajte odnos sume duljina visina trokuta i polumjera trokuta njemu upisazeikgl

Uocimo da smo ovaj zadatak r§gi na vise razlcitih nacina. Inae je rjesavanje jed-
nog zadatka na se razlcitih nacina, dobro su sredstvo za aktivnije raztjanje wcenika i
djelotvornije ponavljanje i utwivanje steenog znanja“ ([14], str. 1).

5.11 Zanimljivo svojstvo tangencijalnogcetverokuta

Zadatak: Simetrale stranica tangencijalnogtverokuta tvore novi tangencijalcetverokut.
Dokazi!

Slutnja:
Ucenici mogu naslutiti da je tvrdnja istinita konstruirg@jzadanu situaciju u criel Tan-
gencijalni cetverokut (1).gsp

Dokaz. Koristimo oznake kao na slifi 5.]L8. Pritorrsjde niramo sljedée oznake:
a .= JAB

b := |BCj
c:=JCDj
d := DA

ta - udaljenost toke A od diralista tangente iz tke A na krwznicu k; upisanu zadanom
cetverokutu

tg - udaljenost toke B od diralista tangente iz tke B na kruznicu k; upisanu zadanom
cetverokutu

tc - udaljenost toke C od diralista tangente iz tke C na kruznicu k; upisanu zadanom
cetverokutu

tp - udaljenost toke D od diralista tangente iz ttke D na krwznicuk; upisanu zadanom
cetverokutu

r - duljina radijusa kranicek; upisanu zadanometverokutu

Bez smanjenja dgenitosti pretpostavimo da je= 1. o
Buduwti da je trokut4 M XD pravokutan, vrijedi cog XDM;j = JJI\);—DDJ] odnosno
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Slika 5.18: Zanimljivo svojstvo tangencijaln@gtverokuta

o iXDj L oo (DA _d
jMDj = GoS\ XDM’ Ocito je da vrijedijXDj = - =3 pa iz toga slijedi
d
jMDj = —2 d

~ Cos\ XDMj _ 2cos\ XDMj’

Iz crteza[5.18 ucavamo da vrijedf\ XDMj = 180 j \ ADCj. Buditi da ogenito vrijedi
cos (180 x)= cosx;x 2R, iztoga slijedi

cosj\ XDMj = cos (180 j\ADCj) = cos)\ ADC;:

d

Stoga Vr|JEd|JM DJ = m

d +]CD]_C d

MW - MD+ DW - i - = — P EEEEET———
= M = 2 cos\ADG " 2 T 2 2cos\ ADG
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Iz crteza|5.18 slijedi da je cty MFWj = jJI\F/I—\\//VVJj BudLti da je trokut4 FW M pravokutan,
vrijediN MFWj=90 j\FMWj=90 (90 j\XDM;j)=j)\XDM;j=180 j\ADC].

Iz ctg (180 j\ADCj)=j’|\F/I\\’/VVJ. slijedijJFWj = jMWj ctg (180 j\ADC)).

cos (180 j\ADCj) _ cosj\ ADCj
sin(180 j\ADCj)  sinj\ ADCj

Vrijedi ctg (180 j\ ADCj) = . Stoga je

| |
.. C d "~ cos)\ ADCj’ d c . . .
FWj= 2 - S ctgjADC:
FWI= 5 2Go5\ADG  Sin\ADG] _ 2simpADG 2 C9APY

Analogno zakljeujemo da vrijedjF Xj = g ctgj\ ADC;j. Stoga vrijedi

c

2 sinj\ ADCj

I#
c . . ,
= ctgj\ ADCj
2 [

2GFXj j FWj) = 2 gctgj\ADCj

¢ d

2 sinj\ ADCj 2 sinj\ ADCj
2 sinj\ ADCj

c d _ _ _ |
SN\ADG] sinjiADG T CCt9MADCI detgh ADC

c d : ,
= m + (c d)ctgj\ ADCj |

(c d)

g ctgj\ ADCj + ‘—2: ctgj\ ADCj

2 sinj\ ADCj

1 : ;
_— AD
siniADg * S9l C’,
=(c d) —— 4 SOSVADD

sin\ ADCj sin)\ ADCj
1+ cos)\ ADCj.

=€ d—nADG
BudLEi da vrijedi ctg X - 1+.COSX, x 2 R, zakljucujemo
2 sinx

2(FXj | FW)) = (¢ d)cighiPY.

. . .. JVADCj t t .
|z slike|5.18 ucavamo da vrijedi ctéz—J = TD = 2 =t paje stoga

2GFXj j FWj) = d)to:

Na analogan man zakljucujemo da vrijedi:
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2(HZj jHY))=(a blts,
2(EY] JEX)=(d a)ta,
20GW jGZ)=(b o)}c.
Analiza:
Trebamo dokazati da je nastaketverokutEFGH tangencijalan pa stoga provjeravamo

je li zbroj duljina nasuprotnih stranica tagtverokuta jednak, tj. dokazujemo da vrijedi
JEFj+ JGHj = jFGj + JEH], odnosngEFj j EHj+|GH] j FGj= 0.
Iz crteza[5.18 je aito da vrijedi
JEFj=jFX] j EX,
JEHj = jHY] ] EYj,
iGHj = jHZ] | GZ,
JFGj = jJFWj j GW,.
StogaizZIEFj j EHj+ jGH] j FGj = 0 slijedi
(FXj JEX) (@(HY] JEY)+(HZ jGZ) (FW] j GW)) = 0, odnosno
2(0FXj JEX) 2(HY] jEY)+2(HZ jGZ) 2(GFWj jGW)) = 0.

Uvidom u prethodni rezultat zakipivanja uvidamo da je navedena jednakost ekvivalentna
jednakosti

(c dtp+(@a btg+(d ajta+ (b c)tc =0, odnosno
(c dtp (b atg+(d ata (c bitc=0.

Budwti da jecetverokutABC Dtangencijalan, vrijedi da je zbroj duljina dviju nasuprotnih

stranica togcetverokuta jednak zbroju duljina drugih dviju stranica istegverokuta, tj.
vrijedia+ c=b+d.

atc=b+d= a d) c
atc=b+d= a b) c
Uvrstavajgitou(c d)tp (b atg+(d ajgt, (c b)tc =0 dobivamo

(c dtp (¢ ditzg+(d aty, (d ajtc =0, odnosno
(c do te)+(d ata tc)=0.

Iz crteza zakljicujemo

)

cC=tc+1p
) C d=(tc+tp) (to+ty)=tc ta

dztD+tA



96 POGLAVLJE 5. RISAVANJE GEOMETRIJSKIH PROBLEMA

OI:tDﬂA)) d a=(p+t) (a+te)=to tg:
a=tA+tB — \'‘D A A B) — D B-

Uvrstavajeitou (c d)(tp tg)+(d a)(ta tc) = 0dobivamo

(tC tA)(tD tB) + (tD tB)(tA tc) =0, odnosno
(tc ta)p tg) (tc ta)(tp tg) =0, aito je da to vrijedi.

Sinteza:

Sintezu provodimo koristé analizu, ali obrnutim smjerom zakfjivanja. Timecemo za-
kljuciti da zacetverokute FGH vrijedi JEFj + jGHj = jFGj + JEH]. Na temelju toga, a ko-
risteCi obrat teorema o tangencijalnaretverokutu, zakljoujemo da jecetverokute FGH
tangencijalan.

Napomena:

Uocimo da smo tijekom rjgavanja ovog zadatka koristilise razicitih metoda: alge-
barsku metodu, metodu pomcnih likova, metodu supstitucijei analiti cko-sinteticku
metodu. Ovaj zadatak je izrazito sten te je za negovo igavanje potreban visok stupan;
povezivanja. Stoga je ovgravi“ problemski zadatak zeije rjesavanje bi bilo najpogod-
nije heuristcko vadenje (naprednih)aenika.

5.12 Pravci (sjecsta, odsjeci, dijelovi ravnine)

Zadatak:

U ravnini je danon pravacap;, ps,..., Pn U optem pola@aju (nema paralelnih i nikoja tri
ne prolaze istom twkom). Neka jea, ukupan broj sjeata tih pravacab, ukupan broj
odsjecaka na koje su ti pravci podijeljeni sjstima, ac, ukupan broj dijelova na koje ti
pravci dijele ravninu. Ispitajmo vrijednostizraag b, + ¢, u ovisnosti o prirodnom broju
n ([12], str. 213).

Rjesenje:

Pogledajmo niz konkretnih stajeva prebrojavafti broj sjecsta, broj odsjeaka i broj di-
jelova ravnine na criai Pravci (sjecista, odsjecci, dijelovi ravnine).gspdnosno na slici
5.19.

Uocimo da navedene velne ima smisla promatrati za 2. Naime, u trivijalnoj situaciji
zan = 1 (samo jedan pravac se nalazi u ravnini)zeimo r€i da je ukupan broj sjesta
a; = 0, ukupan broj odjeaka (dijelova pravacd); = 1, a ukupan broj dijelova ravnine
c1 = 2. Stoga bismo mogli & da u tom sleaju vrijediay; b;+¢c; =0 1+2=1.
Zan=2uccavamoa, = 1,b, =4,c,=4pajea, b,+c,=1 4+4=1.

Zan= 3 uccavamoaz = 3,bs=9,c3=7pajeag bs+c3=3 9+7=1.
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Zan= 4 uccavamoay = 6,by = 16,c4, =11 pajeay bs+cy=6 16+ 11=1.
Zan=5uccavamaoas = 10,bs = 25,c5 = 16 pajeas bs+cs=10 25+ 16=1.

Na temelju toga nastwjemo da bi mogla vrijediti generalizacigg b, + ¢, = 1 koja je u
potpunosti smislena za 2.

Slika 5.19: Pravci (sjesta, odsjeci, dijelovi ravnine)

Dokaz. Dokaz provodimo pomau principa matematicke indukcije pon,n 2.
1) Baza indukcije:
Zan=2vrijedidajea, by+tc,=1 4+4=1.

2) Pretpostavka indukcije:
Pretpostavimo da za neki prirodni brgjn 2, vrijedi nasli¢ena jednakost, b,+c, = 1.

3) Korak indukcije:
Na temelju te pretpostavkeelimo dokazati da slijedi valjanost te jednakosti i za prirodni
brojn+ 1, tj. davrijedia,+; b+ Cer=1,n 2.
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Pravacp,., presijeca sve pravaa, p.,..., Pn pa ha svakom pova broj sjecéta za 1. Stoga
vrijedi ap+1 = a,+ n 1= a, + n. To znxi da se broj sjestaa, povea zan.

Jednako tako, budiida pravagn.; presijeca sve pravcg, pz,..., Pn, Na svakom povea
broj odsjeaka za 1. S druge strane, prapej py,..., pn 0dsijecaju na pravcp,.; ukupno
n+ 1 odsjeak. Stoga vrijedb.; = b, +n 1+ (n+1)=Db,+ 2n+ 1. To zna&i da se broj
odsjecakab, poveca za A + 1.

Buduwti da pravcips, pa,..., Pn presijecaju pravap,.1 ha ukupna + 1 dijelova, u@avamo
da se upravo za toliko po@a broj dijelova ravnine,, dodavanjem pravca,.;. Dakle,
zakljucujemo da vrijedcn+; = C, + N+ 1.

Prema tome i korista pretpostavku indukcije munamo da je:

a1 bitCui=(@+n)+(by+2n+ 1)+ (c,+n+1)
=@ bytc)+t(n 2n 1+n+1)
=a, bh+tc,=1

Zaista, primjenom pretpostavke indukcije smo dobili @msmo izeljeli.

Buduti da smo provjerili da:

- jednakost vrijedi zan = 2

- iz pretpostavke da ona vrijedi za neki prirodni bngglijedi da vrijedi i zan + 1,

prema aksiomu matemekie indukcije zakljgujemo da je izraa, b, + c, jednak broju
1 za svaki prirodni bron 2.

5.13 Pravci koji dijele ravninu

Zadatak 1:

Neka je u ravnini dana pravacap, pz,..., P U optem pola@aju (nikoja tri ne prolaze jed-
nom tackom niti medu njima ima paralelnih) i neka j,(n) broj dijelova na koje ti pravci
dijele ravninu. Koliki jeD,(n)?

Rjesenje:

D,(n) cemo odrediti primjenormetode rekurzije.

Promatrajmo broj dijelov®,(n 1) na kojen 1 pravacp, pz,...,p, ravnine dijeli ravninu.
Uocimo da maemo koristiti sliky 5.1 iz prethodnog zadatka. |z te slike, odnosno iz&rte
Pravci koji dijele ravninu.gsgakljucujemo da se dodavanjemstog pravca u ravninu broj
dijelovaD,(n 1) povetca zan. (Uocimo da jen upravo i broj dijelovesto gan 1 pravac
odreduje nan-tom pravcu.) Stoga vrijedekurzivna relacija:

Dy(n) = Dy(n 1)+ n:

Sada primjenjujemmnetodu teleskopiranja tj. ispisujemo redom izraze za
Dz(n), Dz(n 1), Dz(n 2),..., D2(3) i D2(2)
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Do(n) = D(n 1)+n
Dy(n 1)=Dy(n 2)+(n 1)
Dy(n 2)= Dz(n 3)+(n 2)

D,(4) = Da(3) + 4
D2(3) = Dx(2) + 3
D5(2) = Da(1) + 2

Zbrajanjem tih relacija se postavaju neki izrazi na lijevoj i desnoj strani jednakosti pa
dobivamo:
Do(n)=Dy(1)+2+3+4+::+(n 2)+(n 1)+n:

Ocito je da jeD,(1) = 2 pa ma@emo pisati
Dy(n) =2+2+3+4+::+(n 2)+(n 1)+n=1+(1+2+3+4+::+(n 2)+(n 1)+n):

Uocavamodaje 2+ 3+4+::+(n 2)+(n 1)+ nzapravo zbroj prvim prirodnih

(n+1)

+
brojeva. Znamo da je zbroj prvimprirodnih brojevajednakr% (prema tvrdniji tzv.
Gaussove dosjetke). Stoga vrijedi

n (n+1) nP+n+2

D =1+
2(n) > >

Zadatak 2:

U narednom zadatkéemo drugom metodom dokazati da vrijedi prethodno doneseni za-
kljucak.

Dokazi da je broj dijelovaD,(n) na kojen pravacap;, p,,..., Pn U opcem polaaju (nikoja

tri ne prolaze jednom ttkom niti medu njima ima paralelnih) dijele ravninu jednak

NP+n+2

Do(n) = >

([12], str. 214).

Dokaz. Dokaz provodimo pom@u principa matematicke indukcije pon. Kao pom@
pri vizualizaciji koristimo crte Pravci koji dijele ravninu.gsp

1) Baza indukcije:

12+1+2

Jednakost je istinita za = 1 jer vrijedi da jeD,(1) = >

pravac dijeli ravninu na dva dijela.

= 2, a znamo da jedan
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2) Pretpostavka indukcije:
w+n+2

Pretpostavimo da za neki prirodni broyrijedi jednakosD,(n) = >

3) Korak indukcije:
Na temelju te pretpostavkeelimo dokazati da slijedi valjanost te jednakosti i za prirodni
(n+ 12+ (n+3

brojn+ 1, tj. da vrijediD,(n+ 1) =
Bud\ti da pravcips, pz,....pn presijecaju pravap,.; ha ukupna + 1 dijelova, u@avamo
da se upravo za toliko poga broj dijelova ravnine dodavanjem pravga;. Dakle, za-
kljucujemo da vrijedi rekurzivna relacifa;(n + 1) = Dy(n) + (n+ 1).

Prema tome i korista pretpostavku indukcije mnamo da je:

2+ n+ 2+n+2+2n+ 2+2n+ 1)+ (n+ 1)+
D2(n+1):n n 2+(n+1):n n+2+2n 2:(n 2n+ 1)+ (n+1)+2
2 2 2
_(n+ 1P+ (n+1)+2
- 2

Zaista, primjenom pretpostavke indukcije smo dobili @@smo izeljeli.
Buduwti da smo provijerili da:

- jednakost vrijedi zan = 1

- iz pretpostavke da ona vrijedi za neki prirodni bngglijedi da vrijedii zan+ 1,

prema aksiomu matemekie indukcije zakljgujemo da polazna jednakost
2
Dy,(n) = L2n+2 vrijedi za svaki prirodni brop.

5.14 Ravnine koje dijele prostor

Zadatak:

Dokazimo da je broj dijelovaD3(n) na kojen ravnina 1, »,..., n, 0d kojih nikojecetiri
ne prolaze jednom td&kom, niti nema paralelnih, a niti ima paralelnih njihovih presjea,
dijele prostor jednak

(n+1)("* n+6)

Ds(n) = 5

([12], str. 214).

Dokaz. Ovo je nesto tezi problem u odnosu na prethodni, ali se brzcaea primjenom
prethodnog rezultata. Dokaz provodimo pdra@rincipa matematicke indukcije pon.
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1) Baza indukcije:

. e 1+1)(22 1+
Jednakost je istinita za = 1 jer vrijedi da jeD3 = ( X 6) = 2, a znamo da

6
jedna ravnina dijeli prostor na dva dijela.

2) Pretpostavka indukcije:
(n+ (N> n+6)

Pretpostavimo da za neki prirodni broyrijedi jednakosiD3(n) = 5

3) Korak indukcije:

Na temelju te pretpostavkeelimo dokazaty,da slijedi valjgnost te jednakosti i za prirodni
(n+2) (n+1? n+5

brojn+ 1, tj. da vrijediD3(n+ 1) = 5

Uocavamo da ravnina,.; presijeca ravnine;, »,..., o Unpravaca. Uoimo da ti pravci

prema prethodnom zadatku (zadatak 1)) zadatku dijele ravninuna D4(n), odnosno
w+n+2

dijelova. Stoga se upravo za toliko p@eebroj dijelova prostora dodavanjem

ravnine ..;. Dakle, zakljeujemo da vrijedi rekurzivna relacifag(n+ 1) = D3(n) + D1(n).
Prema tome i korista pretpostavku indukcije mnamo da je:

(n+ 1)(n? n+6)+n2+n+2_n3 n+6n+n’ n+6+3N°+n+2)

Ds(n+1)= 6 2 6 i
_m+3m+8n+12 (n+2)M+n+6) (M+2) (n+1f n+5
B 6 , 6 | B 6
[(n+1)+1] (n+1¥ (n+1)+6
5 :

Zaista, primjenom pretpostavke indukcije smo dobili @@smo izeljeli.
BudLEi da smo provijerili da:

- jednakost vrijedi zan = 1

- iz pretpostavke da ona vrijedi za neki prirodni bngglijedi da vrijedi i zan+ 1,
prema aksiomu rznatemakie indukcije zakljgujemo da polazna jednakost
Ds(n) = (n+ 1)(n6 n+ 6)

vrijedi za svaki prirodni brop.

Napomenimo da smo br@js(n) mogli odrediti poméu metode rekurzije analogno kao u
prethodnom primjeru.
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5.15 Geometrijski red u koncentricnim kru znicama

Zadatak:

Na slici[5.20 je prikazan niz koncentriih kruznica sa srediem u taki O.  je mjera
kuta\ AOB izrazena u stupnjevima, @A = 10cm. PolumjeruOA pripada niz teaka
A A; Ag; i, a polumjeruOB pripada niz teakaBy; B,; B; ::: Tocka A; je sjecste polu-
mjeraOA i okomice iz take B na taj polumjer. TokaA; je sjecste polumjeraDA i oko-
mice iz tacke B, na taj polumijer itd. Zbroj duljina svih kanih lukovaSB+ A B+ A B +:::

. .5 :
- C
jednak je 18 cm (]29]).

Slika 5.20

Rjesenje:
=\ AOH
jOA = jOBj = 10cm
A A Ag 2 OA
By B, Bs;:::2 OB
AB+ A]_B]_ + Asz + .= —CmMm
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Budwti da tacke A, i By, tocke As i By, tocke Az i Bs,... pripadaju istim kranicamacija su
sredsta u taki O, zakljucujemo da vrijedi:

IO = (0B

IOA] = OB,

JOAg) = JOB;j

Primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta dobivamo:

cos :J.O—A].J)j OAjj = jOBjcos =10cos = OB;j
jOB
JOA . . . . . )
cos = ——)j OAj=jOBjcos =10cog¢ =jO
JOBﬂ)J Aoj = JOBy jOByj

JOA | . L . . )
cos =——)j OAgj=jOBsjcos = 10cos = OBy
/OB, )i j = JOByj JOB;j

Znamo da je duljindkruznog luka krznice opsega, koji odgovara srednjem kutu

velicine (cija je mjera izraena u stupnjevima), dana je izrazon 360 Odnosno,

vrijedi | = 180 pri cemu jer duljina polumjera kranice.
Stoga vrijedi: o
£B = JOA 10

180 180 18

AB = JOAj 10 cos _  cos
1T 7180 0 180 18
Ap, = jOAj 10 co¥ _  cog
>~ 180 -~ 180 18
BB, = jOAj 10 cos _ cos

180 180 18

Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo

cos cos cos
+ + + += —+ + + +
AB+ N B, + BB, + AgB; 5 8 15 18
. 5 L
Znamo da vrijedifB+ BB, + A,B, + 111 = Tg CM- Stoga zakljoujemo

cos cog cos
— + + + + =

5
18 18 18 18 T 18
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. . .18 .
Mnozenjem te jednakosti 5— dobivamo 1+ cos + cog + cos + i = 5.
Uocavamo da je to geometrijski ragi je prvi clan jednaka; = 1, a kvocijentg = cos .
Budwti da jejgj = jcos j< 1,(cos j=1za =0 ili =180 ili =360, aliutim

slucajevima zadatak nema smisla),ceai geometrijski red je konvergentan pa je njegova
suma jednaka
a; 1

S= = )
1 g 1 cos

. 1 e 4
StogajeW =5,0dnosno 5 5cos = 1. Iz toga slijedi da je cos = £ paje
trazeni kut jednak ~ 36;86989765 36 52°12%°

Zadatak smo rijsili primjenomalgebarske metoda metodom uacavanja pravilnosti.

5.16 Diofant u pravokutnom trokutu

Zadatak:
Odredite sve pravokutne trokute kojima su duljine stranica prirodni brojevi i pri tome je
duljina jedne od njih 17 ([43]).

Rjesenje: Budwei da je u zadatku rije o pravokutnom trokutu, nastujemo dacemo
za odrelivanje duljinaa, bi ¢ njegovih stranica najvjerojatnije trebati primijeniti Pitagorin
powcak, tj. tvrdnju da tada za taj trokut vrijedi odnos duljina strarita b? = ¢2.

Nadalje, ugimo da nije reeno je li zadana duljina hipotenuze ili duljina jedne od ka-
teta tog pravokutnog trokuta. Stoga treba ispitati obje te roogsti pa razlikujemo dva
slucaja.

I) Zadana je duljina hipotenuze koja iznosi 17. U tom slcaju trebamaje savati
diofantsku jednadzbu drugog stupnja?® + b?> = 172. Dobivenu jednazbu psemo u
obliku a2 + b? = 289, a do njenog rgenja maemo d@i kombiniranjem. Usavamo
da trebamo odrediti prirodne brojesaé b, pri cemu je zbroj njihovih kvadrata jednak
289. Ispisujemo sve kvadrate koji su manji od 289: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81,
100, 121, 144, 169, 196, 225 i 256. Kombiniranjem tih kvadrata zeljgmo da
medu tim kvadratima postoji samo jedan par koji zadovoljava uvjet. To su 64 i 225
(jer je 64+ 225= 289). Budii da je & = 64 i 1% = 225 te vrijedi 82 Ni 15 2 N,
trazena Pitagorina trojka jajb; c) = (8;15;17). Dakle, radi se o trokutu s duljinama
stranica 8, 151 17.

II) Zadana je duljina jedne katete, recinap koja iznosi 17. Stogaiofantsku jed-
nadzbu drugog stupnja 124b? = ¢2, odnosna@? b? = 289. Tu jednadbu riesavamo
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metodom umnaska pa broj 289 zapisujemo kao umrek broja 1 i prostih faktora:
289=1 17 17. Tadajednazbu psemo u obliku¢ b)(c+b)=1 17 17.

Kombiniranjem dobivamo tri raaiita sustava dviju jednati s dvjema nepoznani-
cama:

8
b=1 17 3c b=17

ekvivalentan sustavy
b=17 -

3c
1) Uocimo da je sustag
‘c+t c+b=1 17

Rjesenje tih dvaju sustava je weni par b;c) = (0;17). Budi&i da 0 < N,
zakljucujemo da (917) nije traeno risenje jednazbec? b? = 289.

8
b=17 17
2) Rjesenje sustavgz +b=1 je uradeni par b;c) = ( 144, 145).

Budwti da 144 < N, zakljucujemo da (144 145) nije traeno rjesenje jed-
nadzbec® b? = 289.

8
3) Konano, kombiniranjem dobivamo i sustg\cl b=1 cije je rjesenje
‘c+b=17 17
uredeni par b; c) = (144 145).
Budwti da 1442 N i 145 2 N, zakljucujemo da je (144145) traeno rjesenje
jednagbec? b? = 289. U ovom slaaju je dobivena Pitagorina trojka
(a;b;c) = (17,144 145). Dakle, radi se o trokutu s duljinama stranica 17, 144
i 145.

Dakle, jedini pravokutni trokutu koji zadovoljavaju m@na svojstva imaju duljine
stranica 8, 15117, odnosno 17, 144 i 145.
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5.17 Svjetlosna zraka u trokutu

Potrebna predznanja wenika:

- zakon re eksije (Kut upada jednak je kutu re eksije.)

- teorem o ortocentru trokuta (Pravci kojima pripadaju visine trokuta se sijeku u jednoj
tocki.)

- de nicija tetivnhog cetverokuta (Tetivncetverokut jecetverokut kojemu se nze opisati
kruznica.)

- svojstva tetivhogeetverokuta (npr,,Ako su kutovi nad istom tetivom sukladni, onda je
taj cetverokut tetivan.” ili,Ako su nasuprotni kutovtetverokuta suplementarni, onda je
cetverokut tetivan.”)

Crtez: Svjetlosna zraka u trokutu.gsp

Slika 5.21: Svjetlosna zraka u trokutu (uvod u problem)

Uvod u problem

Premda je ovaj problem sasvim geometrijske prirodesdale ako ga protuntamo kao
zikalni problem. Zamislimo da smo u sobi koja je u obliku trokut&BC, aciji su zidovi
BC i AC zrcala (zadana situacija pomalo podsjma sjedenje unutar kaleidoskopa). 1z
lasera u toki X duzine AB je poslana svjetlosna zraka nazihw BC. Zraka se u toki

Y duzine BC re ektira prema daini AC te se od toke Z vrata prema toki X. Opisana
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situacija je prikazana na sliti 5]21, &enici zraku odsilju u crtezu Svjetlosna zraka u
trokutu (1).gsp Odakle bi svjetlosna zraka trebala biti poslana i u kojirckeoma bi se
trebala re ektirati o zidove (zrcala) da prge najmanji mogéi put? ([6], str. 90-94)

Rjesavanje zadanog problema i njemu srodnih probléemo prikazati u obliku
heuristckog razgovora izndu nastavnika i cenika. Tijekom tog razgovora nastavnik
ucenicima postavlja pitanja koja poti re eksivno mesljenje.

Uvodni problem 1

Prije negosto rijesimo zadani problem, razmotrimo pod kojim uvjetima se diagda se
svjetlosna zraka koja je odaslana izke X vrati u tu istu taku nakon re ektiranja. Naime,
vrlo lako se mae dogoditi da aenicima promakne taj problem te im iz danog zat@os-
tane sasvim aito dace se odaslana zraka odbijanjimgavcala“ uvijek vratiti u pa@etnu
tocku X.

Stoga ma@emo primijenitinacelo problemnostitako da wenicima situaciju najprije
ucinimo nejasnom, a potom jasnom. Njihoyredrasudu” d&e se odaslana zraka uvijek
vratiti u pacetnu ta@ku mazemo razbiti tako da u crze Svjetlosna zraka u trokutu (uvodni
problem 1).gsp(slika[5.22) uge da se odaslana zraka nakon odbijanja ne mora uvijek
vratiti u pocetnu teku. Zapravo, to se doga u samo jednom specijalnom sfyu. Pritom
je takader va&no da uge da se i u tom sttaju odbijanje odvija po zakonu re eksije, tj. da
ne postoji neka gika u tom crteu.

Slika 5.22: Svjetlosna zraka se ne mora uvijek vratiti agiau taku
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Vratimo se nauvodni problem 1 Dakle, svjetlosna zraka je odaslana izke X sa
straniceAB trokuta4 ABC. Trebamo odrediti polzaj tacke Y, Y 2 BC, tako da se zraka
svjetlosti odaslana iz tike X re ektira 0 ,zrcalo“ BC u tocki Y pa potom g,zrcalo“ AC te
se ponovno vrati u pretnu taku X.

Nastavnik wenicima savjetuje da u cee Svjetlosna zraka u trokutu (uvodni pro-
blem 1).gsptocku Y na straniciBC namjeste tako da sedka W (dobivena re eksijom
svjetlosne zrake o stranicB) podudara s pmetnom takom X. Ucenici bi tada mada
mogli naslutiti u kojem poleaju treba biti takaY u odnosu na ttku X tako da se svje-
tlosna zraka iz toke Z re ektira u pocetnu taku X. Ako to ipak ne uce, onda bi se
heuristcki razgovor mogao odvijati u sljedem smjeru.

P: Tacku X preslikajte zrcalnosimetno s obzirom na pravaBC. Dobivenu t@ku o-
znacite sX% Tocku X preslikajte zrcalnosimetrno s obzirom na prava&C. Dobivenu
tocku oznaite sX°° Potom konstruirajte pravax®®? Sto bi se dogodilo kada bi se svje-
tlosna zraka odaslana izake X re ektirala u tocku koja nastaje presjekom zine BC i
pravcax®X°®

O: Zbog zakona re eksije ta bi se zraka potom re ektirala €ko koja nastaje presje-
kom dwzine AC i pravcaxX®X® a potom u poetnu taku X.

Tako wenici zakljicuju kako odrediti poleaj trazene takeY te zakljicuju da taj polaaj
ovisi 0 polaaju zadane ke X.

Konstrukcija:
Zatim wcenici provode konstrukciju teene teke Y, a time i konstrukciju toke Z. (Vidi
sliku[5.23 i crte Svjetlosna zraka u trokutu (konstrukcija 1).gsp

1. Tocku X preslikamo zrcalnosimetmo s obzirom na pravaBC. Dobivenu taku
oznaimo sX°.

2. Tocku X preslikamo zrcalnosimetino s obzirom na prava8C. Dobivenu taku
oznaimo sX%

3. Konstruiramo pravax®X®

4. Sjecste pravacXX%i BC oznaimo sY, a sjecste pravaca®X% AC oznaimo sa
Z.

Dokaz. Preporuljivo je da wcenici dokau da je tekaY dobivena na opisani oa trazena
tocka.

1. BudLEi da je zrcalna simetrija izometrija ravnine, vrijgdKY g = j\ X°Y B.
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Vrsni kutovi su sukladni pa vrijegi X°Y B = j\ X% J.
Iz toga slijedij)\ XYH = \ X°(j. Dakle, zbog zakona re eksije zraka se nakon
re ektiranja u tacki Y ,zrcala“BC re ektira do tocke Z ,,zrcala“ AC.
2. Vrsni kutovi su sukladni pa vrijedi YZJ = \ X°ZA.
BudLti da je zrcalna simetrija izometrija ravnine, vrij@dK°Z Aj = j\ XZA.

1z toga slijedij\ XZG = \ XZA. Dakle, zbog zakona re eksije zraka se nakon re-
ektiranja u tocki Z ,,zrcala“ AC re ektira do tocke X ,zrcala“ AB., tj. vrata se u
pocetnu teku iz koje je odaslana svjetlosna zraka.

Slika 5.23: Prikaz konstrukcije takaY i Z

Uvodni problem smo rijsili konstruktivnom metodom, tocnije metodom zrcalne
simetrije.
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Uvodni problem 2

Ucenike ma@emo potaknuti da polsaju generalizirati prethodni problemvodni problem
1). Ako ne uspiju, maemo im sami zadati jednu mogu generalizaciju tog problema.
Zadatak:

Svjetlosna zraka izlazi iz zadanecke A, re ektira se redom na danim pravcingi g, a
nakon re eksija prolazi danom t&komB. Konstruirajte tu svjetlosnu zraku ([12], str. 173).

Rjesenje:

Analiza:

Ucenici bi (lako) mogli uaiti da ovaj problem mogui rig@ti primjenjujuci metodu risavanja
iz prethodnog problema. Daklecito je da je takder potrebno koristitmetodu zrcalne
simetrije.

Konstrukcija:
Zatim wcenici provode konstrukciju tzgene svjetlosne zrake. (Vidi sliku 5124 i atBvje-
tlosna zraka u trokutu (uvodni problem 2).gsp

1. Tocku A preslikamo zrcalnosimetnmno s obzirom na pravagp. Dobivenu teku o-
znacimo sA®.

2. Tocku B preslikamo zrcalnosimetino s obzirom na pravag Dobivenu taku ozna-
cimo sB°.

3. Konstruiramo pravaA’B°.
4. Sjecste pravac®’B°i p oznaimo sP, a sjecste pravac#®’B°i g oznaimo saQ.

Trazena svjetlosna zraka je izlomljena linddP QB

Uocimo da je ovaj problem zapravo generalizacija prethodnog problema (uvodni problem
1). Naime, kada bi se u ovom zadatku imali posebanaglu kojem se zadanedke A

i B podudaraju, onda bismo upravo dobiliveazmatranu situaciju u kojoj se odaslana
svjetlosna zraka v u paetnu taku, tj. ta zraka postajezatvorena“ i time tvori trokut.

Dokaz. Preporueljivo je da wenici dokau da je izlomljena linijgAPQBdobivena na opi-
sani n&in trazena svjetslosna zaraka. Dokaz provode analogno kao i u dokazivanju pret-
hodnog problema (uvodni problem 1).

Nastavljamo s rjgavanjem problema koji nam je zadan nagtku. Stoga odsada pa nada-
lie razmatramo samo situaciju u kojoj se re ektirana zraka svjetlosti odbijanjimzawa
pocetnu taeku X. Ocito je da tada trag te zrake tvori trokut.
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Slika 5.24: Prikaz konstrukcije svjetlosne zrakBQB

Slutnja

Do slutnje wenici dolaze na temelju slike 5]25.
P: Otvori crte Svjetlosna zraka u trokutu (1).gsgritisni tipku kojomces poslati svje-
tlosnu zraku unutar trokuta. Zatim pritisni tipku koj@ pokazati mjere kutovaxXyY B
\ZYC\YZC\ XZA\ AXZi\ BXY.

1.
P: Sto primje&ujes u vezi s mjerama tih kutova? Provjeri svoja ppaja pomiuci tocku X.
O: Uocavam sukladne kutove,dnije da vrijedi\ XYB =\NZYQi)\YZJ = \ XZA. Na-
dalje, ne vrijedi nano da su kutovi AXZi \ BXY sukladni.

2.

P: Objasni svoja zaganja iz 1. pitanja korista svoja znanja o re eksiji svjetlosnih zraka.
O: Sukladnost navedenih parova kutova vrijedi zbog re eksije na stranida@a AC.
Dakle, tu vrijedi zakon re eksije ili odbijanja, tj. kut upada jednak je kutu re eksije.
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Slika 5.25: Svjetlosna zraka u trokutu (nasuanje)

P: Podsjetimo se da trebamo odrediti odakle bi svjetlosna zraka trebala biti poslana i u
kojim tockama bi se trebala re ektirati o zidove (zrcala) da ptgenajmanji moggi put.
U kakvoj su vezi trokut koji tvori zraka svojim odbijanjima i put koji zraka pritom pige
O: Opseg tako nastalog trokuta je jednak duljini puta koji zrakageijgekom odbijanja.

P: Pom¢i tocku X po dwini AB sve dok opseg trokutXY Zne postane najmanji mogu
Potom pritisni tipku kako bi se pojavile sve tri visine na stranice troklABC i njihova
nozista.

3.

P: Sto uacavas u vezi s polaajem ta@wakaX, Y i Z u odnosu na rmsta visina?

O:Cinise da se ttke X, Y i Z podudaraju s rmstima visina. (Dakle, vrhovi trokut&aXY Z
koji je najmanjeg mogteg opsega se podudaraju gistima visina zadanogjljastog tro-
kuta4 ABC.)

Pomakni bilo koji vrh trokutat ABC, ali tako da trokut ostansiljastokutan. Opet porui
tocku X sve dok opseg trokutd XY Z ne postane najmanji mogu Provjeri vrijedi li
zapaanje iz 3. pitanja.

Ponovi prethodni korak najamanjesjgedanput.
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4.

P: Sto maes naslutiti o parovima kutova s vrhovima uzistima visina (kacsto kutovi
\DFAiI\EFC,\FDAIi\ EDBte kutovi\DEBi \ FEC)?

O: Spomenuti kutovi s vrhovima u aistima visina su mgusobno sukladni u navedenim
parovima, tj. vrijedi\ DFAj = N\ EFCj, N\ FDAj = \ EDBji \ DEBj = )\ FEC;.

Provjeri svoj zakljeak iz 4. pitanja pritiskajci tipku kako bi se pokazale mjere kutova
s vrhovima u naistima visina.

5.
P: Je li tvoja slutnja iz 4. pitanja éma ako je trokutt ABCtup?
O: Da, tada je takter tacna.

6.

P: Tacnost: Osvrni se na svoje slutnje iz 4. pitanja i 5. pitanja. Koliko si siguran da je svaka
od tih slutnji uvijek taena? Maes li navesti uvjerljive dokaze ili protuprimjere kojintas
potkrijepiti svoje msljenje?

O: Odgovori se mogu razlikovati occanika do genika.

lzazov

P: Ako smatra da je tvoja slutnja uvijek tha, navedi neke primjere kojintes potkri-
jepiti svoje gledste i pokisaj uvjeriti svog suradnika u paru ili preostalanove svoje
skupine. Stovise, potkrijepi svoje slutnje lognim objanjenjem ili uvjerljivim dokazom.
Ako sumnja da tvoja slutnja ili slutnja tvog suradnika nije uvijelct@, poksaj navesti
protuprimjer.

Ovdje je vano da nastavnik zauzme neutralan stav ili,zaepjcs i bolje, da ima kritcki
I suzdzan odnos, da bude suntav i pun nevjerice te nesklon oskevljavanju za neki od
zakljucaka. Nije preporcijivo da ucenike navodi na to da je taj zakyjak uistinu istinit.
Nastavnik bicak mogao izazvatiaenike da njega i druge razredne skeptike uvjere u to.

Dokaz

Zacijelo si naslutio sljedm dva zakljeka:

- Trokut4 XY Zupisansiljastom trokutu4 ABC ima najmanji opseg kada se njegovi vrhovi
podudaraju s rmstima visina zadanog trokuteABC.

- Tada vrijedi da su kutovi s vrhovima u migtima visina mdusobno sukladni, tmije
vrijedi \ DFA] = N\EFCj, \ FDAj = \ EDBji )\ DEBj = \ FEC].
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P: Koliko ste sigurni u tonost svojih zakljaaka. Na temelju svojih prigmjih iskustava
mozete zakljeiti da je mog@e donijeti pogrene slutnje samo na temelju @aaja. Na
primjer, slutnje se mogu pokazati netoma kada se krenu razmatrati krajniji, tj. grami
slucajevi. Kako ste sigurni da ste provjerili sve méguslicajeve?

Ucenicice se uvijeriti u istinitost svojih tvrdnji argumentir&jlcinjenice u vatenom do-
kazu. Prvcce dokazati drugu slutnju.

Dokaz sukladnosti kutova s vrhovima u naistima visina

Konstruiraj sjedste visina i taj ortocentar ozois O (kao na slic[5.26).

Slika 5.26: Svjetlosna zraka u trokutu (dokazivanje sukladnosti kutova)

7.

P: Sto maes regi 0 nasuprotnim kutovimaOEC i \ OFC u cetverokuttOECF? Objasni
svoje tvrdnje.

O: Uocavamo da vrijedp OECj = 90 i \OFCj=90.

Stoga vrijedi\ OECj + )\ OFCj = 180 pa zakljicujemo da su ti kutovi suplementarni.
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8.

P: Koristeci odgovor na 7. pitanjesto maes zakljiciti o cetverokuttOECF.

O: Znamo da ako su nasuprotni kutmgtverokuta suplementarni, onda je ¢afverokut
tetivan. Stoga jeetverokuttOECF tetivan.

ili

Buduwti da su kutovih OEC i\ OFC pravi, trokute4d OECi 4OFC mozemo upisati u polu-
kruznicu s razkgitih strana promjer®C (prema Talesovom teoremu o kutu nad promjerom
kruznice) pa stogaetverokutOECF mozemo upisati u krenicu, tj. cetverokutOECF je
tetivan.

9.

P: Koristeti odgovor na 8. pitanje, objassiio maes zakljwiti o kutovima\ EOCi \ EFC?
O: Uacimo da s\ EOC i \ EFC obodni kutovi nad istim lukonC kruzniceciji je pro-
mjer OC. Znamo da su svi obodni kutovi nad nekim lukom &nice sukladni pa stoga
vrijedi \ EOCj = \ EFC].

10.

P: Sto maes reti o nasuprotnim kutovim&ADO i \ AFO u cetverokutuADOF? Koije je
stoga vrstecetverokutADOF? (Svoju slutnju maes provijeriti konstrukcijom u Sketch-
padu.)

O: Uocavamo da vrijedp ADQj = 90 i \AFQj=90.

Stoga vrijedi\ ADQj + N AFQj = 180 pa zakljicujemo da su ti kutovi suplementarni.
Znamo da ako su nasuprotni kutaetverokuta suplementarni, onda je¢ajverokut teti-
van. Stoga jeetverokutADOF tetivan.

11.

P: Sto maes zakljeiti o kutovima\ AFD i \ AOD na temelju odgovora na 10. pitanje?
O: Uocimo da sk AFD i \ AOD obodni kutovi nad istim lukonf&D kruzniceciji je pro-
mjer AO. Znamo da su svi obodni kutovi nad nekim lukom &mice sukladni pa stoga
vrijedi \ AFDj = \ AOD,.

12.
P: Sto maes reti 0 kutovima\ EOCi \ AOD? Objasni svoj odgovor.
O: Uocavamo da sMEOCi \ AOD vrsni kutovi pa su oni sukladni.

13.

P: Sto prema tome nees zakljwciti iz odgovora na 9., 11. 1 12. pitanje?

O: Iz toga slijedi da sNEFC i\ AFD sukladni kutovi. l¢enici mogu uoiti da su i njihovi
komplementarni kutovi takder sukladni, tj. vrijedj\ BFEj = \ BFD;.
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14.

P: Objasnsto se dobije primjenom istog argumenta na parove kutova s vrhovimastinoa
preostale dvije visine.

O: Odgovori se mogu razlikovati odcanika do genika, ali bi u konanici svi trebali

analogno zakljaiti da vrijedi \ FDA] = \EDBji A\ DEBj = \ FEC], tj. da su kutovi s
vrhovima u naistima visina mdusobno sukladni. Akoaenici ne uspiju doi do tih za-

kljucaka primjenom analogije, uputno je provestcah slijed heuristkog razgovora i za
te parove kutova.

Napomena:

Preporeljivo je razmisliti postoje li j& neke varijacije havedenog dokaza i psii ih
osmisliti. Za wcenike bi moglo biti korisno da usporede naporagio u provdenje svakog
od navedenih dokaza. Tatter bi bilo poeno da ponove navedeni dokaz u specijalnim
slucajevima kada jé ABC prauvi ili tupi trokut.

Formalan dokaz

U dijelu rada u kojem smo opisivali heuristiku i heurtst® misljenje smo vé spomenuli da
nije dobro heuristiko rasutivanje poistovjéivati sa strogim dokazom. Stoga jezsiino
da wenici zakljicke dobivene tijekom heuriskog razgovora oblikuju u formalni dokaz.

Dokaz minimuma opsega

Sadatemo dokazati prvu slutnju da trokdiX'Y Zupisansiljastom trokutu4 ABC ima naj-
manji opseg kada se njegovi vrhovi podudaraju sistima visina zadanog trokuteABC.
Neformalni dokaz takder provodimo koracima heuriskog razgovora iznau nastavniak
i ucenika.

- Pritisni tipku kojomc€es sakriti visine i mjere svih kutova kako bi cetbio pregledniji.

- Tocku Y preslikaj zrcalnosimettno s obzirom na prava&B. Dobivenu ta@ku ozna&i s
Y9,

- %I'ocku Y preslikaj zrcalnosimettno s obzirom na prava&C. Dobivenu t@ku ozn&i s

Y; (kao na slic[5.2]7).

15.
P: Sto maes reti o dwzinamaXY?i XY, odnosnor%Z i ZY? Objasni svoje tvrdnje.
O: Zbog svojstva zrcalne simetrije vrije Y = jXY] i jYIZj = jZ V.
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Slika 5.27: Svjetlosna zraka u trokutu (dokazivanje minimuma opsega)

16.

P: Koristeti odgovor na 15. pitanjesto maes reci o ukupnoj duljini putgXYj+jY Z+jzZX|
u odnosu na ukupnu duljinu pugdYd + jZXj + jZY?

O: Duljine tih dvaju puteva su jednake, odnosno vrijedi

IXYj+iYZ +zZXj = XY+ jZXj + jZY3.

17.

P: Sto uaavas u vezi s takamaX, Z i Y2? Poksaj objasniti (dokazati) svoja zapemnja.

O: Naslitujemo da toke X, Z i YJ uvijek pripadaju istom pravcu, a to olsjgiavamo na
sljedeti necin. Zbog zakona re eksije vrijedi da su kutovKZAi \ Y ZCsukladni, a zbog
svojstva zrcalne simetrije vrijedi da su kutaw ZCi \ YIZC sukladni. Stoga vrijedii da su
kutovi\ XZAi \ YSZC sukladni. Bud@i da jeAC pravac, vrijedi\ XZA + \ XZGj = 180.
Zbogj\ XZA = )\ Y3ZCj vrijedi )\ YIZCj + \ XZ{ = 180 . Stoga jeXZY; pravac, odnosno
tocke X, Z i Y2 su kolinearne.

18.
P: Pomgi tocku X sve dok duljina putgXYJ + jZXj + jZY5 ne postane najmanja mota
Objasni polaaj tocke X kada to postigne
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O: Duljina putajX Y + jZ Xj + jZ Y3 je najmanja mogta kada toke Y?, X, Z i Y2 pripadaju
istom pravcu. Dakle, tka X treba biti smjstena tako da vrijedi AXZ = j\ BXYJ.

19.

P: Dokai da ako polaaj tacke X zadovoljava uvjet u 18. zadatku, onda vrijedi

NAXZ = )\ BXY].

O: Zbog svojstva izometrije vrijedi BXYj = j\ BXY]. Ako je zadovoljen uvjet iz 18. pita-
nja, tj. da vrijedij\ AXZ = )\ BXYJj, onda iz toga slijedh AXZj = j\ BXY,].

20.

P: Koriste&i odgovor na 19. pitanje i dobiveni rezultat dokazan u prvom dijelu ove aktiv-
nosti, sto maes zakljLciti 0 smjestaju trokutad XY Ztako da njegov opseg bude najmaniji
MOogLL.

O: Da bi trokut4 XY Z imao najmanji mog&i opseg, sljeda kutovi moraju biti suk-
ladni: NAXZ = NBXY], A\BYX = NCYZ i A\ XZA = \YZ(. Kutovi s vrhovima u
nozistima naisnog trokuta DEF su matusobno sukladni, tj. vrijedi DFAj = N EFC],
NFDA = \EDB i \DEB = )\ FEC]. Stoga slijedi da se trokut XY Z podudara s
nozisnim trokutom4 DEF. (Drugatije receno, naisni trokut4 DEF zadovoljava uvjet da
su kutovi s vhovima u nastima sukladni pa se trokdtXY Zmora podudarati s rassnim
trokutom4 DEF.)

Napomena:

Spomenuti argument pokazuje daziste naisnog trokuta zadovoljava uvjet i time osigu-
rava rjesenje, ali time nije dokazana jedinstvenosseegja. Mae se dokazati da vrhovi
trokuta s najmanjim opsegom uvijek podudaraju gisiima visina.

Formalan dokaz

Preporueljivo je da wenici zakljicke dobivene tijekom heuristog razgovora oblikuju u
formalni dokaz.

Dodatna istrazivanja

Iskoristi crte Svjetlosna zraka (1).gspsvrhu provjere sicaja kada jet ABC prawvi ili tupi
trokut. Kamo treba smijestiti trokut da bi imao najmanji moigopseg? Poksgj objasniti
svoje rjiesenje.
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Nadalje, wenicima maemo postaviti sljeda zadatak.

Zadatak:

Neka je4 ABC siljastokutan trokut X tocka na straniciAB. U taj trokut upsite trokut
4 XY Znajmanjeg opsega ([12], str. 174).

Rjesenje:

Ucenici mogu pretpostaviti da je za dobivanjeze#nog trokutad XY Z potrebno koristiti
metodu zrcalne simetrije kao i u prethodnim primjerima. Stoga konstrukcijicéaal
(pripada daini BC) i V (pripada duaini AC) provodimo na vé poznat nain.

Ucenici mogu u crteu Svjetlosna zraka u trokutu (dodatno).gsyprobati koji je
polozaj tacakaY i Z najpovoljniji tako da troku# XY Zima najmanji opseg. Isprobavanjem
(kao na slici 5.28) cenici mogu zakljaiti nepotpunom indukcijom da je tzani trokut
najmanjeg opsega upravo ordj se vrhoviY i Z podudaraju s konstruiranimt¢kamau
i V.

Ucenici tu tvrdnju mogu i dokazati.

Slika 5.28: Odrdivanje upisanog trokut najmanjeg opsega ako ¢&adX ksna
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Povijesna crtica

Problem trokuta najmanjeg opsega upisanagljasti trokut prvi je predlaio Karl Her-
mann Amandus Schwarz (1843-1921), profesor na npmasveeili stima u Gttingenu
i u Berlinu (slika[5.29). Bio je jedan od najistaknutijih istigaca varijacijskog (in nitezi-
malnog) r@una u devetnaestom stdlje

Slika 5.29: Karl Hermann Amandus Schwarz (1843. - 1921.) ([20])

5.18 Napoleonov teorem

Potrebna predznanja wenika:

- konstrukcija jednakostracmog trokuta kojem je zadana duljina stranica

- svojstva tetivnogetverokuta (osobito poznavanje svojstva da su nasuprotni kutovi tetiv-
nogcetverokuta suplemetarni te obrat te tvrdnje)

- de nicija deltoida

- svojstvo deltoida da su mu dijagonale dasobno okomite

crtez: Napoleonov teorem.gsp

Uvod u problem

Ova aktivnost mee biti provedna kao nastavak razmatranja svojdtavenat-Torricellijeve

tockejer se odnosi na daljnja iszevanja istih geometrijskih odnosa. Metim, ovu aktiv-

nost je mogae provesti neovisno o aktivhostFermat-Torricellijevoj tocki Konstruiramo

li jednakostrargne trokute nad stranicama bilo kojeg trokutacitéemo neke zanimljive
posljedice. Jedna je ta da se sve trizice opisane jednakostranim trokutima sijeku u
istoj tocki koju nazivamadrermat-Torricellijeva tacka. Ta osobita toka trokuta je na slici
[5.30 oznaena slovono.
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Spomenimo jg jedno vano svojstvd-ermat-Torricellijeve tockea to je da je ukupna
udaljenost te toke od vrhova konstruiranih jednakostremih trokuta najmanja moga.
Ta osobita toka trokuta je tako nazvana jer je francuski mateozatiPierre de Fermat
(1601. — 1665.) prvi potaknuo gavanje tog problema u pismu u@nom talijanskom
matemattaru Evangelistu Torricelliju (1608. — 1647.), koji je taj problem isige

U ovoj aktivhosticemo otkriti jas jednu tvrdnju povezanu s konstrukcijom takvog
oblika, acije se otkr€e pripisuje Napoleonu Bonaparteu, poznatom francuskom generalu i
caru ([6], str. 119-121).

Rjesavanje zadanog problema i njemu srodnih problésrao prikazati u obliku heurist-

ickog razgovora iznmdu nastavnika i cenika. Tijekom tog razgovora nastavnigamicima
postavlja pitanja koja patu re eksivno msljenje kod eenika.

Slika 5.30:Napoleonov teorerfpocetni problem)
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Slutnja

Otvori crtez Napoleon (pocetni problem).gspomti tocke u crteu kako bi se dobro upoz-
nao s prikazanim konstruiranim likovima.
Duzinama povei sredstaG, H i | jednakostrarminih trokuta.

1.

P: Pomci bilo koji vrh trokuta4 ABC. Sto primjecujes na trokuttdGHI? Ako je potrebno,
izmjeri i pomici jos neke elemente na crie kako bi potvrdio svoje slutnje.

O: Uocavam da je trokud GHI jednakostrardan (slikg 5.3D).

2.

P: Provjeri svoju pretpostavku iz 1. pitanja za sljeel@osebne stajeve, a potom izreci
Svoja opdanja.

- Trokut4 ABC je tup.

- Tocke A, Bi C pripadaju istom pravcu.

- Konstruirani jednakostraanmi trokuti su okrenuti prema unusagjosti trokuta4 ABC i
medusobno se preklapaju.

O: U svim tim slicajevima trokud GHI i dalje ostaje jednakostrasan.

lzazov

Pokuwsaj dokazati svoju slutnju iz 1. pitanja. Ovoanicima osigurava priliku da pokaju
osmisliti vlastite dokaze.

Uputa:

1) Konstruiraj dzine AQ, BOi COi razmotri njihovu vezu sa stranicama trokdt@H1 .
2) Iskoristi poznata svojstva Fermat-Torricellijeveke.

Ako ,,zaglavs" u daljnjem dokazivanju, pitaj detaljnije upute koje slijede.

Dokaz

U prethodnom dijelu je bilo potrebno otkriti sljecie tvrdnju:,,Ako konstruira jednakos-
tranicne trokute nad svakom stranicom danog trokuta i zatimmduma povees sredsta
tih trokuta, ondaes dobiti jednakostranan trokut.”

Ispod su navedene upute za planiranje ntegudokaza. Pdjivo ih procitaj i primijeni.
Vet smo upoznati €injenicom da se tri krznice opisane trokutu sijeku u jednojcto
(Fermat-Torricellijeva tocka Q. Sadacemo upotrijebiti jedno od svojstava tetivnogtve-
rokuta kako bismo dokazali da mjera svakog unutarnjeg kuta trek@tdl iznosi 60.
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Pritisni tipku kako bi se pokazale dine AO, BO i CO i njihova sjecsta sa stranicama
trokuta4GHI.

Po potrebi pritisni tipku na svom crta kako bi jasnije mogao vidjetietverokute tijekom
odgovaranja na sljeda pitanja. Na kraju mues skriti cetverokute kako criene bi postao

prezamsen (slikd 5.31).

Slika 5.31: Dokazivanj&lapoleonovog teorema

3.
P: Kojoj vrsti cetverokuta pripadeetverokutABDO? Obrazlai svoj zakljucak.
O: CetverokutABDOje tetivni jer kruznica prolazi kroz svaetiri njegova vrha.

4.

P: Sto maes zakljeiti o mjeri kuta\ AOB na temelju odgovora na 3. pitanje? Obrazlo
svoj zakljwcak.

O: Buditi da jecetverokutDBOAtetivan, kutovih AOBi \ ADB su suplementarni. 1z toga
i iz cinjenice da mjera kutaADB iznosi 60 zakljucujemo da vrijedj\ AOB = 120.
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5.

P: Kojoj vrsti cetverokuta pripadeetverokutGBHO? Obrazlai svoj zakljicak.

O: Uocavamo da su diine GB i GO polumijeri kriznice sa sredtem u teki G i da su
duzine HB i HO polumijeri krwznice sa sredtem u taki H. Stoga vrijedijGBj = jGOj i
jHBj = JHOj pa zakljicujemo da jecetverokutG BHOdeltoid.

6.

P: Sto maes zakljiiti o mjeri kuta\ GKO na temelju odgovora na 5. pitanje? Obrazlo
svoj zakljucak.

O: BudLti da vrijedi da su dijagonale deltoida ochesobno okomite, vrijedi GKOj = 90 .

7.

P: Kojoj vrsti cetverokuta pripadeetverokutGOIA? Obrazlai svoj zakljicak.

O: Uocavamo da su diine GO i GA polumijeri kriznice sa sredtem u teki G i da su
dwzine 10 i 1A polumjeri kruznice sa srediem u taki |. Stoga vrijedijGOj = jGA i
jIOj = jIA] pa zakljicujemo da jecetverokutGOI A deltoid.

8.

P: Sto maes zakljciti o mjeri kuta\ GJO na temelju odgovora na 7. pitanje? Obrazlo
svoj zakljucak.

O: BudLti da vrijedi da su dijagonale deltoida chesobno okomite, vrijedi GJG = 90 .

9.

P: Sto maes zakljweiti o kutu\ KGJ cetverokutaG JOK? Obrazlai svoj zakljwcak.

O: Znamo da je zbroj mjera svih unutarnjih kutogatverokuta (pa tako cetverokuta
GJOK ) jednak 360. Stoga vrijedi

j\KGJ=360 90 90 120 =360 j\GKOj j\GJO j\AOB=60:

10.

P: Odgovori na analogna pitanja 3.-9. za svaki od preostala dva kuta trbuHa.

O: Analognim nainom zakljcivanja se mee dokazati da mjera jednog od preostala dva
kuta trokutad GHI iznosi 60 pa iz toga slijedi da mjera preostalog kuta tog trokuta iznosi
takader 60.
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11.
P: Sto na temelju svega toga aes zakljLciti?
O: Zakljucujem da je trokut GHI jednakostrargan.

Formalni dokaz

Pregledaj pitanja 3.-11. Potom svojim gjema napsi strogi dokaz svoje prvobitne slutnje.
Mozes ukljuciti i demostraciju crtea kako bi potkrijepio i objasnio svoj dokaz.

Dodatna istrazivanja

Istrazi sto ce se dogoditi s trokutoMGHI ako nad stranicama trokuteABC smjestimo
medusobno stine trokute.

Ucenici mogu otkriti naredne dvije zanimljive generalizacije:

1. Ako slicne trokute4 DBA, 4BECi 4 ACF konstruiramo nad stranicama bilo kojeg tro-
kuta4 ABC, sredsta opisanih krenica tih triju slcnih trokutaG, H i | su vrhovi trokuta
koji je slican tim trima trokutima.

2. Ako slicne trokute4DBA, 4CBE i 4CFA konstruiramo nad stranicama bilo kojeg
trokuta4 ABC, sredsta opisanih kranica tih triju slicnih trokutaG, H i | su vrhovi trokuta
koji je slican tim trima trokutima.

Uocimo da slcni trokuti u tim dvama generalizacijama imaju ragli orijentaciju.

Ucenike maemo potaknuti na daljnja iszevanja pitaji ih sto se dogda ako su vetiine
kutova\ ADB, \ BECi \ CFA po volji odabrane tako da njihov zbroj iznosi 18MNaime,

to istrazivanje vodi do sljedee generalizacije:

3. Ako trokute4DBA, 4BEC i 4ACF konstruiramo nad stranicama bilo kojeg trokuta
4 ABCtako da vrijedi\ ADBj+ \ BECj+ \ CFAj = 180, onda se krmnice opisane troku-
tima4DBA, 4BECi 4ACF sijeku u jednoj taki, a sredstaG, H i | tih opisanih krznica
su vrhovi trokuta, prcemu vrijedi\ IGH] = \ ADBj, A\GHIj = A\ BEG i \HIG] = \ CFA,.

Formalan dokaz

Ovu trecu generalizaciju mzemo dokazati na analoganairakao i u prethodnom primjeru
s jednakostracnim trokutom.

Dokaz. Naprimjer, konstruirajmo krznice opisane trokutimd ADB i 4BEC. Tocke u
kojima se one sijeku sB i O. Poveemo li tacku O s vrhovimaA, B i C, uccit cemo da
vrijedi \ BOCj= 180 j\BE(,)\AOB =180 j\ADBij\BO( =180 j\BEG.
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\AOG =360 (j\ BOG +j\ AOB
=360 (180 j\BEG+180 j\ADBj)=/\BEG+)\ADBj=180 j\CFA

Dakle, kutovi\ BOCi \ CFA su suplementarni pa stogacka O pripada kraznici opisanoj
trokutu 4AFC. Buditi da su daine GH, HI i GI okomite na pripadajte tetiveOB,
OC i OA (redom), slijedi da sSWKGJ, OKHL i OLIJ tetivni cetverokuti. Stoga je kut
\ HIG suplementaran kutuAOC. Analognim zakljwivanjem dobivamo da je KMCFA
suplementaran kutuAOC. Dakle, vrijedi\ HIG] = \CFA. Slicno zakljicujemo da
vrijedi \ IGHj = \ ADBji \ GHIj = \ BEC,.

Napomenimo da su prva i druga generalizacija (koje govorecoisti trokutima) pojed-
nostavljeni, odnosno specijalni siajevi tre€e generalizacije.

Druga zanimljiva inaica ve& navedene prve generalizacije je dana uzertdapoleon (4.
generalizacija-opcenito).gsp

4. Ako slicne trokute4DBA, 4BEC i 4ACF konstruiramo nad stranicama bilo kojeg
trokuta4 ABC i ako tocke P, Q i R odaberemo tako da su srejene u istom polkmaju u
odnosu na ta tri stina trokuta, onda su ¢ke P, Q i Rvrhovi trokuta koji je takder slcan
navedenim trima trokutima.

Slika 5.32: Jedna od generalizadjapoleonovog teorem@rtocentri)
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Naprimjer, slika 5.32, odnosno ceéapoleon (4. generalizacija-ortocentar).gsp
prikazuje da su odgovardjuortocentri sicnih trokuta zapravo vrhovi trokuta koji je eéin
trima vanjskim trokutima. Stino tome, odgovaraga tezista i sredsta kriznica upisanih
slicnim trokutima su takaer vrhovi slcnih trokuta.

Povijesna crtica

Napoleon Bonaparte (1769. - 1821.), francuski vojni strateg, vojskoveladar, je jako
uzivao u matematici, a osobito u geometriji. Bio je ugae u bavljenju matematikom.
Izgleda da je otkrio i dokazao tvrdnju koju smo razmatrali kaocgtoi problem, a koja
je po njemu i nazivan&lapoleonov teoremiskaz tog pouka glasi:,,Ako se nad strani-
cama trokuta prema van (ili pak prema unutra) konstruiraju jednakostignokuti, onda
su sredsta tih trokuta vrhovi jednakostrammog trokuta“ ([5]). O tome koliko je cijenio
matematiku govori njegova misagNapretkom i usaswwavanjem matematike uvjetovano je
blagostanje drave” ([34]).






Bibliogra ja

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]
[7]
[8]
[9]

A. Cizmesija, Ideje vodilje u nastavi matematike na primjeru elementarnog optimi-
ranja, materijali s predavanja na kolegiMetodika nastave matematike Bagreb,
2013/2014.

A. Cizmssija, Poucavanje i ucenje matematike rjesavanjem problemskih zadataka
materijali s predavanja na kolegijimidetodika nastave matematike 3 ,i Zagreb,
2013/2014.

A. Cizmesija, Prva domaca zadaG#olegij Metodika nastave matematikeZagreb,
travanj 2014.

A. Cizmesija, Raditi, uciti i razumjeti matematikumaterijali s predavanja na kolegiju
Metodika nastave matematikeZagreb, 2012.

B. Dakic, N. Elezove, Udzbenici i zbirke zadataka iz Matematike za sva cetiri raz-
reda gimnazijeElement, Zagreb

M. D. de Villiers, Rethinking progfKey Curriculum Press, 2003.

Z. Kurnik, Heuristicka nastavaMatematika iskola 34 (2006), 148-153.
Z. Kurnik, Heuristicki razgovor Matematika iskola 37 (2006), 52-56.
Z. Kurnik, Matematicki zadatakMatematika iskola 7 (2000), 51-58.

[10] Z. Kurnik, Metoda razlikovanja slucajeyaatematika iskola 21 (2003), 4-10.

[11] Z. Kurnik, Nacelo problemnostiMatematika iskola 14 (2002), 148-152.

[12] Z. Kurnik, Posebne metode rjesavanja matematickih probleBement, Zagreb,

2010.

[13] Z. Kurnik, Problemska nastayaMatematika iskola 15 (2002), 196-202.

[14] Z. Kurnik, Zadaci s vise nacina rjesavanjaiMD, Zagreb, 2004.

129



130 POGLAVLJE 5. RISAVANJE GEOMETRIJSKIH PROBLEMA

[15] G. Polya, Kako tu rijesiti matematicki zadatalSkolska knjiga, Zagreb, 1956.
[16] G. Polya, Matematicko otkriceHMD, Zagreb, 2003.

[17] skupina autora u redakciji Vladimira Filipda, Filozo jski rjecnik, Nakladni zavod
Matice hrvatske, Zagreb, 1989.

[18] Z. Bjelanovt Dijanic, Ucenje istrazivanjem u GeoGebri po modelu Georga Pplya
dostupno na
http://bib.irb.hr/datoteka/522342.i1strazivanje_Polya GGB_MiS.pdf
(lipanj 2014.)

[19] L. Carroll, Alice's Adventures in Wonderlandostupno na
http://www.gutenberg.org/files/11/11-h/11-h.htm (veljaca 2015.)

[20] J. J. O'Connor, E. F. Robertsortiermann Amandus Schwarzostupno na
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Schwarz.htmi (ve-
ljaca 2015.)

[21] Quotes for Bros19 Jack Sparrow Quotes about Lif#ostupno na
http://www.quotesforbros.com/19-jack-sparrow-quotes-life/ (veljaca
2015.)

[22] G. RecintoAnatomy of a Good Math Teachelostupno na
http://geraldrecinto14.blogspot.com/ (veljaca 2015.)

[23] E. RondaMath Knowledge for Teaching Additipdostupno na
http://math4teaching.com/2012/05/12/
math-knowledge-for-teaching-counting-cubes/ (veljaca 2015.)

[24] A. H. SchoenfeldExplicit Heuristic Training as a Variable in Problem-Solving Per-
formance Journal for Research in Mathematics Education, Vol. 10, No. 3 (May,
1979), 99. 173-187, dostupno hé#p://www.jstor.org/stable/748805 (stu-
deni 2012.)

[25] A. H. SchoenfeldPolya, Problem Solving, and EducatioMathematics Magazine,
Vol. 60, No. 5 (Dec., 1987), 99. 283-291, dostupno na
http://www.|stor.org/discover/10.2307//26904097sid=
21105682505653&uid=4&uid=3738200&uid=Zstudeni 2012.)

[26] S. Silverstein, Changing Perspective: A New Look At Old Problems
dostupno na http://www.smashingmagazine.com/2012/09/03/
changing-perpective-new-look-old-problems/ (veljaca 2015.)



5.18. NAPOLEONOQOV TEOREM 131

[27] Aleksandar Veliki dostupno na |http://www.moljac.hr/biografije/
aleksandar_veliki.htm | (veljaca 2015.)

[28] Citati iz Ima Pirati s Kariba: Nepoznate plime (2011.), dostupndtip://www.
imdb.com/title/tt1298650/quotes (veljaca 2015.)

[29] Drzavna matura iz Matematike, sk. g. 20P@11., ljetni rok, visa razina (A),
30. zadatakdostupno néttp://www.ncvvo.hr/drzavnamatura/web/public/
dmllljeto (veljaca 2015.)

[30] George Pélya Quotes and Sayingsstupno nhttp://meetville.com/quotes/
author/george-polya/pagel |(veljaca 2015.)

[31] Hrvatska enciklopedija - onlinedostupno néhttp://www.enciklopedija.hr/
(listopad 2014.)

[32] Hrvatski jezicni porta] dostupno nahttp://hjp.novi-liber.hr/ (listopad
2014.)

[33] Hrvatski obiteljski leksikondostupno néttp://hol.lzmk.hr/ (listopad 2014.)

[34] Izreke matematicara i izreke 0 matematici
dostupno nénttp://www.halapa.com/izreke.htm (listopad 2014.)

[35] Matematicke izreke dostupno nahttp://www.croatianhistory.net/mat/
izreke.html | (lipanj 2014.)

[36] Nacionalni okvirni kurikulum za predskolski odgoj i obrazovanje te opte obvezno i
srednjoskolsko obrazovanje dostupno na http://www.azoo.hr/images/
stories/dokumenti/Nacionalni_okvirni_kurikulum.pdf (srpanj 2014.)

[37] Onionesque Reality: Quotesdostupno nahttps://onionesquereality.
wordpress.com/quotes/ | (veljaca 2015.)

[38] Opcinsko-gradsko natjecanje iz matematike ucenika srednjih skola Republike
Hrvatske, 1. razred, 4. zadata$6. ozujka 1998.), dostupno nattp://www.
antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
(sijecanj 2015.)

[39] Proleksis enciklopedija - onlinelostupno néttp://proleksis.lzmk.hr/ (listo-
pad 2014.)



[40] The Dolph Briscoe Center for American History: Mathematician George Polya
at the International Conference on Mathematical Education (ICME€&stupno
na http://www.cah.utexas.edu/db/dmr/image Ig.php?variable=e_math
01150 (sijecanj 2015.)

[41] Thomas Edison - citati, izreke, misli.dostupno ndnttp://izreka.com/index.
php/osobe/168-thomas-edison-citati-izreke-misli (veljaca 2015.)

[42] To Teach Your Students How to Solve Probletiostupno néattp://pred.boun.
edu.tr/ps/ | (sijecanj 2015.)

[43] Zupanijsko natjecanje iz matematike ucenika osnovnih skola Republike Hrvatske,
8. razred, 5. zadatak(8. travnja 2005.), dostupno néhttp://www.
antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-OS.htm
(sijecanj 2015.)



Sazetak

U ovom diplomskom radu pra@avaju se strategije igavanja problemskih zadataka u nas-
tavi matematike, s posebnim naglaskom na geometrijske probleme. Rad je podijeljen na
pet poglavlja, a svako poglavlje se sastoji od nekoliko potpoglavlja. U prvom poglaviju
se bavimo matematkim problemima, heuristikom te problemskom i heudktim nasta-
vom. U drugom poglavlju istraujemo kako neki od obrazovnih dokumend@é3Ai NOK)
razmatraju pitanja postavljanja i gavanja problema te primjenu tehnologije u nastavi ma-
tematike. U tréem poglavlju proozavamo doprinos matemesira i matematkog eduka-
tora Georga Blye razvoju metodike rgavanja problemskih zadataka. U tom poglavlju
takader analiziramo cetiri Polyina koraka, tj. temeljne etape pri si@vanju svakog pro-
blema. Ucetvrtom poglavlju upoznajemo razne strategije kojima ssaxjaju problemski
zadatci. Nadalje, utdujemo vanost i cinkovitost poznavanja tih strategija tijekom pos-
tupka rjesavanja. U zadnjem, petom poglavljusgamo geometrijske probleme patno
opisanih metoda i predtamo mogae naine njihove implementacije, uz odgovaraju
tehnologiju, u nastavi matematike.






Summary

This thesis examines the strategies of problem solving in mathematics education, with spe-
cial emphasis on geometric problems. Thesis is divided into ve chapters, and each chapter
consists of several sections. In the rst chapter we deal with mathematical problems, he-
uristics, problem-based and heuristic-based learning. In the second chapter we investigate
how the educational documentBISA and NOK) deal with construction and solving of
mathematical problems and with the application of technology in mathematics education.
In the third chapter we study the important role of mathematician and mathematical edu-
cator George #lya in development of methodology of problem solving. In this chapter
we also nd Polya's four steps, i.e. four basic principles of problem solving. In the fo-
urth chapter we introduce various problem solving strategies. Furthermore, we determine
the importance and ectiveness of knowing these strategies while solving problems. In
the nal, fth chapter we solve geometric problems using the described methods and sug-
gest possible ways of their implementation, with appropriate technology, in mathematics
education.
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