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Uvod

U ovom diplomskom radu definirat ¢emo dekompozicijske prostore te proucavati neka
njihova svojstva.

Da bismo to napravili, u prvom poglavlju, prvo definiramo topologiju i topoloske pros-
tore. U drugom poglavlju definiramo 1 prouc¢avamo razne dekompozicijske prostore te se
takoder, bavimo 1 Hausdorffovim prostorima. U zavrSnom, tre¢em poglavlju, prou¢avamo
poseban slucaj dekompozicijskog prostora kojeg nazivamo kvocijentni prostor, tocnije
kvocijent topoloSkog prostora i skupa. Takoder, u ovom se poglavlju bavimo i dekom-
pozicijskim preslikavanjem te vezom s kompaktnoScu.

U ovom diplomskom radu svi su pojmovi precizno definirani, a dokazi tvrdnji su ma-
tematiCki precizno utemeljeni.






Poglavlje 1

Topoloski prostori

1.1 Topologija

Neka je X skup. Za ¥ kaZzemo da je familija podskupova od X ako je # skup Ciji su
elementi podskupovi od X. Skup svih podskupova od X zovemo partitivni skup od X 1
oznacavamo P(X).

Naravno, £(X) je jedna familija podskupova od X.

Nadalje, vrijedi da je ¥ familija podskupova od X ako i samo ako je ¥ podskup od P(X).

Neka je X skup, # familija podskupova od X, te A neprazan skup. Za S kazemo da je
indeksirana familija elemenata od ¥ ako je S funkcija ¢ija je domena jednaka A, te takva
da za svaki @ € A vrijedi da je S, € ¥. Funkciju § oznatavamo i sa (S ,)qea-

Ako kaZzemo da je (S ,)qecq indeksirana familija podskupova od X, to znaci da je (S ,)aea
indeksirana familija elemenata od P(X).

Uocimo, ako je (S ,)eea indeksirana familija elemenata od ¥, gdje je # familija pod-
skupova od X, onda je (S ;)ses indeksirana familija podskupova od X.
Ako je (S 4)aea familija podskupova od X, onda definiramo

USQ:{xeXl(EIaeA)xeSa} i ﬂSa:{xeXl(VaeA)xeSa}.

acA acA
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Definicija 1.1.1. Neka je X skup te neka je T familija podskupova od X takva da vrijede
sljedeca svojstva:

1. 0.XeT,

2. ako je (Uy)aen indeksirana familija elemenata od T, onda je

UUQET,

€A

3. akosu U,V e€T,ondajeUNV eT.
Tada za T kaZemo da je topologija na X, a za (X, T") kaZemo da je topoloski prostor.

Primjer 1.1.2. Neka je X skup. Tada je P(X) topologija na X. Za P(X) kaZemo da je
diskretna topologija na X.

Primjer 1.1.3. Neka je X skup. Tada je {0, X} topologija na X. Za {0, X} kaZemo da je
indiskretna topologija na X.

Primjer 1.1.4. Neka je T = {0,{1},{1,2}}. Tada je T topologija na {1,2}.
Naime, ocito je 0,{1,2} € T. Pretpostavimo da je (U,)qca indeksirana familija eleme-
nata od T .

1° Jay € A takva da je U,, = {1,2}. Tada je

UUQ:{l,Z}eT.

acA

2° Aay € A takva da je U, = {1,2}. Tada je U, = 0 ili U,={1} za svaki a € A.

2.1° day € A takva da je U,, = {1}. Tada je

Uuaz{l}e'r.

€A

2.2° fay € A takva da je U,, = {1}. Tada je U, = 0 za svaki a € A, pa je

UU(,:(Z)G‘T.

Nadalje, ocitoje UNV € T, zasve U,V € T.
Prema tome, T je topologija na {1,2}.
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Napomena 1.1.5. Neka je X skup te neka je ¥ familija podskupova od X takva da za
sve U,V € F vrijedi U UV € F. Tada za svaki n € N i sve Uy,...,U, € F vrijedi
U u.uU,e¥F.

Ovo se dobiva indukcijom po n.

Zan = 1 tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Neka su Uy, ...,U,;1 € F.

Imamo U, U ..U U, = (U V..U U,) U U,,. Prema indukcijskoj pretpostavci vrijedi
U, VU..UU, € ¥, pa zbog svojstva familije ¥ vrijedi (U; U...UU,) U U,y € F, tj.
Uu...ulU, € F.

Dakle, tvrdnja vrijedi zan + 1.

Zakljucak: tvrdnja vrijedi za svaki n € N.

Propozicija 1.1.6. Neka je F konacna familija podskupova od X takva da za sve U,V € F
vrijedi U UV € F. Neka je (U,)aen indeksirana familija elemenata od F . Tada je

UUQET.

Dokaz. Nekaje U ={U, | @ € A}. Tada je U C F, pa je U konacan skup. Stoga postoje
neNiV,.,V, e Utakvidaje U = {V,,...,V,}. Ocito su Vi, ...,V, € F, pa je prema
dokazanom V,; U ..UV, € ¥. Imamo {Vi,...,V,} = U = {U, | @ € A}, paslijedi da je

VIU...UVH:UUQ.
acA

Prema tome,

UU(,E(F.

a€cA
O

Primjer 1.1.7. Neka je X = {1,2, 3,4} te neka je T = {0, {1},{1,2},{1,2,3}, X}. Ocito su
0,X e T tejeocitodajeUUV €T iUNV €T, zasve U,V € T . Iz prethodne napomene
slijedi da je T topologija na X.

Propozicija 1.1.8. Neka je (X,T) topoloski prostor. Neka je n € N te neka su Uy, ...,U, €
7. TadajeU,N..NU,€T.

Dokaz. Ovo lako dobivamo indukcijom po n. |

Definicija 1.1.9. Neka je (X, T") topoloski prostor te U C X. KaZemo da je U otvoren skup
u topoloskom prostoru (X,7") ako je U € T .

Dakle, 7~ je skup svih otvorenih skupova u (X, 7).
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Definicija 1.1.10. Neka je (X,7T") topoloski prostor te F C X. KaZemo da je F zatvoren
skup u topoloskom prostoru (X, T") ako je F otvoren skup u (X, 7). (F¢ = X\F).

Primjer 1.1.11. Neka je X = {1,2,3,4} te neka je T = {0,{1},{1,2},{1,2,3},X}. Da li je
{2} zatvoren skup u (X, 7)?

Imamo {2}¢ = {1,3,4}, a {1, 3,4} nije otvoren u (X, 7). Prema tome, {2} nije zatvoren
skup u (X, 7).

Uoc¢imo da {2} nije ni otvoren skup u (X, 7).

Primjer 1.1.12. Neka je X skup te U bilo koji podskup od X. Tada je U i otvoren i zatvoren
skup u topoloskom prostoru (X, P(X)).

Primjer 1.1.13. Neka je X skup. U topoloskom prostoru (X, {0, X}) jedini otvoreni skupovi
su (i X, ato suujedno i jedini zatvoreni skupovi u tom prostoru.

Propozicija 1.1.14. Neka je (X, T") topoloski prostor.
1. 0, X su zatvoreni skupovi u (X, 7).

2. Neka je (Fy)aen indeksirana familija zatvorenih skupova u (X, 7). Tada je

N

zatvoren skup u (X, 7).
3. Neka su U,V zatvoreni skupovi u (X, 7). Tada je U UV zatvoren skup u (X, T).
Dokaz. 1. Tvrdnjaslijediiz0° = X i X = 0.

2. Tvrdimo da je

[ﬂ FQ)C: UFQC. (1.1)

€A €A

To zakljucujemo iz sljedecih ekvivalencija:

xe[ﬂFa]ccwceémFa

acA a€cA
©xeX 1 dap € A takvada x ¢ F,,

& dap € A takvadaje x € F,,°

S xe€ UFQC.

€A
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Za svaki a € A skup F, je zatvoren, pa je stoga za svaki a € A skup F,¢ otvoren.
Iz ovoga slijedi da je
F

acA

otvoren skup. Dakle, prema (1.7))
acA
je otvoren skup pa zakljuCujemo da je
() Fa
a€A

zatvoren skup.

3. Vrijedi
uv)-=UnVve (1.2)

Naime,
xe(UUuWV)sex¢g(UUYV)

SxeXi1x¢eUixegV
oxelUixeViexeUNVe.

Iz (1.2) slijedi daje (U U V)¢ otvoren skup kao presjek dva otvorena skupa.
Prema tome, U U V je zatvoren skup.
]

Napomena 1.1.15. Ako je (X, T") topoloski prostor, n € N te Fy, ..., F, zatvoreni skupovi u
(X,T), onda je F1U...UF, zatvoren skup u (X, 7"), sto lako slijedi iz prethodne propozicije.
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1.2 Baza topologije

Definicija 1.2.1. Neka je X skup, T topologija na X te neka je B familija podskupova od
X koja ima sljedeca svojstva:

1. BCT,

2. svaki neprazan element od T~ se moZe napisati kao unija nekih elemenata od B, tj.
ako je U € T, U # 0, onda postoji indeksirana familija (B,)qca elemenata od B

takva da je
U=|J8.

a€A
Tada za B kaZemo da je baza topologije T .

Primjer 1.2.2. Neka je 7 = {0,{1},{2},{1,2},{1,2,3}}. Tada je T topologija na skupu
{1,2,3}). Jasno je da je presjek bilo koja dva elementa iz T opet u 7. Buduci da je T
konacna familija, dovoljno je provjeriti da je unija bilo koja dva elementa iz T opet u T,
a to ocito vrijedi. Neka je B, = {{1},{2},{1,2,3}}. Tada je B, baza topologije T . Familija
B, = {{1},{2},{1,2},{1,2,3}} je takoder baza topologije T .

Nadalje, sam T je baza topologije T .

Napomena 1.2.3. Uoc¢imo da opcenito, ako je T topologija na skupu X, T je baza topo-
logije T .

Primjer 1.2.4. Neka je X skup, te neka je B = {{x} | x € X}. Tada je B baza topologije
P(X).
Naime, ocito je da je B C P(X), s druge strane, ako je S € P(X), S # 0, onda je

S:U{x}.

xeS



Poglavlje 2

Dekompozicijski prostori

2.1 Dekompozicijska topologija

Definicija 2.1.1. Neka je X neprazan skup te neka je ¥ familija podskupova od X koja ima
sljedeca svojstva:

1. za svaki A € F vrijedi A # 0,
2. ako suA,B € F takvidaje A # B, onda je AN B =0,

Ja=x.

AeF

3.

Tada za F kaZemo da je particija skupa X.

Primjer 2.1.2. Neka je X = {1,2,3,4,5,6,7} te neka su ¥, = {{1,2,3},{4,5},{6,7}},
Fr =1{{1,2,3,4},{3,5,6},{7}} i F3 = {{1,2,3},{4,5,6}}. Tada je F, particija od X, a F» i
F3 nisu particije od X.

Propozicija 2.1.3. Neka je (X,T") topoloski prostor te neka je & particija skupa X. Neka
je A skup svih podskupova G od F takvih da je

Tada je A topologija na F .

Dokaz. 1. Imamo
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dakle 0 € A.
Nadalje,
FCF i U A=XeT,
AeF
paje F € A.

. Neka je (G));c; indeksirana familija elemenata od A. Zelimo dokazati da je

Ug,-eA.

ieJ
Buduéida je G; C F zasvakii € J,imamo da je | G; C ¥ . Nadalje, vrijedi

U A:U(UAJ. 2.1)

A€Uics Gi ieJ \AeG;

xEUA.

A€Uies Gi

Dokazimo (2.1]) . Neka je

Tada postoji

takav da je x € Ay. Buduci da je

Stoga je

Obratno, neka je
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Tada postoji iy € J takav da je

ieJ
stoga je
X € U A.
AeUies Gi
Time je (2.1) dokazana.

Zai € Jneka je

Ui:UA.

Aeg;

Bududi da je G; € A, imamo da je U; € 7. Dakle, (U;),c; je indeksirana familija
elemenata od 7. Buduci da je 7 topologija, vrijedi

UU,-e‘i'.

ieJ
No, prema (2.1)) vrijedi
U A = U U,‘.
A€Uies Gi ieJ
Dakle,
U AeT.
A€Uies Gi
Prema tome,
U Qi € A.
ieJ

3. NekasuG,H € A. Imamo G,H C F,pajeGNH CF.
Vrijedi
U A:[UA]Q(UA]. (2.2)
AeGNH AeG AeH
X € U A,

AegNH

Naime, ako je
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onda postoji Ag € G N H takav da je x € Ay.
Slijedi Ag € GiAg € H,paje

erA ixe UA.

AeG AeH

Stoga je
X%UA(WUA.
AeG AeH

Obratno, neka je

x%UA(wUA.

AeG AeH
Tada je
x € UA ixe U A.
AcG AeH

Stoga, postoji Ay € G takav da je x € A te takoder postoji A; € H takav da je
x € A;. Iz ovoga slijedi da su Ag,A; € F. Stoga, kada bi vrijedilo Ay # A; imali
bismo Ay N A; = 0 no, to nije moguce jer je x € Ag N Aj.

Prema tome, Ay = Ay, dakle Ag e GiAg € H,tj. Ay € GNH, paje

Time smo dokazali da vrijedi (2.2).
Buduéi da su G, H € A, vrijedi

UAeTi UAG‘T,

AeG AeH
stoga je
(UA] M [U A] €T,
AeG AeH
pa je prema (2.2))
U AeT
AeGNH

Dakle, G N‘H € A.
Time smo dokazali da je A topologija na ¥ .
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Definicija 2.1.4. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je F particija skupa X. Neka je
A skup svih podskupova G od F takvih da je

UAGT.

Tada za A kaZemo da je dekompozicijska topologija na F odredena topologijom T, a za
topoloski prostor (F, A) kaZemo da je dekompozicijski prostor (odreden topologijom T ).

Uocimo da je prema prethodnoj propoziciji dekompozicijska topologija zaista topologija.

Primjer 2.1.5. U prethodnom smo dokazu dobili da vrijedi relacija 2.2)), pri cemu su
G i H bile podfamilije neke particije od X. DokaZimo da jednakost (2.2) opcenito ne
vrijedi za bilo koje familije podskupova G i H od X. Uzmimo X = {0,1,2},G = {{0,1}} i
H ={{1,2}}.

Tada je G NH =0, pa je

L a=o.

AegNH
S druge strane, imamo
UA:{O,I} i UA:
AeG AeH
pa je
[UA)H{U A) —{0,1)N{1,2} = {1}.
AeG AeH

Prema tome, jednakost (2.2)) ne vrijedi za sve G i H.

2.2 Primjeri dekompozicijskih prostora

Primjer 2.2.1. Neka je X = {1,2,3} te neka je T = {0,{1},{1,2,3}}. Tada je T topologija
na X. Neka je ¥ = {{1,2},{3}}. Neka su G, = {{1,2}},G> ={{3}},G3 =0i G4 = F. Tada
su G, G, Gs i G4 podskupovi od F .

Imamo
Ja=t2e¢7,( Ja=031¢7,

AeG AeGr
UA:(Z)ET i UA:XGT.
A€Gs A€Gy

Prema tome, G3 i Ga su elementi dekompozicijske topologije na ¥ odredene s T, tj.
{G3, G4} je dekompozicijska topologija na F .
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Uocimo da je to indiskretna topologija na . ({Gs, G4} = {0, F}).

Nadalje, neka je ¥’ = {{1},{2,3}). Tada je F' takoder particija od {1,2,3}, a svi
podskupovi od F' su
{14, 42,380,977 i 0.

Unije elemenata ovih podskupova su redom
{1},{2,3},{1,2,3} i 0,

a od ovih skupova su prvi, treci i Cetvrti elementi od T . Iz ovoga slijedi da su {{1}},F" i 0
svi elementi dekompozicijske topologije na ¥’ odredene s T .

Propozicija 2.2.2. Neka je (X, T") topoloski prostor, neka je F particija od X te neka je A
dekompozicijska topologija na .

1. Ako je T diskretna topologija na X, onda je A diskretna topologija na .
2. Ako je T indiskretna topologija na X, onda je A indiskretna topologija na F.

Dokaz. 1. Pretpostavimo da je 7~ diskretna topologija na X. Zelimo dokazati da je
A = P(F). Jasno je da je A € P(F) prema tome, dovoljno je pokazati da je svaki
G C F element od A.
Nekaje G C F.Zasvaki A € G vrijedi A € F,paje A C X. Stoga je

Jacx 4. | JaeT

AeG AeG

jerje 7 = P(X). Stoga je G € A.
Prema tome, A = P(¥), Sto znaci da je A diskretna topologija na 7.

2. Pretpostavimo da je 7 indiskretna topologija na X dakle, 7~ = {0, X}.
Zelimo dokazati da jeA={0,7}.
Imamo da su @, 7 € A jer je A topologija na ¥ prema tome, {0, F} C A.
Dokazimo sada da je A C {0, F}.
Neka je G € A. Pretpostavimodaje G # 01 G # . Odaberimo Ay € G. Nadalje,
postoji B € ¥ takav da B ¢ G. Imamo A € F, pa je Ay # 0 jer je ¥ particija od X.
Odaberimo x € Ay. Tada je

Sto znaci da je
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Nadalje, iz B € ¥ slijedi da je B # 0. Odaberimo y € B. Jasno je dajey € X.

Tvrdimo da
yé U A.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji A € G takavdajey € A. Imamo B ¢ G i
A € G iz Cegaslijedi da je A # B. 1z ovoga, i Cinjenice da su A, B € ¥ slijedi da je
AN B = 0. No, to je u kontradikciji s ¢injenicom dajey € Biy € A. Dakle,

AeG
Ovo povlaci da je
U A+X
AeG
Dakle,
Jazoi [ Jazx
AeG AeG
pa

Jagwo.xy, 4. | JaeT.

AeG AeG

Ovo je u kontradikciji s tim da je G € A.
Pretpostavka daje G # 0 1 G # F nas je dovela do kontradikcije, pa zaklju€ujemo
dajeG=0iliG=7,4.G{0,7}.
Dakle, A C {0, ¥} i time smo dokazali da je A = {0, ¥}, tj. A je indiskretna topolo-
gijana .

]

Primjer 2.2.3. Neka je T = {0,{1},N}. Tada je T topologija na N.

Neka je P skup svih parnih brojeva iz N, a N skup svih neparnih brojeva iz N. Neka
je F = {P, N}. Ocito je & particija od N. Neka je A dekompozicijska topologija na ¥
odredena s 7. Sve podfamilije od F su

0,{P},{N} i F,
a unije svih elemenata tih familija su redom
O, P, N i N.

Iz ovoga slijedi da je A = {0, F}.
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Primjer 2.2.4. Neka je T ={U CR |0 € U} U {0}. Tvrdimo da je T topologija na R.
Ocito je T familija podskupova od R.
1. Ocitosu®, ReT.

2. Pretpostavimo da je (U,) s indeksirana familija elemenata od T .

1° Postoji ay € A takva da je U,, € {U CR | 0 € U}. Tada je 0 € U,, pa je

Prema tome,

2° Ne postoji ay € A takva da je U,, € {U CR |0 e U}, pa je U, € {0}, za svaki
a € A. Dakle, U, = 0 za svaki a € A, pa je

UU(,:(Z), t. UU(,ET.

a€A a€A
3. NekasuU,V € T.

1°U=0iliV=0TadajeUNV =0,pajeUNV eT.
2°U#0iV+#0. Tadaje0e UiOeV,paje0cUNV, . UNVeT.

Zakljucak: T je topologija na R.

Primjer 2.2.5. Neka je ¥ = {Q, R\Q}. Ocito je ¥ particija od R. Neka je A dekompozi-
cijska topologija na F odredena topologijom T iz primjera[2.2.4]
Svi podskupovi od F su

{Q,{R\Q}, 7 i 0,

a unije njihovih elemenata su redom
Q R\Q R i 0.
ImamoQ e T.R\Q ¢ T .ReT i0 T, paje

A ={Q}, 7,0}
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Primjer 2.2.6. Neka je T familija skupova iz primjera Neka je A = (—c0,—1),
B[-1,1]1i C = (1,0). Neka je F = {A, B, C}. Tada je F particija od R. Neka je A
dekompozicijska topologija na ¥ odredena topologijom T . Svi podskupovi od F su

{A},{B},{C},{A,B},{A,C},{B,C},{A,B,C} i 0.
Unije njihovih elemenata su redom
A¢T,BecT,C¢T,AUBeT,AUC¢T,BUCeT,AUBUCET i0eT.
Prema tome, dekompozicijska topologija A na ¥ odredena topologijom T je jednaka
A ={{B},{A,B},{B,C},{A,B,C},0}.

Primjer 2.2.7. Neka je T familija skupova iz primjera Neka je F particija od R.
Tada postoji (jedinstveni) element od ¥ koji sadrZi 0, oznacimo ga s Ag. Dakle, Ay € F i
0 € A. Neka je A dekompozicijska topologija na ¥ odredena topologijom T . Tvrdimo da

je
A={GCF |AyeG}U{0}. (2.3)

UAGT.

AeG

L Ja=o.

AeG
Tada je G = 0 (kada bi vrijedilo G # 0, postojao bi B € G, pa bi vrijedilo

UA;t(Z)

Neka je G € A. Tada je

10

jer je B # 0, posto je B € F).
20

Tada je

jer je

Tada postoji B € G takav da je 0 € B. Iz toga slijedi da je B = Ay.
Prema tome, Ay € G.
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Ovim smo dokazalida je A C{G C F | Ag € G} U {0}.
Obratno, ocito je {0} € A. Pretpostavimo da je G C F takav da je Ay € G. Zelimo dokazati
dajeG C A. Imamo 0 € Ayi Ay € G, pa je

stoga je

Dakle, G € A i time smo dokazali da vrijedi (2.3)).

Lema 2.2.8. Neka je F particija nekog skupa X. Pretpostavimo da je G C F takav da je

| Ja=x.

AeG
Tada je G = F.

Dokaz. Neka je B € ¥. Odaberimo x € B (takav sigurno postoji jer je B neprazan skup).
Vrijedi x € X, pa je
X € U A,

tj. postojiA € Gtakavdajex € A. Imamo A € ¥ (jerjeGC F),BeFix€ ANB,pa
zaklju¢ujemo da je A = B. Prema tome, B € G.
Time smo dokazali da je ¥ C G, pa slijedi tvrdnja leme. m|
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Primjer 2.2.9. Neka je T ={U CR | U C N} U{R}. Tada je T topologija na R.
1. Ocitosu O,R € 7.

2. Neka je (Uy),en indeksirana familija elemenata od T. Zelimo dokazati da je

UUae‘]'.

1° Postoji ay € A takva da je U,,, = R. Tada je

hﬁ@:R,

€A

UaﬁT.

a€cA

2° Za svaki a € A vrijedi U, € {U CR| U CN}. Stoga, za svaki a € A vrijedi
U, C N, pa slijedi da je
| Ju. e

a€cA

UUQGT.

3. Neka su U,V € T. Akoje U CNiliV C N, ondajeUNV CN, tj UNV € T.
Inace, vrijedi U =R iV =R, pajeUNV =R, dakle UNV € T.

pa je

Prema tome,

Neka je A = (—o0,—1),B = [—1,1]i C = (1, 0) te neka je ¥ = {A, B,C}. Tada je &
particija od R. Neka je A dekompozicijska topologija na ¥ odredena topologijom T .
Svi podskupovi od F su

{A},{B},{C},{A, B} ,{A,C},{B,C},{A,B,C} i 0.

Unije njihovih elemenata su redom

A¢T,B¢T,C¢T7,AUB¢T,AUC¢T,BUC¢T,AUBUCET i0eT.

Prema tome, A = {{A, B,C},0}, tj. A ={F,0)}.
Nadalje, neka su P ={2n|n € N}i N = {2n — 1 | n € N} te neka je

F' ={P, N, (—o0,1),(1,2),(2,3),(3,4),...},
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ti. ¥ ={P, N, {(—oo, 1)} U{(n,n+ 1) | n € N}.

Uocimo da je F' particija od R.
Neka je A" dekompozicijska topologija na ¥ odredena topologijom T . Tvrdimo da je

AI:{Q, T’,{P},{N},{P,N}}

Vrijedi 0, ¥',{P},{N},{P,N} € A’ jersu®, R, P, N, NeT.
Obratno, neka je G € N'. Tada je
U AeT,

AeG
pa je
UAgN ili UA:R.
AeG AeG
Ako je
U A=R,
AeG

onda iz Cinjenice da je G C F' i leme slijedi da je G = 7.
Ako je
| Jacn,

onda je jasno da (—co,1) ¢ Gi{(n,n+1) ¢ G za svaki n € N. Buduci da je G C ¥,
zakljucujemo daje G C{P,N}, tj. G=0iliG = {P}iliG = {N}ili G = {P, N}.
Time smo dokazali da je A = {0, F',{P},{N},{P,N}}.

2.3 Hausdorffovi prostori

Definicija 2.3.1. Za topoloski prostor (X, T") kaZemo da je Hausdorffov ako za sve x,y € X
takve da je x # y, postoje otvoreni skupovi U i V u (X, T") takvi da je

xeU yeViUnNV=0.

Primjer 2.3.2. Pretpostavimo da je X skup koji ima bar dva elementa. Tada topoloski
prostor (X, {0, X}) nije Hausdorffov.

Jedini otvoren skup koji sadrZi tocku x je X. Isto tako, jedini otvoren skup koji sadrZi
tocku y je X. Stoga je jasno da ne postoje otvoreni disjunktni skupovi U i V takvi da je
xelUiyelV.
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Primjer 2.3.3. Neka je X = {1,2} te T = {0,{1},X}. Tada (X,7) nije Hausdorffov to-
poloski prostor.

Jedini otvoren skup u topoloskom prostoru (X, T") koji sadrZi 2 je Citav X, a jasno je da
X nije disjunktan niti s jednim skupom koji sadrZi 1. Prema tome, (X,7") nije Hausdorffov
topoloski prostor.

Primjer 2.3.4. Neka je X neprazan skup. Tvrdimo da je topoloski prostor (X, P(X)) Ha-
usdorffov.

Neka su x,y € X te x # y. Neka je U = {x} i V = {y}. Tada su U i V otvoreni skupovi u
X, PX)texec U, yeViUNYV =0, paje topoloski prostor (X, P(X)) Hausdorffov.

Primjer 2.3.5. Neka je T topologija iz primjera Pretpostavimo da je (R,7") Ha-
usdorffov prostor. To znaci da za sve x,y € R, x # y postoje U, V € T takvi da je

xeU, yeVite UNV =0.

Odaberimo neke x,y € R takve da je x # y. Tada postoje U,V € T takvida je x € U,y € V
tedaje UNYV = 0. Jasno je da su U i V neprazni, pa iz definicije topologije T slijedi da
je0eUiO€V, atoznacidaje UNYV # 0. Kontradikcija.

Primjer 2.3.6. Neka je T topologija iz primjera Pretpostavimo da je (R,7) Ha-
usdorffov prostor. Neka je x = 01y = 1. Tada postoje otvoreni skupovi U i V takvi da je
0eUileVteUnNYV =0.Po definiciji topologije slijedi da je U C N ili U = R.

Vidimo da U nije podskup od N jer sadrZi 0, pa je onda U = R. Iz U = R slijedi da je
U NV =V sto je razlicito od praznog skupa. Kontradikcija.

Propozicija 2.3.7. Neka je T topologija na skupu X. Neka je B familija podskupova od X.
Tada je B baza topologije T ako i samo ako vrijedi:

1. BCT,
2. za svaki U € T i za svaki x € U postoji B € B takav da je x € B C U.
Dokaz. = Pretpostavimo da je 8B baza topologije 7 .
1. Ocito vrijedi.
2. Nekaje U € 7, te x € U. Buduci da je B baza od 7, tada U moZemo napisati

kao uniju nekih elemenata od baze B, tj. postoji indeksirana familija (8B,)4ea
elemenata od B tako da je
U =B

acA
Iz x € U slijedi da postoji @ € A takva da je x € B,. Imamo x € B, C U i
B, € 8.
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& Pretpostavimo da vrijede 1. 1 2.. Dokazimo da je 8 baza topologije 7. Neka je
U eT,U # 0. Zelimo dokazati da se U moZe zapisati kao unija nekih elemenata od
8. Prema 2., za svaki x € U postoji B, € B takav da je x € B, C U. Na taj nacin
smo dobili indeksiranu falimiju (B,).cy elemenata od B te vrijedi

U:UBX.

xeU
Zakljucak: 8B je baza topologije 7. O

Propozicija 2.3.8. Neka je (X,T) topoloski prostor, te neka je B baza topologije T . Tada
je (X, T) Hausdorffov prostor ako i samo ako za sve x,y € X takve da je x # y postoje
B1, B, € B takvi daje

XGB],yEBz I BlﬂBzz(Z).

Dokaz. < Ako za sve x,y € X takve da je x # y postoje By, B, € Btakvidaje x € B,y €
B, 1 B; N B, =0, onda je ocito (X, 7") Hausdorffov prostor.

=  Pretpostavimo da je (X, 7)) Hausdorffov prostor. Neka su x,y € X i neka je x # y.
Tada postoje U,V € 7 takvidaje x € U,y € ViU NV = 0. Prema prethodnoj
propoziciji, postoje By, B, € Btakvidajexe By CUiye B, CV.lzUNV =10
slijedi da je By N B, = 0.

O

Propozicija 2.3.9. Neka je X skup, B familija podskupova od X te T i T, topologije na X
takve da je B baza topologije T i B baza topologije T,. Tada je T, = T>.

Dokaz. Nekaje U € 71. Ako je U = 0, onda je ocito U € 7,. Ako je U # (), onda postoji
indeksirana familija (B, ).ca €lemenata od B takva da je

U = U B,.
a€A

Iz B C 75 slijedi da je B, € 7, za svaki a € A, stoga je

UBQ S Tz.

Prema tome, U € 7. Time smo dokazali da je 77 C 7.
Analogno dobivamo da je 7, C 7;.
Prema tome, 77 = 7. m]
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Teorem 2.3.10. Neka je X neprazan skup te neka je B familija podskupova od X koja ima
sljedeca svojstva:

1.

UB:X,

BeB
2. ako su By, B, € Bte x € By N By, onda postoji B; € B takav da je x € B3 C B N B,.
Tada postoji topologija T na X takva da je B baza topologije T .
Dokaz. Definirajmo 7 kao familiju svih podskupova U C X koji imaju sljedece svojstvo:

za svaki x € U postoji B € Btakavdajex € BC U.

Dokazimo da je 7 topologijana X. OCitoje 0 € 7,adaje X € 7 slijedi iz 1..
Neka je (U, )qea indeksirana familija elemenata od 7. Zelimo dokazati da je

U U,eT.

€A

xEUUa.

Tada postoji @y € A takva da je x € U,,. Buduéi da je U,, € 7 postoji B € B takav da je
X € BC U,,. Stoga je

Neka je

Zakljucak:

Nekasu U,V € T. Zelimo dokazati da jreUnNVeT.
Nekajexe UNV.Tadajex€ Uix € V. Buducidaje U € 7 postoji B; € B takav da je
x € B; C U. Isto tako iz V € 7 slijedi da postoji B, € B takav da je x € B, C V. Iz ovoga
slijedi da je

xeBINB,CUNV.
Prema svojstvu 2., postoji B; € B takav da je x € By C B; N B, iz Cega slijedi da je
x € B3 CUN V. Time smo dokazalidaje U NV € 7. Prema tome, 7 je topologija na X.
Dokazimo sada da je B baza topologije 7 .
U tu svrhu dovoljno je provjeriti da vrijede tvrdnje 1. i 2. iz propozicije Tvrdnja 2.
ocito vrijedi prema definiciji topologije 7. Stoga ostaje jo$ dokazati da je 8 C 7. No, to
je jasno jer za svaki B € 81 svaki x € B vrijedi x € B C Bi B’ € B, ako uzmemo B’ = B,
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StoznaCidaje B€ 7,dakle BC 7.
Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Primjer 2.3.11. Neka je X = {1, 2,3} te neka je B = {{1},{2}}. Tada ne postoji topologija
T na X kojoj je B baza.

Pretpostavimo suprotno, da takva T postoji. Imamo X € T, pa slijedi da se X moZe
zapisati kao unija nekih elemenata od B. No, to je ocito nemoguce jer niti jedan element

od B ne sadrZi 3.

Primjer 2.3.12. Neka je X = {1,2,3} te neka je B = {{1,2},{2,3}}. Tada ne postoji
topologija T na X kojoj je B baza.

Pretpostavimo suprotno, da takva topologija T postoji. Tada je B C T, pa slijedi
{1,2},{2,3} € T sto poviacida je {1,2}N{2,3} € T, tj. {2} € T. Stoga se {2} moZe zapisati
kao unija nekih elemenata od B, a jasno je da je to nemoguce iz definicije od 8.

Primjer 2.3.13. Neka je B = {{a,b) | a,b € R,a < b}. Tvrdimo da za B vrijede svojstva 1.
i 2. iz teorema[2.3.10| (pri cemu je X = R).
Ocito je

Dakle,

Neka su By, B, € B te neka je x € By N B,. Imamo
By ={a,b), B, ={c,d) gdjesu a,b,c,d € R, a<b, c<d.

Iz x € By N By slijedi x € {a,b)ix €{c,d), pajea<x<bic<x<d.
Neka su

y=max{a,c} i z=min{b,d}.
Tada je y < x < z, tj. x € (y,2). Nadalje, ako je w € (y,z), onda jey < w < z, tj.
max {a,c} <w <min{b,d}, pajea <w <bic<w<d. Ovopovlacida jew € {a,b) i
w € {c,d), odnosno w € {a,b) N {c,d). Prema tome, {y,z) C {a,b) N {c,d).
Dakle, x € (y,z) CB N B, i{y,z) € B.
Zakljucak: za B vrijede svojstva 1. i 2. iz teorema[2.3.10] stoga postoji (jedinstvena) topo-
logija na R kojoj je B baza.

Za tu topologiju kaZzemo da je euklidska topologija na R.
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Primjer 2.3.14. Neka je & euklidska topologija na R.

1. Skupovi{a,b), a,b € R, a < b su ocito otvoreni u (R, E). Nadalje, skup {0, 1)U(2, 3)
Jje takoder otvoren kao unija dva otvorena skupa.

2. Neka je a € R. Tada je skup {a, o) otvoren u (R, E).
Naime, vrijedi
(a,00)= | J @by, 4. @00y =|JU,
be(a,) beA
gdje je A = {a,o0) i U, = (a,b), za svaki b € A. Imamo da je (Uy)pecs indeksirana
familija elemenata od &, pa slijedi da je

L JUb €&, 1. (a,x) €&

beA

Analogno dobivamo da je (—oo, a) otvoren skup u (R, &).

3. Skup {0} nije otvoren u (R, &).
Pretpostavimo suprotno. Imamo 0 € {0} i {0} € &, pa prema propoziciji postoji
B € B takav da je O € B C {0}, pri Cemu je

B={a,b)la,beR,a<b}.

Dakle, postoje a,b € R, a < b takvi da je 0 € {a,b) C {0}. Ovo je ocito nemoguce.
Prema tome, {0} nije otvoren u (R, &).

4. Skup [0, 0o) nije otvoren u (R, E).
Pretpostavimo suprotno. Imamo 0 € [0, oo), pa prema propoziciji postoje a,b €
R, a < b takvi da je
0 €(a,b) C [0, 00).

Slijedi a < 0 < b. Odaberimo x € R takav da je a < x < 0. Tada vrijedi a < x < b,
pa je x € {a, b). Zbog {a,b) C [0, co) imamo x € [0, c0), pa je O < x.

Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je x < 0.

Dakle, skup [0, co) nije otvoren u (R, &).

Propozicija 2.3.15. Neka je & euklidska topologija na R. Tada je topoloski prostor (R, E)
Hausdorffov.

Dokaz. Neka su x,y € R, x # y. Zelimo dokazati da postoje disjunktni otvoreni skupovi
UiVuR,E) takvidaje x € Uiy € V. Mozemo pretpostaviti da je x < y. Odaberimo
a € Rtakavdaje x <a <y. Nekasu U = (—o0,a) iV = (a,00). Skupovi U i V su ocito
disjunktni, a otvoreni su prema prethodnom primjeru. Nadalje, jasnojedajex e Uiy e V.
Prema tome, (R, &) je Hausdorffov prostor. m]
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Primjer 2.3.16. Neka je & euklidska topologija na R. Neka je ¥ = {A, B} gdje su A =
(=00,0) i B = [0, 00). Ocito je F particija od R. Neka je A dekompozicijska topologija na
F odredena topologijom E. Sve podfamilije od F su

0.{A}.{B} i {A,B},
a unije elemenata ovih familija su redom
0, A, BiR.

Uoc¢imo da je A € Ete da B ¢ & (primjer[2.3.14)), stoga je A = {0,{A},F ). Uocimo da
topoloski prostor (F, A) nije Hausdorffov jer je ¥ jedini otvoren skup u tom prostoru koji
sadrZi B.

Zakljucak: Ako je (X,T") Hausdorffov prostor, ¥ particija od X i A dekompozicijska topo-
logija na F (odredena topologijom T ), onda (¥, A) ne mora biti Hausdorffov prostor.



Poglavlje 3

Kvocijentni prostori

3.1 Kvocijent prostora i skupa

Definicija 3.1.1. Neka je (X,7") topoloski prostor te neka je A neprazan podskup od X.
Neka je
X/A ={A}U{{x} | x € X\A}.

Uocimo da je X/A particija od X. Oznacimo sa T |A dekompozicijsku topologiju na X/
A odredenu topologijom T . Za topoloski prostor (X/A,T |A) kaZemo da je kvocijent to-
poloskog prostora (X,7") i skupa A.

Primjer 3.1.2. Neka je X = {1,2,3,4,5,6} te neka je T = {0,{1},X}. Ocito je T to-
pologija na X. Neka je A = {4,5,6}. Tada je X/A = {A} U {{x}|xe X\A}, tj. X/
A ={{1},{2},{3},{4,5,6}}). Nekaje B={1},C ={2}i D = {3}. Dakle, X/A = {A, B, C, D}.
Tvrdimo da je

7 /A ={0,{B},{A, B,C, D}}. (3.1)

Znamo da je T |A familija svih podskupova G od X/ A takvih da je
U VeT.

Stoga je ocito {0,{B},{A, B,C,D}} C 7 /A.
Obratno, neka je G € T /A. Tada je G C X/A, tj G C {A, B, C, D} i unija svih elemenata
od G je iz T, tj. unija svih ¢lanova od G je ili 0 ili {1} ili X. Stoga je G = 0 ili G = {B} ili
G ={A, B,C, D}. Stoga je

G €1{0,{B},{A,B,C,D}}.

Prema tome, (3.1)) vrijedi.

27
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Primjer 3.1.3. Neka je & euklidska topologija na R. Promotrimo topoloski prostor (R/
0,1),8/(0,1)). Neka je G = {{x} | x € (2,3)}. Buduci da je

R/40, 1) = €0, 1)} U {{x} | x ¢ €0, 1)},
ocito vrijedi G C R/ (0, 1).

Imamo
V=03,
VeGg
prema tome
U Veé&.
VeGg

Stoga je G € /0, 1).
Neka je H = {{x} | x € [2,3)}. Tada je

HCR/ O i | JVv=123).
VeH
No, [2,3) ¢ & sto vidimo na posve isti nacin kao sto smo vidjeli u primjeru [2.3.16| da
[0,00) ¢ &.

Primjer 3.1.4. Neka je x = {3} iy = {7}. Tada su x,y € R/{0,1) i x # y. Postoje li
otvoreni skupovi U i V u topoloskom prostoru (R/0,1),E/(0, 1)) takvida je x € U,y € V
iuNnv=0?

Postoje, naime neka je U = {{x} | x € (2,4)} i V = {{x} | x € (6, 8)}, tada su U i V ocito
traZeni skupovi. No, topoloski prostor (R/ 0, 1) ,&/ (0, 1)) nije Hausdorffov. DokaZimo to.
Neka je x = {0} iy = (0,1). Tada su x,y € R/(0,1) i x # y. Pretpostavimo da postoje
UV e&/,1)takvidajeUNV =0texe UiyeV. Dakle, {0} € U, pa je

S druge strane,

jer je U € /0, 1). Slijedi da postoje a,b € R, a < b takvi da je O € {a,b) i
(abyc | A
AeU

Slijedi O < b. Odaberimo € € R takav da je 0 < € < min{b,1}. Tada je 0 < € < 11
0 < € < b, pa je posebno € € {a, b). Iz toga slijedi da je

€€UA,
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pa postoji A € U takav da je € € A. No, U € R/ {0, 1), pa je A € R/ (0, 1) sto povlaci da je
A = {x}, za neki x € R takav da x ¢ (0,1) ili A = (0,1). No, e e Ri0 < € < 1, pa slijedi
daje A ={0,1). Dakle, A =y, pa je stogay € U. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je
yeVvViunvVv=0.

Prema tome, ne postoje U,V € E/(0,1) takvida je x € U,y e ViUNV = 0. Iz ovoga
zakljucujemo da topoloski prostor (R/ (0, 1),&/ (0, 1)) nije Hausdorf{fov.

Neka je sada x = {0} i y = {1}. Pretpostavimo da postoje U,V € &E/(0, 1) takvi da
jexe UyeViUNV =0. Iz{0} € U na isti nacin kao maloprije zakljucujemo da je
(0,1) € U. Nadalje, iz {1} € V slijedi

AeV
no
lJAES
AeV
Stoga postoje c,d € R, ¢ < d takvi da je
leccdyc| Ja (3.2)
AeV

Imamo ¢ < 1 < d. Odaberimo € € R takav da je 0 < e < 1ic < e < 1. Slijedi € € {c,d),
pa iz (3.2) slijedi da je € € A zaneki A € V. Imamo A € R/{0,1),e € Ai0<e< 1, pa
slijedi A = (0, 1). Prema tome, {0, 1) € V dakle, (0,1) e UNV.

Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je U NV = 0.

Dakle, ne postoje U,V € /0, 1) takvida je x€ U,y e ViUNV = 0.

Primjer 3.1.5. Neka je & euklidska topologija na R. Tvrdimo da je topoloski prostor (R/
[0,1],&/ [0, 1]) Hausdorffov.

Neka su a,b € R/[0,1], a # b. Tada je a # [0,1] ili b # [0,1]. Bez smanjenja
opcenitosti moZemo pretpostaviti da je a # [0, 1].

1° b #[0,1].
Tada je a = {x},b = {y}, gdje su x,y € R, x,y ¢ [0,1]i x # y.
Neka je W = (—00,0) U (1, 00), tada je W € & jer su (—00,0),(1,00) € E Buduci
da je (R, &) Hausdorffov prostor, postoje U', V' € & takvi da je x € U',y € V' i
unv=0.
Definirajmo U = U' "W iV =V' ' NW. Tada su

UVeExelUyeVilUnV=0.
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Nadalje, ocito su U,V C W, pajeUN[0,11=0iVN[0,1] =0.
Definirajmo U = {{z} |z € U} iV = {{z} | z € V). Tada su U,V CR/[0,1] te

Ja=vi|Ja=v

AelU AeV
pa slijedi U,V € E/[0,1]. Ocito, {(x} e Ui{yle V,tjac UibeV. IzUNV =0
slijedi UNYV = 0.

2° b=10,1].
Imamo a € {x} gdje je x € R takav da x ¢ [0, 1].

2.1° x<0.
Odaberimo y € R takav da je x <y < O.
Definirajmo U = {{z} |z € (oo, )} i V = {{z} | z € {y, 00) \ [0, 1]} U {[O, 1]}.

Imamo
A=, | JAa=000),
AeU AeV
pa slijedi U,V € E/[0,1]. Ocitojeac U, be ViUNV =0.
22° x> 1.

Odaberimo y € R takav da je x >y > 1.
Definirajmo U = {{z} |z € (y,00)} i V = {{z} | z € (=0, y)\ [0, 1]} U {[O, 1]}.
Tada su U,V € E/[0,1], ae U, beViUNTV =0.

Zakljucak: (R/[0,1],&/ [0, 1]) je Hausdorffov prostor.

3.2 Dekompozicijsko preslikavanje

Definicija 3.2.1. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y funkcija.
KaZemo da je f neprekidna funkcija s obzirom na topologije 7 i S ako za svaki V € S
vrijedi f~(V) € T.

Primjer 3.2.2. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori, neka je y, € Y te neka je f :
X — Y funkcija definirana sa f(x) = yy za svaki x € X. Tada je f neprekidna s obzirom na
topologije T i S.

Neka je V € S. Tada je

X, akojeyyeV

b

=) ={

pa slijedi f~(V) e T.
Dakle, f je neprekidna.
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Primjer 3.2.3. Neka je (X, T) topoloski prostor, te neka je f : X — X funkcija definirana
sa f(x) = x,Vx € X. Tada je f neprekidna s obzirom na topologiju T (tj. s obzirom na T i
T).

Naime, neka je V € 7. Tada je

WM =xeX|fneVi={xeX|xeV}=V,
4. f<(V)y=V,paje f~(V)eT.

Propozicija 3.2.4. Neka su (X,7),(Y,S) i (Z,R) topoloski prostori, neka je f : X — Y
funkcija neprekidna s obzirom na topologije T i S te neka je g : Y — Z funkcija neprekidna
s obzirom na topologije S i R. Tada je funkcija g o f : X — Z neprekidna s obzirom na
topologije T i R.

Dokaz. Nekaje W C Z, tada vrijedi

(go )W) = f"(g"(W)). (3.3)

Dokazimo to.

Akoje x € (go f)~(W)tadaje (go f)(x) € W, paje g(f(x)) € W Sto povlaci f(x) € g~ (W),
odnosno x € (g™ (W)).

Obratno, ako je x € f~(g=(W)) tada je f(x) € g (W), pa je g(f(x)) € W Sto povlaci
(go f)(x) € W,odnosno x € (go )" (W).

Dakle, (3.3) vrijedi.

Pretpostavimo sada da je W € R. Tada je g~ (W) € S, paje f“(g=(W)) € 7 dakle, prema
B3) (g0 )W) eT.

Time smo dokazali da je g o f neprekidna funkcija. O

Definicija 3.2.5. Neka je X skup te neka je ¥ particija skupa X. Za x € X neka je [x]
onaj element od F takav da je x € [x] (uocimo da takav element postoji i da je jedinstven).
Definirajmo funkciju p : X — F sa p(x) = [x]. Za p kaZemo da je dekompozicijsko
preslikavanje pridruZeno particiji 7.

Propozicija 3.2.6. Neka je X skup te neka je ¥ particija od X. Neka je p : X — F
dekompozicijsko preslikavanje. Neka je G C F. Tada je

r @ =|Ja

AeG

Dokaz. Nekaje x € p=(G). Tada je p(x) € G, t]. [x] € G. No, x € [x]. Stoga je

xEUA.
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Obratno, pretpostavimo da je
X € U A.

Tada postoji A € G takav da je x € A. Uo¢imo, A € F jerje G C F. Stoga je A = [x], t.
A = p(x) paimamo p(x) € G. To povlaci da je x € p~(G).
Time je tvrdnja dokazana. m|

Korolar 3.2.7. Neka je (X,T") topoloski prostor, ¥ particija skupa X te A dekompozi-
cijska topologija na ¥ odredena topologijom 7. Neka je p : X — ¥ dekompozicijsko
preslikavanje. Tada za svaki G C ¥ vrijedi

p (G eT ©GeA.

Dokaz. Koristeci definiciju topologije A i prethodnu propoziciju, imamo da za svaki G C
F vrijedi
p“(Q)eT@UAET@QEA,

AeG

pa slijedi tvrdnja. O

Korolar 3.2.8. Neka je (X,T) topoloski prostor, F particija skupa X te A dekompozi-
cijska topologija na ¥ odredena topologijom 7. Neka je p : X — F dekompozicijsko
preslikavanje. Tada je p neprekidna funkcija s obzirom na topologije T i A.

Dokaz. Neka je G € A. Prema prethodnom korolaru vrijedi p=(G) € 7. Stoga je p
neprekidna funkcija s obzirom na topologije 7 1 A (prema definiciji neprekidnosti). i

3.3 Kompaktnost

Definicija 3.3.1. Neka je (X,7") topoloski prostor, K € X te U € T, U # 0. Pretposta-
vimo da je
kel u

Tada za ‘U kaZemo da je otvoren pokrivac skupa K u topoloskom prostoru (X, 7).

Primjer 3.3.2. Neka je (X,7") topoloski prostor i K C X. Neka je U = {X}. Tada je U
otvoren pokrivac od K u (X, T).

Primjer 3.3.3. Neka je X neprazan skup te neka je K neprazan podskup od X. Neka je
U = {{x} | x € X}. Tada je
Ju=x

Uelu
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a ocito je U C P(X) i U # 0. Prema tome, U je otvoren pokrivac od K u (X, P(X)).
Nadalje, neka je 'V = {{x} | x € K}. Tada je

Uv:KvgﬂmiW¢&
VeV

pa je V otvoren pokrivac od K u (X, P(X)).

Definicija 3.3.4. Neka je (X, 7") topoloski prostor te K C X. Za K kaZemo da je kompaktan

skup u topoloskom prostoru (X, T") ako za svaki otvoren pokrivac U od K u (X, T") postoje
neNi U,.., U, € Utakvi da je

KcU,v..uU,.

Primjer 3.3.5. Neka su K i X skupovi takvi da je K C X. Pretpostavimo da je K be-
skonacan. Tada K nije kompaktan u topoloskom prostoru (X, P(X)).

Pretpostavimo suprotno. Znamo da je U = {{x} | x € X} otvoren pokriva¢ od K u
(X, P(X)), pa kompaktnost skupa K povlaci da postojen e Ni U,,...,U, € U takvi da je

KcU U..UU,.

Skupovi Uy, ..., U, su jednoclani, pa je U, U ... U U, konacan skup, iz cega slijedi da je K
konacan. To je u kontradikciji s pretpostavkom da je beskonacan.
Zakljucak: K nije kompaktan u topoloskom prostoru (X, P(X)).

Primjer 3.3.6. Neka je (X, T") topoloski prostor pri cemu je T konacan skup. Tada je svaki
podskup od X kompaktan u (X, 7).

Naime, neka je K C X. Neka je U otvoren pokrivac od K u (X, 7). Iz U C T slijedi
da je U konacan skup, a vrijedi U + 0. Stoga postojen e Ni Uy, ...,U, € U takvi da je
U = {U], veesy Un} Lz

kcl|Jui | Ju=vu..uy,
UelU UelU
slijedida je K C U; U ...U U,.

Primjer 3.3.7. Neka je & euklidska topologija na R. Tada skup {0, 1] nije kompaktan u
(R, &E).

Pretpostavimo suprotno. Neka je U = {{x, o) | x > 0}. Tada je U otvoren pokrivac od
(0,1] u (R, &). Naime, ocito je U C &, a ako jey € (0, 1] onda je 0 <y, pa postoji x € R
takav da je 0 < x <y iz Cega slijedi da je y € (x,c0) i (x,0) € U. Dakle,

@ugUU

Uelu
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Buduci da je 0, 1] kompaktan, postojen e Ni Uy, ..., U, € U takvi da je

0,11cU,v..UU,. (3.4)
Imamo U; = (x,00),...,U, = (x,, ), gdje su xi, ..., x, pozitivni realni brojevi.
Neka je m = min {xy, ..., x,}. Ocitoje () <m < 1.

Odaberimo y € R takav da je 0 <y < m. Tada je y € {0, 1].

Iz (3.4) slijedi da je y € U, U ... U U,, pa postoji i € {1,...,n} takav da je y € U, tj.
y € {x;,00). Ovo je u kontradikciji s Cinjenicom da je y < m < x;.

Prema tome, (0, 1] nije kompaktan u (R, E).

Propozicija 3.3.8. Neka su (X,7) i (Y, S) topoloski prostori te neka je f : X — Y funkcija
neprekidna s obzirom na topologije T i S. Neka je K kompaktan u (X, 7). Tada je f(K)
kompaktan skup u (Y, S).

Dokaz. Neka je V otvoren pokrivac od f(K) u (¥,S). Nekaje U = {f(V)|V € V}. Za
svaki V € V vrijedi V € S, paje f~(V) € T jer je f neprekidna s obzirom na topologije
7 18. Stoga je U € 7. Zelimo dokazati da je

kel )rw.
VeV

Neka je x € K. Tada je f(x) € f(K), pa postoji element V od V koji sadrzi f(x), tj.
f(x) € V. Slijedi da je x € (V). Time smo dokazali da je

kel Jrw.
Vev

Prema tome, U je otvoren pokriva¢ od K u (X,7). Budu¢i da je K kompaktan postoje
neNiU,.., U, € Utakvidaje
KCf~(V)U..U f (V).

Nekajex € K. Tadaje x € f= (V) U ..U f=(V,),pajex € f~(V;) zanekii € {1,...,n}.
Slijedi da je

fX) eV, tj. fx)eViU..UV,.
Prema tome, za svaki x € K vrijedi f(x) € V; U...UV,. Stogaje f(K) CV,U..UV,.
Zakljucak: f(K) je kompaktan skup u (¥, S). O

Definicija 3.3.9. Neka je (X,T") topoloski prostor te neka je U C T. KaZemo da je U
otvoren pokrivac topoloskog prostora (X,7") ako je

x=|]Ju

UeU
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Uocimo da je U otvoren pokrivac topoloskog prostora (X, 7) ako i samo ako je U otvoren
pokriva¢ skupa X u topoloSkom prostoru (X, 7).

Definicija 3.3.10. Za topoloski prostor (X,T") kaZemo da je kompaktan ako za svaki otvo-
ren pokriva¢ U od (X, T") postojen e N i Uy, ...,U, € U takvi da je

X:UIU...UUn.

Uocimo sljedece, topoloski prostor (X, 7) je kompaktan ako i samo ako je skup X kom-
paktan u topoloskom prostoru (X, 7).

Korolar 3.3.11. Neka su (X,7T) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y funkcija
neprekidna s obzirom na topologije T i S. Pretpostavimo da je topoloski prostor (X,T")
kompaktan te da je f surjekcija. Tada je topoloski prostor (Y, S) kompaktan.

Dokaz. Buduci da je (X, 7°) kompaktan skup slijedi da je X kompaktan u (X, 7).

Prema propoziciji skup f(X) je kompaktan u (Y, S).

Bududi da je f surjekcija vrijedi da je f(X) =Y.

Prema tome, Y je kompaktan u (Y, S), pa je (¥, S) kompaktan topoloski prostor. O

Korolar 3.3.12. Neka je (X,T) topoloski prostor, neka je F particija od X te neka je A
dekompozicijska topologija na F odredena topologijom T . Pretpostavimo da je (X,T)
kompaktan topoloski prostor. Tada je (¥, A) kompaktan topoloski prostor.

Dokaz. Neka je p : X — ¥ dekompozicijsko preslikavanje. Neka je A € 7.
Tada je A # 0, pa odaberimo neki x € A. Tada je ocito

[x] =A, 4. p(x) = A.

Dakle, za svaki A € ¥ postoji x € X takav da je p(x) = A. Prema tome, p je surjekcija.
Prema korolaru [3.2.8| funkcija p je neprekidna s obzirom na topologije 7~ i A.
Iz prethodnog korolara slijedi da je (¥, A) kompaktan topoloski prostor. |

Propozicija 3.3.13. Neka je (X,7") Hausdorffov prostor, neka je K kompaktan skup u
(X,T) te neka je x € X takav da x ¢ K. Tada postoje otvoreni skupovi U i V u (X,7T)
takvi da je

xeU KCViUNnV=0.

Dokaz. Tvrdnja je jasna ako je K = (). Naime, tada moZemo uzeti U = X1V = 0.
Pretpostavimo da je K neprazan. Uzmimo y € K. Tada je x # y, pa bududi da je (X,7)
Hausdorffov prostor postoje otvoreni skupovi Uy i V, takvi da je

xeU,yeV,iUnNnV,=0.
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Neka je V = {Vy lye K } Tada je V otvoren pokriva¢ skupa K u topoloSkom prostoru
(X, 7). Bududi da je K kompaktan skup u topoloSkom prostoru (X, 7") postoje n € N i
Vi, -, Yn € K takvi da je

KcV,u..uV,

n *

NekajeV =V, U..UV, tenekaje U = Uy, N...NU,,. OCito su U i V otvoreni skupovi.
Nadalje, o¢itoje x € U1 K C V. Dokazimodaje U NV = 0.

Pretpostavimo da postoji ztakavdajez € UNV. Tadajez € Uiz € V, paslijedi da postoji
i € {1,...,n} takav da je z € V,,. S druge strane, iz z € U slijedi da je z € Uy, Sto povlaci da
je Uy, N V,, neprazan skup. Kontradikcija.

Prema tome, U NV = () i time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Teorem 3.3.14. Neka je (X, T ) Hausdorffov prostor te neka je K kompaktan u (X, 7). Tada
je topoloski prostor (X/K,T | K) Hausdorffov.

Dokaz. Neka sua,b € X/K, a # b. Tadaje a # K ili b # K. Bez smanjenja opCenitosti
mozemo uzeti a # K.

1° b+ K.
Tada je a = {x} 1 b = {y} za neke x,y € X/K, x # y. Buduéi da x ¢ K prema
prethodnoj propoziciji, postoji otvoren skup U, takavdajex € U; 1 U N K = 0.
Isto tako, iz y ¢ K slijedi da postoji otvoren skup V; takavdajeye Vi ViNK = 0.
Bududi da je (X, 7°) Hausdorffov postoje otvoreni skupovi U, i V, takvi da je

xEUz,yEVz 1 UQQVQZQ.
NekasuU =U;NU,1V =V, NV, Tadasu U iV otvoreni skupovi,
xeU yeV,UNV=0,UNK=01VNK=0.

NekasuU ={{z} |ze U1V ={{z} | z € V}. OCito su U,V C X/K.
Imamo

| Ja=veTi | Ja=verT,

AelU AeV
pasu U,V €T /K.Zbog x € U imamo {x} € {{z} | z€ U}, tj. a € U.
Zbogy € Vimamo {y} € {{z} |z € V}, 4. b e V.
Nadalje, iz U NV = 0 slijedi

{zblzeUIN{{z} |ze U} =0, . UNV =0.

Dakle, U iV su otvoreni disjunkni skupovi u (X/K,7 /K)teac Uib e V.
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2° b=K.
Imamo a = {x} gdje je x € X\K. Prema prethodnoj propoziciji, postoje otvoreni
skupovi U i V u (X, 7) takvi da je

xeU KCViUNV=0.

Neka je U = {{z} |z€ U} te V = {{z}z € V\K} U {K}. OCito su U,V C T/K te
acUibeV. Nadalje, UNV = 0.
Imamo

Ja=veTi | Ja="\K)uK=VeT,

AeU AeV

pasul,VeT/K.

Zakljucak: (X/K, 7 /K) je Hausdorffov prostor. O
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Sazetak

Ovaj diplomski rad podijeljen je na tri poglavlja. U prvom poglavlju definirani su osnovni
pojmovi kao Sto su topologija, topoloski prostor i baza topologije. Drugo se poglavlje
sastoji od same teme ovog diplomskog rada, odnosno govori o dekompozicijskim prosto-
rima. Ovdje je definirana dekompozicijska topologija, dekompozicijski prostori te su dani
mnogobrojni primjeri navedenih prostora. Takoder, ovdje se govori i o Hausdorffovim
prostorima. U treCem, zavrSnom poglavlju, proucavan je poseban slucaj dekompozicij-
skog prostora koji se naziva kvocijentni prostor, to¢nije kvocijent topoloskog prostora i
skupa. Definirano je dekompozicijsko preslikavanje kao i kompaktnost te proucavana neka
njihova svojstva.






Summary

This diploma thesis is divided in three chapters. Basic notions like topology, topological
space and basis of topology are defined in the first chapter. The second chapter consists
of the theme of this diploma thesis, more exactly it is talking about decomposition spaces.
Decomposition topology and decomposition spaces are defined here and numerous exam-
ples of such spaces are given. This chapter also speaks of Hausdorfl spaces. In third, final
chapter, a special case of decomposition space is analyzed, also known as quotient space,
more precisely quotient of topological space and set. Decomposition map is also defined
here, as well as compactness and some of their properties.
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