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Uvod

Tema ovog diplomskog rada su konformalna preslikavanja, to jest holomorfne funkcije
koje Cuvaju kutove u svakoj tocki podruc¢ja na kojem su definirane. Dokazat ¢emo neke
vazne teoreme vezane uz konformalna preslikavanja, a najznacajniji od njih je Riemannov
teorem o preslikavanju koji glasi ovako:

Teorem 0.0.1. Svako jednostavno povezano podrucje Q u kompleksnoj ravnini (osim same
kompleksne ravnine) je konformalno ekvivalentno otvorenom jedinicnom krugu.

Konformalna preslikavanja imaju velik znacaj u kompleksnoj analizi, kao §to moZemo
vidjeti i po sljedecim rezultatima nazna¢enima u ovom diplomskom radu.

U pocetnom poglavlju definiramo vaZan pojam cuvanja kutova. Pretpostavimo da je
f preslikavanje podrucja Q u kompleksnu ravninu, zp € Qi zp ima punktiranu okolinu
D'(zo;r) ={z€C:0 < |z9 — 7| < r} € Qukojoj vrijedi f(z) # f(z0). KaZemo da f ¢uva
kutove u z, ako limes

lim e PAlf(zo +re”) — fz)]  (r>0)
postoji i ne ovisi o 6.

Dokazat ¢emo sljedeci teorem:

Teorem 0.0.2. Neka f preslikava podrucje Q u kompleksnu ravninu. Ako f’(z9) postoji u
nekoj tocki zo € Qi f'(z0) # 0, tada f cuva kutove u zy. Obratno, ako diferencijal od f
postoji i razlicit je od nule u zo i ako f cuva kutove u zy, onda f'(z9) postoji i f'(z9) # 0.

U drugom poglavlju definiramo pojam razlomljenih linearnih transformacija:

Definicija 0.0.3. Ako su a, b, c i d kompleksni brojevi takvi da je ad — bc # 0, preslikavanje

az+b
cz+d

= (1

zovemo razlomljena linearna transformacija.

1



SADRZAJ 2

Pokazat ¢emo i sljedeci rezultat:
Za bilo koje dvije uredene trojke (a,b,c) i (a’,b’,c’) u S? postoji jedna i samo jedna raz-
lomljena linearna transformacija koja preslikava a u a’, b u b’ i c u ¢’ (uz pretpostavku da
jea+tb,atc,b+tc,a #b',a #cib #).
Vidjet ¢emo 1 kako razlomljene linearne transformacije omogucuju primjenu teorema koji
se odnose na ponasanje holomorfnih funkcija u okolini pravaca na situacije u kojima se
pojavljuju kruzni lukovi. Pri tom ¢e nam biti koristan sljedeci teorem:

Teorem 0.0.4. (Schwarzov princip refleksije)
Neka je L segment na realnoj osi, QF podrucje u I1* i neka je svaki t € L srediste jednog
otvorenog kruga D, tako da 11" N D, leZi u QO*. Neka je Q™ definiran kao

Q ={z:7€eQ"}.
Pretpostavimo da je f = u + iv holomorfna na Q* i da vrijedi

lim v(z,) = 0.
za svaki niz (z,) u Q* koji konvergira prema tocki u L. Tada postoji funkcija F holomorfna
na Q* U LU Q" takva da je F(z) = f(2) na Q*. Za tu funkciju F vrijedi relacija:

F(z) = F(2) (ze Q"ULUQ).
U sljedecem poglavlju uvodimo pojam normalnih familija:

Definicija 0.0.5. Pretpostavimo da je F C H(Q) za neko podrucje Q. F zovemo normalna
Jamilija ako svaki niz elemenata iz F ima podniz koji uniformno konvergira na kompaktnim
podskupovima od Q. Taj limes ne mora biti element iz F .

Dokazat ¢emo sljedeci bitan teorem koji ¢e nam biti koristan i u dokazu Riemannovog
teorema o preslikavanju:

Teorem 0.0.6. Pretpostavimo da je ¥ C H(Q) i F je uniformno ogranicena na svakom
kompaktnom podskupu podrucja Q. Tada je ¥ normalna familija.

U dokazu tog teorema javlja se vazan pojam ekvikontinuiranih familija:

Definicija 0.0.7. Neka je ¥ familija kompleksnih funkcija definiranih na metrickom pros-
toru X sa pripadnom metrikom p.

KaZemo da je F ekvikontinuirana ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 tako da je |f(x)—f(y)| <
€ za svaku funkciju f € F i za svaki par tocaka x, y za koje vrijedi p(x,y) < 6. Tada je svaka
funkcija f € F i uniformno neprekidna.
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Takoder, u dokazu ¢emo se pozvati na sljedeca dva teorema:

Teorem 0.0.8. (Arzela-Ascoli)

Neka je F uniformno ogranicena i ekvikontinuirana familija kompleksnih funkcija u me-
trickom prostoru X i neka X sadrZi prebrojiv gust podskup E.

Tada svaki niz (f,) u F ima podniz koji uniformno konvergira na svakom kompaktnom
podskupu od X.

Teorem 0.0.9. Svaki otvoren skup Q u kompleksnoj ravnini je unija niza kompaktnih sku-
pova (K,),n = 1,2,3... takvih da vrijedi:

(a) K, leZi u interioru skupa K,,,1,zan = 1,2,3...

(b) Svaki kompaktan podskup od Q leZi u nekom K,,.

(c) Svaka komponenta povezanosti skupa S* \ K, sadrZi neku komponentu povezanosti
skupa S*\ Q,zan =1,2,3...

Prije dokaza Riemannovog teorema o preslikavanju, u ¢etvrtom poglavlju definiramo
pojam konformalno ekvivalentnih podrucja:

Definicija 0.0.10. Za dva podrucja Q, i Q, kaZemo da su konformalno ekvivalentna ako
postoji preslikavanje ¢ € H(C)) koje je bijektivno na Q, i vrijedi ¢(£) = Q,, odnosno ako
postoji konformalno bijektivno preslikavanje podrucja Q, u €.

Navedimo i preostale teoreme i pojmove koje ¢emo koristiti pri dokazivanju:

Teorem 0.0.11. Pretpostavimo da su f; € H(Q), za j = 1,2,3..., i neka f; — f unifor-
mno na kompaktnim podskupovima od Q. Tada je f € H(Q), i f]’ — f" uniformno na
kompaktnim podskupovima od €.

I—a
1-az

Teorem 0.0.12. Za fiksirani a € U, preslikavanje ¢, = je bijekcija koja preslikava T

naT,UnaUiau0. Inverz od ¢, je ¢_, i vrijedi:
1
1 —Jaf?*
Teorem 0.0.13. Neka je Q podrucje, f € HQ) i Z(f) = {a€ Q: f(a) = 0}. Tada je ili

Z(f) = Qili Z(f) nema tocku gomilista u Q. U slucaju da Z(f) nema tocku gomilista u €,
za svaki a € Z(f) postoji odgovarajuci pozitivan cijeli broj m = m(a) takav da vrijedi:

f@ =(z-a)"g(), 7€ Q,

e, () =1-lof, ¢(a)=

gdje je g € HQ) i g(a) # 0.

Cijeli broj m zovemo red nultocke koju f ima u tocki a.

Z(f) zovemo skup nulista od f. Nadalje, Z(f) je najvise prebrojiv, te je Z(f) = Q ako i
samo ako je f identicki nula na Q.
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Teorem 0.0.14. (Teorem o otvorenom preslikavanju)

Neka je Q podrucje, f € H(Q), f nije konstantna, zo € Qi wy = f(z0). Neka je m red
nultocke koju funkcija f — wq ima u zy.

Tada postoji okolina V tocke zy, V C Q, i postoji ¢ € H(V) takvo da vrijedi:

(a) f@) =wo + [p@)]",zasvez €V,
(b) ¢" nema nultocku na V i ¢ je invertibilno preslikavanje sa V na krug D(0; r).

Prostor svih ograni¢enih holomorfnih funkcija na U oznacavamo sa H*. Uz normu

Iflle = sup{lf(2)| : z € U},

H® postaje Banachov prostor.

Teorem 0.0.15. (Schwarzova lema)
Pretpostavimo da je f € H®,||fllo < 1,1 f(0) = 0. Tada vrijedi:

f@l<ld  (zel), 2)

If(0) < 1. (3)

Ako u vrijedi jednakost za neki z € U \ {0}, ili ako jednakost vrijedi u (3), tada je
f(2) = Az, za neku konstantu A, || = 1.

Definirajmo pojam indeksa tocke z u odnosu na krivulju vy :

Teorem 0.0.16. Neka je y zatvoren put, a Q komplement od y* u kompleksnoj ravnini.
Definirajmo
1 d¢
Ind,(z) = — | ——
=55 ) 7=2

Tada je Ind, cjelobrojna funkcija na Q koja je jednaka konstanti na svakoj komponenti
povezanosti od Q i jednaka nuli na svakoj neogranicenoj komponenti povezanosti od Q2.
Ind,(z) nazivamo indeks od z u odnosu na vy.

(z€ Q).

Teorem 0.0.17. (Rouchéov teorem)

Pretpostavimo da je y zatvoren put u podrucju Q, tako da vrijedi Ind,(a) = 0 za svaki a
koji nije u Q. Pretpostavimo takoder da je Ind,(a) = 0ili 1 za svaki a € Q\ {y"}, i neka je
Q, skup svih a za koje vrijedi Ind,(a) = 1.

Za neki f € H(Q), neka je Ny broj nultocaka od f u Q, racunajuci i njihove kratnosti.
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(a) Ako je f € H(Q) i f nema nultocaka na y*, onda vrijedi

_ 1 (/@
77 28 ), f(2)

dz = Indr(0),

gdjejel’ = foy.
(b) Ako je g € H(Q) i
If@)-g@I<If@I,  z€y

onda vrijedi Ny = Ny.
Teorem koji slijedi bit ¢e koristan i u sljede¢em poglavlju:

Teorem 0.0.18. Za podrucje Q u kompleksnoj ravnini, svaki od sljedecih devet uvjeta im-
plicira ostale:

(a) Q je homeomorfno otvorenom jedinicnom krugu U.

(b) Q je jednostavno povezano podrudje.

(c) Ind,(a) = 0 za svaki zatvoren put y u Q i svaki a € S2\ Q.

(d) S?\ Q je povezan skup.

(e) Svaki f € H(Q) moZe se uniformno aproksimirati polinomima na kompaktnim podsku-
povima od .

(f) Za svaki f € H(Q) i svaki zatvoren put y u Q vrijedi:

ff(z)dz =0.
Y

(g) Za svaku f € H(Q) postoji F € H(Q) takvo da je F' = f.
(h) Ako je f € H Q)i 1/f € H(Q), tada postoji g € H(Q) takvo da je f = €.
(i) Ako je f € HQ) i 1/f € H(Q), tada postoji ¢ € H(Q) takvo da je f = ¢°.

Tema petog poglavlja je klasa .7:

Definicija 0.0.19. .7 je klasa svih f € H(U) koje su injekcije na U i za koje vrijedi:

fO=0,  fO)=1

Prema tome, svaka funkcija f € .’ se moZe razviti u red potencija

f(z)=z+zanz” (z € U).
n=2
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Dokazat ¢emo sljedeca svojstva te klase:

Teorem 0.0.20. (a) Ako je f € .7, || = 1ig(z) = af(az), onda je g € ..
(b) Ako je f € .7, onda postoji g € . takva da vrijedi
£ =1 (el )

Teorem 0.0.21. Akoje f € .7, i
f@)=z+ Z az",
n=2

tada vrijedi:

(a)lazl < 2,0

(b) F(U) > D(O: 1).

Druga tvrdnja znaci da f(U) sadrZi sve w takve da je |w| < %.

Osim toga, dokazat ¢emo i sljedeci teorem:

Teorem 0.0.22. Ako je F € H(U \ {0}), F injekcija na U i ako vrijedi
1 -,
F(Z)=—+Zanz (ze ),
z n=0

onda je

[e0)

D e < 1.

n=1

Pri dokazivanju prethodnog teorema koristit éemo sljedecu tvrdnju:

Teorem 0.0.23. Pretpostavimo da vrijede sljedece tvrdnje:

(i) X ¢ V C RK, V je otvoren skup, g : V — R* je neprekidna;

(ii) X je Lebesgue-izmjeriv skup, g je injekcija na X, i g je diferencijabilna u svakoj tocki
od X;

(iii) m(g(V \ X)) = 0, gdje je m Lebesgueova mjera na R¥.

Tada vrijedi
[ ram= [ o gsiam
Y X

za Y = g(X) i svako izmjerivo preslikavanje f : R¥ — [0, c0]. J, je Jacobijan preslikavanja
g.
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U poglavlju "Neprekidnost na rubovima” definiramo jednostavne rubne tocke:

Definicija 0.0.24. Rubna tocka B jednostavno povezanog podrucja Q se naziva jednos-
tavna rubna tocka od Q) ako ima sljedece svojstvo: za svaki niz (a,) u Q takav da a,, —
kad n — oo postoji krivuljay : [0,1] —» Ciniz (t,),0 <t; <t <..<t, = 1, takav da je
y(t,) =a,,n=1,2,3...iy(t) € Qza 0 <t < 1. Drugim rijecima, postoji krivulja u € koja
prolazi kroz tocke a,, i zavrsava u 3.

Dokazat ¢emo sljedeci teorem:

Teorem 0.0.25. Neka je Q ograniceno jednostavno povezano podrucje u kompleksnoj rav-
nini i f konformalno preslikavanje iz Q na U.

(a) Ako je B jednostavna rubna tocka od €, tada f ima neprekidno prosirenje na Q U {5} .
Ako je f tako proSirena, vrijedi |f(B)| = 1.

(b) Ako su B, i B, razlicite jednostavne rubne tocke od Q i ako je f prosirena na QU {B}U
{B2} kao u (a), tada je f(B1) # f(B2).

Nakon §to dokaZemo prethodni teorem bit ¢e nam jednostavnije dokazati sljedecu bitnu
tvrdnju:

Teorem 0.0.26. Ako je Q) ograniceno jednostavno povezano podrucje u kompleksnoj rav-
nini i ako je svaka rubna tocka od Q) jednostavna, tada se svako konformalno preslikavanje
iz Q na U moZe prosiriti na homeomorfizam iz Q na U.

Neka je (X, F, w) prostor mjere. Prostor L™ = L*(X, ¥, u) se sastoji od klasa ekviva-
lencije (fi ~ o © fi = f> u-s.s.) ¥ -izmjerivih funkcija koje su u-s.s. omedene. Funkcija
f je u-s.s omedena ako AN € 7, u(N) = 0 takav da je sup {|f(x)| : x € N°} < 0. Za takvu
funkciju definiramo S ¢(N) = sup {|f(x)| : x € N} 1||f|le := inf {Sf(N) :NeF,u(N) = ()}.
Elemente od L* zovemo i esencijalno ogranicene funkcije, a || f]|., esencijalni supremum.

U istom poglavlju koristit ¢emo i sljedeée teoreme:

Teorem 0.0.27. Za svaku funkciju f € H™ postoji funkcija f* € L*(T), definirana gotovo
svuda na sljedeci nacin:

f*(eie) = lirrll f(reie).

Vrijedi jednakost || fllco = ||f*]lco-
Ako je f*(e") = 0 za gotovo sve e na nekom luku I C T, tada je f(z) = 0 za sve z € U.
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Teorem 0.0.28. (Lindelifov teorem)
Prepostavimo da je T : [0,1] — C krivulja takva da vrijedi |I'(t)] < 1 zat < 1iT(1) = 1.
Ako je g € H™ i ako je

lim g(I'(1)) = L,

tada g ima radijalni limes L u tocki 1.

Teorem 0.0.29. Pretpostavimo da je Q podrucje, f € H(Q), i f je injekcija na Q. Tada je
f'(z) # 0 za svaki z € Q, i inverz od f je holomorfan.

U posljednjem poglavlju, "Konformalno preslikavanje kruznog vijenca”, dat ¢emo od-
govor na pitanje jesu li bilo koja dva kruzna vijenca konformalno ekvivalentna.
Za (0 <r <R, neka je
A(r,R)={z:r<|z <R}

kruzni vijenac sa unutarnjim polumjerom r i vanjskim polumjerom R. Pokazat ¢emo da
vrijedi:

Teorem 0.0.30. Kruzni vijenci A(ry, Ry) i A(ra, Ry) su konformalno ekvivalentni ako i samo
ako je R /r; = Ry /r».

U nastavku ¢emo definirati neke bitnije pojmove iz kompleksne analize koje ¢emo
koristiti u ovom radu.

Definicija 0.0.31. Otvoren skup Q C C je povezan (odnosno povezan putevima) ako za sve
21,22 € Q postoji neprekidno preslikavanje vy : [a,b] — Q takvo da je y(a) = z; i y(b) = z5.
Q C C je podrudje ako je Q otvoren i povezan skup. Svaki otvoren skup je disjunktna unija
podrucja (komponenti povezanosti).

U sljedeéem teoremu definirat ¢emo derivaciju kompleksne funkcije, te pojam holo-
morfne (analiticke) funkcije.

Teorem 0.0.32. Neka je f kompleksna funkcija definirana na Qi neka je zy € Q. Ako limes
i f(@) = f(z0)
im————=
720 Z— 20

postoji, oznacavamo ga sa f'(z2o) i zovemo derivacija funkcije f u tocki z.
Funkcija f je holomorfna (analiticka) na Q ako f'(zo) postoji za svaki zo € Q. Klasu svih
holomorfnih funkcija na Q oznacavamo sa H(Q).



SADRZAJ 9

Akoje fe HQ)ige H(Q),ondajei f+ge€ HQ)i fg € HQ). Odavde slijedi da je
H(Q) prsten. Ako je f € H(Q), f(Q) c Q,tege HQ)ih=go f,tadajeh e HQ),1 1
mozemo izraCunati pomocu lan€anog pravila:

h(zo) = & (fzo)f'(z0) (20 € Q).

Uz identifikaciju C = R2, x +iy = (x,y),x,y € R, funkciju f : Q — C moZemo shvatiti
kao preslikavanje sa Q C R? u R?, odnosno, kao ureden par funkcija (u,v) dvije realne
varijable:

f(@) = u(x,y) +iv(x,y), z=x+1iy € Q.
Derivabilnost funkcije f : Q — C u tocki zp = xy + iy moZe se iskazati pomocu svojstava
funkcija u i v. Podsjetimo se, za otvoren skup Q C R? i za realnu funkciju g : Q — R dviju
realnih varijabli kazemo da je diferencijabilna u tocki (xo, yy) € Q ako postoje A,B € R
takvi da vrijedi:

i g(x,y) — g(x0,y0) — A(x — x0) — B(y — yo)
(6.)—(x0.y0) \/(x — X0)% — (¥ — y0)?

Tada su brojevi A i B parcijalne derivacije funkcije g u tocki (x, yo) i piSemo:

=0.

0 0
A= —g(xo,yo) B= —g(xo,)’o)-
Ox dy

Teorem 0.0.33. Neka je Q ¢ C = R? otvoren skup, f : Q — C,iu = Ref iv = Imf
pripadne funkcije dviju realnih varijabli. Za zo = xo + iyo € Q, xo,Y0 € R, sljedeca dva
svojstva su medusobno ekvivalentna:

(a) Funkcija f je derivabilna u tocki z.

(b) Funkcije u i v su diferencijabilne u tocki (xy,yo) i vrijede Cauchy-Riemannove jed-
nadzbe:

u ov ou ov
a(xo,yo) = 6_y(x0’y0)’ a—y(xo,yo) = —a(xo,yo)-

Nadalje, tada je
ov
f(z0) = (xo’}’o) + l_(XO’YO)
8
= —(Xo,yo) —l (Xo,yo)
= —(Xo’)’o) - i—(xo,)’o) =

(9
(XO,YO) + l (XO,}’O)
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Prepostavimo da f ima diferencijal u nekoj tocki zy € 2. Radi jednostavnosti, pretpos-
tavimo zyp = f(z0) = 0. To znaci da postoje kompleksni brojevi « i 8 (parcijalne derivacije
od f u odnosu na x, odnosno y, u tocki zo = 0) takvi da je:

f(@) = ax+py+n(2)z (z=x+1y), )

gdje n(z) —» O kadaz — 0.

Kako je 2x = z + 71 2iy = z — Z, (5) moZemo zapisati u obliku:
a—if a+ip_

= <

7 it z+n(2)z. (6)

f@)

(6) nam sugerira uvodenje diferencijalnih operatora:

1{0 .0 - 1(fd .0
8—5(5—18—))), 6—2(8x+lay). (7)
Sad (6) postaje
f@ = z
— (0/)0) + ((9f)(0)2 +n@  (#0). @)
Za realne z je 7/z = 1; za Cisto imaginarne z je z/z = —1. Dakle, f(z)/z ima limes kada

z — 0 ako i samo ako je (0f)(0) = 0, pa dobivamo sljedecu karakterizaciju holomorfnih
funkcija:

Teorem 0.0.34. Pretpostavimo da f ima diferencijal u svakoj tocki od Q. Tada je f € H(Q)
ako i samo ako Cauchy-Riemannova jednakost

@NH@) =0
vrijedi za sve 7 € Q. U tom slucaju je

f@=0Nk  (@e.
Slijede definicije 1 oznake joS bitnih pojmova koje ¢emo koristiti u nastavku rada.

Definicija 0.0.35. Jedini¢nu kruznicu u C ¢emo oznacavatisa T, to jest T = {w € C: |w| = 1},
a sa U otvoreni jedini¢ni krug U = {z € C : |z] < 1}.

Riemannovu sferu S? definiramo kao uniju skupa R?> = {(x,y) : x € R,y € R} i {oo}.
Jordanova krivulja je homeomorfna slika jedinicne kruznice.
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Definicija 0.0.36. Neka je X topoloski prostor. Krivulja u X je neprekidno preslikavanje y
intervala [@,8] C R u X, za a < B. Segment |, §] nazivamo interval parametara od y.
Sliku preslikavanja y oznacavamo sa y*, to jest y* je skup svih tocaka y(t) za @ <t < 5.
Ako se pocetna tocka y(a) podudara sa zavrsnom tockom y(B), onda 'y nazivamo zatvore-
nom krivuljom.

Put je po dijelovima diferencijabilna krivulja u kompleksnoj ravnini. Preciznije, put sa in-
tervalom parametara |, B je neprekidna kompleksna funkcija y na |a, B] takva da vrijedi
sljedece: postoji konacno mnogo tocaka s,

a=s5)<8 <..<85,=p,

i restrikcija od y na svaki interval [s -1 8 j] ima neprekidnu derivaciju na [s -1, 8 j] . Medutim,
u tockama sy, sy, ..., S,—1 derivacije slijeva i zdesna od y se mogu razlikovati.
Zatvorena krivulja koja je takoder i put naziva se zatvoreni put.

Gornja poluravnina IT" predstavlja skup svih z = x + iy za koje je y > 0, dok donju
poluravninu IT~ ¢ine svi z €iji je imaginarni dio negativan.



Poglavlje 1

(v?uvanje kutova

U pocetnom poglavlju definirat cemo pojam Cuvanja kutova, 1 vidjeti da je to vazno svoj-
stvo holomorfnih funkcija koje ¢e nas dovesti 1 do same definicije konformalnih preslika-
vanja. Nakon toga dokazat ¢emo teorem koji povezuje to svojstvo sa derivacijom komplek-
snih funkcija.

Definicija 1.0.37. Svaki kompleksni broj z # 0 ima svoj smjer u odnosu na ishodiste,
definiran tockom

A(z) = <
2|

na jedinic¢noj kruznici.
Pretpostavimo da je f preslikavanje podrucja €2 u kompleksnu ravninu, zy € Q1 zo ima

punktiranu okolinu D'(zp;r) = {z € C: 0 < |79 — 2| < r} € Q u kojoj vrijedi f(z) # f(z0).
KaZemo da f ¢uva kutove u z, ako limes

lim e PAlf(zo +re”) ~ fz)]  (r>0)

postoji i ne ovisi o 6.

Manje precizno, zahtijevamo da za bilo koja dva polupravca L’ i L” kojima je poCetna
tocka zp, kut koji njihove slike f(L") i f(L") zatvaraju u f(zy) bude jednak kutu kojeg
zatvaraju L’ 1 L”, po veliCini i orijentaciji.
derivacija nije nula na tom podrucju. To je korolar sljedeeg teorema i razlog zbog kojeg
takve holomorfne funkcije nazivamo konformalnim preslikavanjima.

Teorem 1.0.38. Neka f preslikava podrucje Q u kompleksnu ravninu. Ako f'(zo) postoji
u nekoj tocki zo € Qi f'(z0) # 0, tada f cuva kutove u zo. Obratno, ako diferencijal od f
postoji i razlicit je od nule u zo i ako f cuva kutove u zy, onda f'(zo) postoji i f'(zo) # O.

12
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Ovdje je kao i obicno f’(zg) = limM_
>0 Z- 2
Diferencijal od f u 7 je linearna transformacija L iz R*> u R? tako da, uz zo = (xo, o),
vrijedi:
f(xo + x,y0 +y) = f(x0,y0) + L(x,y) + (xz +y2)1/277(x,y), (L.1)

gdjen(x,y) — 0,kadax — 0iy — 0. Dakle, ovdje pretpostavljamo da je f diferencijabilna
funkcija kada je promatramo kao funkciju definiranu na otvorenom skupu iz R? u R%.

Dokaz. Neka je, zbog jednostavnosti, zop = f(z9) = 0. Ako je f'(0) = a # 0, onda iz

J'(0) = liné@ il = 1 slijedi
f(re?)
-6 i0 —_—
~if 4 if :e f(r.e ): rei? a 0
e [f(re™)] F(re) () - al (r—0)
|re’|

pa f Cuva kutove u nuli jer limes postoji 1 ne ovisi o 6. Obratno, ako diferencijal od f u
nuli postoji i razli¢it je od nule, onda (I.T)) moZemo napisati u obliku:

J(2) = az+ Bz +[zln(2), (1.2)

gdjen(z) » Okadaz — 0,a @ = a; +ia, 18 = 1 +iB, su kompleksni brojevi koji nisu oba
jednaki nula. Dakle, ako stavimo f(z) = f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y),u,v : Q — R, vrijedi:

_|@ B
f(-x’y) - |:la’2 lﬁZ

= @)X + @iy + ayix — @2y + B1x — Biiy + Boix + Boy + (XF +y) ' n(x, y) =
= (@) + iay + By + iB2)x + (ia; — ay — iB1 + Ba)y + (X + y)'n(x,y) =

= @1 X + f1X — agy + Boy + i(azx + Box + ary — B1y) + (X + ¥ Pn(x, y).

(x +iy) + (x —iy) + (& + ) *n(x,y) =

1/2

Znamo, funkcija f(z) = f(x,y) je diferencijabilna u zo = (xo,yo) ako i samo ako su u i v
diferencijabilne u (xo, yo) i ako vrijede Cauchy-Riemannove jednadZzbe:

ou ov . ou ov
a(xo,yo) = a—y(xo,)’o) 1 6_y(xo’y0) = —a(xo,yo)-
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U nasem slucaju je
u(x,y) = a1 x + B1x — apy + By, v(x,y) = arx + B + ary — By,

pa mora vrijediti:

ou ov

a=0/1+,31=a/1—,31 :(9_y’
ou ov
(9_y =ph-—ar=—a,— P = —a-

Iz prethodnih jednakosti slijedi 8; = 018, = 0, dakle 8 = 0. Ako uz to f Cuva kutove u
nuli, tada limes

a + Be
| + Be=21)
postoji i ne ovisi 0 §. MoZemo izbaciti one 6 za koje je nazivnik u (I.3)) jednak nuli; postoje
najvise dva takva 6 u [0, 27). Za sve ostale 6, zaklju¢ujemo da o + Be > lezi na fiksnom
pravcu kroz ishodiste, a to je moguée samo kada je 8 = 0. Dakle, a@ # 0. Iz (1.2)) slijedi da

je f'(zo) = f(0) = . O

Napomena: lako se dokaze da niti jedna holomorfna funkcija ne ¢uva kutove u tocki u
kojoj je njena derivacija jednaka nuli. Medutim, diferencijal transformacije moze biti nula
u tocki u kojoj se Cuvaju kutovi. Na primjer, ako je f(z) = |zlz, 2o = 0. U tom slucaju je

lim e YAl f(re”)] = (1.3)

) , - . o f(re®y . |re®|re®e " 1
lime ™Al f(re?)] = lime?*X"— = lim—7M = — =
e AT =0 T Gem T e jen

Diferencijal u zp = 0 je jednak

L(z) = f(2) = f(0) + |zIn(z) = |zlz = 0 = |zIn(z) = O, 1n(z) = Okadaz — 0.



Poglavlje 2

Razlomljene linearne transformacije

Tema ovog poglavlja su razlomljene linearne transformacije te vazni rezultati i primjene
tih transformacija vezane uz konformalna preslikavanja.

Definicija 2.0.39. Ako su a, b, c i d kompleksni brojevi takvi da je ad—bc # 0, preslikavanje

az+b
cz+d

7

(2.1)
zovemo razlomljena linearna transformacija.

. . : . d
Obi¢no relaciju (2.1) promatramo kao preslikavanje iz S u S?, uz napomenu da se ——
c

preslikava u oo, a co se preslikava u E, za ¢ # 0. Lako je vidjeti da je svaka razlomljena
c

linearna transformacija bijektivno preslikavanje iz S? u 2. Nadalje, svaka linearna raz-
lomljena transformacija je dobivena komponiranjem transformacija sljedecih tipova:

(a) translacije : z > z+ b

(b) rotacije : z — az,lal =1

(c) homotetije : z = rz,r > 0

(d) inverzije : z — 1/z.

Ako je ¢ = 0 u (2.1)), dobivamo

az+b
d b

7 —

pa tvrdnja vrijedi. Ako je ¢ # 0, tvrdnja slijedi iz slijedece jednakosti:

az+b_a A bc —ad

=4+ —
cz+d ¢ cz+d c

15
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Prva tri tipa evidentno preslikavaju pravce u pravce i kruZznice u kruznice. Za tip (d) to ne
vrijedi.

Medutim, ako sa  oznacimo familiju koja sadrZi sve pravce i sve kruznice, onda i tran-
sformacija (d) ¢uva ¥ i slijedi vaZan rezultat da sve razlomljene linearne transformacije
Cuvaju familiju F .

Dokaz da inverzije cuvaju ¥ je dosta lagan. Elementarna analiticka geometrija pokazuje
da je svaki element iz ¥ krivulja ¢ija je jednadZba oblika

azz +Bz+ Bz +y =0, (2.2)

gdje su @ i y realne konstante, a 8 kompleksna konstanta i uz to vrijedi 88 > ay. Ako
je @ # 0, onda jednadzba (2.2) definira kruznicu; za @ = 0 jednadzba definira pravac.
Zamijenimo li z sa 1/z, (2.2) prelazi u

a+pz+Bz+yz=0, (2.3)
Sto je jednadZzba istog tipa.

Pretpostavimo da su a, b 1 ¢ razliCiti kompleksni brojevi. Konstruiramo razlomljenu
linearnu transformaciju ¢ koja preslikava uredenu trojku (a, b, ¢) u (0, 1, c0):

_(b-9k-a)

= =0

(2.4)
Postoji samo jedna takva transformacija ¢. Buduéi da je ¢(a) = 0, u brojniku moramo
imati z — a; buduéi da je ¢(c) = oo u nazivniku moramo imati z — ¢; buduci da je ¢(b) = 1,
dobivamo ([2.4). Ako je a, b ili ¢ jednak oo, lako zapiSemo formule analogne (2.4).
Dolazimo do sljedeceg rezultata:

Za bilo koje dvije uredene trojke (a,b,c) i (a’,b’,c’) u S? postoji jedna i samo jedna raz-
lomljena linearna transformacija koja preslikava a u a’, b u b’ i c u ¢’ (uz pretpostavku da
jea+b,a*tc,b#+c,a #b,a #c'1b + ).

1z ovoga zaklju€ujemo da razlomljenim linearnim transformacijama moZemo preslikati
svaku kruZnicu u svaku kruznicu. ViSe nas zanima Cinjenica da se svaka kruZnica moze
preslikati u svaki pravac (ako co promatramo kao dio pravca), odakle slijedi da se svaki
otvoreni krug moZe konformalno preslikati u svaku otvorenu poluravninu. Pogledajmo
detaljnije jedno takvo preslikavanje, uzmimo

1+z2

QD(Z) = I_—Z
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¢ preslikava (-1,0,1) u (0, 1, 00); interval (—1, 1) je preslikan u pozitivni dio realne
osi; jedini¢na kruznica T prolazi kroz —1 1 1; buduéi da je ¢(1) = oo € ¢(T), a co pripada
pravcu u skupu C, ¢(T') nije kruznica. Slijedi da je ¢(T') pravac kroz ¢(—1) = 0. Bududi
da T zatvara pravi kut sa realnom osi u —1, ¢(7T) zatvara pravi kut sa realnom osi u nuli.
Dakle, ¢(T') je imaginarna os. Buduci da je ¢(0) = 1, slijedi da je ¢ konformalno bijektivno
preslikavanje otvorenog jedinicnog kruga u otvorenu desnu poluravninu.
Razlomljene linearne transformacije omogucéuju primjenu teorema koji se odnose na
ponasanje holomorfnih funkcija u okolini pravaca na situacije u kojima se pojavljuju kruzni
lukovi. Pretpostavimo da je Q podrucje u U dijelom ogranic¢eno lukom L jedini¢ne kruZnice,
f je neprekidna na Q, holomorfna na Q i realna na L. Funkcija

Y(z) = T
preslikava gornju poluravninu u skup U. Ako je g = f o ¢, Teorem 0.0.4 nam daje holo-
morfno prosirenje G od g, i dobivamo F = G o ! kao holomorfno proSirenje od f koje
zadovoljava jednakost

f@) = F(2),
gdje je ¥ = 1/z. Zadnja tvrdnja slijedi iz svojstva preslikavanja ¥ : ako je w = ¥(z) 1
wi = ¥(2), onda je w; = w*. Zaista, ako je z = x + iy, x € R,y € R, vrijedi:

x+iy—i . x—iy—i
w=y)= —/—, wi =y@) = ———
xX+iy+i xX—1iy+i
Slijedi
xX—iy—i 1 .
wp = = =W

X—iy+i X—Iy+i
xX—iy—i



Poglavlje 3

Normalne familije

Riemannov teorem o preslikavanju dokazat ¢emo promatrajuéi navedeno preslikavanje kao
rjeSenje odredenog problema ekstrema. Postojanje tog rjeSenja ovisi o veoma korisnom
svojstvu familija holomorfnih funkcija koje ¢emo u ovom poglavlju formulirati.

Definicija 3.0.40. Pretpostavimo da je ¥ C H(Q) za neko podrucje Q. ¥ zovemo nor-
malna familija ako svaki niz elemenata iz ¥ ima podniz koji uniformno konvergira na
kompaktnim podskupovima od Q. Taj limes ne mora biti element iz F .

Teorem 3.0.41. Pretpostavimo da je ¥ C H(Q) i F je uniformno ograni¢ena na svakom
kompaktnom podskupu podrucja Q. Tada je ¥ normalna familija.

Dokaz. Pretpostavka teorema znaci da za svaki kompaktan skup K C Q postoji broj
M(K) < oo takav da je |f(z)] < M(K) zasve f € F isve z € K.
Q je podrucje, pa je 1 otvoren skup. Za svaki otvoren skup U C C postoji rastuci niz kom-
paktnih skupova Cija je unija jednaka U. Neka je (K),) niz kompaktnih skupova ¢ija je unija
jednaka Q. Prema teoremu 0.0.9 se skup K, nalazi u interioru skupa K,,;. Tada postoje
0, > 0 takvi da vrijedi:

D(Z; 2611) - Kn+l (Z € Kn)

Bududidaje z € K,, C Int(K,.+1), a Int(K,) je otvoren skup, takvi ¢, postoje po definiciji
otvorenog skupa.
Odaberimo dvije to¢ke 7’ 17" iz K,,, takve da je |7’—z"| < 6,. Neka je y pozitivno orijentirana
kruznica sa srediStem u 7’ 1 polumjerom 26, 1 procijenimo | f(z’)— f(z’")| pomocu Cauchyeve
formule. Buduci da je

1 1 7 -7’

/_ N: , 7\’ Zagey
s—-7 ¢-1z (c—)Ns—2")

, " 1)
- = A
1@ =/ f (¢—-2)s—2") ao- G-b

dobivamo
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Kako je |¢ — 7'| = 26, i |¢ — 2’| > 6, za svaki ¢ € y*, iz (3.1) slijedi nejednakost:

M(K.1)

5. 12 =2 (3.2)

1f @) - [l <
koja vrijedi za sve f € F isve 7 i 7" € K, kada je |7 — 7| < 6,. Ovo je bio najvazniji
korak dokaza: pokazali smo da za svaki K,, restrikcije elemenata iz ¥ na K, formiraju
ekvikontinuiranu familiju. To po definiciji znaci da za svaki € > 0 postoji 6 > O takav da
jelf(Z)— f(@) < ezasve f e Fisvez iz’ iz K, za koje vrijedi |7 — 7| < 6.1z (3.2)
vidimo da je uvaj uvjet zadovoljen ako je

€0,

0= ——. 3.3
M(Kn+1) ( )

Neka je (f,,) niz u ¥. Odaberimo prebrojiv gust podskup {z;} od Q. Bududi da je (f,,(2))
ograniena u svim z € Q, (f,,) ima podniz, ozna¢imo ga sa (f,,1), koji konvergira u z;.
U (fn.1) takoder moZemo naci podniz (f,,») koji konvergira u z,. Nastavimo taj postupak
i dolazimo do podnizova (f,,;) koji kovergiraju u z; i (f,,;) je podniz od (f,,;—1). Tada
”dijagonalni niz” (f,,,,) konvergira u svakoj tocki z;.

Mi tvrdimo da (f,,,,) zapravo konvergira uniformno na svakom K,, a prema tome i na
svakom kompaktnom podskupu K od €2, jer znamo da je (K,,) niz kompaktnih skupova Cija
je unija jednaka Q, pa je zbog toga (UK,) N K =QNK =K.

Fiksirajmo K, i € > 0, te odaberimo 6 kao u (3.3). Postoje tocke zi, ..., z, u skupu {z;} takve
da K, lezi u uniji krugova D(z;,9),i = 1, ..., p, i postoji cijeli broj N takav da vrijedi

|frr(zi) = fos(z)l < € (3.4)

zar>N,s>Nil <i<p.
Zasvaki z € K, postoji z; takavdaje 1 <i< pilz—z| < 6. Tada|f,.,(2) — f;,(2)| nije vece
od

|fr,r(Z) - fr,r(Zl‘)l + |fr,r(Zi) - fs,s(zi)| + |fs,s(Zi) - fs,s(z)l' (35)

Prvi i treci ¢lan u (3.5) su manji od € zbog naseg odabira 6, a srednji ¢lan je manji od € ako
jer> Nis > N.Odavde slijedi:

|ﬁ',r(z) - fs,s(Z)l < 3e

za svaki z € K, akoje r > Nis > N. Time je dokaz dovrsSen. O



Poglavlje 4

Riemannov teorem o preslikavanju

Da bi dokazali Riemannov teorem o preslikavanju, definirat cemo konformalno ekviva-
lentna podrucja.

Definicija 4.0.42. Za dva podrucja Q, i Q, kazemo da su konformalno ekvivalentna ako
postoji preslikavanje ¢ € H( ) koje je bijektivno na Q, i vrijedi () = ,, odnosno ako
postoji konformalno bijektivno preslikavanje podrucja Q, u €),.

Ako vrijede uvjeti iz prethodne definicije, inverz funkcije ¢ je holomorfan na Q,, pa je
on i konformalno preslikavanje podrucja €, u Q;. Slijedi da su konformalno ekvivalentna
podru¢ja homeomorfna. Postoji joS vaZnija relacija izmedu konformalno ekvivalentnih
podruéja : ako je ¢ preslikavanje kao u definiciji (#.0.42)), f — f o ¢ je bijektivno preslika-
vanje H(€2;) u H(€2;) koje Cuva sume i produkte, to jest izomorfizam prstenova sa H(£2,) u
H(Q,). Ako Q; ima jednostavniju strukturu, problemi na H(£),) se mogu prenijeti u H(€2;)
1 pomocu funkcije ¢ rjeSenja se mogu ponovno vratiti na H(€),). Najvazniji ovakav slucaj
se temelji na Riemannovom teoremu o preslikavanju (gdje je €2, jedini¢ni krug U), Sto re-
ducira proucavanje H(Q2) na proucavanje H(U) za svako jednostavno povezano podrucje u
kompleksnoj ravnini.

Teorem 4.0.43. (Riemannov teorem o preslikavanju)
Svako jednostavno povezano podrucje Q u kompleksnoj ravnini (osim same kompleksne
ravnine) je konformalno ekvivalentno otvorenom jedinicnom krugu U.

Dokaz. Pretpostavimo da je  jednostavno povezano podru¢je u kompleksnoj ravnini i
neka je wy kompleksan broj, wy ¢ Q. Neka je X klasa svih ¢ € H(Q) koje su injektivna
preslikavanja na Q i preslikavaju Q u U. Moramo pokazati da je neki s € X surjekcija iz Q
na U.

Prvo ¢emo pokazati da X nije prazan skup. Budu¢i da je Q jednostavno povezano podrucje,
postoji ¢ € H(Q) takvo da je ¢*(z) = 7 — wo na Q.

20
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Ako je ¢(z1) = ¢(z2), onda je i ¢*(z1) = ¢?*(z2), odakle slijedi z; = z,. Dakle, ¢ je
injekcija. Isti argument pokazuje da ne postoje dvije razlicite tocke z; 1 z u € takve da je
©(z1) = —¢(z2). Bududi da je ¢ otvoreno preslikavanje, ¢(Q) sadrzi krug D(a; r),0 < r < |a|.
Krug D(-a;r) ne sjeCe ¢(Q), pa ako definiramo ¢ = ——, vidimo da je ¢ € X. U sljedeCem
koraku pokazujemo da ako je ¢ € Z, te ¢/(£2) ne prekriva cijeli U 1 zy € €, postoji ¢ € X
takvo da je

11 (zo)l > ' (z0)l

Koristit ¢emo funkcije ¢, definirane na sljedec¢i nacin:

(PQ(Z) =

-«
1 —
Zaa € U, ¢, je bijekcija iz U u U; njen inverz je ¢_, (po teoremu 0.0.12).

Pretpostavimo dajey € X, € Ui a ¢ Y (Q). Tada je ¢, o € £ 1 ¢, oy nema nultocku na
Q. 1z teorema 0.0.18 (i) slijedi da postoji g € H(Q) takva da je g> = ¢, o ¥. g je injekcija
(dokaZe se kao u dokazu da je X # 0), dakle g € X. Ako je Y, = ¢z o g, gdje je B = g(zo),
slijedi da je y; € X. Uz notaciju w? = s(w), dobivamo:

Y=pa0s0g=¢_4050¢ g0y

Zbog 1(zp) = 0, lancano pravilo daje:

¥'(20) = F'(0)¥)(20),

gdje je F' = ¢_, 0 s 0o ¢_p. Vidimo da je F(U) C U i da F nije injekcija na U. Zato je
|[F”(0)] < 1 po Schwarzovoj lemi, pa je [/'(z0)l < | (z0)| (W' (z0) # O, jer je ¢ injekcija na
Q).

Fiksirajmo z € Q, 1 definirajmo

n = sup{ly’(zo)l : ¥ € Z}.

Iz prethodnog dijela dokaza se vidi da svaki i € X za kojeg vrijedi |h'(z9)| = 7 preslikava
Q u U. Dokaz ¢e biti gotov kada dokazemo postojanje takvog h.

Bududi da je |y(z)] < 1 zasve y € X1z € Q, iz teorema 3.0.41 slijedi da je X normalna
familija. Iz definicije od 7 slijedi da postoji niz (¥,) u T takav da |/ (z0)] — 7, i zbog
normalnosti od £ moZemo odrediti podniz (ozna¢imo ga opet sa (i) zbog jednostavnosti)
koji uniformno konvergira na kompaktnim podskupovima od € prema limesu & € H(Q).
Po teoremu 0.0.11, |A'(zo)| = . Kako je £ # 0 1 n > 0, & nije konstantna funkcija. Bududéi
dajey,(Q) c U,zan=1,2,3... dobivamo h(QQ) C U, ali iz teorema o0 otvorenom preslika-
vanju slijedi da je zapravo h(Q2) C U.
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Preostaje pokazati da je & injekcija. Fiksirajmo razlicite tocke z; 1 7, iz €; stavimo
a=hz)ia, =y,(z1)zan = 1,2,3.... Neka je D zatvoreni krug u Q sa srediStem u 25,
tako da z, ¢ D i h—a nema nulto¢ku na rubu od D. Funkcije ¥, —, uniformno konvergiraju
prema h — a na D; one nemaju nultotke na D jer su injekcije i imaju nultocku u z;. Sada iz
Rouchéovog teorema slijedi da 7 — @ nema nulto¢ku na D; posebno, h(z,) # h(z;).

Slijedi daje h € X. O

Iz dokaza prethodnog teorema slijedi da je h(zg) = 0, jer ako je h(zo) = 18 # 0, onda
jeggoheXi
' (z0)
1-18
Primijetimo, iako smo £ dobili maksimizacijom [¥'(z0)| za ¢ € X, h takoder maksimizira
|f"(z0)| ako je f u klasi svih holomorfnih preslikavanja iz Q u U (ne nuZno injektivnih). Ako
je f takva funkcija, onda je g = f o h™! preslikavanje iz U u U, odakle slijedi |[g’(0)] < 1, a
po Schwarzovoj lemi jednakost vrijedi ako i samo ako je g rotacija. Lancano pravilo daje
sljedeci rezultat:
Ako je f € HQ), f(Q) c Uizy € Q, onda je |f'(z0) < |W(20)|. Jednakost vrijedi ako i
samo ako je f(z) = Ah(z) za neku konstantu A, || = 1.

(05 © 1) (20)| = lgp(BIR (20)| = > |h'(zo).



Poglavlje 5
Klasa .

U ovom poglavlju uvodimo klasu .# funkcija koje su holomorfne na U i zadovoljavaju
odredene uvjete. Ta klasa ima 1 neka zanimljiva svojstva koja ¢emo u nastavku dokazati i
provjeriti na primjerima.

Definicija 5.0.44. . je klasa svih f € H(U) koje su injekcije na U i za koje vrijedi:
f(0) =0, f(0)=1.

Prema tome, svaka funkcija f € .¥ se moZe razviti u red potencija
f@=z+ Z a?’ (zel).
n=2

Klasa .7 nije zatvorena na zbrajanje i mnoZenje.

Primjer 5.0.45. Ako je |a| <11

(o)

fo@) = (; = Zna”‘lz”,

1 -z &
tada je f, € .. Naime, ako je f,(z) = f,(w), onda je (z — w)(1 — a*zw) = 0, i drugi faktor

u tom umnosku nije nula ako je |z| < 1i|w| < 1. U slucaju kada je |a| = 1, f, nazivamo
Koebeovom funkcijom.

23
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Teorem 5.0.46. (a) Ako je f € .7, |a| = 11ig(z) = af(az), onda je g € .7 .
(b) Ako je [ € .7, onda postoji g € . takva da vrijedi

£ =f (ze). (5.1)

Dokaz. (a) Budu¢idaje f € H(U), vrijedi i g € H(U). Pokazimo da je g injekcija. Neka
suuiviz Ui g(u) = g(v), to jest af(au) = af(av). Znamo da je f injekcija, pa slijedi
daje au = av, te je u = v, to jest, i g je injekcija. Takoder, g(0) = af(0) = O, te
g'(z) = aaf'(az) = |lal*f(az) = f'(az), paje g'(0) = f/(0) = 1. Dakle, dokazali smo da je
ges.

Da bi dokazali (b), uzmimo f(z) = z¢(z). Tada je ¢ € H(U), ¢(0) = 1 1 ¢ nema nultoc¢ku na
U jer f nema nultocku na U \ {0} . Stoga, prema teoremu 0.0.18 (i) postoji h € H(U) takvo
da je 1(0) = 1, h*(2) = ¢(z). Neka je

@) =zn()  (ze ). (5.2)
Tada je g%(z) = 22h*(2*) = 22@(?) = f(z%), pa vrijedi (5.1). Jasno je da je g(0) = O i

g’'(0) = 1. Moramo pokazati da je g injekcija.
Pretpostavimo da su ziwiz U i g(z) = g(w). Bududi da je f injekcija, iz (5.1) slijedi da je

7> = w?. Dakle, ili je z = w, (Sto Zelimo dokazati) ili je z = —w. U sluaju da je z = —w,
(5.2) povlaci da je g(z) = —g(w) pa slijedi g(z) = g(w) = 0. Znamo da g nema nultocku na
U\{0},pajez=w=0. O

Teorem 5.0.47. Ako je F € H(U \ {0}), F injekcija na U i ako vrijedi
1 < ;
F(Z)=—+Zanz (ze ),
z n=0

onda je

[e0)

D e < 1.

n=1

Dokaz. Neka je, za dani F,

Fi(z) =

IS

+ Z a,7" (zeU).
n=1

Dakle, F(z) — F1(z) = ap. Budu¢i da se F i F; razlikuju za konstantu, F; je injekcija na
UiF, € HU \ {0}). Dakle, F| zadovoljava iste uvjete teorema kao i F. Stoga moZemo
pretpostaviti da je oy = 0.
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F(z) zamijenimo sa AF(Az), || = 1, Sto neCe utjecati na pretpostavku i tvrdnju teorema,
te onda moZemo pretpostaviti da je a; realan broj.
Nekaje U, ={z:lzl <r},C, ={z: |zl =r}1iV,={z:r< |zl < 1},za0 < r < 1. Tada
je F(U,) u okolini od oo (po teoremu o otvorenom preslikavanju primjenjenom na 1/F).
Skupovi F(U,), F(C,) 1 F(V,) su disjunktni, jer je F injekcija. ZapiSimo

F(z) = % +aiz+e@) (zel), (5.3)

F=u+iv,i
1 1
A=—+ar, B=-—-qr 5.4)
r r

Za z = re” slijedi

. 1 . .
F(re”) = — + are? + tp(re’e) =
ret

1 .
= + 6 + isin @) + p(re’) =
r(cos @ + isin6) ar (cos isinf) + p(re”)

! 0+ ising 0— ising .
_ 1 (cosf +isin )(?O'S L5t )+a1rcos9+ iarsin + p(re') =
r (cos 8 +isinf)

1 .
—(cos @ —isinb) + @ rcos O + ia;rsin 0 + p(re) =
-

1 1. . : ,
—cosf —i—sinf + ajrcosf + ia rsinf + go(re’”).
r r

Iz prethodnih jednakosti dobivamo:
u=Acosf+ Rep, v =—-Bsin0+ Img. (5.5)

Podijelimo li jednadZbe u @]} sa A, odnosno B, kvadriramo ih i zbrojimo, dobivamo:

w2 2cosf

N L+ Recp)2 ZSinGI N (Imgo)2
—+ == - m — .

VER-2 A A B "\

Iz (5.3) slijedi da ¢ ima nultocku reda barem dva u ishodiStu. Ako sada promotrimo (5.4),
vidimo da postoji n > 0 takav da za sve dovoljno male r vrijedi:

Re‘,0+(

2 2
w o .
E+ﬁ<l+nr3 (z:ree).

Ovo povladi da je F(C,) unutar elipse E, Cije su poluosi A+/1 +nr3 i By/1 + nr? i koja
omeduje povrSinu

1 1
nAB(1 + nr') = 71'(; + a/]r) (; - ozlr)(l + 1) < %(1 +nr). (5.6)
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Kako je F(C,) unutar E,, imamo E, C F(U,). Odavde slijedi da je F(V,) takoder unutar E,,
pa povrsina od F(V,) nije veca od (5.6). Iz Cauchy-Riemannovih jednadzbi dobivamo da
je Jacobijan preslikavanja (x,y) — (u, v) jednak |F’|>. Teorem 0.0.23 daje sljedeci rezultat:

T 3 72 _
ﬁ(lﬂﬂ)sz |F|” =
v,
1 21 ) 0 )
= f tdtf | — 127 4 Z na, e 240 =
r 0 n=1

1 00
= f 3 + Z n2|a, P Ndr =
r n=1

= [r_z 1+ Z nla, (1 - rz")] .
n=1

Ako podijelimo (5.7) sa 7 i oduzmemo 2 od obje strane, dobivamo

(5.7)

N

D nln (=) < 14 (5.8)

n=1

za sve dovoljno male r i sve pozitivne cijele brojeve N. Ako u r — 0,azatim N — oo,
dobivamo

(o0
Dinal <1,
n=1

Sto je tvrdnja teorema. O

Korolar 5.0.48. Uz iste pretpostavke, vrijedi |a;| = 1.

1
Da je to zapravo najbolji moguci slucaj vidi se u primjeru kada je F'(z) = —+az,|a| =1,
Z

Sto je injekcija na U. Zaista, neka su z; 1z, 1z U 1 z; # 2. Pretpostavimo da je F(z1) = F(22).
C 1 .. .. .
To znacida je —+az; = —+az;. PomnoZimo li tu jednakost sa z1z,, dobivamo: z, +az%z2 =
21 22
21 + azi23. Odavde je 2o — 21 = @212 — az12> = @2122(22 — 21), pa vrijedi 212, = +. Dakle,
imamo @z, + @z, = az; + az;. Slijedi z; = z; Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom, pa je

F(z1) # F(z2), to jest F je injekcija 1 zadovoljava uvjete prethodnog teorema.
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Teorem 5.0.49. Akoje f € .7, i
f@=z+ Z a,z",
n=2

tada vrijedi:

(a)lar] <2,

(b) () > D(O: }).

Druga tvrdnja znaci da f(U) sadrZi sve w takve da je |w| < i.

1
Dokaz. Prema teoremu 5.0.46, postoji g € .¥ takva da je g2(z) = f(z%). Akoje G = —,
8

onda teorem 5.0.47 primijenjen na G daje tvrdnju (a). Zaista, bududi da je
f@) =20+ @ +..),

imamo 1
g(x)=z(1+ Eagzz +..).

Neka je
1
G@)=—+by+biz+bz* + ..
Z
Mora vrijediti G(z)g(z) = 1, to jest:

1 1
(— +by+biz+ b7 + ) (z + §a2z3 + ) =1.
z

Dakle,
b() = 0,
1 3 1 )
Eaz +b=0= b = —Eaz, ..itd.
Iz korolara 5.0.48 slijedi da je |ay| < 2.
Da bi dokazali (b), pretpostavimo da w ¢ f(U) i definirajmo funkciju

f(@)

EY

w

h(z) =

Tada je h € h(U), h je injekcijana U, i
z 1
W) =G+amd+. )1 +=+.)=z+@+—=)+..,
w w

paje h € .. Primjenom tvrdnje (a) na & dobivamo |a, + %I < 2, a bududi da je |ay| < 2,
slijedi |$| < 4. Odavde je |w| > }L zasvew ¢ f(U). O
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Primjer 5.0.45 pokazuje da su (a) 1 (b) najbolji moguci slucajevi.
Stovise, uz bilo koji @ # 0, moZemo naéi funkcije f takve da je £(0) = 0, f’(0) = 1 koje ne
poprimaju vrijednost a. Na primjer,

f2) =a(l —e).

Naravno, nijedna takva funkcija f ne moZe biti injekcija na U ako je |a| <
moze pripadati klasi ..

I, to jest, ne

Teorem 5.0.50. Pretpostavimo da je F € H(U \ {0}), F injekcija na U, F ima pol prvog
reda u 7 = 0, reziduum vrijednosti jedan i wy i w, nisu u F(U).
Tada je lwy — wy| < 4.

, 1 pokazimo da je f € .. Uzmimo z; i z; iz U i neka je

. 1
Z1) = f(22), to jest =
o) = S O B~ ~ Pl e
F(z1) = F(z»). Kako je F injekcija na U, slijedi z; = 25, pajei f injekcija.
Budu¢i da F ima pol prvog reda u z = 0, i reziduum vrijednosti jedan, F moZemo zapisati

kao F(z) = @, gdjeje g € H(U)1g(0) = 1. Slijjedi:
Z

1
Dokaz. Neka je f = 7
_Wl

. Odavde je F(z1) —w; = F(z2) — wy, pa je

R
FR)—w; @_wl 8@ -wiz g —wiz
z z

f@)=

0
paje f(0) = —— = 0. Takoder, vrijedi f € H(U) i:

g(0)
, 8@) —wiz—2g'(2) —wy)
(z) = , z€ U,
/ (g(z) = w12)?
. 8(0)
aje f/(0) = =

paie O = Copr
Dakle, f € ., paje f(U) > D(0; ‘—11), te slika od U po funkciji F — wy sadrzi sve w takve
da je |[w| > 4. Buduéi da w, — wy nije u toj slici, imamo |w, — wy| < 4. O

Uocimo da je i ovaj slu€aj najbolji moguéi. Ako je F(z) = 77! + z, tada F(U) ne sadrzi
tocke -2 1 2. Preciznije, komplement od F(U) je segment [—-2, 2] na realnoj osi.
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Neprekidnost na rubovima

Uz odredene uvjete, svako se konformalno preslikavanje iz jednostavno povezanog po-
drugja Q u U moZe progiriti na homeomorfizam iz Q u U. Pritom vaZnu ulogu imaju
jednostavne rubne tocke podrucja Q koje ¢emo u ovom poglavlju definirati i povezati sa
konformalnim preslikavanjima.

Definicija 6.0.51. Rubna tocka B jednostavno povezanog podrucja Q se naziva jednos-
tavna rubna tocka od Q) ako ima sljedece svojstvo: za svaki niz (a,) u Q takav da a,, — B
kad n — oo postoji krivuljay : [0,1] - Ciniz (t,),0 <t; <t <..<t, > 1, takav da je
y(t,) = a,,n=1,2,3...iy(t) € Qza 0 <t < 1. Drugim rijecima, postoji krivulja u Q koja
prolazi kroz tocke «,, i zavrsava u .

Primjer 6.0.52. Pogledajmo primjere nekih rubnih toc¢aka koje nisu jednostavne.

Ako je Q = U \ {x:0 < x < 1}, tada je Q jednostavno povezano; ako je 0 < < 1, je
rubna tocka od Q koja nije jednostavna. Na primjer, uzmimo 3 = % ia, = % + (_i)n i.

Kada bi postojala krivuljay : [0, 1) — Q koja prolazi kroz a,,, njen realni dio bi poprimao i
negativne vrijednosti u tockama t, za koje vrijedi t, — 1, sto je u kontradikciji sa %ijﬁly(t) =
B.

U kompliciranijem primjeru uzmimo da je Q interior kvadrata koji ima vrhove u 0, 1,1 +1i

1 1 1 1 1
2n’ 2n 2n+1 + n’ 2n+1

i i. Ako uklonimo intervale [ + %l] i + 1] iz Qy, preostalo podrucje Q

Jje jednostavno povezano. Ako je 0 <y < 1, tada je iy rubna tocka koja nije jednostavna.

Teorem 6.0.53. Neka je Q ograniceno jednostavno povezano podrucje u kompleksnoj rav-
nini i f konformalno preslikavanje iz ) na U.

(a) Ako je B jednostavna rubna tocka od Q, tada f ima neprekidno prosirenje na Q U {5} .
Ako je f tako prosirena, vrijedi | f(B)| = 1.

(b) Ako su B, i B, razlicite jednostavne rubne tocke od Q i ako je f prosirena na QU {8} U
{82} kao u (a), tada je f(B1) # f(B2).

29
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Dokaz. Neka je g inverz od f. Tada je g € H(U), po teoremu 0.0.29 g(U) = Q, g je
injekcijai g € H* buduci da je Q2 ograni¢eno podrucje.

Pretpostavimo da (a) ne vrijedi, to jest da ne postoji neprekidno proSirenje od f na QU {8} .
To znaci, prema Heineovom kriteriju za neprekidnost, da postoji niz (a,,) u Q za koji vrijedi
a, — B, ali f(a,) & f(B). Buduc¢i da se niz f(«,) nalazi u kompaktu Q, sigurno ima
konvergentne nizove, ali on sam nije konvergentan. Prelaskom na podnizove, slijedi da
postoje podnizovi takvi da vrijedi f(az,) — wi, f(@2+1) = Wa 1wy # wy. Odaberimo y
kao u definiciji (6.0.51)) i stavimo I'() = f(y(£)),za 0 < t < 1. Neka je K, = g(D(0; r)), za
0 < r < 1. Tada je K, kompaktan podskup od Q. Budu¢i da y(#) — S kada t — 1, postoji
t* < 1 koji ovisi o r takav da y(¢) ¢ K, ako je t* < t < 1. Prema tome, |['(¥)] > r ako je
t* <t < 1.0davdeslijedida|['(f)] = 1 kadat — 1. BuduéidaI'(t,,) = wi 1 (t2,41) — wo,
slijedi da je |wq| = |w,| = 1.

Sada se skup T\ {{w;} U {w,}} sastoji od dva luka. Jedan od tih lukova J ima svojstvo da
svaki radij-vektor koji zavrSava u nekoj tocki od J sijece sliku od I' u skupu tocaka koji
ima gomiliSte na 7. Primjetimo da je g(I'(r)) = y(t) za0 <t < 1, 1 da g ima radijalni limes
gotovo svudana T jer je g € H. Dakle,

linll g(re") =P skoro svuda na J, (6.1)

jer g(I'(#)) — Bkadat — 1. Po teoremu 0.0.27 primijenjenom na g — 3, iz slijedi da je
g konstanta. Ali, g je injekcija, pa dobivamo kontradikciju. Slijedi da je w; = wy, 1 vrijedi
(a).

Pretpostavimo da (b) ne vrijedi. Ako pomnoZimo f s odgovaraju¢om konstantom apsolutne
vrijednosti jedan, dobivamo B # 5,, ali f(81) = f(B,) = 1.

Kako su B; 1 3, jednostavne rubne tocke od €, postoje krivulje y; : [0,1] — C takve da
je yi([0,1)) € Q,zai = 1,217y;(1) = B;. Neka je I'i(¢) = f(y;(t)). Tada je I';([0, 1)) c U i
(1) =T»(1) = 1. Budu¢i da je g(I'i(¢)) = y;(¢) na [0, 1), dobivamo

limgMin) =4 ((=12). (6.2)

Iz teorema 0.0.28 slijedi da je radijalni limes od g u tocki 1 jednak 8, 1 S, Sto je nemoguce,
pa slijedi da je 8, = 5. O

Teorem 6.0.54. Ako je Q) ograniceno jednostavno povezano podrucje u kompleksnoj rav-
nini i ako je svaka rubna tocka od Q) jednostavna, tada se svako konformalno preslikavanje
iz Q na U moZe prosiriti na homeomorfizam iz Q na U.

Dokaz. Pretpostavimo da je f € H(Q), f(Q) = U, i f je injekcija. Po teoremu 6.0.53 f
mozZemo proSiriti na preslikavanje iz Qu U takvo da f(a,) — f(z) kad je (@,) niz u Q koji
konvergira prema z. Ako je (z,) niz u Q koji konvergira prema z, tada postoje tocke @, iz Q
takve da vrijedi |, — 2,/ < L i |f(@,) — f(z)] < 1.
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Prema tome, @, — z, 1 stoga f(a,) — f(z), pa odavde slijedi f(z,) — f(z). Pokazali
smo da je progirenje od f neprekidno na Q. Takoder vrijedi U c f(Q) c U. Bududéi da je
U kompaktan, i f(Q) je kompaktan. Prema tome f(Q) = U.

Iz teorema 6.0.53 slijedi da je f injekcija na Q. Buduéi da svako neprekidno injektivno
preslikavanje kompaktnog skupa ima neprekidan inverz, tvrdnja teorema je dokazana. O

Napomene:
(a) Prethodni teorem ima topoloski korolar: ako je svaka rubna toc¢ka ogranicenog jed-
nostavno povezanog podrudja Q jednostavna, onda je rub od Q Jordanova krivulja i Q je
homeomorfno na U. Vrijedi i obrat: ako je rub od Q Jordanova krivulja, onda je svaka
rubna tocka od € jednostavna.
(b) Pretpostavimo da je f definirana kao u teoremu 6.0.54. Neka su a,b i c razliCite
rubne tocke od Q, a A, B 1 C razliCite toCke na 7. Postoji razlomljena linearna transfor-
macija ¢ koja preslikava trojku (f(a), f(b), f(c)) u (A, B, C). Pretpostavimo da (A, B,C) i
(f(a), f(b), f(c)) imaju jednaku orijentaciju. Tada je ¢(U) = U, i funkcija g = ¢ o f je
homoemorfizam sa Q na U koji je holomorfan na Q i koji preslikava (a, b, ¢) u zadane vri-
jednosti (A, B, C). 1z drugog poglavlja slijedi da je g jedinstveno odredena ovim uvjetima.
(c) Teorem 6.0.54, kao 1 napomena (b), se moZe primijeniti na jednostavno povezana po-
drugja Q u Riemannovoj sferi S? &ije su sve rubne tocke jednostavne. Time skup S\ Q
ima neprazan interior. Pomocu razlomljenih linearnih transformacija vraéamo se na slucaj
kada je QQ ogranic¢eno podrucje u ravnini. Slicno, U moZemo zamijeniti s poluravninom.
(d) Opcenito vrijedi: ako f; 1 f, preslikavaju €; 1 €, na U kao u teoremu 6.0.54, tada je
f= fz‘1 o f; homeomorfizam sa Q; na Q, koji je holomorfan na €;.
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Konformalno preslikavanje kruznog
vijenca

Posljedica Riemannovog teorema o preslikavanju je da su bilo koja dva jednostavno po-
vezana podrucja u ravnini (osim same ravnine) konformalno ekvivalentna, buduéi da je
svaki od njih koformalno ekvivalentan jedini¢nom krugu. To je iznimno posebno svojstvo
jednostavno povezanih podrucja. U ovom poglavlju dajemo odgovor na pitanje moZze li se
to svojstvo prosiriti na sljedeci jednostavniji primjer, to jest jesu li bilo koja dva kruzna
vijenca konformalno ekvivalentna?

Za (0 < r <R, neka je

A(r,R)={z:r<|z <R}

kruzni vijenac sa unutarnjim polumjerom r i vanjskim polumjerom R.

Ako je 4 > 0, preslikavanje z — Az preslikava A(r, R) na A(Ar, AR). Dakle, A(r,R) i
A(r1, Ry) su konformalno ekvivalentni ako je R/r = R;/ry. Iznenadujuce je to Sto je ovaj
dovoljan uvjet takoder i nuZan. Prema tome, za kruZne vijence postoje razliciti tipovi kon-
formalnosti vezani za svaki realan broj veci od jedan.

Teorem 7.0.55. Kruzni vijenci A(ry, Ry) i A(ry, R>) su konformalno ekvivalentni ako i samo
ako je Ry/ry = Ry/r.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da vrijedi r; = r, = 1. Stavimo
Ay = A(L,Ry), Az = A(1, Ry),

1 pretpostavimo da postoji f € H(A;) takva da je f injekcijai f(A;) = A,. Neka je K
kruZnica sa srediStem u nuli i polumjerom r = VR,. Buduéi da je f~! : A, — A, takoder
holomorfna, f~'(K) je kompaktan skup.
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fFFUKYNT =0,i fY(K) C Ay, pajed(f(K), T) > 0 (jer su f~1(K) i T kompaktni),
te postoji € > 0 tako da je
Al,1+e)n fFY(K)=0.

Tadaje V = f(A(1, 1+¢€)) povezan podskup od A, koji ne presjeca K, tako daje V c A(1,r)
ili V ¢ A(r,Ry). U sluCaju V C A(r, R,), zamijenimo f sa R,/ f. MoZemo pretpostaviti da
vrijedi V C A(1,r).

Ako za niz (z,) vrijedi 1 < |z,| < 1 + €1 |z,] — 1, tada je f(z,) € V iniz (f(z,)) nema
limes u A, (jer je f~! neprekidna). Prema tome, |f(z,)| — 1. Na isti nacin se vidi da vrijedi
|f(Zn)| — R, ako |Zn| - R;.

Sad definiramo
_logR,

= 7.1
@ log R, .1

uz) = 2log|f(2)l - 2aloglz]  (z€Ap.

Neka je 0 Cauchy-Riemannov operator (relacija (7) i teorem 0.0.34).Bududi da je Af =01
d0f = f, koriste¢i lan¢ano pravilo dobivamo:

d2log|f1) = dlog(f ) = f'/f,

paje
/ Z a
J'@ «a (ZeA).
f@  z
Slijedi da je u harmonijska funkcija na A, koja se, prema prvom dijelu ovog dokaza, moze
prosiriti do neprekidne funkcije na A; koja je jednaka nuli na rubovima od A;. Budu¢i da
harmonijske funkcije koje nisu konstante nemaju ni lokalni minimum ni lokalni maksi-
mum, zaklju¢ujemo da je u = 0. Stoga je
J'@ _«a

Q) 2 (z € Ay). (7.2)

Iu(z)) =

Neka je y(f) = VRe", za —m < t < m, i stavimo I’ = f o y. Kao u dokazu Rouchéovog

teorema, iz (7.2)) dobivamo:
1 4
ff@&:m¢@.
Y

= 2 f@

Dakle, « je cijeli broj. 1z (/.1]) slijedi da je @ > 0. Po ((7.2), derivacija od z* f(z) jednaka je
nuli na Ay, paje f(z) = cz*. Bududi da je f injekcija na A, mora vrijediti @ = 1. Odavde
Sll_]edl R, = R,. O
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Sazetak

NajvaZzniji rezultat ovog diplomskog rada je Riemannov teorem o preslikavanju. Prije nje-
govog dokaza, u poc¢etnom poglavlju definirali smo sama konformalna preslikavanja. Na-
kon toga smo proucili razlomljene linearne transformacije i njthovu povezanost sa tim pres-
likavanjima. Vaznu ulogu u dokazu Riemannovog teorema o preslikavanju imale su nor-
malne familije koje smo definirali u treCem poglavlju i dokazali sljedece: ako je ¥ € H(Q2)
1 ¥ je uniformno ogranicena na svakom kompaktnom podskupu podrucja €2, onda je F
normalna familija. Nakon §to smo definirali i konformalno ekvivalentna podruc¢ja, mogli
smo dokazati Riemannov teorem o preslikavanju.

U petom poglavlju definirali smo klasu . koju ¢ine sve f € H(U) koje su injekcije na U
1 za koje vrijedi f(0) = 0, f’(0) = 1, te smo pokazali neka svojstva te klase. U poglavlju
”Neprekidnost na rubovima” definirali smo jednostavne rubne tocke i dokazali sljedecu
tvrdnju: ako je Q ograniceno jednostavno povezano podrucje u kompleksnoj ravnini i ako
je svaka rubna tocka od Q jednostavna, tada se svako konformalno preslikavanje iz Q na U
moZze prosiriti na homeomorfizam iz QnaU.

U posljednjem poglavlju bavili smo se konformalnim preslikavanjima kruznih vijenaca 1
dokazali zanimljivo svojstvo: kruzni vijenci A(ry, R;) 1 A(r,, R;) su konformalno ekviva-
lentni ako i samo ako je R;/r; = Ry/r».



Summary

The most important result of this diploma thesis is the Riemann mapping theorem. Before
we could prove it, we defined the conformal mappings in the first chapter. After that we
studied linear fractional transformations and their connection with those mappings. The
important part of proving the Riemann mapping theorem are normal families which we
defined in the third chapter. We also proved that if ¥ ¢ H(Q) and ¥ is uniformly bounded
on every compact subset of the region €, then ¥ is a normal family. After we defined
conformally equivalent regions, we could prove the Riemann mapping theorem.

In the fifth chapter we defined the class .#, which is the class of all f € H(U) which are
one-to-one in U and satisfy f(0) = 0, f/(0) = 1, and proved some of its properties. In
the chapter ”Continuity at the boundary” we defined simple boundary points and proved
the next statement: if Q is a bounded simply connected region in the plane and if every
boundary point of Q is simple, then every conformal mapping of Q2 onto U extends to a
homeomorphism off Q onto U.

In the last chapter we studied the conformal mapping of an annulus and proved this inte-
resting property: A(ry, R;) and A(r,, R,) are conformally equivalent if and only if R, /r; =
R2 / rp.
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