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Uvod

U ovom diplomksom radu prou¢avamo pojam apsolutne ravnine kao jedne apstraktne
strukture u kojoj su propisana neka osnovna svojstva (aksiomi), a sva ostala svojstva se
izvode iz osnovnih.

U prvom poglavlju kre¢emo od pojma ravnine, a zatim nastavljamo proucavati pojam
P—ravnine. U drugom poglavlju bavimo se pojmom metri¢ke ravnine te prou¢avamo razna
svojstva metri¢ke ravnine, a s tim u vezi vazan pojam koji proucavamo je pojam izometrije.
U tre¢em poglavlju definiramo apsolutnu ravninu te dokazujemo da neke tvrdnje vrijede u
apsolutnoj ravnini.

U ovom diplomskom radu su svi pojmovi precizno definirani, a dokazi tvrdnji su ma-
tematiCki precizno utemeljeni.






Poglavlje 1

Ravnina

1.1 Ravnina

Neka je S skup. Za podskup p od § X S kazemo da je binarna relacijana S. Za x,y € S
umjesto (x,y) € p obi¢no piSemo xpy. Za binarnu relaciju p na skupu S kazemo da je
linearni uredaj na S ako p ima sljedeca svojstva:

1. p refleksivna (xpx, Vx € §)

2. p antisimetri¢na (xpy i yox = x =1Y)

3. p tranzitivna (xpy i yoz = xp2)

4. usporedivost: Za sve x,y vrijedi xpy ili ypx.

Definicija 1.1.1. Neka je M skup, te neka je ‘A familija podskupova od M (tj. A C P(M),
pri cemu je P(M) partitivni skup od M, dakle skup svih podskupova od M) tako da vrijede
sljedeca svosjtva (aksiomi):

L1. Za sve A, B € M tako da je A #+ B postoji jedinstven p € A tako da je A, B € p.
L2. Za svaki p € A postoje A, B,C € p tako da je A + B # C + A.
1.3. Postoje A, B,C € M tako da ne postoji p € A takav da su A, B,C € p.

1L4. Postoje A, B € M tako da je A # B.

Nadalje, neka je p : A — U P(p X p) funkcija takva da je za svaki p € A p(p) linearni
peEA
uredaj na p.

Tada za uredenu trojku (M, A, p) kaZemo da je ravnina.

3



4 POGLAVLIJE 1. RAVNINA

Za p € A linearni uredaj f(p) oznaCavamo sa <,. Dakle, za svaki p € A imamo
linearni uredaj <, na p.
A <, B Citamo: A ispred B (na pravcu p).

Lema 1.1.2. Neka je (M, A, p) ravnina. Za elemente skupa M kaZemo da su tocke, a za
elemente skupa A kazemo da su pravci u toj ravnini. Neka su T € M, te p € A tako da je
T € p. Tada kaZemo da pravac p prolazi tockom T te da T leZi na pravcu p.

Za tocke A, B, C kaZemo da su kolinearne ako postoji pravac p koji ih sadrZi.

Za tocke A, B, C kaZemo da su nekolinearne ako nisu kolinearne.

Ako su A, B € M, A # B onda sa AB oznacavamo jedinstveni pravac koji sadrZi te tocke.

Uocimo da za svaki p € A Cinjenica da je <, linearni uredaj na p povlaci sljedece:
1. A<,A,VAep

2.AZ,BiB<,A=A=8B

33, AX,BiBL,C=>A%,C

4. VA,Bep (A<, BiliB <, A)

Neka je (M, A,p) ravnina. Neka su A,B,T € M. Kazemo da je T izmedu A i B
u ravnini (M, A, p) ako postoji pravac p € A tako da A,B,T € pi A £, T £, Bili
B<,Tx,A.
Nekasu A,B,T € M te neka je T izmedu A i B. Onda je T izmedu B1iA.

Napomena 1.1.3. Ako je (M, A, p) ravnina, onda svaka tocka iz M leZi na nekom pravcu.
Neka je T € M. Prema aksiomu 1.4. postoji T’ € M tako da je T # T'. Po aksiomu I.1.
postoji pravac p € A tako da je T, T’ € p. Dakle T € p.

Propozicija 1.1.4. Neka je (M, A, p) ravnina. Neka su A, B € M. Tada je A izmedu A i B.

Dokaz. Sigurno postoji pravac p takav dasu A, B € p.

(Ako A # B onda po aksiomu I.1. postoji pravac p koji ih sadrzi, a ako je A = B onda
prema Napomeni 1.1.3 postoji pravac p koji sadrzi A, dakle A, B € p.)

Buduc¢i da je <, linearni uredaj, za <, vrijedi svojstvo usporedivosti. Stoga je A <,
BiliB <, A. Stogaje A <,A=<,BiliB=<,A=<,A.

Dakle, A je izmedu A i B. O

Uoc¢imo sada: Ako su A,B € M, onda je B izmedu B i A (prema dokazanom), a to
povlaci da je Bizmedu A i B.

Lema 1.1.5. Neka je (M, A, p) ravnina. Ako su A,T € M, te ako je T izmedu A i A, onda
jeT = A.
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Dokaz. Buduc¢i da je T izmedu A i A postoji pravac p takodasu A,T € ptedaje A <,
T<,A,4.A%,TiT <, A. Zbog antisimetri¢nosti relacije <, imamo da je T = A. m]

Propozicija 1.1.6. Neka je (M, A, p) ravnina. Neka su A, B,T € M, te neka T leZi izmedu
A'i B. Pretpostavimo da je p pravac tako da su A,B € ptedaje A <, B. TadajeT € pi
AZ,TZ,B.

Dokaz. 1.sluCaj: A =B.TadaT leziizmeduAiA,pajeT =A. StogajeT € piAZ, T
iT<,A,dakleA <, T <, B.

2. slucaj: A # B. Znamo da je T izmedu A i B. Stoga postoji pravac g tako da A, B,T € g
1AL, T=<,BilliB=,T <,A. Imamo A,B € piA,B € g po aksiomu I.1. slijedi da je
P=q

StogajeT € piA=<,T<,BiliB=<,T <, A.

Pretpostavimo da vrijedi B <, T <, A. Tada iz tranzitivnosti relacije <, slijedi da je
B <, A. Imamo da je A <, B pa sada iz antisimetri¢nosti relacije <, slijedi da je A = B.
Kontradikcija.

Dakle, vrijedi A <, T <, B. O

Definicija 1.1.7. Neka je (M, A, p) ravnina. Neka su A, B € M. Definiramo AB kao skup
svih toc¢aka iz M koje leZe izmedu A i B, tj.

AB={T e M| T izmedu A i B}

Za AB kazemo da je duZina (segment) odreden tockama A i B.

Uoc&imo: A, B € AB

Nadalje, uocimo da za sve A, B € M vrijedi AB = BA. Naime, neka je T € AB. Tada je T
izmedu A i B, pa je stoga T izmedu B i A. Dakle, T € BA.

Obratno, neka je T € BA. Tada je T izmedu B i A, pa je stoga T izmedu A i B. Dakle
T € AB.

Zakljucak: AB = BA

Korolar 1.1.8. Neka je (M, A, p) ravnina, neka je p € A, te A, B € p. Tada je AB C p.

Dokaz. ITmamo A <, Bili B <, A (usporedivost relacije <,,).
1. slucaj: A <, B
Iz Propozicije 1.1.6 slijedi AB C p.

R Prop.1.1.6
(TeAB= TleZiizmeduAiB — T € p)

2.sluCaj: B, A
Iz propozicije 1.1.6 slijedi BA C p.
Dakle, AB C p. m|
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Lema 1.1.9. Neka je (M, A, p) ravnina, p € A (pravac u ravnini) te neka su Py, P, Q1, Q> €
p tako daje P, =<p 0,iP, =p O», te takodaje PO, = P,0,. Tadaje P=Pi 0 =0

Dokaz. 1z P, € PO, iPlQl =P,0, Sll_]edl daje P, e P0.
Iz propozicije 1.1.6 zakljucujemo da je P, <, P;.

Iz P, € P2Q2iP1Q1 = P2Q2 Slljedl daje P, € P]Ql.
Iz propozicije 1.1.6 zakljuCujemo da je P; <, P;.

Prema tome je P, = P,.
Analogno slijedi da je Q) = Q». m|

Propozicija 1.1.10. Neka je (M, A, p) ravnina te neka su A, B,C i D tocke u toj ravnini
takve da je AB =CD. Tadaje A=CiB=DiliA=DiB=C.

Dokaz. Neka je p pravac koji sadrZi tocke A i B.

Iz korolara 1.1.8 slijedi AB C p. Stoga jei CD C p, a iz ovog slijedi C,D € p. Dakle,
A,B,C,D € p.

1. sluCaj: A £, B

1. podslucaj: C <, D. Izlemel.1.9slijediA = CiB = D.

2. podslucaj: D £, C. Izlemel.1.95slijediA=DiB=C.

2.slucaj: B <, A
. podslucaj: C <, D. Izlemel.1.9slijedi B=Ci1A = D.
2. podslucaj: D £, C. Izlemel.1.9slijedi B=D1A = C. O

[

Lema 1.1.11. Nelﬂje (M, A, p) ravnina. Neka su A, B,C € M tocke takve da je C € AB i
C # B. Tada B ¢ AC.

Dokaz. Neka je p pravac tako da su A, B € p.

1. sluCaj: A £, B

Tada iz propozicije 1.1.6 slijedi A <, Ci1C <, B.

Pretpostavimo B € AC. Iz propozicijel.1.6 slijedi A < »BiB <, C.
Slijedi B = C, $to je u kontradikciji s B # C.

Dakle, B ¢ AC.

2.slucaj: B<, A

Tada iz propozicijel.1.6 slijedi B <, Ci1C <, A.

Pretpostavimo B € AC. Iz propozicijel.1.6 slijedi C < » BiB <, A.

Slijedi B = C, $to je u kontradikciji s B # C.

Dakle, B ¢ AC. O
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Propozicija 1.1.12. Neka je_(M, A, p) ravnina te neka su tocke A, B, C nekolinearne tocke
u toj ravnini. Neka je D € ABi D # B. Tada je

BCNAD =0

>
o

Slika 1.1: BCNAD =0

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, dakle BC N AB # 0. Stoga postoji E € BC N AD. Dakle,
E € BCiE € AD. Premalemi 1.1.11 B ¢ AD. Stoga B # E.

Iz AB C ABslijedi D € AB. No iz ovog slijedi AD C AB. Stoga je E € AB.

Dakle, E i B su razlicite tocke koje leze na pravcima AB 1 BC. 1z toga slijedi AB = BC §to
je u kontradikciji s tim da su A, B, C nekolinearne tocke.

Prema tome BC N AD = 0. O

Lema 1.1.13. Neka je (M, A, p) ravnina te neka su A, B, C tocke takve da je C izmedu A i
B. Tada je
ACNCB={C}

Dokaz. Neka je p pravac koji sadrzi tocke A 1 B.

1. sluCaj: A £, B

Prema propoziciji 1.1.6 imamo A <, C <, B. Nekaje T € ACNBC. Tadaje T € AC i
T € BC.

Iz propozicije 1.1.6 slijedi A <, T <, CiC =<, T £, B. Stoga je T = C (antisimetri¢nost
relacije <,).
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Dakle ACNCB C {C}. S druge strane ocito je {C} C ACNCB. Prema tome ACNCB = {C}.

2.sluCaj: B<, A
Analogno slijedi AC N CB = {C}. O

Propozicija 1.1.14. Neka je (M, A, p) ravnina, te neka je p € A. Neka su A,B,C € p.
Tada jedna od ovih tocaka leZi izmedu preostale dvije.

Dokaz. 1. sluCaj: A <, B

Vrijedi C £, AiliA £, C

Ako je C <, A ondaimamo C <, A £, B paslijedi da je A izmedu Bi C.
Pretpostavimo A <, C

1. podslucaj: C <, B. Tadaje A <, C <, Bpaje Cizmedu A1 B.

2. podslucaj: B <, C. Tadaje A <, B<, Cpaje BizmeduAiC.

2.sluCaj: B<, A

Vrijedi C £, BiliB <, C

1. podslucaj: C <, B. Tada je C <, B <, A paje Bizmedu C1A.

2. podslucaj: B <, C.

2. podslucaj 1) C £, A. Tadaje B <, C <, Apaje Cizmedu BiA.

2. podslucaj 2) A <, C. Tadaje B <, A <, C paje Aizmedu BiC. O

1.2 Primjer: Euklidski model

Oznacimo s R? skup svih uredenih parova (x,y) tako da su x,y € R.
Znamo da na R? imamo strukturu realnog vektorskog prostora uz zbrajanje vektora i
mnoZenje vektora skalarom definirane sa

(xl,)’I) + (-x27y2) = (X] + XZayl +y2) l /l(-xay) = (/l-x’/ly)’

X1, Y1, X2, Y2, X, ¥, AL € R,

Za S CR?ia € R? definiramo skupa+S ={a+x|x€ S}
Primjer 1.2.1. Neka je S ={(1,0),(0,1)}, a = (-2,4). Tada je a + S ={(—1,4),(-2,5)}.

Neka je A familija podskupova od R? oblika a + W, gdje je a € R* te W potprostor od
R? dimenzije 1.

Lema 1.2.2. Neka je a € R? te neka je W potprostor od R?. Neka je p = a + W. Tada je
W={x-ylxyep}



1.2. PRIMJER: EUKLIDSKI MODEL 9

Dokaz. Nekasux,ye p. Tadajex=a+w;iy=a+w,, gdjesuw;,w, € W.
Tadajex—y=w; —w, € W,daklex—ye W.

Time je dokazano {x —y | x,y € p} C W.

Obratno, nekajew € W. Nekajex =a+w,y = a.

Tadasux,yep (y=a+(0,0)i(0,0) € W) te vrijedi x —y = w.

Prema tome W C {x -y | x,y € p}.

Time je tvrdnja leme dokazana. O

Lema 1.2.3. Neka su W, W, potprostori od R? te neka su a,b € R? takvi da je a + W, =
b+ W,. Tada je Wy = W,.

Dokaz. Prema prethodnoj lemi vrijedi W) = {x —y | x,y € a + W;}. Isto tako vrijedi W,
{x—y|x,y€a+ W,}. Stogaje W, = W,.

Lema 1.2.4. Neka je a € R? te neka je W potprostor od R*. Neka je b € a + W. Tada je
a+W=>b+W.

Dokaz. 1z b € a+ W slijedi da je b = a + wy, za neki wy € W.

Nekajexc€a+ W.Tadaje x=a+w,zanekiw e W.

Buduc¢idajea = b—wy, dobivamo x = b—-wy+w =b+(w—-wy) € b+ W, dakle x e b+ W.
Ovime smo dokazalidajea+ W C b+ W.

Obratno, nekaje x e b+ W. Tadajex = b+ w, zanekiw € W.
Imamox=(a+wo)+w=a+Wwy+w)ea+W,daklexea+ W.

Ovime smo dokazalidajeb+ W Ca+ W.

Slijedi tvrdnja leme. O

Propozicija 1.2.5. Za sve a,b € R?, a # b postoji jedinstveni p € A takav da su a,b € p.

Dokaz. Nekasua,b € R? a + b.

Tada je b — a # (0,0), te je W = {A(b — a) | A € R} potprostor od R? dimenzije 1.
Neka je p = a+ W. Ocito je p € A.

Imamoa =a +(0,0)1(0,0) € W, stogajeaca+ W,t.ac< p.

Nadalje, vrijedib =a+ (b—-a)ib—ac W.Stogajebea+ W, . b € p.

Prema tome postoji p € A takav dasua,b € p.

Pretpostavimo da su p,q € Atakvidasua,be pia,b € q.

Bududi da je p € A postoji ¢ € R? i W jednodimenzionalni potprostor od R? tako da je
p = c + W. Isto tako postoji ¢’ € R?> i W’ jednodimenzionalni potprostor od R? tako da je
g=c +W.

Iz leme 1.2.2slijedia—be Wia-beW.
Buduéidajea—b # (0,0), slijedi W = {A(a—b) | LeR}i W ={A(a—b)| 1 e R}
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Stogaje W = W’.
Iz a e pslijedia € c + W, paizleme 1.2.4 slijedi da je

a+W=c+W. (1.1)
Nadaljeiza € g slijedia € ¢’ + W', tj. a € ¢’ + W, pa je prema lemi 1.2.4
a+W=c+W. (1.2)

Iz (1.1)i(1.2)slijedic+ W=+ W,tj. p=gq.
Time je propozicija dokazana. O

Propozicija 1.2.6. Neka je p € A. Tada postoje a,b,c € p takoda a # b # ¢ # a.

Dokaz. Imamo p =a+ W, gdjejea e R>te W <R%, dim W = 1.

Neka je x € Wix # (0,0) takav da je W = {Ax|A € R}. Tada su vektori x,2x,3x
medusobno razliciti elementi od W. Stoga su a + x,a + 2x,a + 3x medusobno razliCiti
elementi od p. |

Propozicija 1.2.7. Postoje a,b,c € R? sa svojstvom da ne postoji p € A takav da su
a,b,c € p.

Dokaz. Nekajea = (0,0),b=(1,0),c=(0,1).

Pretpostavimo da postoji p € A takav dasua, b, c € p.

Imamo p =e+ W gdjejee e R”2i W < R?%, dim W = 1.

Iza,b,ce e+ Wislijedib —c,c —a € W (lema 1.2.2).

Dakle, (1,0),(0,1) € W.

Ovo je nemoguce jer su vektori (1,0)1 (0, 1) linearno nezavisni, a W je potprostor dimenzije
1.

Prema tome ne postoji p € A takav da a, b, c € p. O

Napomena 1.2.8. Za svaki p € A postoji jedinstveni W < R?, dimW = 1 takav da je
p = e+ W za neki e € R%. Naime iz definicije od A jasno je da takav W postoji. S druge
strane ako je W < R?, dimW’ = 1 te ako je p = ¢’ + W’ za neki ¢ € R?* onda imamo
e+ W =¢ + W paslijedi W = W prema lemi 1.2.3.

Za takav W kaZemo da je smjer od p.

Neka je p € A. Tada postoje e € R? i W < R%, dimW = 1 takvidajep = e + W.
Odaberimo x € W tako da je W = {Ax| A € R}. Uoc¢imo da tada za svaki a € p postoji
Jjedinstveni A € R takav da je a = e + Ax. Naime jasno je da takav A postoji, a ako su
AL,A eRtakvidajea =e+ Axia = e+ A'x, onda je e + Ax = e + A'x iz ¢ega slijedi
A=A)x=0pajed—-A =0 (jerje x # (0,0)), dakle A = A'. Za a € p neka je 1, € R
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takav da je a = e + A,x. Definirajmo binarnu relaciju <, na p na sljedeci nacin:
Neka su a,b € p (tada je dakle a = e + 1,xi b = e + A,x.)
Definiramo a <, b ako je A, < A. Tvrdimo da je <, linearni uredaj na p.

1) REFLEKSIVNOST
Neka je a € p. Tada je a <, a jer je A, < A,.

2) ANTISIMETRICNOST
Neka su a,b € p takvida jea <, bib <, a. Tada je A, < A, i A, < A, pa slijedi 1, = Ay,
Imamoa=e+ A, x=e+px=>b,1. a=b.

3) TRANZITIVNOST
Neka su a,b,c € ptakvidajea <,bib <, c. Tadaje A, < A, i Ay < A pa slijedi 4, < A..
Stoga je a <, c.

4) USPOREDIVOST
Neka sua,b € p. Tada je A, < Ay ili Ay < A, pa slijedia <, bilib £, a.

Prema tome <, je linearni uredaj na p.

Uocimo da definicija od <, ovisi o izboru tocke e i vektora x.

Neka je p : A — U,ea P(p X p) funkcija definirana sa p(p) = <,, Yp € A
Teorem 1.2.9. Uredena trojka (R?, A, p) je RAVNINA.

Dokaz. Ovo slijedi iz propozicija 1.2.6, 1.2.7, 1.2.5 1 iz Cinjenice da je <, linearni uredaj
na p za svaki p € A. |

1.3 P -ravnina

Definicija 1.3.1. Neka je (M, A, p) ravnina. Za (M, A, p) kaZemo da je P — ravnina ako
vrijedi sljedece (Paschov aksiom):

Ako su A, B,C € M tocke te p € A pravac takav da p sijece segment AB (tj. p N AB # 0),
onda p sijece AC ili CB.

Propozicija 1.3.2. Neka je (M, A, p) P — ravnina. Neka su A, B,C € M te neka je p e_ﬂ
pravac koji ne prolazi niti jednom od ovih tocaka. Tada p ne sijece sva tri segmenta AB,

BCiAC.
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Slika 1.2: Paschov aksiom

Dokaz. Promotrimo sluc¢aj kada su tocke A, B, C kolinearne. Tada postoji pravac / takav
dasutocke A,B,C € l.

Prema propoziciji 1.2.2 vrijedi sljedeée: C izmedu A i Bili A izmedu B i C ili B izmedu A
iC.

1. slu€aj: Cizmedu AiB

Pretpostavimo da pravac p sijece sva 3 segmenta AB, BC, AC.
Neka je T, totka takva daje T; € ACiT; € p.

Neka je T, totka takvadaje T, € BCi T, € p.
Jasnojedaje ACCliCBCI.



1.3. P- RAVNINA 13

Stoga je Ty € [, T, € . Pretpostavimo T # T,. Tada su p i [ pravci koji sadrZe tocke T 1
T». Stoga je prema (I.1.) p = I. No, ovo je nemoguce jer pravac [ prolazi to¢kama A, B, C,
a pravac p ne prolazi tim tockama. Stoga je T = Tp.

Stoga imamo T, € ACiT, €e BCpajeT, € ACN CB. Prema lemi 1.1.13 slijedi
AC N CB = {C}. Prema tome T, = C. No, ovo je nemoguce jer je T € p, a pravac p
ne prolazi kroz C.

Prema tome pravac p ne sije¢e sva tri segmenta AB, AC, BC.

Isti zakljucak dobijemo u slucajevima kada je tocka A izmedu B C i tocka Bizmedu AiC.

Promotrimo sada slucaj kada su tocke A, B, C ne_kol@ame.
Pretpostavimo da pravac p sijece sva tri segmenta AB, BC, AC.

Slika 1.3: Tocke A, B, C su nekolinearne

Nekaje De ABNp, E€ BCNpiF € ACN p. Imamo D, E, F € p.

Pretpostavimo da je E izmedu D i F. Tada je E € DF. No, E € BC. _ Stoga pravac
BC sijete segment DF. Iz Paschovog aksioma slijedi da BC sije¢e AD ili AF. No ovo je
nemoguée prema propoziciji 1.1.12. (Uo¢imo da je F # C i D # B jer p ne prolazi niti
jednom od tocaka A, B1i C).
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Analogno slijedi da sluajevi F € DE i D € EF vode na kontradikciju.

Prema tome pravac p ne sijece sva tri segmenta AB, BC i AC. O

Definicija 1.3.3. Neka je (M, A, p) ravnina, te neka je S € M. Za S kaZemo da je konvek-
san skup u ravnini (M, A, p) ako za sve A, B € S vrijedi AB C S.

Primjer 1.3.4. Neka je (M, A, p) ravnina. Neka je p pravac u ovoj ravnini (tj.p € A).
Tada je p konveksan skup. Naime za sve A, B € p vrijedi AB C p prema korolaru 1.1.8.

Propozicija 1.3.5. Neka je (M, A, p) ravnina te neka su A, B € M. Tada je AB konveksan
skup.

Dokaz. Nekasu C,D € AB. Zelimo dokazati da je CD C AB.

Neka je p pravac takav da je A, B € p. MoZemo bez smanjenja opCenitosti pretpostaviti
daje A <, B. Imamo AB C p,pasu C,D € p. Bez smanjenja opCenitosti moZemo
pretpostaviti C <, D.

Iz C € AB slijedi A <, C <, B prema propoziciji 1.1.6.

Isto tako iz D € AB slijedi A <, D <, B. Stogaimamo A <, C <, D <, B.

Neka je T € CD. 1z propozicije 1.1.6 slijedi C <, T=<,D.ImamoA <£,CiC <, T, paje
A <, T. Isto tako dobivamo T <, B. Dakle, A <, T <, B. Prema tome T je izmedu A i B,
tj. T € AB.

Prema tome, CD C AB. Dakle, AB je konveksan skup. O

Definicija 1.3.6. Neka je (M, A, p) ravnina i p € A pravac, te neka je O € p. Tada za
skupove
{replos, 1} i {repiTx,0)

kaZemo da su polupravci s vrhom O (ili polupravci od p s vrhom O).

Propozicija 1.3.7. Neka je (M, A, p) ravnina. Tada je svaki polupravac u toj ravnini ko-
nveksan skup.

Dokaz. Neka je r polupravac u ravnini (M, A, p). Tada postoje p € A1 0 € p tako da je r
polupravac s vchom O odreden s p.

1 slutaj: r={Tep|Ox, T}

Nekasu A,B e r. Zelimo dokazati da je ABCr.

Neka je T € AB.

Akoje A <, B,ondaje A<, T <, B,paiz O <, A (Sto vrijedi jerje A € r)slijedi O <, T
pajeT er.

Akoje B<,A,ondaje B<,T <,A,paiz0 =<, BslijediO <, T pajeT €r.

Dakle, u svakom sluc¢aju imamo 7' € r.
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Prema tome AB C r. Stoga je r konveksan skup.

2.sluéaj: r={Tep|T =, 0)

Neka su A, B € r. Zelimo dokazati da je AB C r.

Nekaje T € AB.

AkojeA <, B,ondaje A<,T <, B,paizB <, Oslijedi T <, O.

Akoje B<,A,ondaje B<,T <, A,paizA <, Oslijedi T <, O.

Dakle, u svakom slu¢aju imamo 7" <, O,paje T € r.

Prema tome AB C r. Stoga je r konveksan skup. O

Propozicija 1.3.8. Neka je (M, A,p) P — ravnina, te neka je p pravac u toj ravnini. Na
skupu M \ p definiramo relaciju ~ sa

A~B ako ABNp=0

Tada je ~ relacija ekvivalencije na skupu M \ p i ~ rastavlja M \ p na najvise dvije klase
ekvivalencije. Za klasu ekvivalencije pri relaciji ~ kazemo da je poluravnina odredena
pravcem p.

Dokaz. Dokazimo da je ~ relacija ekvivalencije na skupu M \ p.

Nekaje A€ M\ p. Tadaje AANp={A}Np=0jer A ¢ p. Prematome A ~ A. Dakle, ~
je refleksivna.

Pretpostavimo sada da su A,B € M \ p takvi daje A ~ B. Tada je ABN p = 0 pa je
BA N p =0jerje AB = BA. Prema tome B ~ A. Dakle, ~ je simetri¢na.
NekasuA,B,C e M\ ptakvedaje A~ BiB~ C.

Dokazimo da je A ~ C. Pretpostavimo suprotno. Tada je AC N p # 0. Iz Paschovog
aksioma slijedi ABNp # 0iliBCNp # 0. NoizA ~ BiB ~ Cslijedi ABNp = 0i
BC N p = 0. Kontradikcija.

Dakle, A ~ C. Prema tome ~ je tranzitivna.

Dakle ~ je relacija ekvivalencije.

DokaZimo sada da ~ rastavlja M \ p na najviSe dvije klase ekvivalencije, tj. da skup
{[A]| A € M \ p}ima najviSe 2 elementa.
Odaberimo neku tocku A € M \ p.

1. slu¢aj: Zasvaki B € M \ p vrijedi A ~ B. Tada za svaki B € M \ p vrijedi [A] = [B].
2. slucaj: Postoji Be M \ ptakavdaA + B.

Iz ovoga slijedi da je ABN p # 0. Neka je C € M \ p. Tvrdimo daje A ~ Cili B~ C.
Pretpostavimo suprotno. TadaA + Ci B + C paslijedi ACNp # 0i BCNp # (. Dakle p je
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pravac koji ne prolazi niti jednom od tocaka A, B, C (jer su A, B,C € M \ p), a sijeCe svaki

od segmenata AB,BC,AC. Ovo je nemoguce prema propoziciji 1.3.2. Prema tome A ~ C
ili B ~ C. Ovo znaci [A] = [C] ili [B] = [C]. Dakle, {[C] | C € M \ p} ={[B],[A]}. O



Poglavlje 2

Metricka ravnina

2.1 Metricka ravnina

Definicija 2.1.1. Neka je (M, A, p) P — ravnina te neka jed : M X M — R funkcija tako
da vrijedi sljedece:

IIl.1. Za sve A, B € M vrijedi d(A,B) > 0 te d(A, B) = 0 akko A = B.
II1.2 Za sve A, B € M vrijedi d(A, B) = d(B,A)

lI1.3. Za sve A, B,C € M vrijedi d(A, B) < d(A,C) + d(C, B). Nadalje d(A, B) = d(A,C) +
d(C, B) akko je C € AB.

II1.4. Ako je r polupravac s vrhom O onda za Vx € R, x > 0, postoji T € r takav da je
d(O,T) = x.

Tada za uredenu cetvorku (M, A, p, d) kazemo da je ME TRICKA RAVNINA.
Ako su A, B € M onda za broj d(A, B) kaZemo da je udaljenost tocaka A i B (u metrickoj
ravnini (M, A, p,d)).

Propozicija 2.1.2. Neka je (M, A, p, d) metricka ravnina te neka su O,0" € M. Pretpos-
tavimo da je r polupravac s vrhom O te ujedno polupravac s vihom O'. Tada je O = O'.

Dokaz. Imamo da je r polupravac s vchom O. To znaci da postoji pravac p takav da je r
polupravac od p s vchom O. To znaci da je r = {T epl|T %, 0} ilir= {T eplOx, T}.
Pretpostavimo da je O # O'.

Buduci da je r polupravac s vthom O’, vrijedi O’ € r.

1. sludaj: r={T € p|T %, O

17
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IzO €rslijediO € piO <, 0.
Bududi da je r polupravac s vthom O’ postoji pravac g takav da je r polupravac od g s
vrhom O’. Tada je r C g pa slijedi O, O’ € q. No O, O’ € p. Dakle, p = g.
Prema tome r je polupravac od p s vchom O’.
Stoga je
r={Tep|Tx,0)

ili
r:{TGpIO'ﬁpT}

Pretpostavimo da je r = {T epl|T %, 0’}. Iz O € rslijedi O £, O'. Ovo, zajedno sa
O <, 0, daje O = O’ (antisimetri¢nost). Kontradikcija.

Stoga je r = {T eplO %, T}.

Slijedi da za svaki T’ € r vrijedi O’ <, T <, O.

Iz ovoga zakljucujemo da je r = {T eplO =X, TZ%, 0}, dakle, r = 00'.

Odaberimo x € R tako da je d(O,0O’) < x. Tada je x > 0, pa postoji T € r takav da je
d(O,T) = x (aksiom IIL.4.).

Iz r = OO slijedi daje T € O0'. Stoga je

d(0,0') = d(O,T) + d(T, 0)

pajed(O,T) <d(0,0),t. x <d(0,0"). Ovo je u kontradikciji s odabirom broja x.
ZakljuCujemo da 1. slu¢aj vodi na kontradikciju.

2. sludaj: r = {T €eplox,T]
IzO €rslijediO € piO=,0.
Buduc¢i da je r polupravac s vchom O’ postoji pravac g takav da je r polupravac od g s
vrhom O. Tada je r C g paslijedi O, 0’ € g. No O, 0’ € p. Dakle, p = q.
Prema tome r je polupravac od p s vchom O’.
Stoga je
r:{Tep|0'5,,T}

ili
rz{TEplTﬁ,,O’}.

Pretpostavimo da je r = {T eplO %, T}. Iz O € rslijedi 0" £, 0. Ovo, zajedno sa
O <, 0’, daje O = O’ (antisimetri¢nost). Kontradikcija.

Stogajer = {T eplTx, 0’}.

SlijedidazasvakiT € rvrijedi O £, T <, O'.
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Iz ovoga zakljuCujemo da je
rz{TEpIOﬁpTﬁpO'},

dakle r = 00'.

Odaberimo x € R tako da je d(O,0O’) < x. Tada je x > 0, pa postoji T € r takav da je
d(O,T) = x (aksiom IIL.4.).

Iz r = OO slijedi daje T € 00'. Stoga je d(0,0’) = d(O,T) + d(T,0’) pa je d(O,T) <
d(0,0), . x £d(0,0’). Ovo je u kontradikciji s odabirom broja x.

Zakljucujemo da 2. slu¢aj vodi na kontradikciju.

Zakljucak: O = O'. O

Propozicija 2.1.3. Neka je (M, A, p,d) metricka ravnina. Neka je O € M, te neka je r
polupravac s vrhom O. Neka je x € R, x > 0. Tada postoji jedinstvena tocka T € r takva
daje d(O,T) = x.

Dokaz. Da takva toCka T postoji slijedi iz II1.4. Treba dokazati da je tocka T s tim svoj-
stvom jedinstvena.
Pretpostavimo da su 74,7, € r tocke takve da je d(O,T,) = x1d(O,T,) = x. Zelimo
dokazatida je 7| = T».
Neka je p pravac takav da je r polupravac od p s vrthom O.
Tada je
r:{Test,,O}
ili
rz{TEpIOﬁpT}.

1. slucaj: r = {T eplTx, 0}
IzT,, T, erslijedi T, <, 01T, <, O.

1. podslucaj: T) £, T. Tadaimamo T, <, T> £, O, paje T, € T, 0.
Iz I11.3. slijedi d(Ty, O) = d(T,, T») + d(T», O), dakle x = d(T, T,) + x, paje d(T,, T,) = 0.
Stogaje T = T».

2. podslucaj: T, <, Ty. Tadaimamo T, <, T} <, O,paje T, € T,O.
Tadaje d(Tz, 0) = d(TQ, Tl) + d(Tl, 0), paje d(Tz, T]) = 0, tj. T1 = Tg.

2. slucaj: r={Tep|Ox,T|
Analogno kao u prvom sluc¢aju zaklju€ujemo da je Ty = T5.
Dakle, T\ = T,, prema tome postoji jedinstvena tocka 7" € r takoda je d(O,T) = x. O
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Napomena 2.1.4. Uocimo da u metrickoj ravnini (M, A, p, d) polupravac s vrhom O, gdje
je O € M, sadrZi tocke razlicite od O.

Propozicija 2.1.5. Neka je (M, A, p, d) metricka ravnina, te neka je p € A pravac. Tada
postoje tocno dvije poluravnine u (M, A, p, d) odredene pravcem p.

Dokaz. Neka je ~ relacija na M \ p definirana s A ~ B ako AB N p = (. Znamo da je ~
relacija ekvivalencije te da su poluravnine odredene s p klase ekvivalencije s obzirom na
tu relaciju. Nadalje takoder znamo da postoje najvisSe dvije poluravnine odredene s p (zato
jer postoje najvise dvije klase ekvivalencije). Stoga je dovoljno pokazati da postoje tocke
A,Be M\ ptakoda A + B, tj. takve daje ABN p # 0.

Odaberimo neku to¢ku O € p. Neka je g pravac koji prolazi tockom O (tj. O € g) te takav
da je p # g (sigurno postoji tocka T' € M takvada T ¢ p pauzmemo g = OT). Uocimo da
je tada pN g = {0}.

Nekaje r1={Teq|T=<,0} te n={TeqlOx,T}.

Tada su r; 1 r, polupravci s vchom O, pa stoga postoje A € rji B € rptakodaje A # O1
B+ 0.

Tadaje A <, O <, Bpajeonda O € AB.

Prema tome AB N p # 0.

[zAeqgiA # Oslijedi A ¢ p (zbog p N g = {0}). Isto tako zakljuCujemo da B ¢ p.
Dakle, A, B € M \ pito su traZzene tocke. O

Lema 2.1.6. Neka je (M, A, p) ravnina, neka je p pravac te neka je O € p. Neka su
A, B € p\{0}. Tada tocke A i B leZe na istom polupravcu od p s vrhom O akko O ¢ AB.

Dokaz. Pretpostavimo da tocke A, B sadrZi isti polupravac od p s vchom O. Oznacimo taj
polupravac s r. Tada je
r:{TEplTSPO}
ili
r:{TEpIOSPT}.

Promotrimo 1. slucaj: r = {T eplTx, 0}.
Imamo A, B € rpaslijediA <, OiB <, O.

1. podslucaj: A <, B

Pretpostavimo O € AB. Iz propozicije 1.1.6 slijedi A X, 0%5,B.1zB<,010 £, B
slijedi O = B §to je u kontradikciji s B € p \ {O}.

Dakle, O ¢ AB.

2. podslucaj: B <, A
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Pretpostavimo O € AB. 1z propozicije 1.1.6 slijedi B X, 0=5,A. 1zA<,010 %, A
slijedi O = A Sto je u kontradikeiji s A € p \ {O}.
Dakle, O ¢ AB.

2. slucaj: r = {T eplOx, T}
Iz ovog slijedi0 <, Ai0 £, B

1. podslucaj: A <, B

Pretpostavimo O € AB. Tada je A <, O £, Bpazbog O £, Aimamo A = O §to je
nemoguce.

Dakle, O ¢ AB.

2. podslucaj: B <, A
Analogno slijedi O ¢ AB.

Pretpostavimo sada O ¢ AB. Zelimo dokazati da postoji polupravac od p s vrhom O
koji sadrzi tocke A i B.

1. slu¢aj: O <, B

Imamo A <, O1ili O <, A. Kada bi vrijedilo A <, O onda bismo imali A <, O <, B, §to
bi povlacilo da je O izmedu A i B, tj. O € AB, a to je nemoguée. Stoga je O <, A. Dakle,
0<,Ai0%,B.

Prema tome polupravac od p s vthom O sadrzi tocke A i B.

2.slucaj: B <, 0

Imamo A <, O ili O £, A. Kada bi vrijedilo O <, A onda je O izmedu Ai B, tj. O € AB,
a to je nemoguce. Stoga je A <, O.

Prema tome polupravac od p s vthom O sadrzi tocke A i B. O

Propozicija 2.1.7. Neka je (M, A, p, d) metricka ravnina. Neka su A,B € M, A # B. Tada
postoji jedinstvena tocka T € AB takva da je d(A,T) = d(T, B). Ta tocka lezi na segmentu
AB i zovemo je poloviste duZine AB.

Dokaz. Neka je p = AB. Neka je r polupravac od p s vrthom A tako da je B € r. Neka je
x = d(A, B). Tada je x > 0 (jer A # B). Stoga je 5 > 0, pa postoji toCka 7' € r takva da je
d(A,T)=3. OCito je T € AB. UoCimo da je T # A.

Zelimo dokazati da je T izmedu A i B. Pretpostavimo suprotno.

Tada prema propoziciji 1.1.14 imamo da je A izmedu B 1 T ili B izmedu A i T. No,
B,T € pN\{A}i B, T se nalaze na istom polupravcu od p s vchom A, ato je r. Iz leme 2.1.6
slijedi A ¢ BT, tj. A nije izmedu Bi T. Stoga je Bizmedu AiT,tj. B € AT.
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Iz T11.3. slijedi da je
d(A,T)=d(A,B)+d(B,T),

paje
g = x+dB,T) = —g = d(B.T).

Ovo je kontradikcija. L
Prema tome 7 je izmedu A1 B, tj. T € AB. Iz I11.3. slijedi

d(A,B) =d(A,T)+d(T, B),

pa je
x
== T,B).
x=3 +d(T, B)
Stoga je
X
d(T,B) = =,
(T.B) = 5
dakle
d(T,B) = d(T,A).
JEDINSTVENOST

Pretpostavimo sada da je 7’ € AB tocka takva da je d(A,T") = d(B,T").

Zelimo dokazati daje 7’ = T

Prema propoziciji 1.1.14 imamo T’ € ABili A € T'Bili B € T'A.

Pretpostavimo da je A € T'B. Tada jed(T’',A)+d(A, B) = d(T’, B), pa slijedi d(A, B) = 0.
Ovo je u kontradikciji s A # B.

Pretpostavimo da je B € T’A. Tada je d(T’, B) + d(B, A) = d(T’, A), pa slijedi d(A, B) = 0.
Ovo je u kontradikciji s A # B.

Prema tome T’ € AB.

Dakle,
dA, T")+d(T’,B) = d(A,B) = x,
pa je
2dA, T = x.
Iz ovoga slijedi da je
dA,T) =2

>
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Buduci da je r konveksan skup (svaki polupravac je konveksan) te da su A, B € r, imamo
AB Cr. Stogaje T’ € r. Dakle, T, T" € ri

d(A, T) = g

x
dA,T) = —.
A7) =3
Iz propozicije 2.1.3 slijedi 7 = T". O

Za tocku T iz prethodne propozicije kaZemo da je poloviste duZine AB.
Ako je A=B, onda kaZemo da je A poloviste duZine AA.

2.2 Izometrije

Definicija 2.2.1. Neka je (M, A, p,d) metricka ravnina. Neka je f : M — M. Za funkciju
f kazZemo da je izometrija ravnine (M, A, p, d) ako za sve A, B € M vrijedi

d(A, B) = d(f(A), f(B)).

Uocimo sljedece: ako je (M, A, p,d) metricka ravnina onda je idy, izometrija te ravnine.
Pri tome za skup S sa ids oznacavamo identitetu na S, dakle ids je funkcija sa S u S
definirana s

idg(x) = x,VYx€S.

Propozicija 2.2.2. Neka je (M, A, p, d) metricka ravnina, te neka je f izometrija te ravnine.
Tada je f injekcija.

Dokaz. NekasuA,B e M, A # B. Tada je d(A, B) > 0.

No d(A, B) = d(f(A), f(B)).

Prema tome d(f(A), f(B)) > 0, paje f(A) # f(B).

Dakle, f je injekcija. O

Propozicija 2.2.3. Neka je (M, A, p,d) metricka ravnina te neka su f,g izometrije ove
ravnine. Tada je g o f izometrija.

Dokaz. Nekasu A,B e M.
g izometrija

Imamo d(A, B) " "= d(f(A), f(B)) * = d(g(F(A)), g(f(B))
Stoga je d(A, B) = d((g o f)(A), (g © f)(B)).
Dakle, g o f je izometrija. O
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Lema 2.2.4. Neka je (M, A, p,d) metricka ravnina te neka je r polupravac s vrhom O.
Neka su A, B € r. Tada je

A € OB & d(0,A) < d(0,B).

Dokaz. = Pretpostavimo A€ OB.

Tada je d(O, B) = d(O,A) + d(A, B) > d(O, A), dakle d(O,A) < d(O, B).

& Pretpostavimo d(O,A)< d(O, B). Ako je A = O onda je o€ito A € OB. Ako jeB=0
onda je d(O, B) = 0, pa je d(0,A) = 0, tj. O = A, dakle A € OB.

Pretpostavimoda A # O1i B # O.

Neka je p pravac takav da je r polupravac od p s vchom O. Imamo O, A, B € p. Tada je
O € ABili A € OBili B € OA. Uotimo A, B € p \ {O}. 1z leme 2.1.6 slijedi O ¢ AB.
Prema tome A € OB li B € OA.

Pretpostavimo B € OA.

Tada je d(O,A) = d(O,B) + d(B,A) > d(O, B), dakle d(O, B) < d(O, A).

Stoga je d(O, B) = d(O, A).

Iz propozicije 2.1.3 i &injenice da su A, B € rslijedi A = B, paje A € OB.

Prema tome u svakom sluc¢aju vrijedi A € OB. O

Uocimo da opcenito vrijedi: L
ako je (M, A, p,d) metricka ravnina te ako su A,B € M i T € AB, onda je d(A,T) <
d(A, B).

Lema 2.2.5. Neka je (M, A, p,d) metricka r@ina te neka su A,B € M. Tada za svaki
x € [0,d(A, B)] postoji jedinstvena tocka T € AB takva da je d(A,T) = x.

Dokaz. Neka je x € [0,d(A, B)].

Akojex=0,ondazaT = A vrijedi T € ABi d(A,T) = 0 te je to oCito jedina tocka s tim
svojstvom.

Pretpostavimo da je x > 0.

Neka je r polupravac s vithom A tako da B € r.

Prema aksiomu III.4. postoji tocka T € r takva da je d(A,T) = x.

Bududi da je x < d(A, B) imamo d(A,T) < d(A, B) paiz leme 2.2.4 slijedidaje T € AB.
Pretpostavimo da je T’ € AB to¢ka takva da je d(A, T’) = x.

1z A,B e rslijedi ABC rpaje T € r.

Dakle, T 1 T’ su dvije toc¢ke polupravca r udaljene od A za x.

Iz propozicije 2.1.3 slijedi T = T". O

Propozicija 2.2.6. Neka je (M, A, p,d) metricka ravnina, neka su A,B € M, te neka je
f M — M izometrija. Tada je

f(AB) = f(A)f(B).
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Dokaz. Nekaje T € f(AB).

Tadaje T = f(C) zaneki C € AB. Slijedi da je d(A, B) = d(A, C) + d(C, B).

Bududi da je f izometrija imamo d(f(A), f(B)) = d(f(A), f(C)) + d(f(C), f(B)), pa je
f(C) € f(A)f(B). Dakle, T' € f(A)f(B).

Prema tome f(AB) C f(A)f(B).

Nekaje T € f(A)f(B).

Zelimo dokazati da T € f(zﬁ).

Dakle, zelimo pokazati da postoji C € AB tako da je f(C) = T.

Neka je x = d(f(A),T). Budu¢idaje T € f(A)f(B), vrijedi x < d(f(A), f(B)). No f je
izometrija pa je d(f(A), f(B)) = d(A, B). Dakle, x < d(A, B), pa je x € [0,d(A, B)].

Prema lemi 2.2.5 postoji tocka C € AB tako da je d(A,C) = x.

Imamo f(C) € f(AB), a prema dokazanom vrijedi f(AB) C f(A)f(B).

Stogaje f(C) € f(A)f(B). 1zd(A, C) = xicinjenice daje f izometrija slijedi d(f(A), f(C)) =
X.

Dakle, T'i f(C) su tocke segmenta f(A)f(B) koje su od f(A) udaljene za x, a x € [0, d(f(A), f(B))].
Iz leme 2.2.5 slijedi f(C) =T.

Dakle, T € f(AB). Prema tome f(A)f(B) C f(AB).

Dakle, f(AB) = f(A)f(B). O

Napomena 2.2.7. Neka je (M, A, p) ravnina, te neka su A,B € M, A # B. Tada postoji
Jjedinstveni polupravac r s vrchom A tako da je B € r. Naime, neka je p = AB.

Znamo da postoje 2 polupravca od p s vrhom A, te da se B nalazi na tocno jednom od ta 2
polupravca. Oznacimo taj polupravac s r.

Pretpostavimo da je s polupravac s vrhom A takav da je B € s. Tada postoji pravac q takav
da je s polupravac od q s vihom A. Iz s C q slijedi B € q. Dakle, imamo A, B € q, pa iz
A # Bslijedi p = q. Dakle, s je polupravac od p s vihom A i B € s.

Stoga je s =r.

Propozicija 2.2.8. Neka je (M, A, p, d) metricka ravnina. Neka je f : M — M izometrija.
Neka je p pravac, O € p te r polupravac od p s vchom O. Tada je f(p) pravac te je f(r)
polupravac od f(p) s vrhom f(O).

Dokaz. Neka je s polupravac od p s vthom O razli¢it od r. Prema aksiomu II1.4. postoji
A € rtakavdaje d(0,A) = 1.

Isto tako postoji to¢ka B € s takva da je d(O, B) = 1.

Uo¢imodaje A# O1iB # O.

Takoder, A # B jer je r N's = {O}. Stoga je f(A) # f(B).

Neka je ¢ = f(A)f(B). Iz leme 2.1.6 slijedi da je O € AB. Ovo povlaéi da je f(O) € f(AB).
Prema propoziciji 2.1.3 vrijedi f(AB) = f(A)f(B). Stoga je f(O) € f(A)f(B).
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Slika 2.1: Skica

No, f(A)f(B) C q jer je g konveksan pa je f(O) € g.

Neka je r’ polupravac od ¢ s vchom f(O) takav da je f(A) € 1.

Neka je s” polupravac od ¢ s vcthom f(O) takav da je f(B) € 5.

Bududi da je f(O) € f(A)f(B) prema lemi 2.1.6 slijedi da to¢ke f(A) i f(B) ne sadrzi isti
polupravac od g s vrhom f(O).

Stogaje r’ # s'.

Dokazimo sada da je f(r) = r'.

Dokazimo prvo da je f(r) C r'.

U tu svrhu potrebno je dokazati da je f(T) € ', VT €r.

Nekaje T € r.

Akoje T = O, ondaje f(T) = f(O), a ocito je f(O) € r'.

Pretpostavimo 7" # O. Tada su B, T € p \ {O} tocke koje ne sadrZi isti polupravac od p s
vrhom O. 1z leme 2.1.6 slijedi da je O € BT. Ovo povladi da je f(O) € f(B)f(T) pa za-
klju¢ujemo da tocke f(O), f(B), f(T) sadrzi isti pravac. No jedini pravac koji sadrzi tocke
£(0) i f(B) je q jer f(O) # f(B). Stogaje f(T) € ¢. Imamo f(B), f(T) € ¢ ~ (f(O)}. Iz
leme 2.1.6 slijedi da tocke f(B) i f(T') ne sadrZi isti polupravac od g s vchom f(O). Buduéi
daje f(B) € s’ imamo da f(T) ¢ s’. Stogaje f(T) € r'.

Prema tome f(r) C r'.

Dokazimo sada ' C f(r).
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Nekaje C € r'. Ako je C = f(O),ondaje C € f(r)jerje O €r.

Pretpostavimo da je C # f(O).

Neka je x = d(C, f(0O)). Tada je x > 0.

Prema aksiomu I11.4. postoji tocka T' € r takvadaje d(O, T) = x. Budu¢i da je f izometrija
vrijedi d(f(O), f(T)) = x. 1z T € r prema dokazanom slijedi da je f(T) € r’. 1z propozicije
2.1.3 slijedi da je C = f(T).

Dakle, C € f(r).

Zakljucak: ' C f(r).

Prema tome f(r) = r'.

Posve analogno dobijemo da je f(s) = s’.

Ostalo je joS pokazati da je f(p) = q.

Imamo f(p) = f(rUs) = f(r)U f(s) =rUus =gq.

Dakle, f(p) = gq. |
Korolar 2.2.9. Neka je (M, A, p,d) metricka ravnina, f izometrija, te A,B € M, A # B.
Tada je

J(AB) = f(A)f(B)

Dokaz. Prema propoziciji 2.2.8 f(AB) je pravac.
Nadalje f(A), f(B) € f(AB)1 f(A) # f(B) (jer je f injekcija).
Stoga je f(AB) = f(A)f(B). o

Lema 2.2.10. Neka su S i T skupovite f : S — T injekcija.
(1) Akosu A C S ixe€S takvida x ¢ A, onda f(x) & f(A).
(2) Ako su A,B C S takvida AN B =0, onda je f(A) N f(B) = 0.

Dokaz. 1. slucaj: Pretpostavimo da je f(x) € f(A).

Stoga postoji a € A takav da je f(x) = f(a).

Budu¢i da je f injekcija iz ovog slijedi x = a. Ovo znaci da je x € A §to je u kontradikciji
s pretpostavkom x ¢ A.

Prema tome f(x) ¢ f(A).

2. slucaj: Pretpostavimo f(A) N f(B) # 0.

Tada postojiy € f(A) N f(B). Slijediy € f(A)iy € f(B).

Iz y € f(A) slijedi da postoji a € A takav da je y = f(a).

Iz y € f(B) slijedi da postoji b € B takav da je y = f(b).

Stoga je f(a) = f(b).

Bududi da je f injekcija imamo a = b. Dakle,a € Aia € B,tj. a € AN B, §to jeu
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kontradikcijis AN B = 0.
Zakljucak: f(A) N f(B) =0. ]

Propozicija 2.2.11. Neka je (M, A, p, d) metricka ravnina, te f : M — M izometrija. Neka
je p pravac u ovoj ravnini te K poluravnina odredena pravcem p. Tada je f(K) podskup
Jjedne od dvije poluravnine odredene s f(p).

Dokaz. Neka je ~ relacijana M \ p definiranas T} ~ T, ako T/T, N p = (. Znamo da je ~
relacija ekvivalencije te da je K klasa ekvivalencije nekog elementa pri toj relaciji. Dakle,
postoji A € M \ p takav da je K = [A], tj.

K={TeM~p|TANnp=0)}.

S druge strane neka je ~’ binarna relacija na M \ f(p) definirana sa Z; ~" Z, ako je
Z\ZN f(p)=0.
Znamo da je f injekcija, stoga lema 2.2.10 (1) povlaci da f(A) ¢ f(p). Dakle, f(A) €

M~ f(p).
Neka je L klasa od f(A) pri relaciji ~’. Dakle,

L={Ze M~ f(p)| f(AZn f(p) =0}

Tada je L poluravnina odredena s f(p).

Tvrdimo da je f(K) C L.

Neka je Z € f(K). Tada postoji T € K takav da je Z = f(T).

Buduéidaje T € K, imamo TA N p = 0.

Iz leme 2.2.10 (2) slijedi da je f(TA) N f(p) = 0.

Iz propozicije 2.2.6 slijedi f(A)f(T) N f(p) = 0, tj. f(A)Z N f(p) = 0. 1z ovog posebno
slijedidaZ ¢ f(p),tj. Ze M \ f(p) paslijedidajez € L.

Zakljucak: f(K) C L. O

Definicija 2.2.12. Neka je S skupte f : S — S. Za x € S kaZemo da je fiksna tocka
funkcije f ako je
f(x) =x.

Propozicija 2.2.13. Neka je (M, A, p, d) metricka ravnina te neka je f : M — M izome-
trija. Neka su A, B € M, A # B. Pretpostavimo da su A i B fiksne tocke od f. Tada je svaka
toc¢ka pravca AB fiksna tocka od f.

Dokaz. Neka je r polupravac s vrhom A takav da je B € r te neka je r’ polupravac s vchom
Btakodaje A er'.
Iz propozicije 2.2.8 slijedi da je f(r) polupravac s vrthom f(A), a ocito je f(B) € f(r).
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Dakle, f(r) je polupravac s vchom A te je B € f(r).

Stoga je f(r) = r (prema napomeni 2.2.7).

Isto tako dobijemo f(r") = r’.

Nekaje T € AB.

Iz propozicije 1.2.2 slijedi daje T € ABili A € TBili B € AT.

1. slu¢aj: T € ABili Be€ AT

AkojeT € ABondaje T € r.

S druge strane ako je B € AT ondaje T € r.

Zasto?

Neka je s polupravac od AB s vchom A takav daje s # r. Tadaje AB=sUr.
Pretpostavimo da 7 ¢ r. Tadaje T € 5. No, A, T € s povlati da je AT C spaje B € s.
Dakle, B € r N s, no ovo je nemoguce jer je r N s = {A}.

Dakle, T € rpaje f(T) € f(r), tj. f(T) € r.

Bududi da je f izometrija imamo d(A, T) = d(f(A), f(T)) = d(A, f(T)).

Dakle, d(A,T) = d(A, f(T)).

Ako je A =T, onda je T fiksna tocka od f.

Pretpostavimo daje A # T.

Neka je x = d(A,T). Tada je x > 0 pa iz propozicije 2.1.3 slijedi da postoji jedinstvena
tocka C € r takav da je d(A,C) = x.

Imamo d(A,T) = x, d(A, f(T)) = xpaslijedi f(T) =T.

Dakle, T je fiksna tocka od f.

2.slutaj: AeTB

Tvrdimodaje T € r'.

Pretpostavimo suprotno. Neka je s polupravac od AB s vthom B razli¢it od . Tada je
T € s. Stogaimamo B, T € s, pa je segment BT C s. Iz ovoga slijedi A € s.

Dakle,Aer' Nns, nor Ns ={B}.

Slijedi da je A = B §to je nemoguce.

Prematome T € r'.

Iz ovog slijedi f(T) € f(r')paje f(T)€er.

Bududi da je f izometrija vrijedi d(B,T) = d(f(B), f(T)), dakle d(B,T) = d(B, f(T)).
Prema tome 7 i f(T) su dvije to¢ke na " jednako udaljene od B. Prema propoziciji 2.1.3
slijedidaje T = f(T).

Dakle, svaka tocka pravca AB je fiksna tocka za f. O

Propozicija 2.2.14. Neka je (M, A, p, d) metricka ravnina te neka je f : M — M izome-
trija. Neka su A, B € M tocke takve da je f(A) = Bi f(B) = A. Tada je poloviste duZine
AB fiksna tocka od f.
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Dokaz. Ako je A = B, onda je A fiksna tocka od f, a poloviste od segmenta AA je A.
Pretpostavimo A # B.

Neka je T poloviste duzine AB. Tada je T € ABid(A,T) = d(T, B).

Bududi da je f izometrija vrijedi d(f(A), f(T)) = d(f(T), f(B)),

tj. d(B, f(T)) = d(f(T), A).

Iz T € ABslijedi f(T) € f(AB).

Prema korolaru 2.2.9 vrijedi f(AB) = f(A)f(B),tj. f(AB) = BA = AB.

Dakle, f(T) € AB.

Iz ovogaid(B, f(T)) = d(f(T),A) zaklju¢ujemo da je f(T) poloviste duzine AB.

Stogaje f(T)=T. m|

Propozicija 2.2.15. Neka je (M, A, p, d) metricka ravnina te neka su A, B, C tri nekoline-
arne tocke ove ravnine. Neka je f : M — M izometrija. Pretpostavimo da su A, B, C fiksne
tocke od f. Tada je f identiteta na M, tj. f = idy.

Dokaz. Uoc¢imo da su tocke A, B, C medusobno razlicite.

Prema propoziciji 2.2.13 svaka tocka koja leZi na jednom od pravaca AB, AC, BC je fiksna
tocka za f.

Nekaje T € MtakvadaT ¢ ABiT ¢ ACiT ¢ BC.

Neka je P poloviste duzine AC. Tadaje P ACiP# A, P £ C.

Budué¢idaje P € ACimamoda P # T.

Promotrimo pravac T P. Taj pravac sije¢e segment AC pa prema Paschovom aksiomu 7P
sije¢e AB ili BC.

Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da 7 P sijeCe AB.

Neka je Q € TP tako daje Q € AB.

Tvrdimo da je P # Q.

Pretpostavimo suprotno, tj. P = Q. Tada je P € AC N AB.

No, AC N AB = {A}. Stoga je P = A. Kontradikcija.

Dakle, P # Q.

Uocimo da su P i Q fiksne tocke od f (jer je P € AC, a Q € AB, a sve tocke tih pravaca su
fiksne).

Stoga je prema propoziciji 2.2.13 svaka tocka pravca PQ fiksna za f.
IzQeTPslijediTP =PQpajeT € PQ.

Stoga je T fiksna tocka za f.

Prema tome svaka to¢ka 7" € M je fiksna za f. Drugim rijeCima f(T) = T,VT € M.
Dakle, f je identiteta na M. O
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Slika 2.2: Skica






Poglavlje 3

Apsolutna ravnina

3.1 Apsolutna ravnina

Definicija 3.1.1. Neka je (M, A, p,d) metricka ravnina, neka je p € A pravac, te neka
je [+ M — M izometrija. Za f kaZemo da je osna simetrija obzirom na pravac p u
(M, A, p,d) ako vrijedi sljedece:

1. svaka tocka pravca p je fiksna tocka za f (4. T = f(T), VT € p)
2. f#idy

Definicija 3.1.2. Neka je (M, A, p,d) metricka ravnina. Za (M, A, p, d) kaZemo da je AP-
SOLUTNA RAVNINA ako vrijedi sljedece:

IV.1. Za svaki pravac p € A postoji jedinstvena osna simetrija obzirom na pravac p. Tu
osnu simetriju oznacavamo sa s,.

IV.2. Ako je O € M te ako su u,v polupravci s vrhom O, onda postoji pravac p takav da je

sp(u) = v.

Lema 3.1.3. Neka je (M, A, p) ravnina te neka su p, q € A pravci takvi da je p C q. Tada
jep=gq.

Dokaz. Prema 1.2. postoje 2 razliCite toCke na pravcu p, ozna¢imo ih s A i B. Tada je
A,Begq.1z1.1.slijedi p = gq. O

Propozicija 3.1.4. Neka je (M, A, p, d) metricka ravnina, neka su p, q pravci u toj ravnini,
neka je f osna simetrija obzirom na pravac p, te g osna simetrija obzirom na q. Pretpos-
tavimo da je f = g. Tada je p = q.

33
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Slika 3.1: Skica

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. p # g.

Tada postoji tocka T € g takvada T ¢ p. Naime, u suprotnom bi svaka toc¢ka od ¢ lezala
na p Sto bi znacilo da je ¢ C p, pa bi prema lemi 3.1.3 slijedilo g = p §to je nemoguce.
Odaberimo dvije razlicite tocke A, B na pravcu p. Uocimo sljedece:

Tocke A, B, T su nekolinearne.

Naime u suprotnom bi postojao pravac r takav da je A, B, T € r onda bi slijedilo r = p (jer
su A, B € p) Sto je nemoguée jer T ¢ p.

Bududi da su A, B € p imamo da su A, B fiksne toc¢ke za f (jer je f osna simetrija obzirom
na p).

Nadalje iz T € g slijedi da je T fiksna tocka za g (jer je g osna simetrija s obzirom na q).
No, f = g paslijedi da je T fiksna tocka za f.

Dakle, A, B, T su fiksne tocke za f, pa iz propozicije 2.2.15 slijedi da je f = idy. To je u
kontradikciji s ¢injenicom da je f osna simetrija s obzirom na p.

Prema tome p = g. m|

Korolar 3.1.5. Neka je (M, A, p,d) apsolutna ravnina, te neka su p, q pravci u toj ravnini
takvi da je s, = s,. Tada je p = q. O

Prisjetimo se: Ako su S,T skupovi, te f : S — T bijekcija, onda inverznu funkciju
f': T — S definiramo tako da za y € T stavimo f~'(y) = x, gdje je x € S takav da je
f(x) = y. (Takav x postoji jer je f surjekcija, a jedinstven je jer je f injekcija).
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Uo¢imo da za svaki x € S vrijedi f~'(f(x)) = x.

Nadalje za svaki y € T vrijedi f(f~'(y)) = y.

Dakle, (f~' o f)(x) = x = ids(x), za svaki x € S. Imamo f'o f:S - Siids : S — S,
pa zakljucujemo f~' o f = ids.

Isto tako imamo (f o f~1)(y) =y = idr(y), zaVy € T.

Zakljucujemo da je f o f~' = idy.

Napomena 3.1.6. Neka su S, T,V skupovite nekasu f : S — Tig:S — V funkcije.
1) Ako su f, g injekcije, onda je g o f injekcija.
2) Ako su f, g surjekcije, onda je g o f surjekcija.
3) Ako je g o f injekcija, onda je f injekcija.
4) Ako je g o f surjekcija, onda je g surjekcija.
Zasto?
1) Pretpostavimo da su f, g injekcije.

Neka su x,y € S. Tada

[ injekcija g injekcija

x#zy = fO#Ff) = g(f()#g(f() = (o NHx) # (g HY)

Dakle, g o f injekcija.

2) Pretpostavimo da su f, g surjekcije.

Neka je z € V. Tada postoji y € T takav da je g(y) = z (jer je g surjekcija).
Buduci da je f surjekcija iy € T postoji x € S takav da je f(x) = y.
Imamo, z = g(y) = g(f(x)) = (g © fH(X).

Dakle, g o f je surjekcija.

3) Pretpostavimo da je g o f injekcija.

Neka su x,y € S takvi da je x # y. Zelimo dokazati da je f(x) # f(y).

Pretpostavimo suprotno, tj. f(x) = f(y). Tada je g(f(x)) = g(f(¥)), tj. (g0 /)(x) = (g0 /).
Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je g o f injekcija.

Dakle, f(x) # f(y).

Prema tome f je injekcija.

4) Pretpostavimo da je g o f surjekcija.
Neka je z € V. Tada postoji x € S takav da je (g o f)(x) = z, tj. g(f(x)) = z. Oznacimo
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y=f(x). ImamoyeTigQy) =z
Dakle, g je surjekcija.

Napomena 3.1.7. Neka su S, T skupovi, te nekasu f : S - Tig: T — S funkcije takve
dajego f=idsifog=idy. Tadaje f bijekcijai f~' = g.

Naime, iz g o f = ids, napomene 3.1.6 i ¢injenice da je ids injekcija slijedi da je i f
injekcija.
Isto tako iz f o g = idy, napomene 3.1.6 i Cinjenice da je idy surjekcija slijedi da je i f
surjekcija.
Dakle, f je bijekcija.

DokaZimo sada da je f~' = g.
Imamo f':T —-8,g:T—S.
Stoga je potrebno jos dokazati da je f~'(y) = g(y),Vy € T.
Neka jey e T.
Tada je f~'(y) = x, gdje je x € S takav da je f(x) = y.
Imamo g(y) = g(f(x)) = (g0 H(x) = ids(x) = x = f7' ().
Dakle, g(y) = f~1(y).

Prema tome g = .

Definicija 3.1.8. Neka je S skup, te neka je f : S — S funkcija. Za f kaZemo da je
involucija na skupu S ako je f # ids i f o f = ids.

Primjer 3.1.9. Funkcija f : R — R, f(x) = —x je involucija. Naime, ocito je f # idg, a
vrijedi f o f = idy jer je

(f o Hx) = f(f(0) = f(=x) = =(=x) = x = idr(x),Vx €R

Napomena 3.1.10. Ako je f involucija na skupu S onda je f bijekcija i f~' = f. To slijedi
direktno iz napomene 3.1.7

Propozicija 3.1.11. Neka je (M, A, p,d) metricka ravnina, te neka je p € A. Neka je
f osna simetrija obzirom na pravac p. Tada f nema drugih fiksnih tocaka osim onih na
praveu p.

Dokaz. Treba dokazati sljedece:

AkojeT e MiT ¢ ponda T nije fiksna tocka od f.

NekajeT € M, T ¢ p.

Pretpostavimo da je T fiksna tocka od f. Odaberemo 2 razli¢ite tocke A i B na pravcu p.
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Tada su tocke A, B, T nekolinearne. ToCke A 1 B su takoder fiksne za f jer su A, B € p. Iz
propozicije 2.2.15 slijedi da je f identiteta na M. DoSli smo u kontradikciju s ¢injenicom
da je f osna simetrija (jer osna simetrija nije identiteta).

Dakle, T nije fiksna tocka od f. O

Lema 3.1.12. Neka je (M, A, p,d) metricka ravnina te neka je p € A. Neka je f osna
simetrija obzirom na pravac p. Neka je T € M takav da T ¢ p. Tada f(T) ¢ p.

f(T)=P=f(P)

Slika 3.2: Skica

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. f(T) € p.

Ozna¢imo P = f(T). Buduéidaje Pe piT ¢ pimamodaje T # P. Budu¢idaje P € p
vrijedi f(P) = P (jer je P fiksna tocka za f). Imamo f(T) = P = f(P), tj. f(T) = f(P),a
T # P. Ovo je u kontradikciji s Cinjenicom da je f injekcija (f je injekcija jer je izometrija).
Dakle, f(T) ¢ p. O

Propozicija 3.1.13. Neka je (M, A, p, d) apsolutna ravnina te neka je p € A pravac. Tada
Jje s, involucija.

Dokaz. 1z definicije osne simetrije jasno je da je s, # idy.
Preostaje dokazati da je s, o s, = id)y.
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Uocimo prije svega da je s, o s, : M — M izometrija (prema propoziciji 2.2.3). Neka je
P € p. Tvrdimo da je P fiksna to¢ka za s, o s,,.

Imamo (s, o 5,)(P) = s,(s,(P)) = 5,(P) = P.

Dakle, s, o s, je izometrija i svaka toCka pravca p je fiksna za tu izometriju.
Pretpostavimo da s, o 5, # idy. Slijedi da je s, o s, osna simetrija obzirom na pravac p.
Stoga je s, 05, = 5.

Odaberimo tocku T € M takoda T ¢ p. Iz leme 3.1.12 slijedi da s,(T) ¢ p. Iz s, 05, = s,
slijedi (s, o s,)(T') = s5,(T) paje s,(s,(T)) = 5,(T). Ovo znaci da je s,(T) fiksna tocka za
s, dakle s, ima fiksnu toCku koja ne leZi na pravcu p.

Ovo je nemoguce prema propoziciji 3.1.11.

Dakle, s, o s, = id). Prema tome s, je involucija. O

Korolar 3.1.14. Neka je (M, A, p,d) apsolutna ravnina te neka je p € A pravac. Tada je
sp bijekcijai s,' = s,

Dokaz. Ovo slijedi iz prethodonog teorema 1 napomene 3.1.10. O

Propozicija 3.1.15. Neka je (M, A, p, d) apsolutna ravnina te neka je p € A pravac. Neka
su K i L poluravnine odredene pravcem p. Tada je s,(K) C L.

Dokaz. Imamo s,(p) = {sp(T) | T € p} ={T|T € p} = p.

Dakle, s,(p) = p.

Prema propoziciji 2.2.10 s5,(K) je podskup jedne od dviju poluravnina odredene sa sp(p),
tj. s p. Dakle, s,(K) € Lili 5,(K) C K.

Pretpostavimo da je s,(K) € K. Odaberimo toCku A € K. Tada je s,(A) € 5,(K) pa je
s,(A) € K.

Oznaimo s B = 5,(A).

Imamo, koristeci propoziciju 3.1.13 5,(B) = s,(s,(A)) = (s, 0 s,)(A) = idy(A) = A.
Dakle, s,(B) = A1is,(A) = B.

Iz propozicije 2.2.15 slijedi da je poloviste duZine AB fiksna tocka od sp. Iz leme 3.1.12
slijedi da se poloviste duZine AB nalazi na pravcu p.

To zna&i daje ABN p # 0.

S druge strane imamo A, B € K pa je AB N p = 0. Kontradikcija.

Prema tome s,(K) C L. O

Propozicija 3.1.16. Neka je (M, A, p, d) apsolutna ravnina te neka je p € A pravac. Neka
su K i L poluravnine odredene pravcem p. Tada je s,(K) = L.

Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji vrijedi sp(K) C L. Preostaje stoga dokazati da je
L C 5,(K).
Neka je T € L. Zelimo dokazati da je T € s,(K).
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Neka je T' = s,(T).

Iz prethodne propozicije slijedi da je s,(L) C K.

Iz T € Lslijedi 5,(T) € s,(L) paje 5,(T) € K. Dakle, T’ € K.

Imamo s,(T") = s,(s,(T)) = (s, 0 s,)(T) = idy(T) =T.

Dakle, T = s,(T")i T’ € K.

Jasno je da je sp(T”) € 5,(K), dakle T € s,(K).

Ovime smo dokazali da je L C s,(K).

Zakljucak: s,(K) = L. |

Teorem 3.1.17. Neka je (M, A, p, d) apsolutna ravnina te neka su A, B € M, A # B. Tada
postoji jedinstveni pravac p takav da je

sp(A) = B.

Dokaz. Neka je P poloviste duzine AB. Znamo da postoji polupravac u s vrhom P takav
da je A € u te polupravac v s vrhom P takav da je B € v.

Slika 3.3: Skica

Iz definicije apsolutne ravnine (aksiom IV.2.) slijedi da postoji pravac p takav da je
sp(u) = v.
Imamo da je u polupravac s vchom P pa iz propozicije 2.2.8 slijedi da je s,(u) polupravac
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s vthom s,(P), dakle v je polupravac s vthom s,(P).

Iz propozicije 2.1.2 slijedi da je s,(P) = P.

Iz A € uslijedi s,(A) € s,(u), 4. 5,(A) € v.

Imamo d(A, P) = d(s,(A), s,(P)) = d(s,(A), P).

S druge strane d(A, P) = d(P, B).

Stoga je d(P, B) = d(P, s,(A)).

Imamo s,(A), B € v, pa iz propozicije 2.1.3 slijedi s,(A) = B.

JEDINSTVENOST

Pretpostavimo da je p pravac (ne nuZno onaj konstruiran gore) takav da je s,(A) = B.
Neka je ¢ = AB.

Uocimo sljedece: s,(B) = s,(5,(A)) = (5, 0 s,)(A) = idy(A) = A, dakle, s,(B) = A.
Buduc¢i da je A € g, vrijedi s,(A) = A.

S druge strane imamo s,(A) = BiA # B.

Dakle, s,(A) # s,(A). Stoga je s, # s, paje p # q.

Prema propoziciji 2.2.8 s5,(q) je pravac. 1z A € g slijedi s,(A) € s,(q), tj. B € 5,(q).
Nadalje iz B € g slijedi 5,(B) € 5,(q), tj. A € 5,(q).

Imamo A, B € 5,(q) paslijedi s,(q) = q.

Neka su K, L poluravnine odredene pravcem ¢q. Tvrdimo da je sp(K) € K'is,(L) C L.
DokaZzimo to.

Bududi da je p # ¢, postojitocka T € ptakvadaT ¢ g. Slijedidaje T € Kili T € L.

1. slucaj: Pretpostavimo da je T € K. Budu¢idaje T € p vrijedi s,(T) = T.

Prema propoziciji 2.2.11 slijedi da je s,(K) podskup jedne od dviju poluravnina odredenih
sa 5,(q). No, 5s,(q) = q.

Dakle, sp(K) C K ili 5,(K) C L.

Pretpostavimo da je s,(K) C L.

Imamo T € K pa je s,(T) € 5,(K), §j. T € s5,(K). Dakle, T € L. Ovo je u kontradikciji s
¢injenicom T € K.

Dakle, s,(K) C K.

Iz propozicije 2.2.11 slijedi takoder da je s,(L) C K ili s,(L) € L.

Pretpostavimo da je s,(L) C K.

Odaberimo tocku C € L, tada je s5,(C) € s,(L), tj. s,(C) € K. Iz ovog slijedi da je
5,(5,(C)) € 5,(K), tj. C € 5,(K), pa je C € K. Kontradikcija.

Prema tome s,(L) C L.

2. slucaj: Pretpostavimo daje T € L.
Posve analogno kao pod 1) dobivamo s,(L) C L1 s,(K) C K.
Time smo dokazali da je 5,(K) € Kis,(L) C L.
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Pretpostavimo da su p i p’ pravci takvi da je 5,(A) = Bis,(A) = B.
Promotrimo kompoziciju s, 0 sp. Imamo (s, o 5,)(A) = s5,(5,(A)) = 5,(B) = A, (s ©
$p)(B) = s(s,(B)) = 5,,(A) = B.
Dakle, (s,y o 5,)(A) = Ai(sy o 5,)(B) = B. Znamo da je s,y o s, izometrija, a vidimo da
su A 1 B njene fiksne tocke. 1z propozicije 2.2.13 slijedi da je svaka toCka pravca AB, {j.
pravca g fiksna tocka od s,/ o s,,.
Tvrdimo da je s,y 0 5, = idy.
Pretpostavimo suprotno, tj. s, o s, # idy. Tada je kompozicija s, o s, osna simetrija
obzirom na pravac g, tj. s,» o 5, = s, (prema aksiomu IV.1. apsolutne ravnine s, je jedina
osna simetrija obzirom na pravac q).
Neka je T € K. Tada je s,(T) € s,(K).
No, s,(K) € K. Stoga je s,(T) € K. Slijedi s,/(s,(T)) € 5,(K) paiz s,(K) C K slijedi
sy(s,(T)) € K, . (s,y 05,)(T) € K.
Dakle, s,(T) € K.

Iz T € K slijedi s,(T) € s,(K).
Prema propoziciji 3.1.12 vrijedi s,(K) € L. Stoga je s,(T) € L. Ovo je u kontradikciji s
54(T) € K.
Zakljucak: s,y o5, = idy.
Iz ovog slijedi s,y o (5,y 0 5,) = 5,y 0 idy paje (sy ©Sy) 0 S, = 8y, . idy 05, = 5,.
Dakle, s, = s, pa prema Korolaru 3.1.5 imamo p = p’.
Time je teorem dokazan. O
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Sazetak

Ovaj diplomski rad podijelili smo na tri poglavlja. Na pocetku ovog diplomskog rada defi-
niraju se osnovni pojmovi kao $to su binarna relacija i linearni uredaj. U prvom poglavlju
smo definirali ravninu te proucili pojam P — ravnine. U drugom poglavlju smo se bavili
pojmom metricke ravnine te smo proucili razna svojstva metricke ravnine te izometrije. U
trecem poglavlju smo definirali apsolutnu ravninu te dokazali neke tvrdnje koje vrijede u
apsolutnoj ravnini.






Summary

This diploma thesis is divided into three chapters. At the beginning of this diploma thesis
we defineded the basic concepts of binary relation and linear order. In the first chapter,
we have defined a plane, and have studied the concept of P-planes. In the second chapter
we have discussed the notion of metric plane, and we have studied various properties of
metric planes and isometries. In the third chapter, we have defined the absolute plane and
have proved some of the claims that are valid in the absolute plane.
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