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Sazetak

Koncept simetrije je bitan za promatranje razlic¢itih pojava u fizici i obliko-
vanje fizikalnih teorija. Svrha teme je iz fizikalne perspektive promotriti
ulogu simetrije u ekonomskim modelima. Prvo se promatra vaznost koncepta
bazdarne simetrije u razumijevanju Arrow-Debrew modela op¢e ekonomske
ravnoteze, zatim se promatraju Modeli temeljeni na agentima. Na kraju se is-
trazuje osjetljivost modela vrednovanja financijskih izvedenica (eng.financial
derivatives) o reprezentaciji cijene imovine u podlozi, odnosno imovine na

kojoj se izvedenice temelje.



Physical perspective on symmetries in economic
models

Abstract

The concept of symmetry is essential for observing different phenomena in physics
and the formation of physical theories. The theme involves observing the role of
symmetry in economic models from physical perspective. First, the importance of
the concept of gauge symmetry in the understanding of the Arrow-Debrew model
of general economic equilibrium is observed, then the agent-based models are con-
sidered. Finally, while observing models for valution the financial derivatives, the
relation between the price of the derivative and the representation of the price of the

underlying asset is investigated.
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1 Uvod

S obzirom na kvantitativhu prirodu mnogih pojava u ekonomiji, ¢esto se u njihovom
opisu koriste koncepti koji su poznati i u fizici. Svrha teme ovog diplomskog rada
je iz fizikalne perspektive istraziti ulogu simetrije u ekonomskim modelima. Drugo
poglavlje sadrzi opis Neoklasicne ekonomske teorije op¢e ravnoteze koja je sli¢na
fizici po tome Sto se zasniva na nekoliko jednostavnih principa iz kojih proizlazi kom-
pleksna matematicka formulacija. Da bi fizikalni pogled na ekonomske modele bio
moguc, prvo ¢e se ukratko predstaviti Arrow-Debreu model opée ravnoteze [2]. Di-
skutirat ¢e se lom simetrije i postojanje vise od jednog stanja ravnoteze. Nakon toga
Ce se evaluirati prednosti i slabosti neoklasicne ekonomske teorije. Slabosti su nedos-
tatak dinamike u navedenom modelu i tretman nepredvidljivosti koja karakterizira
velika ekonomska trzista. U tre¢em poglavlju se diskutira klasa tzv. Modela temelje-
nih na agentima [3] koji omogucuju promotriti problem fundamentalnog znacenja
cijene i diskutirati koje veli¢ine bi trebale biti opservable neravnotezne dinamicke
teorije ekonomskih trzista. Da bi se odgovorilo na ova pitanja, Malaney i Weins-
tein [4] predlazu formulaciju ekonomije u jeziku bazdarne teorije. Ovdje ¢e se po-
kazati analogija s fizikom. Kao $to postoji makro i mikro ekonomija, postoji makro
i mikro fizika. Mikroekonomija bi bila atomska fizika, a makroekonomija termo-
dinamika koja opisuje materiju u razli¢itim fazma. Most medu njima je statisticka
fizika koja proucava velik broj atoma izvan i u ravnotezi. U ekonomiji, taj most bi
bi bio Model temeljen na agentima. U cetvrtom poglavlju se uvode stohasticki pro-
cesi u kontekstu kvantitativnih financija kako bi se simuliralo procjenjivanje cijena.
Radi utvrdivanja osjetljivosti modela vrednovanja financijskih izvedenica na repre-
zentaciju cijene, peto poglavlje predstavlja poznati Black-Scholes model vrednovanja
financijskih izvedenica koji se temelji na nasumi¢nim procesima kao Sto je npr. do-
bro poznato Geometrijsko Brown-ovo gibanje u fizici. Sama osjetljivost modela na

reprezentaciju cijene se provjerava u Sestom poglavlju.



2 Neoklasi¢na ekonomska teorija op¢e ravnoteze

Neoklasi¢na ekonomija proucava nacin na koji drustva koriste ograniene resurse
kako bi proizvela dobra i usluge s ciljem da sto bolje zadovolje svoje potrebe. Prema
tome, promatra se Sto se proizvodi, tko i kako to proizvodi te tko dobije ono Sto
se u konacnici proizvede. Osnovna ideja je da vecinu odluka donose pojedinacne
tvrtke i kucanstva koji neovisno pokusavaju maksimizirati mjeru svoje srece (eng.
happiness). Za tvrtke, mjera srece je profit, a za ku¢anstva iskoristenost kapaciteta.
Problem se onda zasniva na tome je li moguce za razli¢ite tvrtke i ku¢anstva istovre-
meno maksimizirati srecu unatoc tome Sto su tvrtke ogranicene resursima i dostup-
nim tehnologijama, a ku¢anstva novc¢anim sredstvima. Raspodjela roba i resursa koja
zadovoljava ovaj uvjet je efikasna. TrziSte je u ravnotezi kada je svaka proizvedena
roba prodana i kada su sve ponudene usluge iskoristene.

Neoklasicna ekonomija rjeSava problem efikasnosti i ravnoteze tako da pretpostavi
da postoji valuta kojom se moze sve prodati i kupiti. Svaka roba i usluga u tome
slucaju ima cijenu koja nije fiksna nego varira ovisno o jednostavnhom mehanizmu
koji se zove zakon ponude i potraznje. Kada je potraznja veca od ponude, cijene

rastu, a u obrnutom slucaju padaju. Slijede glavni rezultati ovakve pretpostavke:
e Uvijek postoje cijene takve da trziste bude u ravnotezi;

e Kada je trziSte u stanju ravnoteze, ono je i efikasno u smislu da nitko nece

posti¢i vecu mjeru sreCe, bez da narusi sre¢u nekog drugog.

Navedeni principi se lako mogu ilustrirati na jednostavnom modelu dvoje ljudi koji
trguju s dvije vrste roba. Ovaj model se naziva Edgeworth-ova kutija [5]. Ilustra-
cija je dana na Slici 2.1. Ukupna koli¢ina obje vrste roba je konac¢na, pitanje je
kako ih raspodijeliti, a da obje osobe istovremeno maksimiziraju svoju sre¢u. Sva-
kome je pridruzena funkcija koja odreduje mjeru njihove pojedinacne sre¢e u ovis-
nosti o tome koliko od svake dvije robe imaju. Svaka raspodjela koja zadovoljava
navedena ograniCenja je tocka u kutiji. Netrivijalna posljedica ovog jednostavnog
principa jest da slicne rezultate daju trzista s velikim brojem sudionika, dobara i ne-
linearnih ograni¢enja. Ova generalizacija je najveéi uspjeh neoklasi¢cne ekonomije.
Prije formalnog matematickog predstavljanja ove teorije, bitno je spomenuti da ljud-

ska psihologija diktira pravila ponasanja trzista. To znaci da postoje fenomeni kao



Slika 2.1: Dvije osi predstavljaju dvije vrste roba raspodijeljenih izmedu dvije osobe.
Krivulje konveksne donjem lijevom kutu pripradaju jednoj osobi, a krivulje konvek-
sne nasuprotnom kutu drugoj osobi i odgovaraju raspodjeli dobara druge osobe pred-
stavljenom gornjom i desnom osi. Tocka gdje se dodiruju je tocka ravnoteze gdje je
nemoguce povecati 'srecu’ jedne osobe bez da se narusi ’sre¢a’ druge. Konveksnost je
potrebna za postojanje ravnoteze, a proizlazi iz zakona opadajucih prinosa [5].

$to su mjehuri (eng. bubbles) sto je nagli porast cijena nekoga dobra ili skupine
dobara, gdje pocetni porast cijena stvara ocCekivanja o njihovom daljnjem rastu te
privlaci nove kupce, uglavnom spekulante zainteresirane za ostvarivanje profita od
trgovine tim dobrom, a ne za njegovu uporabu u svrhu krajnje potrosnje ili eksploata-
cije. Osim mjehura, postoje i fenomen kao Sto je panika, a to je iznenadan i rasiren
strah od pada burzovnih vrijednosti ili sloma financijskog trzista. Cesto prethodi fi-
nancijskim krizama, a potaknut je vijestima o potencijalnim negativnim kretanjima.
Posljedica panike je masovno povlacenje bankovnih depozita, prodaja dionica ili va-
luta, Sto pridonosi padu pogodenog sektora. Ovakvi fenomeni se teSko mogu opisati
matematickim formulacijama. Unato¢ tome, argument neoklasi¢ne ekonomije je da
¢ak i ako je stanje ravnoteze poremeceno panikama, ovi fenomeni su tranzijentni, a
ono Sto dugoroc¢no ima efektivni utjecaj jest teznja svake osobe da maksimizira svoju
srecu koliko okolnosti dopustaju.

Pri detaljnijem opisu modela, pokazat ¢e se formalno kako se definira ravnoteza bez
da se ulazi u dinamiku koja bi objasnjavala koliko brzo se ravnoteza postize Sto je
i jedna od kritika modela. U fizici, grana koja se bavi makroskopskim pojavama se
zove termodinamika. Kada se svi makroskopski procesi prestanu mijenjati u vre-

menu, smatra se da su tijela u termodinamickoj ravnotezi [10].



2.1 Osnove Arrow-Debreu modela neoklasi¢ne ekonomije opée rav-

noteze

Slijedi matematicka formulacija neoklasi¢ne ekonomske teorije opce ravnoteze [2,3].
Prostor dobara

N dimenzionalni prostor P je prostor dobara R". Svaki element pripada odredenom
dobru $to je zajednicki naziv za proizvode i usluge koji imaju svojstvo da se mogu
prodati i kupiti. Dakle, koordinate vektora X“ € P odgovara kolicini dobra tipa a.
Ovakav vektor se moze smatrati inventarom jer daje listu dobara koja se mogu posje-
dovati.

Vrijeme

Ista roba u razli¢itim vremenskim trenutcima se smatra razli¢itom vrstom dobra.
Na primjer, prodajemo li neku vrstu soka u datom trenutku po jednoj cijeni, a u
buduc¢nosti po drugoj cijeni, tada se sok u datom trenutku smatra jednom vrstom
dobra, a sok u budué¢nosti drugom vrstom dobra. Prostor dobara je onda P? gdje je
T broj razli¢itih trenutaka. To znadi da je svaki indeks zapravo uredeni par (a, t) gdje
a oznacava odredeno dobro, a ¢ vrijeme.

Kovektor cijena

Pretpostavlja se postojanje jedne valute. Prema tome, postoji kovektor cijena p =
Pa = {p1,p2, ...} € P* koji odgovara cijenama N dobara. Npr. p, je cijena proizvoda
dva. Za svaku cijenu se pretpostavlja da je pozitivna p, > 0. Glavni predmet disku-
sije su uvjeti u kojima je skup cijena odreden. S obzirom na inventar X° i kovektor
cijena p,, vrijednost inventara je dana s: V = p,X®. Pokazat ¢e se da je dinamika
cijena ovog modela karakterizirana homogenos¢u prvog stupnja. To znaci da ako
se sve cijene povecaju za isti faktor, pripadajuci inventar e se povecati za taj isti
faktor. Fizikalno, postoji simetrija u kojoj su sve cijene jednako skalirane sto odgo-
vara neovisnosti dinamike cijena o mjernoj jedinici (valuti). Ovo je prva naznaka
uloge bazdarne invarijatnosti u ekonomiji [1]. Ova ideja je skrivena u Arrow-Debreu

modelu jer je simetrija odmah eliminirana normalizacijom cijena tako da vrijedi:

> pa=1 (2.1)



Ovo definira S C P koji je prostor cijena.

Tvrtke

Ekonomija pretpostavlja da postoji F' tvrtki ili poduze¢a. Doprinos svake tvrtke
ekonomiji je opisan procesom proizvodnje Sto je vektor Y{. A = 1,..., F' oznacava
razli¢ite tvrtke, dok a oznacava razli¢ita dobra. Elementi vektora mogu biti negativni
Sto definira dobra koja se uloze u produkcijski proces (eng. input) i pozitivni ono $to
se u konacnici proizvede i spremno je za trgovanje (eng. output). Npr. Y = —4
znaci da su 4 jednice dobra 17 uloZene u proces proizvodnje tvrtke A = 1. Za svaku
tvrtku postoji skup mogucih dostupnih procesa proizvodnje dan kompaktnim ko-
nveksnim skupom ), € P. ZnacCenje zahtjeva konveksnosti je da ako AYY} € YVa
za 0 < X\ < 1, tvrtka moZe odabrati proizvesti 3 auta iako ima kapacitet proizvesti 10.
Za svaki skup cijena p, i procesa y% € Vi, profit procesa po tim cijenama je dan s
p(y)a = pay4 Sto je funkcija na J4. Ovo odgovara mapiranju iz prostora cijena S u
P. Ovu funkciju ¢emo zvati funkcija opskrbe S4(p) tvrtke A.

Kucanstvo ili potrosac

Postoji H kuc¢anstava oznacenih s a = 1, ..., H. Karakterizira ih plan potros$nje X? §to
je za svako kucanstvo « vektor u pozitivnhom definitnom kvadrantu P oznacen kao
P,. Njegove komponente koje su pozitivni brojevi predstavljaju plan konzumacije
svakog dobra. Dakle ako je X7,=12, to znacdi da kuéanstvo 13 namjerava konzumi-
rati 12 jedinica dobra 5. Funkcija cijena koja nam kaze koliko to kosta je onda p, X¢.
Kucanstvo je karakterizirano jo$ jednom funkcijom koja opisuje dobra i usluge koje
kucanstvo moze prodati $to ukljucuje i rad njegovih ¢lanova r§ € P,. Pretpostavlja

se da ce kucanstvo prodati sve Sto moze i zaraditi, pa je prihod:
ig = parg. (2.2)

Kucanstvo moze posjedovati i udio u nekoj tvrtci $to se oznacava s 5. To znaci da je

ukupni prihod kucanstva povecan za:

igionice = aipayj' (23)

Prema tome, ukupni prihod kucanstva je:

Ifkupno = parg + aipayZ' (24)



Svako ku¢anstvo ima funkciju korisnosti Us na P, takvu da vrijedi Ug(X3) > Us(X3)
ako X; > X3. S obzirom na danu cijenu p,, postoji domena planova potro3nje p(p)f_

koje si ku¢anstvo /5 moze priustiti:

paX§ <1, (2.5)

ukupno*
S obzirom da se pretpostavlja da svako kucanstvo maksimizira svoj plan potrosnje
$to maksimizira njihovu funkciju korisnosti, dobiva se jo$ jednom mapiranje iz S u
P, $to se naziva funkcija potraznje D(p)} koja je jednaka planu potrosnje X§ koji
maskmizira funkciju korisnosti po danim cijenama.

Zakon ponude i potraznje

Sada se moze matematicki formulirati zakon ponude i potraznje:
Z%p) = D) —>_Sp)i—> 78 (2.6)
B A B

Ideja ravnoteze u ovom kontekstu je da postoje cijene pri kojima svaka tvrtka mak-
simizira svoj profit i svako kuéanstvo svoju preferencu plana potrosnje, tako da po-
nuda balansira potraznju za svako dobro. To znaci da funkcija viska potraznje Z%(p)

iS¢ezava. KaZe se da je p! ravnotezni vektor cijena kada vrijedi:
Z%(p*) = 0. (2.7)

Treba imati na umu da vrijedi pretpostavka savrSene konkurencije. To znaci da indi-
vidualne odluke pojedinaca infinitezimalno utjeCu na cijene tj. beznacajne su. Preciz-
nije, nema monopola ili unija koje bi mogle dati koaliciji sudionika mo¢ da mijenjaju
ili utje¢u na cijene. Kada Z“(p) ne iS¢ezava, postoji slabije svojstvo koje vrijedi u tom

slucaju, a zove se Walras-ov zakon:

PaZ“(p) = 0. (2.8)

To znaci da za dane cijene vrijedi da je ukupan visak potraznje jednak ukupnoj
koli¢ini dobara koja se nisu prodala [5].
Ekonomsko ravnotezno stanje

U ekonomskom ravnoteznom stanju Arrow-Debreu-Mackenzie teorem pokazuje da



postoji barem jedan skup cijena za koje ravnotezno stanje postoji. Definiramo li ma-

piranje iz simplekse cijena u samu sebe, slijedi da za danu cijenu p, € S:

T(p), = Pa + maz[0, Z,(p)]

=TS maal0, Zup)] 22

Kada je potraznja veca od potroSnje, cijene se povecavaju, a u obrnutom slucaju
smanjuju. Simpleksa cijena je kompaktna i moze se dokazati da je glatka. Prema
Brown-ovom teoremu fiksne toCke, mapiranje ima barem jednu tocku p; za koju
vrijedi T'(px) = p* Sto implicira da vrijedi Z%(px) = 0. Da bi pokazali kontekst u
kojem je ovakva ravnoteza optimalna uvodi se pojam Pareto uc¢inkovitog stanja. Plan
potrosnje za svako kucanstvo je Pareto ucinkovit ako za dani fiksni skup cijena i od-
govarajucu raspodjelu dobara koja maksimizira funkciju korisnosti po tim cijenama,
svaka preraspodjela dobara bi snizila korisnost barem jednog kuc¢anstva. Malo se zna
o stabilnosti ovakve ravnoteze. Na primjer, pretpostavimo da tocke ravnoteze nisu
stabilne, tj. da odgovaraju tockama na granici rezima reda i kaosa. U rezimu reda,
fluktuacije su male i gaussijanske, a u rezimu kaosa dinamika je kaoti¢na i nema
fluktuacija oko stabilne tocke. Kada ekonomska ravnoteza nije stabilna odnosno
kada dolazi do efekta mjehura ili loma trzista, mjera volatilnosti je irelevantna. U
tome slucaju, mozda bi preferirali ekonomiju takvu da je u stabilnoj tocki $to znaci
da bi zrtvovali dio ucikovitosti za stabilnost. Ovo nije dokazano, nego su hipoteze
koje je prvi primjetio Roumen Borissov. Ono za $to postoji velik broj dokaza je da
skup cijena za koji postoji stanje ravnoteze nije jedinstven. Sonnenschein-Mantel-
Debreu teorem [6] kaze da za svaki konacan skup tocaka od S, postoji ekonomija
takva da postoji ravnotezni vektor cijena te ekonomije. Postoje dvije invarijantnosti
u Arrow-Debreu modelu. Ovo su bazdarne invarijantnosti u smislu da razli¢ite mate-
maticke reprezentacije odgovaraju istom ekonomskom modelu. Model je invarijan-

tan na sljedece matematicke operacije.

e Reskaliranje cijena:

Pa — App, (2.10)

gdje je A > 0. Ovo je globalna bazdarna invarijantnost gdje su cijene bazdarno
fiksirane jednadzbom (2.1). Treba napomenuti da je dobro u razli¢itim vre-

menskim trenutcima razli¢ito dobro, tako da ono $to je fiksirano jednadzbom

7



(2.1) je suma po svim cijenama u svim vremenima.

e Reskaliranje funkcije korisnosti:
Uy — MUy, (2.11)

za \, > 0. Ovo se moZe smatrati lokalnom bazdardnom invarijantnos¢u jer
se svaka funkcija korisnosti svakog kucanstva moze skalirati odvojeno. Tako
odrazava ideju da relativne koli¢ine koristi razli¢itih ku¢anstava nisu uspore-

dive.

Bazdarna grupa Arrow-Debreu modela je RY*'. U narednim razmatranjima se tvrdi

da je ovo podgrupa vece grupe bazdarnih invarijatnosti neravnoteznih modela.

2.2 Simetrije

Simetrija se moZe koristiti kao argument za to da ravnoteza nije jedinstvena. Moze
se ilustrirati jednostavnim primjerom [1]. Pretpostavi se da postoji n kvalitetnih
studenata likovne umjetnosti koji Zele mjesto u nekoj od poznatih galerija i pretpos-
tavimo da je otvoreno p < n mjesta. TrziSni mehanizam raspodjele ¢e odabrati p od
n umjetnika i smjestiti ih u neku od galerija nakon Cega ¢e imati uspjeSne karijere s
velikom koli¢inom prihoda. Medutim, ve¢ina studenata ¢e imati karijere kao ucitelji
ili profesori i zaradivati znatno skromnije prihode. Radi jednostavnosti ¢emo pret-
postaviti da je svih n studenata dovoljno talentirano da ih galerija uzme koliko god
je u njenom kapacitetu, ali ima samo p broj mjesta. Postoji inicijalna simetrija (Z)
Simetrija ¢e biti slomljena dinamikom funkcije raspodjele koja trazi Pareto u¢inkovita
stanja. Svako stanje u kojem je p od n umjetnika odabrano je Pareto uc¢inkovito. U
konacnici, galerije ¢e maksimizirati svoj profit u svakom slucaju, a umjetnici ¢e bilo
da postanu zvijezde ili ucitelji takoder maksimizirati svoje funkcije koristi s obzirom
na ogranicenja. Dakle, ako je bilo koje od mogucih stanja u ravnotezi, sva su stanja

u ravnotezi.

2.3 Kritika Arrow-Debreu modela ekonomije

Prednost Arrow-Debre modela ekonomije je njegova opc¢enitost. U malenom modelu

dva dobra i dvije osobe, lako se moze pokazati postojanje Pareto ucinkovitih izbora
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i odgovaraju¢ih cijena. Ono $to je netrivijalno pokazati je da Pareto ucinkoviti iz-
bori postoje za velike i kompleksne ekonomije. Takoder, nije trivijalno pokazati da
za nekoliko opcenitih pretpostavki postoji skup cijena koji dopusta svima da mak-
simiziraju svoju sre¢u. Jedna od prednosti je takoder kanoni¢nost modela u smislu
da se poput klasic¢ne ili kvantne mehanike ne moze lako modificirati. Pokusaji da se
modificira se vrate na jednaku formulaciju. Dakle, nije jedan u nizu slicnih modela
s malo drugacijim pretpostavkama. Konacno, posljednja prednost je da je pokazano
da ne moze biti osnova ideoloskih pogleda na ekonomiju kao sto su kolike trebaju
biti razlike izmedu bogatstva i prihoda pojedinih ¢lanova ili uloga vlade u pruzanju
usluga kao Sto je obrazovanje ili zdravstvo jer se moZe pokazati da za bilo koju dis-
tribuciju resursa, postoji ravnoteza koja je Pareto uc¢inkovita [1].

Postoji nekoliko ocitih slabosti modela.

e Pokazano je da ravnoteza postoji i da je Pareto u¢inkovita, medutim nije jedins-
tvena. To znaci da trziSte samo po sebi ne moze prirodno do¢i u jedinstveno
stanje maksimalne ucinkovitosti, nego ih ima mnogo. Drustvo onda mora odre-

diti dodatne kriterije o tome koje je stanje najpozeljnije.
e Ne postoji mehanizam koji nam govori o tome $to vodi stanje u ravnotezu.

e Postoje pitanja na koje ne daje odgovore kao Sto su kako brzina konvergencije
u stanje ravnoteze ovisi o generi¢nim pretpostavkama modela kao $to su broj
dobara, tvrtki ili ku¢anstava. Moze se re¢i da pretpostavke modela vrijedne
samo za kratka vremena prije nego Sto interveniraju nepredvidljivi dogadaji ili

promjene u tehnologiji.

e Nedostaje neravnotezna teorija s dinamikom koja objasnjava koliko brzo se rav-

noteza postize.

e Nema opcenitih rezultata o stabilnosti ravnoteZe s obzirom da nisu jedinstvene,

onda po definiciji nisu nuzno ni stabilne.
e Ne moZe se dobro testirati na stvarnim podacima.

Osim toga, snazne kritike dolaze i s obzirom na primjenjivost ovog modela. Ideja da
postoji fiksiran skup dobara poznat svim sudionicima i fiksiran u svim vremenima je

pogresna. U modernoj ekonomiji, ¢esto su predstavljena dobra koja brzo dominiraju
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trziStem, a za koje se prije nije znalo. Ideja da su neodredenosti poznate unaprijed je
nerealisticna. Malo koje kuc¢anstvo planira svoj budzet viSe od par godina unaprijed.
Preference potrosnje se mijenjaju ovisno o okolnostima. Kao i ku¢anstva, malen broj
tvrtki planira viSe od par godina unaprijed i fokusira se najces¢e na malen dio trzista.
Postoji kombinatoricka eksplozija broja razli¢itih dobara s obzirom da se dobro u

razli¢itim vremenima ili mjestima tretira kao razli¢ito dobro.
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3 Modeli temeljeni na agentima i usporedba s fizikom

Unato¢ prednostima Arrow-Debreu modela, jasno je da postoji potreba za nerav-
noteznom teorijom trzista. Ovdje se uvodi analogija s fizikom. Kao Sto postoji makro
i mikro ekonomija, postoji makro i mikro fizika. Mikro bi bila atomska fizika, a makro
termodinamika koja opisuje materiju u razli¢itim fazama. 'Makrofizika’ se uglavnom
bavi materijom u ravnotezi. Most medu njima je statisticka fizika koja proucava velik
broj atoma izvan i u ravnotezi. Iako se ravnoteza u ekonomiji ne moze u potpunosti
usporediti sa znacenjem ravnoteze u fizici, jasno je da postoji potreba za ne¢im Sto bi
se zvalo ’statisticka’ ekonomija. Bila bi osnovana na mikroskopskom modelu agenata
i operacija od kojih se ekonomija sastoji i proucavala bi kako oni medusobno intera-
giraju. Sustav agenata bi se mogao usporediti u fizici s ansamblom koji je poznata
matematicka konstrukcija u statistickoj fizici ¢iji su ¢lanovi pojedine konfiguracije tj.
zamisljeni sistemi medu kojima se uzima nasumicni uzorak. Svaku konfiguraciju N
Cestica u statistickoj fizici mozemo opisati kao tocku u viSedimenzionalnom prostoru
impulsa i koordinata [10].

Postoji nekoliko zahtjeva da bi se ostvarila formulacija modela temeljenih na agen-

tima.

Odrediti stacionarno stanje za trziSta i aproksimativno pokazati da odgovara

ideji ravnoteznog stanja u neoklasi¢noj ekonomiji.

Prouciti faznu strukturu ekonomskih modela i odrediti bitne makroskopske op-

servable.

Prouciti prijelaz iz neravnoteznog u ravnotezno stanje i odrediti kako relaksa-

cijsko vrijeme ovisi o0 makroskopskim parametrima.

e Pruciti fluktuacije oko ravnoteze i njihovu narav.

Poput fizikalnog sustava, kako bi produbili razumijevanje o stanju u ravnotezi postoji
potreba za neravnoteznom teorijom. Prilikom formulacije takve teorije se nameze

nekoliko pocetnih principa.

e Vrijeme se mora definirati tako da prepoznaje ireverzibilnost ve¢ine provedenih
djelovanja kao i asimetriju proslosti, sadasnjosti i budu¢nosti. Ekonomija se
mora bazirati na odlukama individualnih agenata u danom vremenu s obzirom

na informacije koje imaju o proslosti.
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e Buduc¢nost je neodredena. Koliko god matematicki alati bili precizni, ne mogu
dati jedinstvene predikcije za evoluciju kompleksnih ekonomskih sustava zato
S$to postoji kombinatoricka eksplozija u broju moguénosti tako da je korisna re-
prezentacija nemoguca. Isto tako, nemoguce je predvidjeti sve buduce dogadaje

[11].

e Ekonomske opservable su vezane za racunovodstvo i drzavne podatke. Res-
trikcija su predmeti mjerenja od strane tvrtki, individualaca i drzave. Takoder
uklanja uzimanje u obzir fikcionalnih elemenata koji nemaju veze s time kako
realno trziste funkcionira kao sto su odreden prostor dobara, produkcijskih pla-

nova, funkcije korisnosti i sli¢no.

e Agenti u ekonomiju donose odluke u svakom trenutku na temelju informacija

koje imaju u svojim povijesnim podatcima te javno dostupnih informacija.

e Termodinamicka ravnoteza nije analogna ekonomskoj ravnotezi jer ekonomski
sustav nije izoliran. Ekonomija je otvoren sustav koji dobiva ’inpute’ u obliku
ljudskog rada, energije, sirovina i otkrivanja novih tehnologija i proizvoda. Eko-
nomska ravnoteza moze biti analogna neravnoteznom stacionarnom stanju koje
se pojavlje kod otvorenih sustava u fizici. U ovom slucaju relevatne opservable

bi bile brzina protoka kriti¢nih materijala kroz sustav.
e Ekonomija ima pristup velikom broju mogucih kvazi-stabilnih stanja.

e TrziSta s velikim brojem agenata imaju velike aproksimativne simetrije koje se
naziru u ¢injenici da mnogi individualci imaju slicno obrazovanje i interese, a
mnoge tvrtke se natjecu u ponudi sli¢nih proizvoda ili usluga. U stacionarnom

stanju su ovakve simetrije obi¢no slomljene.

e Postoje bazdarne simetrije povezane s reskaliranjem jedinica kojima se vred-
nuju pojedinacna dobra. Dinamika trzi$ta bi trebala biti invarijantna na ove

bazdarne transformacije.

3.1 Osnovne ideje Modela agenata

S obzirom na napredak tehnologije, moguce je napraviti modele u kojima veliki broj

agenata interagira i proucavati ih. Klju¢na ideja ovih modela je reprezentacija tvrtki
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s podatcima strukturiranim po principima racunovodstva. Agenti trguju bilateralno
i sve informacije koje posjeduju su one od trgovanja u proslosti. Prema tome, ne
postoji globalna cijena, nego agent prikuplja podatke o uspjesnim i neuspjesnim po-
nudama i potraznjama. Nadalje, nema nuzno jedne valute, dva agenta mogu trgovati
bilo kojim elementima koji su u njihovom inventaru. Slijedi generalizacija ovakvih

modela [1,12,13].

e Dobra su materijalna dobra ili usluge koje se mogu posjedovati, transformirati

i kojima se moze trgovati.

e Agent je osoba, tvrtka ili korporacija koja ima moguc¢nost: posjedovati stvari
koje pripadaju njegovom inventaru, transformirati ih, trgovati stvarima, raditi
ugovore koji se provode u budu¢nosti. Nadalje, imaju potrebe i ciljeve koje
moraju zadovoljiti da bi opstali. Donose odluke i drze biljeske o provedenim

odlukama. U tome kontekstu ih vode strogo odredena pravila i zakoni.

e Ekonomska operacija je promjena stanja jednog ili viSe agenata na sljedece
nacine: proces ili transformacija jednog agenta je promjena koja se ocituje u
njegovom inventaru, proces trgovanja dobrima izmedu dva agenta, proces u
kojem se agenti rode ili umru, proces u kojem su uvedeni novi proizvodi u

sustav ili neaktivni proizvodi uklonjeni.

Tvrdi se da je sva dinamika ekonomije saCinjena od navedenih procesa [1]. Eko-
nomske opservable su onda zapisi inventara agenata u ovim procesima. Ekonom-
ski model je specificiran listom N agenata ili algoritama kojima se oni proizvode
uklju¢ujudi i moguénost njihove smrti ili rodenja, P vrsta dobara koji se mogu po-
sjedovati, transformirati ili se njima moze trgovati, strategijama koje donose razliciti
agenti, vanjskim uvjetima koji utjecu na sustav kao Sto su input energije, materijala,
inovacija i sli¢no, i outputima otpada. S obzirom na navedeno, statisti¢ka se ekono-
mija definira kao proucavanje kolektivhog ponasanje velikog broja ekonomskih

agenata.

X

3.2 BagZdarna invarijantnost u ekonomiji

Bazdarnu invarijatnost kao esecijalni koncept u razvoju ekonomske teorije su uveli

Malaney i Weinstein [4]. Potreba za bazdarnom invarijatnos¢u dolazi iz funda-
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mentalne cinjenice da su cijene proizvoljne do neke mjere. U stanju ravnoteze
Arrow-Debreu modela, bazdarna simetrija korespondira skaliranju svih cijena (2.10).
Medutim, kada je sustav izvan ravnoteze, cijene nisu fiksirane. Svaki agent je slo-
bodan da vrednuje dobra u kojim god jedinicama Zzeli, a to ne bi trebalo promijeniti
dinamiku trzista. Posljedica je moguc¢nost ostvarivanja dobitka ili gubitka u ciklusu tr-
govanja dobrima, valutama ili instrumentima bez da se iSta proizvede. Ovo se naziva
arbitraza. U ravnotezi, arbitraze nema. Pitanje koje trzisne sile dovode sustav u sta-
nje ravnoteze je slicno onome u primjeni bazdarne teorije u fizici elementarnih Cestica
i gravitaciji. Prema tome, zanimljivo je koje veli¢ine su opservable kada uzmemo u
obzir slobodu svakog agenta da reskalira i redefinira jedinicu mjere koja se uzima
u obzir. Da bi definirali znacajne opservable u ekonomiji, moraju se usporedivati
omjeri cijena nekoliko dobara jednog agenta. Ovo moze biti ciklus trgovanja koji
pocne u jednoj valuti, promjeni nekoliko valuta ili dobara i zavrsi u pocetnoj valuti.
S obzirom da su pocetna i zavr$na valuta jednake, njihov omjer je invarijantan pri
reskaliranju vrijednosti valute. Ovo je istina bilo da jedan ili viSe agenata sudjeluju
u ciklusu trgovanja. Kaze se da su ovakve velicine bazdarno invarijantne. VeliCine
koje su definirane ciklusima trgovanja tako se na kraju definiraju kao omjer dvije ci-
jene koje drzi isti agent u istoj valuti se zovu zakrivljenosti. Zanimljivo je da veli¢ine
koje su invarijantne na bazdarne transformacije ukljucuju arbitraze koje bi trebale
nestati u ravnotezi. Ovo su veli¢ine na koje zakon ponude i potraznje djeluje kako
bi ih smanjio. Postoji analogija u fizici. U bazdarnoj teoriji u fizici opservable su
definirane tako da nose neki objekt po zatvorenoj krivulji i usporeduju se s kopijom
svoje vlastite konfiguracije u pocetnoj tocki. Ove opservable se zovu zakrivljenosti.
Rezultat noSenja neceg po segmentu krivulje se zove konekcija i ovisi o lokalnim je-
dinicama mjere. No kada se krivulja zatvori, usporeduje se s pocetnom tockom kako
bi se dobila opservabla. U op¢oj teoriji relativnosti zakrivljenost odgovara nekonzis-
tentnostima u mjerenju, npr. ako netko nosi ravnalo po zatvorenom putu i vrati se u
pocetnu tocku, ali ravnalo pokazuje drugi smjer od onoga koji je imao u pocetku. Di-
namika je opisana Einsteinovim jednadzbama. Osnovno stanje je donekle analogno
ravnotezi u ekonomskom modelu gdje zakrivljenosti iS¢ezavaju. Iako zakrivljenosti
iSCezavaju u osnovnom stanju, fizika je najbolje otkrivena u tim terminima. Sli¢no,
stabilnost ekonomske ravnoteze se moze proucavati modeliraju¢i dinamiku u malim

odmacima od ravnoteze. Ako ekonomski model slijedi primjer fizike, nakon Sto se
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utvrde varijable, sljededi je korak prouciti njegovu dinamiku. S obzirom da je formu-
lacija matematicki kompleksna, poblize se prati izlaganje iz [1].

Formalnijim jezikom, zamislimo ekonomsku povijest kao krivulju «(t) u P x P* §to
daje sekvencu inventara i cijena. Radi jednostavnosti pretpostavimo da vrijeme tecCe
odt = 0dot = 1. Pretpostavimo da ukupna vrijednost dobra p,q® ne isCezava.
Neka je C potprostor od P x P* takav da vrijedi p,¢® = 0 i neka je krivulja «(t) u
R =P x P*—C. Tada je a(t) = (¢“(t), pp(t)) vremenski promjenjiva koSara dobara
q“(t) i promjenjivih cijena p,(¢). Da bi se izracunala realna promjena u tro$kovima

zivota, konstruira se Abelova konekcija na R [4]:

A= Lpa (3.12)
q°Pec

Kada globalno reskaliramo cijene (??), vremenski ovisno, p, — Ap,:
A — A+din(A), (3.13)

gdje je A Malaney-Weinstein konekcija za globalnu bazdarnu simetriju cijena. Tada
su troskovi zivota dani s:

P =¢elad (3.14)

po krivulji «(t). Ako je tangenta krivulje a(t) u smjeru koji zadaje trgovac, tj. nema

promjene u vrijednosti p, i ¢°, tada P iSc¢ezava. Pokazano je da vrijedi [4]:

A(1)

Ako zelimo kompletno bazdarno invarijatnu veli¢inu, mora se uzeti ekonomska po-
vijest u obzir koja je zatvorena krivulja, tj. pocinje i zavrsava s istim inventarom i
istim skupom cijena. Promotrimo li ekonomsku povijest koja je mala krivulja koja je

zatvorena oko (¢%, p,) specificirana malim promjenama (dq3, dp?), tada je:
P=ef (3.16)

gjde je F zakrivljenost dana s [4]:

{5;; - %} dgb A dp?. (3.17)
q7Pd



U notaciji diferencijalne geometrije [14] A je vanjski product definiran kao A : QP x

Q1 — Qpta,

3.3 Bazdarna invarijantnost u modelima agenata

Matematicka struktura koja karakterizira jednog agenta se sastoji od sljede¢ih kon-
cepata:

Vrijeme

Sve veli¢ine su funkcije koje evoluiraju u vremenu, n.

Inventar

Postoji P agenata oznacenihsi,j = 1,,, Pi N dobara oznacenihsa,b,c,... = 1,..., N.
Stanje inventara je dano vektorom V* opisanim koli¢inom dobra a agenta i.
Bazdarenje

Nista u dinamici ekonomije ne smije ovisiti o jedinicama u kojima se vrednuju razli¢iti
inventari. Razli¢iti agenti mogu koristiti razlic¢ite valute ili mjerne jedinice kako bi
vrednovali svoje inventare. Dakle, ekonomske opservable trebaju biti invarijantne na
sljedece transformacije:

Ve = VY =gtV (3.18)

gdje je ¢¢ € R pozitivan realan broj. Dakle bazdarna grupa je Abelova i (RT)N?

Adjungirani element

Vit = (V)" =7 (3.19)

Invarijantna norma

’V|2 = Z(‘/ia)*‘/;a =n = NP) (3.20)

2,0

koja je bazdarno invarijantna (3.21).
. b . .o . . . . . . . .
Za svakog agenta matrica W, je vrijednost koju i-ti agent ima u razmjeni a i b tj.

Wwho

a

= a/b. Na primjer W? = 3 znali da je agent i spreman razmijeniti 3 a za 1 b.

W? su formalno konekcije koje pri reskaliranju jedinica se transformiraju kao:

Wh — Wh = (¢9) "' Whe! (3.21)

a
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Sada se moze konstruirati vrijednost inventara kao vektor:
b b
" =Whve (3.22)

Svojstva W7, matrica:

e Ako agent i ne zna omjer vrijednosti dobra a i b, onda se pise W}, =?.

e Matrica W, je potpuna ako nema zapisa ?, tako da agent ima informaciju o

a

svim mogud¢im razmjenama dobara.

e Matrica W), je konzistentna ako W7, = 1/W2 i W, = WEW?E za sve a, b, c.

7

Ako je matrica konzistentna i potpuna, onda je proporcionalna operatoru projekcije.
Ova svojstva impliciraju da postoji jedna valuta takva da sva dobra imaju konzis-

tentne cijene u toj valuti:

Pt =Wh (3.23)
P
Wi = 5e = ()P (3.24)
pb pc Pc
byye — 24 — NI — c .
WiaWi = 5o pp = Npa = NWia (3.25)

Ekonomske operacije

Osnovna ideja modela je da sistem evoluira kroz seriju razmjena dobara $§to mozemo
zvati ekonomska operacija. Ovo ukljucuje par agenata. U osnovi ekonomska ope-
racija n? u jedinicama dobra b, vrednovana u jedinicama agenta j je razmijenjena
agentu j od strane agenta ¢, nasuprot tome n{ je jedinica dobra a, vrednovana u jedi-
nicama agenta 7 je razmijenjena s agentom i od strane agenta j. Nas zanima njihov

omjer definiran kao:

b
0 = & (3.26)
n;
Ovo se transformira kao:
ib b/ ax—1 b b
Oy = (05)) = (¢)71 05,9} (3.27)



Bitna veli¢ina je:

S

Qb =" (3.28)

n:

= Q

Ovo je omjer koli¢ine dobra b razmijenjenog od ¢ do j prema kolic¢ini dobra a razmi-

jenjenog natrag od j do i, ali u ovom slucaju oba je vrednovao agent 1.
Qla = QL) = (#1) ' Qlae. (3.29)

Zakrivljenosti i opservable
Zakrivljenosti mjere dobitke i gubitke u ciklusima trgovanja. Na primjer, pretposta-
vima da imamo ciklus razmjena dobara koji ukljucuje tri agenta i, j i k. Slijedi:

Ry, = OROKO. (3.30)

ijka
Ovo se transformira lokalno za agenta i:

Ripe = (REy,) = 68 Ry, 07, (3.31)

ijka
Dijagonalni element Rf;,, je bazdarno invarijantna opservabla. To je omjer dobra
a koji je vracen agentu ¢ od k i razmijenjen od agenta i agentu j. Dakle, odreduje
profit ili gubitak ukupnog ciklusa $to se ti¢e dobra a. Drugacija zakrivljenost se moze

konstruirati iz O/° dana s:

St e = QLQNQIE, (3.32)

koja se transformira kao:

Sd o — (S4,.) = ¢ttSsL, ol (3.33)

ijka ijka ijka

tako da su njeni dijagnoalni elementi bazdarno invarnijantne opservable.

Efektivna dinamika

Dinamika je dana evolucijom po pravilima trgovanja agenata. Efektivnha dinamika se
odnosi na veli¢ine koje su minimazirane ili maksimizirane u sustavu agenata kada
dodu u neravnotezno stanje. Da opiSemo stacionarno stanje, Zelimo konstruirati
akciju S koja se treba onda minimazirati.

Bilateralna dinamika
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U ovom slucaju efektivna dinamika je dana sumom parova agenata i mjeri ekonomske

operacije izmedu para. Jednostavna akcija je:

Srazmjena — ZTT(VV%Oivij;) (334)
i#j
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4 Slucajni procesi

Uzima se stohasticki pristup koji je u kontekstu kvantitativnih financija kolekcija na-
sumic¢nih varijabli koja opisuje evoluciju sistema u vremenu. Ovo bi bio fenome-
noloski pristup problemu kada trzista nisu u ravnotezi, promatraju se fluktuacije
oko stanja ravnoteze. Simulira se procjenjivanje cijena u vremenu. Na temelju
slucajnih procesa dobro poznatih u fizici je izveden poznati Black-Scholes model
za odredivanje cijena financijskih izvedenica Sto ¢e biti detaljino opisano u petom

poglavlju [8,15].

4.1 Geometrijsko Brown-ovo gibanje

Neoklasi¢na ekonomija tvrdi da se cijene imovine kre¢u nasumic¢no zbog hipoteze
efikasnog trzista Sto je navedeno u drugom poglavlju. Ukratko, glavni princip se

svodi na dvije tvrdnje:

e Citava povijest je reflektirana u trenutnoj cijeni i ne sadrZi informacije o dalj-

njem kretanju cijene;
e Trziste se trenutno prilagodi na bilo koju novu informaciju o imovini;

Modeliranje cijene imovine se moze svesti na modeliranje dolaska nove informacije
koja utjece na cijenu te imovine. S obzirom na dvije gornje pretpostavke, neocekivane
promjene cijene su Markovljevi procesi. Relevantna veli¢ina je relativha promjena
cijene dS/S. Pretpostavimo da je u vremenu ¢ cijena imovine S. Promotrimo malu

promjenu vremenskog intervala dt pri kojem se S mijenja u S + dS:
© = X + p. (4.35)

Stohasticka diferencijalna jednadzba se sastoji od dva doprinosa. Prvi doprinos je
deterministicki i predvidljiv udt gdje je i mjera prosje¢nog rasta cijene tzv. ’drift’. U
jednostavnim modelima ;. je konstanta, ali moze biti i funkcija od S i ¢. Drugi dopri-
nos od X modelira nasumi¢nu promjenu cijene koja je odgovor na vanjske faktore kao
$to su neocekivane nove informacije o trziStu. Veli¢ina o se naziva volatilnost i odgo-
vara standardnoj devijaciji relativhe promjene cijene dS/S. Veli¢ina dX predstavlja

Wienerov proces sa sljede¢im svojstvima:
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e (X je nasumicna varijabla izvedena iz normalne distribucije;
e srednja vrijednost dX je nula;
e varijanca d.X je dt.

S obzirom na navedena svojstva d.X moZzemo prakti¢no zapisati kao:
dX = ¢\/dt, (4.36)

gdje je ¢ nasumicna varijabla standardne normalne distribucije. Treba napomenuti
da ovakav zapis nije matematicki rigorozan, detaljnije obrazlozenje se moze naci

u [8]. Funkcija gustoce vjerojatnosti za standardnu normalnu distribucije je dana s:

1 1.
2% 4.37
—%e ( )

za —00 < ¢ < co. Definira se funkcional ocekivanja:

1 > 142
(FOl= o= [ Pt (438)
za neku funkciju F. Slijedi:
e[¢] =0, (4.39)
el¢’] =1. (4.40)

Ovakav model dobro opisuje povijesne podatke cijena imovine, ali ne predvida do-
bro tzv. panike (nagli pad cijena na trziStu) i mjehure (nagli rast cijena na trzistu).
Takoder, nije dobar model za valute. Medutim, pokazao se kao dobra polazisna tocka
za sofisticiranije modele. Koefcijenti od dX i d¢t mogu biti bilo koje funkcije S i/ili
t. Jednadzba (4.35) je primjer nasumicne Setnje (eng. random walk). RjeSenje
jednadzbe ne odreduje deterministicki cijenu, ali moze dati zanimljive i bitne infor-

macije o njenom ponasanju u probabilistickom smislu. Moze se vidjeti na slici 4.3:

Stohasticka jednadzba ne ovisi o vrijednosti cijene u proslosti, cijena (S+d.S) ovisi

samo o trenutnoj cijeni. Ova nezavisnost o proslosti se naziva Markovljevo svojstvo.
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Brownovo gibanje

Cijena imovine

i i i |
0 100 200 00 400 500 00 700 BOO

vrijeme
Slika 4.2: Prikazano je Brown-ovo gibanje s komponentom drifta (1 = 0.06)i volatil-
nosti (o = 0.2). Za vremenski korak je uzeto At = %2 jer se konvencionalno uzima

da se u godini trguje 252 dana, dok je ukupno vrijeme ¢t = 800. PocCetna cijena S je
1. Nacrtano je 15 putanja.

Srednja vrijednost dS je:
€[dS] = e[oSdX + pSdt] = pSdt, (4.41)

s obzirom da je € [dX]| = 0. U prosjeku, sljedeca vrijednost S je veca od prethodne za

wuSdt. Varijanca dS je:
Var [dS] = € [dS?] — e[dS]” = € [0?S2dX?] = o2 Sdt. (4.42)

Korijen varijance je standardna devijacija Sto je proporcionalno volatilnosti o. Vrijed-
nost volatilnosti dionica je uobicajeno u rangu [0.05,0.4]. Primjer imovine s malom
volatilnosti su drzavne dionice, a s velikom su dionice tvrtki visoke tehnologije. Pa-

rametri se procjenjuju iz povijesnih podataka.
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Geometrijsko Brownovo gibanje

Clijena imovine

0 100 IEI:I[I EI[;I[I ﬂI[;I[I ECII[I EEII[I ?CIICI E[;I[I
wrijeme
Slika 4.3: Prikazano je Geometrijsko Brown-ovo gibanje s komponentom drifta
(u = 0.06)i volatilnosti (o = 0.2). Za vremenski korak je uzeto At = ﬁ jer se ko-

nvencionalno uzima da se u godini trguje 252 dana, dok je ukupno vrijeme ¢ = 800.
Pocletna cijena S je 1. Nacrtano je 15 putanja.

4.2 Ito lema

Ito lema je bitna za manipulaciju nasumi¢nih varijabli. Povezuje malu promjenu
funkcije od nasumicne varijable s malom promjenom same nasumicne varijable. Ko-

risti se sljedeca Ito multiplikacijska tablica [8]:

(dX)? = dt;
dtdX = 0;
(dt)* = 0.

Ako je f(S) glatka funkcija od S i variramo S za mali iznos dS, tada ¢e funkcija
f takoder varirati za mali iznos df. Promjena se moze zapisati tako da se funkcija
razvije u Taylor-ov red:

df 1d*f

_ - J 2
df = deS+ 2d52d5 + .. (4.43)

dS je dan jednadzbom (4.35) . Kvadrira li se izraz, dobije se:

dS? = (uSdt + 0SdX)?, (4.44)
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dS? = 028%dX? 4 20uS?dtdX + p2S%dt?. (4.45)

Za malen pomak u vremenu, prvi ¢lan dominira u odnosu na druga dva, tako da

imamo:

dS? = o*S%dX* + ... (4.46)

Kako dX? — dt,
dS? = 025%dt. (4.47)

Supstituiramo li (4.43) s (4.47):

_df 1d2f 5252
f df Ld*f 52524
df = SWF%dS SdX+2dS2 S*d (4.49)
_(df Ld*f 522 df
df_<dS uS + 5 750°S” ) di + oS T dX. (4.50)

Prethodi izraz se moze prosiriti kao funkcija dvije varijable. Razvijemo funkciju f(S+

dS,t + dt) u Taylorov red oko (S, t):

of of ,,  10%f
df = 5gdS + Zrdi + S5 + (4.51)
of 10f* 40, Of of
df = (as“s+2652 §” + 5 ) dt +oS5dX. (4.52)
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4.3 Geometrijsko Brown-ovo gibanje s difuzijskim skokom

dS = pSdt + 0 SdX + dJ, (4.53)
Nt

dJ = Sd(> (Yi - 1)), (4.54)
=0

gdje je N, Poissonov proces s intenzitetom A, a Y; nasumicna varijabla koja prati
normalnu distribuciju [16]. Na slici se mogu primjetiti diskontinuiteti dodani difu-
zijskim skokom koji mogu predstavljati lom trziSita za Sto mogu biti odgovorni efekti
mjehura i panike gore diskutirani. Skok moZe biti i pozitivan, $to se isto moZe desiti
na trzistu u kratkom periodu vremena. Ovakvi skokovi su poznati ako pogledamo

npr. S&P500.

Geometrijsko Brownovo gibanje s difuzijskim skokom
200 -
175 -
150 -
125 -

100 -

Cijena imovine

075 -

050 -

0.25 - [ | i ' ' ' '
0 100 200 300 400 500 (] 00 800
wrijeme

Slika 4.4: Prikazuje se Geometrijsko Brown-ovo gibanje s difuzijskim skokom gdje
se mogu primjetiti diskontinuiteti dodani difuzijskim skokom koji mogu predstavljati
lom trzista zbog gore diskutiranih fenomena kao $to su panike ili mjehuri. Parametri:

So=1,t =800, At = 252, o =0.2, p=0.06, A = 0.00125, nacrtano je 15 putanja.
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4.4 Hestonov model

Geometrijsko Brownovo gibanje pretpostavlja da je volatilnost konstanta u vremenu.
Steven Heston je proSirio model tako da je ukljucio volatilnost koja stohasticki varira
u vremenu u skladu s Cox Ingersoll Ross stohastickim procesom. Cox Ingersoll Ross
stohasticki proces se koristi za opis evolucije kamatnih stopa tijekom vremena. Kon-

kretno, u Hestonovom modelu se koristi za evoluciju volatilnosti u vremenu [9, 17].

dS = pSdt + /0, SdX? (4.55)
dvy = a(b — v)dt + o/v,d X}, (4.56)

gdje v, Cox Ingersoll Ross proces, . drift, X° i X? su dva korelirana Wienerova pro-
cesa, a je stopa srednje vrijednosti reverzije Cox Ingersoll Ross procesa, b je srednja
vrijednost volatilnosti u vremenu, a ¢ je volatilnost Cox Ingersoll Ross procesa. Izraz

a(b — v;) se zove driftni faktor.

Hestonov model

Cijena imovine

i i
0 160 200 00 400 500 00 a0 Bo0
vrijeme

Slika 4.5: Hestonov model prosiruje Geometrijsko Brown-ovo gibanje tako da pret-
postavlja da volatilnost varira u vremenu. Parametri: Sy = 1, t = 800, At =
pocetna volatilnost o = 0.06126, a = 0.25, u = 0.35, nacrtano je 15 putanja.

1
252
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5 Financijske izvedenice

S obzirom da trziSte s vremenom postaje sve sofisticiranije, uvode se sve komplek-
sniji ugovori o trgovanju. Primjeri takvih ugovora su derivativni financijski instru-
menti ili financijske izvedenice ¢ija je isplata povezana s nekim drugim, prethodno
ve¢ izdanim instrumentom. Takav ugovor je obi¢no izmedu dvije stranke o razmjeni
standardne kolicine aktive (financijske imovine) po unaprijed odredenoj cijeni i da-
tumu. Prema tome, vrijednost derivativhog instrumenta se mijenja s vrijednos¢u
instrumenta u podlozi. Derivati se mogu izvoditi i iz ’fiziCke’ imovine u pozadini, a

ne samo financijskih instrumenata. Osnovne vrste derivativnih instrumenata su [18]:

promptni ugovori (eng. spot);

terminski ugovori (eng. forwards);

e rocni ugovori (eng. futures);

opcijski ugovori (eng. options);

razmjenski ugovori (eng.swaps).

Promptni (spot) ugovor je sporazum izmedu prodavatelja i kupca u trenutku ¢ = 0
o promptnoj isporuci aktive od strane prodavatelja te promptnom pla¢anju novca za
tu aktivu od strane kupca. Transakcija je provedena u trenutku ¢ = 0. Kupac isn-
trumenta u podlozi derivata Spekulira da ¢e se njegova cijena u bliskoj buduénosti
povecati te da ¢e daljnjom prodajom ostvariti profit. Ponuditelj promptnog derivata,
nasuprot tome, Spekulira da ¢e se cijena podloge u bliskoj budu¢nosti smanijiti i da ¢e
prodajom izbjeci gubitak vrijednosti svoje imovine.

Terminski (forwards) ugovor je sporazum izmedu prodavatelja i kupca o razmjeni
nestandardizirane financijske ili neke druge imovine za gotovinu na neki bududi
odreden datum. Cijena ugovora je fiksna, a odreduje se prilikom sklapanja ugovora.
Roc¢ni (futures) ugovor je sporazum izmedu prodavatelja i kupca o razmjeni standar-
dizirane financijske ili neke druge imovine na to¢no odredeni datum u buduénosti.
Svaki ugovor ima standardizirani rok dospijeca, a trgovina se vrsi na centraliziranom
trzisStu odnosno burzi. Kako se mijenja vrijednost financijske imovine ¢ija se razmjena
ugovara, tako se mijenja i cijena ugovora. Futures ugovori su osmisljeni kako bi se

smanjio inherentan rizik neispunjenja obveze prisutan kod forwards ugovora.
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Razmjenski (swap) ugovor sadrzi vise periodickih zamjena novc¢anih tokova. Mogu
se temeljiti na nekom financijskom instrumentu ili cijeni neke imovine kao podlozi.
Postoji pet temeljnih vrsta swap ugovora: swap roba, dionica, kamatnih stopa, valuta
i kreditnog rizika.

Opcijski ugovor (options) ostvaruje svom vlasniku pravo, ali ne namece obvezu kup-
nje ili prodaje imovine u podlozi ugovora po unaprijed odredenoj cijeni na unaprijed
odreden datum u buduénosti. Opcijski derivati se dijele s obzirom na dospijece. Neki

od njih su:

e AmeriCka opcija - vlasniku daje pravo realizacije u bilo kojem trenutku do

uklju¢ivo dana isteka ugovora;
e Europska opcija - vlasniku daje pravo realizacije samo na dan isteka ugovora.

Predmet interesa u ovom poglavlju su opcijski ugovori. Za odredivanje cijena opcij-

skih ugovora postoji Black-Scholes model koji ¢e se detaljno obrazloziti.

5.1 Black-Scholes model

U ovom poglavlju ¢e se izvesti poznata Black-Scholes diferencijala jednazba koja se
koristi za procjenjivanje cijena najjednostavnijih opcija tzv. Europskih vanilla opcija

[8]. Prvo se uvodi notacija:

e V(S,t) je vrijednost opcije koja ovisi o trenutnoj trziSnoj (eng.spot) cijeni imo-
vine ili instrumenta u podlozi S i vremenu ¢. kada je potrebna distinkcija
izmedu razli¢itih vrsta opcija, za call opciju koristimo C(S,t), a put opciju

P(S,t);
e 0, volatilnost imovine u pozadini;
e K, izvrs$na cijena opcije;
e T, vrijeme isteka opcije;
e r, kamatna stopa na nerizi¢na ulaganja;

e Il vrijednost portfelja sto je skup svih vrijednosnih papira koje ulagac posjeduje.
Konkretno u ovome slucaju portfelj se sastoji od opcije i odredene koli¢ine imo-

vine u pozadini.
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S obzirom na vrstu transakcije s imovinom u podlozi opcijskog derivata razlikuju se

dvije vrste opcija:

e call opcija - daje svome kupcu pravo, ali ne i obvezu kupnje imovine u podlozi

od prodavatelja opcije;

e put opcija - daje svome kupcu pravo, ali ne i obvezu prodaje imovine u podlozi

prodavatelju opcije.

Unaprijed odredena cijena opcije se naziva izvrsSnom cijenom K. Kada kupac kupuje
call opciju tj. kada zauzima dugu poziciju u opciji, mora prodavacu platiti premiju.
Kupac pristaje platiti premiju jer ocekuje da ¢e do dospijeca opcije cijena imovine u
podlozi porasti dovoljno da ostvari profit. Na dan dospijec¢a opcije, kupac ima pravo
kupiti imovinu u podlozi po izvrsnoj cijeni. U tom slucaju, potencijalni ostvareni pro-
fit je neogranicen i raste kao linearna funkcija cijene imovine, a potencijalni gubitak
je u iznosu premije. Prema tome, vrijednost call opcije pri isteku se moze zapisati
kao:

C(S,T) = max(S — K,0). (5.57)

Na slici 5.6 su opisane potencijalne ostvarene isplate s obzirom na kretanja imovine
u pozadini. Premija se placa prilikom sklapanja ugovora, a potencijalna ostvarena
isplata se promatra u trenutku isteka opcije, tako da su na grafovima prikazane jed-
nadzbe (5.57) i (5.58). U slucaju prodaje call opcije, prodavatelj nakon izdavanja
opcije prima iznos premije, ali tijekom vremena ¢ mora biti spreman prodati imovinu
za dogovoreni iznos. U ovome slucaju je isplata ograniCena, a gubitak raste linearno.
Za razliku od call, kupnjom put opcije, vlasnik ima pravo, ali ne i obvezu prodaje
imovine prodavatelju opcije za dogovoreni iznos. Ukoliko je na dan dospijeca trzisna
vrijednost veca od izvrSne cijene imovine u pozadini, kupac put opcije nije obvezan
prodati imovinu jer je u slucaju realizacije opcije na gubitku. Ako je trziSna vrijed-
nost manja od izvr$ne vrijednosti i kupac realizira put opciju te proda imovinu za

dogovoreni iznos, ostvarit ¢e profit. Moguci dobitak na dan isteka opcije iznosi:

P(S,T) = max(K — S,0). (5.58)
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0 , 0 ,
K K
S S
(a) Ostvarena isplata na dan isteka call op-  (b) Ostvarena isplata na dan isteka put op-
cije. cije.
Slika 5.6

5.2 Put-call paritet

Pretpostavimo da kupujemo jednu dionicu S i jednu opciju ponude P na tu dionicu
s izvrSnom cijenom K i vremenom dospijeca T'. Takoder postoji kratkorocna pozicija
na kupnju jedne opcije C s istom izvrSnom cijenom i viemenom dospijec¢a. Vrijednost

portfelja kada u ¢ = T iznosi:
II=S5+max(K —S,0) —max(S — K,0). (5.59)
To se moze zapisati na sljede¢i nacin:
S+(K-S)—-0=K, S<K (5.60)

ili

S+0-(S—-K)=K, S>K. (5.61)
Neovisno o tome je li S vedi ili manji od K, dobitak je uvijek isti i iznosi K. Uzmemo
li u obzir postojanje bezrizicne kamatne stope za vrijeme Zzivota opcije, vrijednost
portfelja je Ke (", Relacija izmedu imovine u pozadini i njene opcije je nazvana

put-call paritet i primjer je eliminacije rizika.

S+ P—(C=Ke T, (5.62)
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5.3 Analiticko rjesSenje
Model ima sljedece pretpostavke [8]:
e Cijena imovine u podlozi (S) prati geometrijsko Brown-ovo gibanje.

e Bezrizitna kamatna stopa r i volatilnost ¢ su poznate funkcije vremena s obzi-

rom na vrijeme Zivota opcije.

e Nema trasakcijskih troskova vezanih uz upravljanje rizika (eng. hedging) port-

felja.

e Imovina u pozadini ne placa dividende na trajanje opcije. Ova pretpostavka se

moze zanemariti ukoliko su dividende unaprijed poznate.

e Nema mogucnosti arbitraze. To znaci da bi svi bezrizi¢ni portfelji trebali ostva-

riti jednak prinos.
e Trgovina imovinom se moze odvijati kontinuirano.

e Kratkoro¢na pozicija na kupnju (eng. short selling) je dopustena i imovina se
moze dijeliti. Kratkoroc¢na pozicija na kupnju je Spekulativna operacija koja
se provodi u ocekivanju pada cijene vrijedosnih papira. Investitor posuduje
dionice ili druge vrijednosne papire od brokera i prodaje ih kako bi ih otkupio
prema ocekivanom padu njihovih cijena i nakon sto ih vrati brokeru zaradio na
padu cijena vrijednosnih papira. Pretpostavlja se da se moze kupiti i prodati

bilo koja koli¢ina imovine u pozadini.

Pretpostavimo da imamo opciju V/(.5,t) ¢ija vrijednost ovisi samo o cijeni imovine u
pozadini S i vremenu ¢. V moze biti bilo koja opcija ili vrijednost cijelog portfelja

razlicitih opcija. Koriste¢i Ito lemmu (4.52), moze se napisati:

(5.63)

oV OV 1@V VY
95 05 2" 7 s e )

dV = o0S——dX + (MS— + 0?5 —— +

Konstruiramo portfelj koji se sastoji od dugorocne pozicije na opcije i kratkorocne

pozicije na A imovine u pozadini. Vrijednost portfelja je:

[I=V - AS. (5.64)
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Mala promjena u vrijednosti portfelja je:
dll = dV — AdS, (5.65)

gdje je A fiksan prilikom vremenskog koraka. Kombiniraju¢i prethodne tri jednadzbe,
slijedi:

oV oV 1, 0%V OV
M=0S (25 —A)dX 2l T T AS ) dt .
d aS(as )d +(“Sas+205325+at " S)dt (5.66)

Nasumi¢nu komponentu mozemo eliminirati tako da odaberemo:

oV

A=—.
08

(5.67)

A je vrijednost ‘g—‘s/ na pocetku vremenskog koraka dt. Rezultat odabira je portfelj s
deterministickim inkrementom:

dIl = <%—‘; - 30252%> dt. (5.68)
Relativni dobitak na koli¢inu IT koja se ulozi u bezrizi¢nu imovinu bi iznosio rIldt u
vremenu dt. Kada bi desna strana jednadzbe (5.68) bila veca od rIldt, arbitrazer bi
mogao ostvariti siguran bezrizican profit tako da posudi koli¢inu IT kako bi investi-
rao u portfelj. Relativni dobitak za ovu bezrizi¢nu strategiju bi bio veci od troskova
posudbe. Nasuprot tome, ukoliko je desna strana jednadzbe manja od rlldt, tada bi
arbitrazer smanjio portfelj i ulozio II u banku. U svakom slucaju bi ostvario siguran
profit, odnosno doslo bi do arbitraze sto se kosi s pretpostavkom modela da arbitraze

nema. Medutim ovakvi postupci investitora upravo dovode do toga da arbitraze

OV 1, 40PV
rIldt = (8t +50°S 852) dt. (5.69)

nema.

Supstitucijama (5.64), (5.67) i (5.69), dobije se poznata Black-Scholes parcijalna

diferencijalna jednazba:

oV 1, ,0%V oV B
at—l—QUSaSQ—l-TSaS—rV—O. (5.70)

Bilo koji financijski derivat ¢ija cijena ovisi samo o S i t zadovoljava Black-Scholes jed-
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nadzbu. Cijena derivativhog instrumenta se dobije rjesavajuci prethodnu jednazbu.

Ovisno o kojem se derivatu radi, pridruze se odgovaraju¢i rubni uvjeti.

5.4 Black-Scholes Formula

Black-Scholes jednadzba i rubni uvjeti za Europsku call opciju C(S,t) su:

aC 1 ,,0C  _aC

C(0,t) =0, C(S,t) o Skada S — oo,

C(S,T) =maz(S — K,0).

Kako bi jednadzba bila bezdimenzionalna, uvode se sljedece supstitucije:
1
S=Ke", t=T-71/ <§a2> , C=Kuv(z,T). (5.72)

Nakon $to se uvrste gornje navedene supstitucije:

ov v v
or  0x2 (k= 1)8:B kv, (5-73)
gdje je k = r/30%. Potetni uvjet je sada:

v(x,0) = max(e” — 1,0). (5.74)

Sada imamo jednadZbu s jednim bezdimenzionalnim parametrom k. MoZemo ju

pretvoriti u difuzijsku jednadzbu uvodedi supstituciju:
v = ey (x, 7), (5.75)

za neke konstante « i 5. Nakon Sto se derivira i uvrsti u jednadzbu, slijedi:

ou ou  0*u du
= = 20— + — —1 — ) — ku. .
5u+8T au+ a8x+82x+<k )(oau—i-az) ku (5.76)
Uvodedi:
B=a*+(k—1)a—k, (5.77)
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0=2a+(k—1) (5.78)

elimira se Ou/0x. Ove jednadzbe za « i 5 daju:

1 1
o= —tk-1). B=—tk+17 (5.79)
Slijedi:
V= 6—%(k—1)x—%(k+1)2u(x’7_)’ (5.80)
2

%:% Zza—oco<x<oo, T>0, (5.81)

-
u(z,0) = up(x) = mam(e%(kﬂ)m — ezt 0). (5.82)

Sada mozemo uvrstiti rjeSenje za difuzijsku jednadzbu:

1 [e.@]

uo(s)e’(“’s)Q/‘”ds (5.83)

gdje je uo(x) dan s (5.82). Preostaje evaluirati integral (5.83). Korisno je uvesti

promjenu varijable 2’ = (s — x)/+/(27) takvu da vrijedi:

1 o /
uw(z,7) = E/ uo(2/V21 + z)e 2"

— L /OO €é(k+1)($+$/\/§)€_%$,2d$,
V127T ~o/V2r (5.84)
V2T —x//21

=1, — I,.

6%(k—l)(w+x’\/27)e—%x/2dlj

Nadopunimo eksponent do kvadrata i evaluiramo integral /;:

1 > 1 12 1,2
Il — _/ 6§(k+1)(x+x \/?)—550 dz’
V2 J_z/v2r
e%(kﬂ)x o0

_ e1(B+1)?7 =3 (@' =5 (k+1)V27)% g
V2T /v (5.85)
es(k+D)at(k+1)%r oo L
= e 2P dp
V2T —z/V2r— % (k+1)V27

_ e%(k+1)x+§(k+1)2rN<d1),
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gdje su:

T 1
di = —+ =(k+ 1)V2T, 5.86
1 \/Z 2( ) T ( )
Y
N(d,) = —— ~25"ds. 5.87
(1) \/%/_ooe S ( )

N(d,) je kumulativna distribucijska funkcija za normalnu distribuciju. Integral I, se
evaluira analogno integralu /;, samo $to je ¢lan (k + 1) zamjenjen s (k — 1). Naposli-

jetku se vraca na pocetne oznake.

v(w, ) = e 2 hDe gD Ty (4 ), (5.88)

Uvedu li se zamjene z = In(S/K), 7 = 30%(T — t) i C = Kuv(z, ), dobije se kona¢ni

izraz za cijenu Europske call opcije:

C(S,t) = SN(dy) — Ke " T=YN(d,), (5.89)
gdje su:
In(S/K 1o)(T —t
o n(S/K) + (4 30T 1) (5.90)
o/ (T — 1)
In(S/K — 1oM)(T —t
4, M(S/K) + (= 30T —1) 590
o/ (T —t)
RjesSenje za Europsku put opciju se najednostavnij dobije iz put-call pariteta:
C—P=S—Ke "™, (5.92)
Slijedi:
P(S,t) = Ke " T""ON(—dy) — SN(—dy), (5.93)

gdje se koristilo N(d) + N(—d) = 1.
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6 Vrednovanje financijskih izvedenica i osjetljivost na

reprezentaciju cijene imovine

Lagrangijan bilo koje teorije se moze rastaviti na sljedece elemente: £ = L(u) +
AL(u), gdje je u renormalizacijska tocka ili skala. Promjena skale mijenja parametre
teorije. Po uzoru na koncept renormalizacije u fizici, nas zanima koliko je model
za opis vrednovanja financijskih izvedenica osjetljiv na promjenu skale. Promatra se
osjetljivost Black-Scholes modela na promjenu skale, u ovome slucaju broja decimala
na koje se zaokruzuju cijene imovine u pozadini. Koristi se Monte Carlo metoda, a svi
su racuni provedeni u programskom jeziku Python. Nasumi¢no se generiraju cijene
imovine u podlozi S i K, te se promatra kako promjena skale utjete na vrednovanje
opcije. Na slici 6.7 se funkcije vrijednosti call i put opcije izvedene u prethodnom
poglavlju. Mijenjala se skala od 0 do 7 decimala cijene imovine u pozadini S, za ve¢i
broj nije pokazan znacaj utjecaj na rezultate. Takoder, provjerilo se kako mijenjanje

skale za K utjeCe na vrednovanje opcije.

+ 45T Pi5.T)

i, K="503446

0 20 40 &0 80 0 20 40 &0 80
5 5

Slika 6.7: Analiticka rjeSenja za vrednovanje call i put opcije.

6.1 Vrednovanje call i put opcija

Na slici 6.9 su prikazane relativne pogreske prilikom vrednovanja Europske call op-
cije s obzirom na razliti¢it broj decimala. Moze se vidjeti da recimo prilikom promjene
valute npr. dollar u yen Sto se mnozi s faktorom 113, 35 [?], ukupna vrijednost por-
tfelja se moze razlikovati. Isto tako, iz slike se moZze vidjeti kako je relativna greska
najveca u rezimu kada opcija ne vrijedi mnogo. Kako bi se nasa metoda provjerila, ra-

zvili smo rjesenje call opcije u red po cijenama imovine u podlozi. Opc¢enito, provjera
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se radi za svaku opciju:

v (S)
23

V(S+AS)=V(S)+ AS + .. (6.94)

Daljni ¢lanovi se zanemaruju jer se pretpostavlja da ne utjecu bitno na vrijednost op-
cije. Clan A = % pokazuje koliko je cijena opcije osjetljiva na reltivhe promjene
cijene imovine u podlozi S. Taj ¢lan se konvencionalno naziva delta i bitan je jer daje
indikaciju kako se vrijednost opcije mijenja s obzirom na fluktuacije instrumenta u
podlozi uz pretpostavku da se ostale varijable ne mijenjaju. Prema tome, A je jedan
od glavnih mjera rizika koju trgovci opcijama uzimaju u obzir. Najcesce se prikazuje
kao numericka vrijednost koja je za call opciju u intervalu [0, 1], a za put opciju u
intervalu[—1,0]. Ovdje ¢e se koristiti analiti¢ki izraz za relativhu promjenu cijene
kako bi se provjerila numerika koja to isto radi. Analogan postupak je napravljen
za sve vrednovane opcije. Nakon S$to se provjeri numerika, isto se moze primjeniti
na kompliciranije vrste Americkih i Azijskih opcija koje nemaju analiticka rjeSenja.
Analiticki dobivena relativna promjena cijene opcije s obzirom na cijenu instrumenta
u podlozi se u potpunosti slaze s numericki dobivenom relativnom promjenom cijene

opcije. Eksplicitno ¢e se pokazati kako se dobije tzv. A za europsku call opciju. Za

ostale opcije A ¢e se preuzeti iz [8].

_0C(8,t)
A= 55 (6.95)
C(S,t) = SN(dy) — Ke "YU N(d,), (6.96)
_ ON(d) . _r_yON(d2)
A=N(d)+S 55 Ke 55 " (6.97)
ON(d;)  ON(dy)0d,
oS 0dy 0S’ (6.98)
S obzirom da vrijedi:
di 1
—oco \/2meT 2
slijedi:
ON(dy) , 1 &
et N d = 2 6.100
ad, (d1) \/%6 ( )

37



Uvrste li se izrazi za d, i d, dobije se:

Ody  0dy 1

S  9S  oSVT —t

Koriste¢i prethodne tri jednadzbe:

ON(di) _ o ity ON(da)
S 35 Ke 59
Jednadzba (6.97) se svede na:
_0C(S,t)
A= 55 = N(dy)

Analogno se dobije delta za put opciju koja glasi:

OP(S,1)

A:
oS

= N(dy) — 1.
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—0.003 - | | ' ' ' | | |
0 0 a0 &0 80 0 0 E &0 80
S S
(a) (b)
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0.006 -
0.002 -
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0 0 a0 & 8 0 P @ & 8
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() (d
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i 0.004 - |
_ 0o0z- |2 _ i
& @l pooz-
= =
[ - I -
g5 oo0— gig 0000 —
=+ ¢ +
2] 20 _pooz-
—oo2- ¥ K=50.3446 : K=50.3446
. { [l
H r=0.1 —0.004 - r=0.1
; 0=0.2 0=0.2
004~ T=1 ~0.006 - T=1
0 0 a0 & & 0 P @ & &
S S
(e) ®
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003 - no4- |
0oz - ;
oz~ [¢
- 001 - ) '
= =
é}@ 000 — ég 0.00 —
| —po1- |3 +
w : w
5| ; =l S8
-002- |, K=50.3446 w00z K=50.3446
: r=0.1 , r=0.1
w00 0=0.2 _ 0=0.2
004 - T=1 004 T=1
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0 0 a0 &0 80 0 0 a0 &0 80
S S

(8) (h)

Slika 6.8: Relativna promjena vrijednosti call opcije pri promjeni broja decimala
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Slika 6.9: Relativna promjena vrijednosti put opcije pri promjeni broja decimala
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6.2 Egzoticne opcije

Vrednovat Ce se joS jedna vrsta opcija koja ima analiticka rjesenja, a to su binarne
opcije (eng. binary options). Binarna opcija je financijska egzoti¢na opcija u kojoj je
isplata ili neka fiksna novcana vrijednost ili nista. Promotrit ¢e se dvije vrste binarnih
opcija cash-or-nothing’ call i ’cash-or-nothing’ put. Postoje jo$ dvije vrste binarnih
opcija, a to su ’asset-or-nothing’ call i ’asset or nothing’ put. Dva moguca ishoda
kod ’asset-or-nothing’ call opcije nije nista ili neki fiksni nov¢ani iznos, nego nista ili
odredena koli¢ina imovine u podlozi. Dva moguca ishoda ovise o tome je li cijena
imovine u podlozi veca od izvrsne cijene K ili manja prilikom datuma dospije¢a. U

kontekstu Black-Scholes modela, analiticki izrazi za binarne opcije su [8]:

e Cash-or-nothing call

C =e"To(dy), (6.105)

e Cash-or-nothing put
P =cep(—dy). (6.106)

e Asset-or-nothing call
C =eTo(dy), (6.107)

e Asset-or-nothing put
P =e Tp(—d,). (6.108)
o(z) = L / " ey (6.109)

o | : .

g — ln%+(r—q+02/2)T
1 — O_\/T )

Ovdje je uvedena dodatna oznaka za postotak dividende . Opéenito, dividenda

dy = dy —oV/T. (6.110)

je dio prinosa dionickom drustvu koji se isplacuje vlasnicima dionica. O isplati di-
vidende se odlucuje na godisnjoj skupstini izdavatelja. Odluka ovisi o glasovanju

prisutnih dionicara.
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Slika 6.10
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Slika 6.11: Relativna promjena vrijednosti Cash-or-nothing call opcije pri promjeni
broja decimala
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Slika 6.12: Relativna promjena vrijednosti Cash-or-nothing put opcije pri promjeni
broja decimala

44



7 Zakljucak

Poznavanje fizikalnih pojava omogucuje bolje razumijevanje koncepta ravnoteze i si-
metrije u ekonomskim modelima. Fizikalni pogled na ekonomske modele je zapocet
s predstavljanjem Arrow-Debrew modela ekonomske ravnoteze koji je precizno ma-
tematicki formuliran zbog ¢ega ga je lako razumijeti. Diskutirana je potreba za nerav-
noteznom dinamic¢kom teorijom ekonomskih trzista koja bi produbila razumijevanje
stanja ravnoteze. Sljedeci diskutiran je Model temeljen na agentima koji je pocetak
formulacije takve neravnotezne teorije i bitna uloga bazdarne teorije u ogranicenjima
koja bi se uvela u modelu. Svrha nije bila oformiti model koji bi realisticno repro-
ducirao detalje realnog trzista, nego odrediti kljutne parametre i opservable kako
bismo bolje razumijeli ponasanje trzista kada nije u ravnotezi. Kao Sto postoji ma-
krofizika i mikrofizika, postoji makroekonomija i mikroekonomija. Mikrofizika bi
odgovarala atomskoj fizici, a makrofizika termodinamici. Most medu njima je sta-
tistiCka fizika koja proucava velik broj atoma izvan i u ravnotezi. Model temeljen
na agentima je mikroskopski model na kojem bi se temeljila statisticka ekonomija.
Nakon toga se uzeo fenomenoloski pristup koji proucava trziste kada je izvan stanja
ravnoteze. Napravljeno je nekoliko simulacija procjenjivanja buduceg kretanja ci-
jena stohastickim pristupom cije su metode jednako dobro poznate u kvantitativnim
financijama, ali i u fizici. Na poslijetku se promatralo koliko je model vrednovanja
financijskih izvedenica osjetljiv na promjenu skale odnosno reprezentaciju cijene. Po-
kazalo se da se znacajne promjene vide u rezimu kada opcijski ugovori imaju malu
vrijednost. U prakticnom smislu, to je zanimljivo kada se promatraju mjere rizika
prilikom trgovanja financijskim izvedenicama. KoriStena metoda se primjenila na
Europske vanila opcije i binarne opcije koje imaju analiticke izraze za vrednovanje
koje proizlaze iz opisanog Black-Scholes modela $to nam je omogucilo provjeru nu-
mericke metode. Isti postupak bi se mogao primjeniti na kompliciranije vrste opcija

kao $to su Americke ili Azijske opcije koje nemaju analiticka rjeSenja.
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