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Sazetak

U diplomskom radu predstavljena je metoda najmanjih kvadrata te njena primjena na
uto¢njavanje kristalne strukture iz podataka rendgenske difrakcije u polikristalu. Rad
zapocinje s regresijskom analizom te upoznavanjem s regresijskim modelima kao temeljem
regresijske analize. U radu je obradena metoda najmanjih kvadrata, koja je najbolja
analiticka tehnika za izdvajanje podataka iz skupa podataka. Metoda je najbolja u smislu
da se parametri odredeni analizom najmanjih kvadrata normalno distribuiraju oko pravih
parametara s najmanjim mogucim standardnim odstupanjima. Nadalje, opisana je povijest
difrakcije, te posebno rendgenska difrakcija u polikristalu. Nakon snimanja difrakcijske
slike odredenog uzorka, ona se usporeduje sa teorijskom difrakcijskom slikom, te se
uto¢njavaju razni parametri dok se ne dobije najbolje medusobno slaganje. Takav oblik
uskladivanja teorijske difrakcijske slike i eksperimentalne slike opisan je dalje u radu a
naziva se Rietveldova metoda. Na kraju je uz pomo¢ racunalnog programa PANalytical
X’Pert HighScore Plus v3.0 analizirana difrakcijska slika polikristalnog uzorka silicija, te

je uto¢njena njegova kristalna struktura.
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1. Uvod

Eksperiment je jedna od osnovnih metoda znanstvene spoznaje Cijim se provodenjem
prikuplja velik broj podataka. Zbog laksSe vizualizacije, prikupljene podatke najbolje je
prikazati graficki. Cilj eksperimenta prona¢i je odnos izmedu velikog broja prikazanih
podataka odredivanjem nepoznatih parametara. U sklopu ovog diplomskog rada opisat ¢e se

nacini rjeSavanja tih problema.

Rendgenska difrakcija u polikristalu je analiticka metoda za odredivanje kemijskog sastava

i kristalne strukture uzorka. Zasniva se na uporabi rendgenskih zraka i njihovoj difrakciji.

Cilj ovog diplomskog rada poblize je opisati metodu najmanjih kvadrata te primjenu iste u
procesu utoc¢njavanja kristalne strukture Rietveldovom metodom koja uskladuje teorijsku i

eksperimentalno dobivenu difrakcijsku sliku.

2. Regresijska analiza

2.1. Jednostavna regresijska analiza

Ovisno o eksperimentalnim uvjetima, mjerenja daju razlicite rezultate. Temeljni funkcionalni
odnos izmedu ishoda mjerenja i odgovaraju¢ih uvjeta, poznat je ili pretpostavljen i opisan
matemati¢kim modelom nazvanim funkcija modela®. Cilj prilagodbe podataka pronaci je one
parametre funkcije modela koji najbolje opisuju funkcionalni odnos izmedu ishoda mjerenja i
odgovarajucih uvjeta. Rezultat mjerenja ili eksperimenta ono je §to promatramo (y), i ovisan
je o odredenom broju uvjeta $to je opisano vektorom X. Parametri ovog modela opisani su
vektorom a koji sadrzi M elemenata a; , j = 1,..., M. Elementi a; su nepoznati i odreduju se
metodom regresijske analize. Unutar pojedinog eksperimenta promatramo vise varijabli ali u
eksperimentu ne mozemo kontinuirano mijenjati eksperimentalne uvjete pa odabiremo
diskretne tocke.

Funkcija modela ima oblik:
y=ay+ax. 1)

Ovaj regresijski model ujedno je i deterministicki regresijski model ali poznajemo joS§ i
stohasticki. To je model u kojem paznju trebamo obratiti 1 na to da na nasa zapazanja utjecu i

slucajne pogreske pa je nova formulacija problema:

' T. Strutz, Data Fitting and Uncertainty,Springer 2011., str 4.
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y=ag+ax+u. (2)

PodloZznost slucajnim pogreskama ocituje se u tome da u istom stanju X, ponavljanje
eksperimenta dovodi do razliCitih vrijednosti y zbog podloznosti slu¢ajnim pogreskama u.
Zavisna varijabla y mjerena je i ovisna 0 nezavisnoj varijabli x (sadrzi uvjet za eksperiment)
koja je poznata i ¢ija je pogreSska zanemarivo mala u usporedbi sa pogreskom mjerenog Y.

Jedine nepoznanice su vrijednosti parametara a za Ciji izra¢un koristimo odgovarajuce

regresijske metode.

2.2.Linearna i nelinearna regresija

Ovisnost zavisne varijable y o nezavisnoj varijabli X moze biti linearna i nelinearna. Vrsta
regresijske metode i1 sloZenosti iste ovisi o tome radi li se o linearnim ili nelinearnim
problemima. Karakteristicna krivulja y = f(x) naziva se linearnom ukoliko je pravac. U
regresiji se pojmovi ,,linearno i ,,nelinearno* ne povezuju s odnosom samih varijabli y i X,
funkcije modela y = ax, ve¢ s odnosom izmedu y i parametara modela a; (j = 1, ..., M). Na

primjer, eksponencijalna funkcija
y=ae’™ ®)
linearna je funkcija iako ima nelinearni dio ™, prva derivacija dy/da; = e™* ne ovisi 0 a.
Uzmemo li za primjer funkciju
y = e* (4)

njezina prva derivacija dy / da, = xe®™ i dalje je ovisna 0 a; pa mozemo zakljuciti da je

funkcija nelinearna.

Cak i funkcija koja na prvi pogled izgleda nelinearno pravilnim pristupom moZe se
transformirati u linearni oblik $to je ujedno i cilj jer je regresija puno jednostavnija za linearne

funkcije.
Primjer jedne pseudo-nelinearne funkcije je:

y =by + (x — by)*. ()



Na prvi pogled, funkcija izgleda nelinearno zbog kvadrata od b,.
y = by + x? — 2b,x + b2 (6)
= by + b2 — 2b,x + x2. (7)
Zapise li se sada ova jednadzba na sljedec¢i nacin:
y = a; + azx + x? (8)
uz a; = by, + b,% a, = —2b,
dobivamo linearni model.

Ovaj primjer pokazao je kako se pseudo-nelinearna funkciju modela mozZe drugacijim
pristupom pretvoriti u linearnu funkciju. Govori li se o stvarnim nelinearnim funkcijama
modela, one mogu biti linearizirane samo ako do promjena dolazi i na lijevoj strani
jednadzbe. Takva vrsta linearizacije dopustena je ali dovodi do drugog problema, rezultati se

ne poklapaju s izvornim modelom.
Primjer linearizacije nelinearne funkcije je eksponencijalna funkcija
y = by - exp(byx). ©)
Da bi se b, maknuo iz eksponenta, jednadzba se logaritmira:
In(y) = ln((bl) . exp(bzx)) = In(by) + b,x (10)

= a; + ayx, (11)

Sto je linearni problem. Bududi da s lijeve strane y postaje logaritam od y (logy), i pogreska
mjerenja je razliita. Na odredivanje nagiba pravca utjeCu to¢ke u kojima y ima manju
vrijednost dok na odsjecak na osi y utjecu vrijednosti od y koje su velike. Prilagodba podataka

vise nije optimizirana prema b; i b, te daje razliCite rezultate.
Ako se za nelinearnu funkciju odabere
y = by - exp(byx) + bs (12)

dobiva se:



In(y) = In[by - exp (b, - x + b3)] (13)

== ln(bl) + b2 X + b3 (14)
= al + azx, (15)
uz
a1 = ln(bl) + b3, az = bz.
Funkcija u v a1 a
y = byxP2 In(x) In(y) In(b,) b,
b, 1 y by b,
yEhts X
_ bZ X 1 bl 1
Y = X+ b, y b, b,
_ bix 1 1 1
Y= X+ b, x y b, b,

Tablica 1 Transformacije za linearizaciju nelinearne funkcije

Dvosmislenost podataka koja postoji u tablici 1 moze ¢ak i onemoguciti rjeSavanje problema
prilagodbe podataka numericki. Funkcije modela moraju biti paZljivo odabrane i
pojednostavljene koliko je moguce. Druge funkcije takoder se mogu linearizirati na slican
nacin. Postavljanjem V = a; + a,u kao (linearni) ciljni model, pravi model funkcije moze se
dobiti pomocu prikladne zamjene za X i y. U tablici se vide rjeSenja i za neke druge nelinearne

funkcije koje su na isti nacin linearizirane te njihova rjeSenja.

2.3.Primjeri odabira regresijskog modela

2.3.1. Procjena konstantne vrijednosti

Prilikom prilagodbe podataka, najjednostavniji problem bio bi odrediti konstantnu vrijednost
nekih opazanja. Neka se, primjerice, Zeli saznati koliko ¢esto ljudi koji rade u uredu gledaju

kroz prozor tijekom dana. Zaposli se osoba koja ¢e biljeziti tokom 10 dana koliko je Cesto



odreden broj ljudi pogled uputio prema prozoru te opazanja mozemo prikazati slikom (Slika
1).
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Slika 1. Primjena modela konstantne vrijednosti na skup podataka

Prilikom promatranja trebali bi se zanemariti uvjeti koji dramati¢no utjeCu na broj pogleda.
Opc¢enito, neka zapaZanja mogu odstupati viSe od drugih. Osoba moZze ugledati nekoga izvan
zgrade 1 pratiti ga pogledom ili moze samo usmyjeriti pogled prema prozoru, ne gledajuci kroz

njega. Takvo ponaSanje ometa statistiku opazanja (eksperimenta).

2.3.2. Linearna regresija

Ovaj nacin prilagodbe podataka vrlo je poznat i koriSten u svijetu, ponajviSe ekonomiji 1

medicini. Matematicki opis joS uvijek je vrlo elementaran
y =a; + ayx. (16)

Varijabla y linearno ovisi 0 jednom stanju x i dva parametra(a;, a,) koji moraju biti odredeni.
Slika 2 prikazuje primjer.
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Slika 2. Primjena linearnog modela na skup podataka



2.3.3. Eksponencijalna funkcija — nelinearna povezanost varijabli

Kod eksponencijalne funkcije zavisna i nezavisna varijabla nisu linearno povezane pa je ona

primjer nelinearne funkcije.

"Observations
25 { Model function
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= |~
I 1.5
) B e — -
1 S S — — S
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X

Slika 3. Primjena eksponencijalne funkcije za opis nelinearno povezanih varijabli

Graficki prikaz puno je jasniji ukoliko se odnos zavisne i nezavisne varijable prikazuje

linearno jer ¢e se na taj nain jednostavnije uod€iti odstupanja od pravca, a odnosi izmedu

3. Procjena parametara modela metodom najmanjeg kvadrata
Sto su "Najmanji kvadrati"?

Da bi se odredili N nepoznatih varijabli, potreban je niz od N linearno nezavisnih jednadzbi.
Ako je broj jednadZzbi ve¢i od broja nepoznatih varijabli, kaZze se da je problem previse
odreden. Drugi slucaj je nedovoljno odredeni problem u kojem je broj jednadzbi manji od
broja nepoznatih varijabli. Metoda najmanjih kvadrata bavi se previse odredenim

problemima, npr.:®
y=ay+ax+u 2

Kako bi se dobila pouzdanija statistika(u = 0), korisno je imati Sto viSe jednadzbi, odnosno
parova (X, Vi) jer su eksperimentalna promatranja podlozna pogreskama (u). Pouzdanija
statistika znaci da se parametri @ mogu procijeniti preciznije. Uz pretpostavku da postoji skup
opazanja Y; sa uvjetima x;, cilj metode najmanjih kvadrata je smanjenje kvadratne pogreske
izmedu promatranja i vrijednosti izraCunate pomocu funkcije modela. Dobiveni podaci ucrtani

su u rasprSeni dijagram (eng. scatter). Za obradu podataka dobivenih u eksperimentu koristi

2 Hughes, I.G., Hase T.P.A.: Measurements and their Uncertainties, Oxford University Press, NY,2010., str. 54.
®T. Strutz, Data Fitting and Uncertainty, Springer 2011., str 25.



se metoda najmanjih kvadrata. U rasprSeni dijagram ucrtava se pravac regresije uz pomo¢
kojeg se najbolje vidi odnos promatranih varijabli. Dijagram rasipanja sastoji se od mnostva
tocaka a kroz svaku od tih toc¢aka moguce je ucrtati pravac. Velik broj to¢aka znaci velik broj
pravaca, svaki sa svojom vrijedno$¢u parametra a. Ucrtavanjem jednog aproksimacijskog
pravca kojim minimiziramo udaljenosti tocaka u dijagramu trazi se odnos izmedu promatranih

varijabli.*

5.5 : : .
Observations * H i f
2 Model function _ _ e

vi=flx]a)

Slika 4 . Crtanje aproksimacijskog pravca u dijagram rasipanja

Za ve¢inu kvantitativnih eksperimenata, metoda najmanjih kvadrata je "najbolja" analiticka
tehnika za izdvajanje podataka iz skupa podataka. Metoda je najbolja u smislu da se parametri
odredeni analizom najmanjih kvadrata normalno distribuiraju oko pravih parametara s
najmanje mogucim standardnim odstupanjima. Ta se Cinjenica temelji na pretpostavci da
nesigurnosti (tj. pogreSaka) u podacima moze biti veliki broj 1 da slijede Gaussovu (normalnu)
raspodjelu. Za veéinu kvantitativnih eksperimenata to je obi¢no ispunjeno ili predstavlja

razumnu aproksimaciju.”

Za najjednostavniji problem (tj. pravac), pretpostavljeni odnos izmedu zavisne varijable y i

nezavisne varijable x je (1): y = aq + ayx.
Za slucaj viSe nezavisnih varijabli :
Y= a1Xq + ayXy + _+ ayXy + apyeq @17

Svaka toc¢ka ukljucuje M+1 vrijednost.

“LJerkovi¢; Metoda najmanjih kvadrata i njezina primjena u fizici, Diplomski rad
® JohnWolberg , Technion-Israel Institute of Technology Faculty of Mechanical Engineering, str 32.



Opcenito, svi linearni problemi koji se pokuSavaju rijesiti metodom najmanjih kvadrata

temelje se na jednadzbi sljedec¢eg oblika:®

y=fX) =P a9k (X) = 2128 ay gi (1, X2, 1, X)) (18)

Drugim rije¢ima, y je funkcija vektora x sa m komponenata. Bilo koja jednadzba u kojoj su
nepoznati parametri p koeficijenti funkcija samo nezavisnih varijabli (f. M komponenata
vektora X) mogu se tretirati kao linearni problem.

Najcesce je za odredeni problem potrebno izraunati samo funkciju y = f (X) te mjeru
nesigurnosti povezanu s tim vrijednostima za razlicite vrijednosti X. To je ono §to se Cesto
naziva problemom predvidanja. Koriste se mjerene ili izraCunate vrijednosti X I y za
odredivanje parametara jednadzbe, a zatim primjenjuje jednadzba za izraCunavanje vrijednosti
y za bilo koju vrijednost x. U slucajevima gdje postoji npr. M nezavisnih varijabli, dobivena

jednadzba omogucava predvidanje y za bilo koju kombinaciju xi, Xz, ..., Xu.
3.1.0bjektna funkcija

Objektna funkcija polazna je to¢ka metode najmanjeg kvadrata. RjeSenje problema dobiva se
minimizacijom ove funkcije. Najjednostavniji problemi su oni u kojima je y (skalarna
veli¢ina) povezana s nezavisnom varijablom x (ili varijablama Xj) i moZze se pretpostaviti da ne
postoje (ili su zanemarive) pogreske u nezavisnoj varijabli (ili varijablama). Ciljna funkcija

za ove slucajeve je:

. . . 2
S=XiZowiR} = XiZowi (Y —y)? =Xz wi (Y — f(X) . (19)

U ovoj jednadzbi, n je broj tocaka. Y; je i-ta ulazna vrijednost zavisnih varijabli a vy; je
izraCunata vrijednost zavisnih varijabli. Ostatak tj. razlika izmedu ulazne 1 izraCunate
vrijednosti y u i-toj tocki je R; dok je X; skalarna nezavisna varijabla. Funkcija f opisuje odnos

X1y aw;je varijabla koju zovemo ,,tezinski faktor dok je Ei je pogreska u y;,

® JohnWolberg , Technion-Israel Institute of Technology Faculty of Mechanical Engineering, str 32-33.
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Slika 5. PoloZaj stvarne toc¢ke u odnosu na izracunati poloZaj te izmjereni poloZaj

Ocito je da niti Y; ni y; nisu jednake pravoj vrijednosti y za tu vrijednost x; no ipak, temeljna
pretpostavka metode najmanjih kvadrata je da ako se Y; odreduje mnogo puta, prosjecna

vrijednost ¢e teZiti toj pravoj vrijednosti.’
3.2. Dodjeljivanje tezinskih faktora

Bez obzira na izbor objektne funkcije, tezinski faktor w; ¢e biti specificiran za svaku tocku.
Ta povezanost tezinskog faktora s tockom temelji se na relativnim greSkama koje svaka od
toCaka ima pa tako veci tezinski faktor moramo dodijeliti tockama s manjim greSkama i
obrnuto, odnosno, w; mora biti povezana sa ay;i i oxi. Moguce je i odrediti tezinski faktor koj bi
za sve tocke bio jednak (npr. w; = 1) , medutim to u obzir dolazi samo ukoliko su greske svake
od toc¢aka jednake ili ako su greske nepoznate. Ako su razlike u o velike, to bi u velikoj mjeri

utjecalo na racun.

Fit using unit weighting

l

Fit using statistical weighting

+

X
Slika 6. Dvije linije najmanjeg kvadrata za razlicite teZinske faktore

Na slici 6. vidi se da su podaci prilagodavani ,,(eng. fitting)* linearno te je kroz njih provucen

pravac. Vide se dva pravca. Jedan je dobiven kada su svim tockama dodijeljeni jednaki

" JohnWolberg , Technion-Israel Institute of Technology Faculty of Mechanical Engineering, str 34.



tezinski faktor, dok je drugi pravac dobiven tako da je svakoj toCki dodijeljen ispravni,
razlicit, tezinski faktor. Ovaj graf prikazuje razliku ta dva slucaja jer se uocava koliko se

pravci razlikuju.

Uz poznatu funkciju f, minimizacija iste daje vrijednosti S; (objektna funkcija) koje su jednake

prosjecnim s nekom greSkom u.

$i=S; +u (20)

lavg

Ako se uzme primjer gdje su greSske od X; zanemarivo male, R; mora biti proporcionalan
vrijednostima gresaka od y;. Definiranjem relativne greske u tocki i kao omjer Ri/ oyi slucajne

relativne greske podlijezu raspodjeli oko 0. Do toga se moze do¢i ako se odabere funkcija
oblika:

1
w; = o, (21)

2
Ri) _ ¢c2 _
(O'_yl) = Si = Siavg + u. (22)

RjeSenje koje daje metoda najmanjih kvadrata definirano je kao tocka u prostoru nepoznatih
parametara u kojem je objektna funkcija S minimizirana. U slu¢aju p nepoznatih parametara,
ax k=1,.., p, rjeSenje ¢e davati vrijednosti ax koje minimiziraju funkciju S. Izjedna¢avanjem p
parcijalnih derivacija od objektne funkcije S s nulom, dobiva se p jednadzbi koje se koriste za

nalaZenje traZzene minimalne tocke.

as
a0 = 0. (23)
Objektna funkcija S je oblika :
P 2
S=Xizowi(Y; - f(X), (24)
- i) i
—23iZpwi(Y - f(x) L2 =, (25)
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Z lf(X ) af(Xl) : gW Y: af(Xl) (26)

laa

Za probleme u kojima je funkcija f linearna funkcija, lako se dolazi do rjeSenja.

y=fX) =222 a9 (X) = 2128 @y gi (e, X3, 1, X)) (27)

Za ovaj slucaj, uvrstavanjem u dobivene izraze dobiva se

0f (X;

L0 = gk (), (28)
[= a (XL)

TiZhwi¥, L8 = BZEwiYigi (). (29)

Ove jednadzbe moguce je napisati u matricnom obliku.
CA=V.
C definira p pomoc¢u matrice p, dok su A | V vektori duljine p.

Uz pomo¢ jednadzbi definiraju se Cj i Vy
Cik = i=0 ng]gk(X) (30)

Vi = Tz wiYigi (X). (31)

Ako je vektor A, vektor s nepoznatim komponentama a, jednostavno se izra¢unaju preko

izraza:
A=C",
U slucaju linearne funkcije oblika f(x) = a; + a,x;

za ovu funkciju, g1 =1 a g2 = X pa ¢e matrica C biti oblika:

; ?Wl Xi i?wi xiz
=1 Y,

V:[ S ‘l. (33)
i=1 Wi X;Y;
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Ako se pak za funkciju f(x) gleda nelinearna funkcija, postupak ¢e biti slican:

Razlika je u tome $to se kod nelinearne funkcije pocinje od pocetne pretpostavljene
vrijednosti ag . Kod nelinearnih jednadzbi, parametar Y; u jednadzbi za Vi, viSe nije samo
vrijednost zavisne varijable ve¢ vrijednost iste umanjen za izraCunatu vrijednost koristeci
pocetne pretpostavljene vrijednosti. Vektor A vise nije vektor rjeSenja ax-ova vec vektor

izraCunatih promjena vrijednosti pocetnih pretpostavki.
Zapis toga je:

ay = Aoi + Ak . (34)

Svaki sljedeci ax koristi se kao kriterij za odredivanje ayo u svakom od sljede¢ih ponavljanja

dok se ne dobije konvergencija ¢iji kriterij je:

Aok

Za gotovo sve nelinearne probleme ovakva metoda konvergiranja prema rjeSenju dovest ¢e do
konvergencije. Metoda konvergiranja prema rjeSenju naziva se Gauss-Newtonovim

algoritmom.

Za vrijednost tezinskog faktora W nije nuzno koristiti jedini¢nu tezinu jednaku 1. Ako se za
vrijednost w odabere vrijednost razli¢itu od 1, nece doé¢i do razlike u rezultatima jer ce
vrijednosti vektora V i svi elementi matrice C biti proporcionalni s w, a vrijednost inverza

matrice, C*, sukladno tome biti ée obrnuto proporcionalna w.
Koristeéi izraz A = CV vidi se da je vrijednost vektora A neovisna o tezinskom faktoru

Ako se pak vrijednosti gy povecaju za faktor 10, vrijednosti w; ¢e se smanjiti za faktor 100.
Tako ¢e svi elementi V i C biti smanjeni za faktor 100, elementi C™ ¢e se poveéati za faktor
100 i elementi od A ostaju nepromijenjeni. Ono $to ¢ini razliku su relativne vrijednosti

tezinskih faktora, a ne apsolutne vrijednosti.

Nadalje, ako se u analizu ukljuce prethodne procjene nepoznatih parametara modela, tada se

tezinski faktori podatkovnih tocaka moraju temeljiti na procjeni apsolutnih vrijednosti faktora.
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3.3. Nesigurnost parametara modela

Nakon §to su pronadene vrijednosti ax koji minimiziraju objektivnu funkciju S, odredit ¢e se

njihove greske.

Mjere gresaka uobicajeno su standardna devijacija (o) ili varijanca (¢%)
S -1 1
Oak = (E Crx )2 (39)
2, = ——Cigi 36
Oak = Kk - (36)

1z ovih jednadzbi ocito je da je nepristrana procjena o povezana s objektnom funkcijom Si
k-tim dijagonalnim elementom inverzne matrice C.

Uzmemo li za primjer funkciju:

y=f(x) =a; +a,x =0,5786 + 5,5286x,

0:=0,5786,

0,=5,5286:

(7 28
C‘[zs 140/

_1 _ 1 [140 —28]
T 196l-28 7 P

140
Oatr = [1,6019 7o = 1,070,

a2 = /1,6019 - 7/196 = 0,2392.

Relativna greska od a; tada bi bila 1,070/0,5786=1,85, a relativna pogreska od a, bila bi

0,043. 1z racunatih vrijednosti, ocito je da je relativna greska od a; ¢ak 185% veca od same
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vrijednosti. Da bi se smanjila relativna pogreska, uz stvarne podatke (vrijednosti X i y) u obzir

. .. . .. ey " 1
se moraju uzeti i kvaliteta podataka (ako se koristi statisticka tezina w; = ;)
yi

3.4. Neovisnost a; i a,

Ponavljanjem eksperimenta nekoliko puta odreduju se parovi vrijednosti za a; i a,. Postavlja
se pitanje kako ¢e se tocke rasporediti u dvodimenzionalnom prostoru odredenom sa a; i a; t

postoji li neka vrsta korelacije izmedu ta 2 parametra ili su to¢ke nasumi¢no rasprsene.

Kovarijanca parametara j i k definirana je izrazom:
S -1
Znacajniji parametar je koeficijent korelacije izmedu parametara j i k.

Oznacava se sa pjy, i definiran je kao:

pji =2 (38)

OajOak

Koeficijent korelacije je mjera stupnja korelacije izmedu parametara. Vrijednosti pj, SuU U

rasponu od -1 do 1. Ako je vrijednost nula, onda su parametri nekorelirani (tj. neovisni), ako
je vrijednost 1, onda vrijednosti ¢ine savrSeni pravac s pozitivnim nagibom 1 ako je vrijednost

-1 onda ¢ine savrSeni pravac s negativnim nagibom.
Za gore navedeni primjer racunaju se kovarijanca i koeficijent korelacije:
28
01, = —1,6019 - — = —0,2288,
196

-0,2288
= 02288 _ (894,
P12 = 107002392 ’

Drugim rijeima, a; i @, su snazno negativno korelirani.
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Slika 7. Koeficijent korelacije za nekoliko razli¢itih distribucija podataka

Kovarijanca se koristi za procjenu standardnih devijacija krivulja najmanjih kvadrata. Ona je

potrebna za procjenu greske od ot povezane s predvidenom vrijednoséu y (tj. F(X)).
3.5. Greske u predvidanju modela

Postoje mnoge situacije u kojima se koriste modeli za izradu predvidanja. Jednom kada su
dostupni parametri modela, jednadzba f (X) moZe se koristiti za predvidanje vrijednosti od y
za bilo koju kombinaciju neovisnih varijabli (tj. vektor X). U ovom se dijelu pozornost

usmjerava prema greSkama or ovih predvidanja.

Obicno se pretpostavlja da je model "ispravan" i stoga se izraCunate vrijednosti y normalno
distribuiraju oko stvarnih vrijednosti. Za odredeni skup vrijednosti za elemente vektora X (tj.
kombinaciju nezavisnih varijabli x;, Xz, .., Xm) pretpostavlja se da se greSka predvidene

vrijednosti y povecéala zbog gresaka od ay.

Predvidena vrijednost od y odredena je uvrstavanjem X u f (X):

y = f(X, all az,_,ap). (38)

Neka je Aay greska od &, tada se moze procijeniti Ay (greska od y) zanemarivanjem ¢lanova

viSeg reda u Taylorovom razvoju oko stvarne vrijednosti Y:

_or or or
Af = 3a. Aaq + 3a; Aa,, ...,—Aa

7o Aa . (39)

T se definira kao :
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Tk aak Aak, (40)
Af =Ty +Tot, o, +T, = Sk 8 T, (41)
Af? = N (T)? + IV Si 2l 2T T (42)

Ako se eksperiment ponovi nekoliko puta i usrednje ove vrijednosti, uz ¢injenicu da vrijedi

((Aak)z)avg = (O-ak)2 i (AajAak)avg = Ojk dobiva se:

2 _ yvk=p 0f 2 j=p af of
Of _2k=1(8 Oak) +2] 12k ]+1 2a; aakok' (43)
Uvrstavajuéi:
O-kk = O-gk, (44)
dobiva se
k=p Of Of _
2 fe= 13(1 6ako-k' (45)

Izrazavajud¢i to preko matricnih elemenata dolazi se do:

_ _S _J=pyk=p 9f Of -1
_EZ]Ele 16a aakck ) (46)

U dosadasnjem radu prikazano je da povecanje ili smanjenje teZinskih faktora konstantnim
iznosom nije imalo utjecaja na rezultate (tj. dobiveni vektor A). Sli¢no tome, promjene faktora
ne utjeCu na izraCunate vrijednosti o | oa Funkcija S i elementi matrice C ¢e se
proporcionalno mijenjati ako se w promijeni za konstantan faktor, a promjene elemenata
matrice C bit ¢e obrnuto proporcionalne promjenama od w. Ragunanje oba ot i oax temelji se
na umnosku S i elemenata matrice C™ tako da ée biti neovisni o proporcionalnim promjenama
od w. Ono §to ¢ini razliku su relativne vrijednosti tezinskih faktora, a ne njihove apsolutne

vrijednosti.

Treba naglasiti da vrijednosti o7 izraCunate pomocu gornje jednadzbe predstavljaju mjeru
koliko je "prava" krivulja blizu krivulje najmanjih kvadrata. Netko bi o€ekivao da se, kako se
broj toaka povecéava, vrijednosti or Smanjuje i ako funkcija f doista predstavlja podatke o;

priblizit ¢e se nuli kako se n tezi u beskonacnost.
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Razlomak S / (n - p) priblizava se jedinici, a elementi matrice C postaju sve veci za velike
vrijednosti n. Elementi matrice C™ stoga postaju sve manji i teZe nuli u limesu kada n tezi u
beskonacnost. Zapravo se moze odrediti "95% konfiguracija" oko izraunate funkcije f.
Tumacenje tog intervala je da za odredenu vrijednost od X vjerojatnost da se “prava”
vrijednost od f nalazi unutar tih granica iznosi 95%. Ponekad je bitnije "predvidanje" od 95%.

Ocekuje se da 95% novih podatkovnih to¢aka padne unutar ovog pojasa.

Pretpostavljajuéi da su za odredeni X odstupanja od prave krivulje i od krivulja najmanjih

kvadrata nezavisni, o povezani s predvidaju¢im pojasom izracunati su na nacin:
2 " 2
Oprea = 0f + 0y. 47)

Povecavanjem n, o postaje sve manji pa je grani¢na vrijednost g,,..4 jednaka o, .

3.6 Obrada prethodnih procjena

U prethodnom dijelu rada navedeno je da je osnovni zahtjev metode najmanjih kvadrata taj
da broj eksperimentalnih to¢aka n mora biti ve¢i od p (broj nepoznatih parametara modela).
Razlika ova dva broja n-p naziva se "broj stupnjeva slobode". Moguce je da ta razlika bude
negativna u odredenim eksperimentima. Kako bi nadoknadili deficit, procjene parametara na
temelju teorijskih modela koristene su za dopunu dvaju podatkovnih tocaka. Prethodne
procjene parametara nazivaju se Bayesovim procjeniteljima i ako je broj Bayesovih
procjenitelja n, tada broj je stupnjeva slobode n + np-p. Sve dok je taj broj vecéi od nule, moze

se obaviti izra¢un najmanjih kvadrata.

Za dostupne procjene parametra ag, objektna funkcija ¢e imat oblik:

S = l 0 Wl(Y f(X:) +le§ (ak b’;)k. (48)

U ovoj jednadzbi by predstavlja prethodna procjena ag, a opk je greSka povezana s ovom
prethodnom procjenom. Parametar by obi¢no se koristi kao pocetna vrijednost (agk) za
aproksimaciju ax. Iz ove jednadzbe vidi se da se svaka vrijednost by tretira kao dodatna tocka

podataka. Medutim, ako opx nije naveden, pretpostavlja se da je beskona¢no velik, $to nije
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povezano s tezinom. Drugim rijeCima, ako opk nije naveden onda se by tretira se kao samo

pocetno nagadanje za ay, a ne kao prethodna procjena. Broj navedenih vrijednosti by je np.

U prethodnom dijelu navodi se da se tezinski faktori w; mogu temeljiti na relativnim, a ne
apsolutnim vrijednostima greSaka povezanih s eksperimentalnim tockama. Kada su prethodne
procjene ag-ova ukljuCene u analizu, viSe se ne mogu Koristiti relativni tezinski faktori.
Budu¢i da se tezinski faktori povezani s prethodnim procjenama temelje na procjenama
apsolutnih vrijednosti (tj. 1 / (o) %), vrijednosti w; moraju se takoder temeljiti na procjeni

apsolutnih vrijednosti.

Da bi se pronaslo rjeSenje za problem najmanjih kvadrama, izjednacavaju se p parcijalnih

derivacija od S s nulom ¢ime se dobivaju jednadzbe za p nepoznatih vrijednosti ay:

6(Xl)

Erwi(Y; — FXD) LEL 4 2 yk=nay, — by)?/of = O, (49)
= of (X;)
Rizhwiti ZE0 4 FATH (b, - 2 (50)

Jednadzbu je, opet, najbolje tretirati kao matri¢nu jednadzbu.

CA=V. (51)
Zaj# k
G = ZiZtwige- 2. (52
Crre = ﬁ"‘ T w; aa(f aaa]; (53)
Modificirat ¢e se 1 vektor V:
v =2k yit L (54)
bk Ay

Rjesenje matricne jednadzbe CA = V daje vektor A koji se zatim koristi za raunanje
nepoznatih ax .RaCunanje uvjeta o, mora se mijenjati tako da ukljucuje dodatne

eksperimentalne tocke. Modificirani oblik jednadzbe je:

s _
Ogk = ntnp—p Ckkl' (55)
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2__ S wJ=pyk=p0df Of ~ -1
9 _n+nb—pzf=1 k=19a; day Jkoo (56)

U ovim jednadZbama ny, predstavlja broj Bayesovih procjena uklju¢enih u analizu.

3.7. Primjena najmanijih kvadrata u problemu klasifikacije

Klasifikacija (sistematizacija) je proces svojevrsnog organiziranja informacija zbog kasnijeg

analiziranja.

Do sada je u radu pretpostavljeno da je zavisna varijabla y kontinuirana numericka varijabla, a
metoda najmanjih kvadrata koriStena je za razvijanje modela koji se zatim mogu koristiti za
predvidanje vrijednosti y za bilo koju kombinaciju nezavisne varijable x (ili varijabli).
Medutim, postoje problemi u kojima je zavisna varijabla "razred", a ne kontinuirana varijabla.
Na primjer, problem moze zahtijevati model koji razlikuje dva razreda: "dobar" ili "los" ili tri
razine: "nisko", “srednje” ili "visoko". Obi¢no postoji nlrn tocaka ucenja koji se mogu
koristiti za stvaranje modela, a zatim ntst testnih to¢aka koje se mogu koristiti za testiranje
koliko dobro model predvida na ostalim podacima. Metoda najmanjih kvadrata moze se

primijeniti na probleme klasifikacije u vrlo izravnom smislu.

Trik koji omogucava vrlo jednostavno rjesenje klasifikacijskih problema metodom najmanjih
kvadrata je dodjeljivanje numeri¢kih vrijednosti klasama (tj. vrijednostima y), a zatim

predvidanja na temelju izracunate vrijednosti y za svaku tocku ispitivanja.

Na primjer, u problemu dva razreda mogu se dodijeliti vrijednosti 0 i 1 svakom od razreda
(npr., "lose" = 0 1 "dobro" = 1). Tada ¢e se prilagoditi podaci ucenja upotrebom metode
najmanjih kvadrata kao tehnikom modeliranja, a zatim za bilo koju kombinaciju x varijabli
racuna se vrijednost y. Ukoliko je vrijednost manja od 0,5, pretpostavlja se da ispitna tocka
spada u "lo§" razred, inaCe je klasificirana kao "dobra". Za problem 3 razreda moze se
dodijeliti 0 prvom razredu, 0,5 drugom razredu 1 1 treCem razred. Ako je predvidena
vrijednost y manja od 1/3, onda ¢e biti dodijeljena razredu 1, ako je vrijednost manja od 2/3
dodijeljena razredu 2, a ako je manja od 1 dodijelit ¢e se treCem razredu. Ista logika moze

primijeniti na bilo koji broj klasa.
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Da bi se shvatilo kako se metoda najmanjih kvadrata moZe primijeniti na probleme
klasifikacije, mogu se pogledati podaci u tablici 2. Vektor X koji se sastoji od nezavisnih
varijabli je dvodimenzionalan. Prvih Sest to¢aka u tablici su to¢ke ucenja koristene za izradu
modela, a posljednje tri tocke su testne toCke koje se koriste za provjeru kako model predvida
podatke koji nisu koriStene u razvoju modela. Varijabla Y koja se koristi u analizi najmanjih

kvadrata je razred toCaka podataka (tj. 0 ili 1).

Point Type Xy X3 Y = Class
1 Learning 0.50 (.00 0
2 Learning 0.75 0.25 0
3 Learning 1.00 0.50 0
4 Learning 0.00 0.50 1
) Learning 0.25 0.75 1
f Learning 0.0 1.00 |
7 Test 0.50 0.25 ]
8 Test 0.50 0.75 |
9 Test 0.75 .50 |

Tablica 2. Podaci za dvodimenzionalni problem klasifikacije

|Class1 HY

0.75

Xz / ’/’Hﬁ\

0.5

0.25
L]- =0.5
0 !

0 0.25 0.5 0.75 1
X;

Slika 8. dvodimenzionalni nezavisni varijabilni prostor odvojen je u dvije klase pojedinaénom
linijom
Vrijednost y za ispitnu tocku 7 je -0,5 + 0,25 + 0,5 = 0,25, a bududi da je taj broj manji od 0,5,
ta se tocka ispravno klasificira kao da pripada razredu 0. Vrijednost y za ispitnu to¢ku 8 iznosi
0,75, tako da ova tocka bi se ispravno klasificirala kao da pripadaju klasi 1. Ispitna tocka 9 bi
bila pogresno klasificirana kao da pripada klasi 0. Na slici (Slika 8) vidi se linija u ravnini na
x1-x2 u kojoj je y to¢no 0,5. Svaka testna tocka koja se spusta iznad ove linije bi se
klasificirala kao da pripada razredu 1 i bilo koja tocka ispod linije treba biti klasificirana kao

pripadnica klase 2.
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Glavni problem s klasifikacijskim modelima je broj pogresnih klasifikacija. Na primjer, za
problem dva razreda (razredi 0 i 1) postavlja se pitanje koliko je udio razreda O pogresno
klasificiran kao razred 1 i obrnuto? Za neke probleme vazno je smanjiti pogresnu klasifikaciju
u jednom smjeru, a manje vazno u drugom smjeru. Na primjer, moze se razmotriti problem u
kojem se stvara model za odluCivanje koji ¢e se ljudi cijepiti protiv odredene bolesti. Dva su
razreda, onaj u kojem se nalazi ljudi koji imaju visoku vjerojatnost dobivanja bolesti (razred
1) 1 nisku vjerojatnost dobivanja bolesti (razred 0). Jasno je da je mnogo vaznije smanjiti

pogresnu klasifikaciju za osobe u razredu 1.
4. Rendgenska difrakcija

Povijesno gledano, prva difrakcija u polikristalu, to¢nije bakrovom (II) sulfatu, dogodila se

1912. godine, a izveo ju je Max von Laue za §to je 1914. godine dobio Nobelovu nagradu za

fiziku.

Na temelju Laueovih difrakcijskih slika, W.H.Bragg je uspio odrediti kristalnu reSetku
cinkova sulfida, a kasnije strukture spojeva (NaCl, KCI, KI... ) te se naposljetku prema
njegovom radu odredila i valna duljina rendgenskih zraka. Braggov zakon izveden je 1912.

godine i opisivao je nuzne uvjet da bi doslo do difrakcije.
4.1. Difrakcija

Difrakcija ili ogib pojava je Sirenja svjetlosti iza zapreke. Obasjavanjem neprozirnog
predmeta svjetlos¢u iz tocCkastog izvora na zaslonu ¢e se pojaviti sjena. Pri nailasku na
pukotine ili prepreke malih dimenzija moZze se uociti odstupanje od pravocrtnog Sirenja
svjetlosti 1 tu pojavu nazivamo ogib. Obasja li se svjetloséu kuglicu, sjena kuglice nece biti
oStra kako je za pretpostaviti zbog pravocrtnog Sirenja svjetlosti. U sredini geometrijske sjene
pojavit ¢e se svjetla tocka a ostatak sjene bit ¢e prozet svijetlim 1 tamnim kolobarima. Ovakva
pojava potvrda je valne prirode svjetlosti jer se sli¢na pojavu ogibanja opaza kod valova na
vodi te zvucnih valova. Snop svjetlosti s jednog ruba kuglice interferirat ¢e sa snopom s
drugog kraja pa se dva ruba promatrane kuglice smatraju dvama izvorima svjetlosti prema

Huygensovom nacelu.
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4.2. Difrakcija na pukotini

Svjetlost koja prolazi kroz pukotinu smjeStenu izmedu udaljenog izvora svjetla i zaslona
stvara difrakcijski uzorak. Svjetlost odredene valne duljine pada na prepreku s uskom
pukotinom. lza prepreke, pukotina postaje izvor koherentnih monokromatskih valova
svjetlosti. Valovi svjetlosti dalje padaju na drugu pukotinu i ogibaju se. Na zastoru nastaje
ogibna slika/difrakcijski uzorak. Difrakcijski uzorak ima Siroku centralnu prugu koju zovemo
nulti maksimum, i okruzena je nizom uzih maksimuma i minimuma tj. svijetlih i tamnih
pruga. Difrakcijski uzorak koji nastaje rezultat je interferencije beskona¢nog broja zraka koje
izlaze iz pukotine. Obasjavanjem pukotine bijelom svjetlos¢u sredina difrakcijskog uzorka biti

¢e bijela, dok ¢e ostale pruge biti u duginim bojama.
Uvjet koji daje konstruktivnu interferenciju ili maksimum jest:
b sin a = kA. (57)
Uvjet za destruktivnu interferenciju ili minimum:
. 1
bsina=(k+3)1 (58)

Gdje jek=1,2,3...

Udaljavanjem od srediSnjeg maksimuma na difrakcijskom uzorku, intenzitet svjetlosti se

smanjuje.
1/ 1y
1
0,405
-1/2 12 1 2
\ 0,047
— —
bsinal/A
zastor
(05
@)

. T2 b < . .
Slika 9. Promjena intenziteta prema intenzitetu I,
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Koliko ¢e se val ogibati ovisi o odnosu Sirine otvora pukotine te valne duljine svjetlosti kojom
obasjavamo pukotinu pa tako ako je otvor pukotine puno veci od valne duljine svjetlosti, ogib
je malen, jakog je intenziteta za slucaj kada su valna duljina svjetlosti i Sirina pukotine

sumjerljivi.

Ukoliko postoji niz medusobno jednakih ekvidistantnih pukotina na koji pada monokromatska
svjetlost nastajat ¢e interferencija kao pri prolasku kroz samo dvije pukotine. Razlog tomu je
Sto kroz svaku od pukotina prolazi svjetlosni val te svi ti valovi medusobno interferiraju.
Uzorak koji pri tom nastaje na zastoru bit ¢e razliit od prvotnog difrakcijskog uzorka.
Maksimum Kkoji nastaje od ogiba podijeljen je na nove maksimume i minimume zbog
interferencije iz svake od pukotina pa tako §to je broj pukotina ve¢i, nulti maksimum je uzi $to
dovodi do toga da se u konacnici ucinci ogiba mogu zanemariti. Takva prepreka s velikim

brojem paralelnih uskih pukotina, naziva se opticka resetka.

el

1 pukotina 5 pukotina

. dsina/A 2 pukotine 6 pukotina

i LIV ,
bsing/A
-1 1
0

3 pukotine 20 pukotina
b
I I I I I S S S -
€g>

/1o

Slika 10. Promjena intenziteta za slucaj optic¢ke resetke

Udaljenost izmedu pukotina kod opticke reSetke oznacava se sa d, a Sirina svake od pukotina
sa b (kao §to je prikazano na slici). Sirine svih pukotina jednake su i manja od udaljenosti
izmedu pukotina pa svaka pukotina predstavlja novi tockasti izvor svjetlosti. U skladu s
Huygensovim nacelom, svaka pukotina postaje izvor koherentnih monokromatskih valova

svjetlosti.
4.3. Difrakcija rendgenskih zraka u kristalima

Rendgenske zrake, koje se jo$ nazivaju X-zrake, elektromagnetski su valovi s valnim
duljinama izmedu 10 1 0,01 nm, Sto priblizno odgovara podrucju
izmedu ultraljubicastog i gama zracenja. Njemacki fizicar Max von Laue pokazao je da se

kristalna reSetka (periodicki raspored atoma u kristalu) ponasa kao 3D opticka reSetka za
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rendgensko zraCenje. Laueova metoda je jedna od osnovnih difrakcijskih metoda kojom se na

fotografskom filmu moze dobit difrakcijska slika kristala.

Budu¢i da su atomi periodicki rasporedeni u kristalu, mogu se zamisliti medusobno paralelne
kristalne ravnine na kojima se oni nalaze i difrakcija nastaje interferencijom rendgenskih

zraka djelomicno reflektiranih na kristalnoj ravnini (Slika 11).

N~
2d sinf

— \ 4 \ 4 & *—

Slika 11. Djelomi¢na refleksija na kristalnoj ravnini
Difrakcijska slika kod Laueove metode dobiva se na osjetljivom fotografskom filmu te na
osnovu nje dobivamo uvid u raspored atoma u kristalu (Slika 12). Prolaskom kroz kristal
rendgenske zrake rasprSuju se na elektronima $to uzrokuje ubrzano gibanje elektrona koji pri
tom emitiraju rasprSeno zraCenje. Upadna 1 rasprSena zraka imaju jednaku valnu duljinu 1

frekvenciju ali se razlikuju u fazi (Slika 11).

Slika 12 Jedan od prvih rendgenskih difrakcijskih uzoraka dobiven Laueovom metodom
(mineral Blend)
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Na fotografskom filmu opaza se difrakcijski uzorak koji se sastoji od to¢aka. Svaka tocka
mjesto je konstruktivne interferencije do koje je doslo izmedu rasprSenih zraka i do nje ¢e

do¢i ako je zadovoljen Braggov uvjet:
2d sin a = nA. (60)

Difraktometri su uredaji koji sluze za snimanje difrakcijskih slika uzoraka. Mogu se podijeliti
u dvije osnovne kategorije prema vrsti uzoraka: difraktometri za snimanja jedini¢nih kristala i
polikristalnih uzoraka. Za detekciju reflektiranih zraka u polikristalu koristi se pokretni
detektor koji snima podru¢je od interesa konstantnom kutnom brzinom, pri tom ispisujuci
difrakcijske podatke (na papir 1/ili ih pohranjuje u racunalu). Nakon snimanja odredenog
uzorka, difrakcijska slika se moze wusporediti sa teorijskim difrakcijskim slikama.
Uskladivanje eksperimentalne i teorijske difrakcijske slike naziva se Rietveldova metoda®.
Princip na kojem se zasniva metoda jest pridruzivanje matemati¢nog izraza cijeloj
difrakcijskoj slici. Za pocetak uskladivanja potrebno je priblizno odrediti parametre jedini¢ne

¢elije.
5. Clanak: KoriStenje metode najmanjih kvadrata pri analizi difrakcijske
slike za polikristalni uzorak

Moguce je poboljsati kvalitetu strukturnih rezultata dobivenih iz difrakcijske slike polikristala
pomocu nekoliko nacina. Prvo 1 najvaznije, treba posvetiti dovoljno paZnje prilikom

obavljanja eksperimenta, te na taj nain minimizirati moguce greske.

Na prvi pogled moze se ocekivati da ¢e kombinacija paZzljivog eksperimenta i pazljivog
modeliranja difrakcijskih podataka biti dovoljni za dobivanje to¢nih 1 preciznih strukturnih
informacija. Medutim, postoji vaZan aspekt koji se rijetko aktivno razmatra i ¢esto uzima
zdravo za gotovo — algoritam koji stoji iza provjere prilagodbe modela podacima. Opcenito

pretpostavlja se da je metoda najmanjih kvadrata dovoljno jak kriterij i doista je Cesto tako.

Temeljna nacela teorije vjerojatnosti ukazuju da je metoda najmanjih kvadrata prikladna samo
ako eksperimentalne toCke slijede Gaussovu raspodjelu pogresaka 1 ako predlozeni model
predstavlja potpuni prikaz promatranih podataka. lako se ¢ini da su ti uvjeti prili¢no

ogranic¢avajuci, ipak su u velikoj mjeri zadovoljeni u ve¢ini Rietveldovih analiza.

8 Zeljko Rapljenovi¢, Luka Vanjur;Kada molekulski kristali izvode akrobacije - primjer Oksitropijum bromida i
Skopolamin metil bromida, str.15
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Teorija vjerojatnosti nudi ispravni formalizam za razmatranje svih podataka i neizvjesnosti
modela; metoda najmanjih kvadrata je samo jedna, iako relativno opca, instanca maksimalne
vjerojatnosti. Pazljivo razmatranje podrijetla nesigurnosti u pogreskama podataka ili
nedostataka u strukturnom modelu dovodi do funkcija raspodjele vjerojatnosti koje se moraju

optimizirati metodama maksimalne vjerojatnosti.
5.1 Procjena kvalitete Rietveldovog uskladivanja

Konvencionalne koli¢ine o kojima raspravljamo govorec¢i o Rietveldovoj metodi su standardni

R-faktori te koeficijenti y2.
U veéini Rietveldovih analiza navode se &etiri R-faktora:

Ocekivani R-faktor:

Re = JO =P+ O)/El wir?) (61)

Tezinski R-faktor:

Rup = [ELa0wi v — MO Sy wrD), (62)

Profilni R-faktor:

Ry = \/Zliv=1(wi(yi — M2/ (1) (63)

Braggov R-faktor:

Ry = I (2 — 192 (Tl ) 69

Ocekivani R-faktor je u osnovi jednako dobar kao 1 tezinski R-faktor koji se moze dobiti iz
tezinskog zbroja kvadrata razlike izmedu promatranith 1 izraCunatih profila
vrijednosti, ¥~ , (w;(y; — M;)? . On moZe u najboljem slucaju biti jednak broju nezavisnih
podataka, (N-P + C), u difrakcijskom uzorku, buduci da svaka tezinska razlika u kvadratnom
profilu koja najbolje odgovara podacima treba biti jednaka jedinici. U standardnom uzorku
difrakcije rendgenskih zraka u polikristala, tezina, w;, jednaka je 1 / yi. Buduéi da je N

op¢enito mnogo veci od P ili C, onda se ocekivani R-faktor profila moze pisati kao:

Re = (V=P + O/Elywvp) = [N/Z1, 2L = 2 9

Ely V=
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Ocekivani profilni R-faktor odrazava medusobni odnos kvadratnog korijena prosjecne
vrijednosti tocaka profila. Konkretno, ako se difrakcijski uzorak sastoji i od maksimuma

slabog intenziteta, onda ocekivani R-faktor moze biti vrlo malen.

R-faktori mogu biti dani i za cijelu difrakcijsku sliku ili samo za one eksperimentalne tocke
profila koje doprinose Braggovim maksimumima. Stoga su R-faktori koji se pojedinac¢no
tretiraju najbolji pokazatelji kvalitete podataka i uskladenosti s podacima. Medutim, omjer
tezinskog profila prema ocekivanim R-faktorima profila dobra je mjera koliko se dobro
podudaraju podaci. Doista, normalizirana funkcija ¥2 je jednostavno kvadrat omjera Ry i

Rexp:
N
X =) Wil = M)?/(N =P +C) =
i=1

= (Rwp/Re)* . (66)

Treba imati na umu da omjer R-faktora ovisi o tome je li pozadina takoder uzeta u obzir u
izratunu R-faktora. Vrijednost 2 ¢e se biti razli¢ita ako se u obzir uzimaju samo one tocke

koje pridonose Braggovim maksimumima ili cijela difrakcijska slika.

U ovom poglavlju pokazano je da postoji veliki broj R-faktora i 42 funkcija koje se mogu
koristiti za procjenu kvalitete utocnjavanja kristalne strukture iz podataka rendgenske
difrakcije u polikristalu i svaki od njih se moze racunati gledajuci cijelu difrakcijsku sliku ili
promatrajuc¢i samo Braggove maksimume. Sve te vrijednosti zajedno pruzaju uvid u to da li je
utoCnjavanje kristalne strukture obavljeno upotrebom samo jedini¢ne celije 1 raznih
parametara pojedinog profila, ili cijelog strukturnog modela. Bitno je napomenuti jo$ i to da
se povecanjem vremena mjerenja (t) ocCekivani Rietveldovi R-faktori uvijek poboljSavaju,

zbog vece kvalitete eksperimentalnih podataka.
5.2 Kumulativna y?2 distribucija

Da bi se procijenio utjecaj Braggovog maksimuma, odnosno toga koliki dio difrakcijske slike
je uzet u obziri prilikom analize, na ukupno uto¢njavanje podataka, mora se procijeniti
kumulativni utjecaj na to podrucje. To se moze posti¢i ucrtavanjem kumulativne chi-
kvadratne funkcije koja je zbroj kvadrata razlike izmedu zabiljezenih i izraCunanih toc¢aka u

difrakcijskoj slici.
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Slika 11 prikazuje difrakcijsku sliku cimetidina. Donji dio slike prikazuje razliku izmedu
eksperimentalne i racunate difrakcijske slike. Oc¢ito je da je najvece neslaganje u podru¢jima u
blizini najjacih Braggovih maksimuma izmedu 22° i 24°. Medutim, ta razlika pruza samo

kvalitativni dojam o tome koliko je utocnjavanje neto¢no (Slika 13).

Kumulativna kvadratna funkcija u n-toj toc¢ki u difrakcijskoj slici dana se s:

x> =X wi(yi — M)?*/(N - P +C). (67)
cimetidine
T T T T 0 AT T T T T <
10° - L
5x10% - . . =
0 |
0 20 30 40 50
2 theta
1 1 1 1 1
a

Slika 13/a Difrakcijska slika cimetidina
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cimetidine
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Slika 13/b Uvecani dio difrakcijske slike cimetidina

U podru¢ju izmedu 22° i 24° uistinu je najvece neslaganje eksperimentalne i racunate
difrakcijske slike. Otprilike tre¢ina ukupne vrijednosti y2 mozZe se pripisati ovom malenom
podruéju. Stovise, u prvoj polovici snimke nalazi se ~ 17 / 19 = 90% ukupne greske
utocnjavanja. Kumulativno chi-kvadratno podrucje jasno prikazuje probleme uto¢njavanja
podataka u cimetidinu i daje smjernice za poboljSanje uto¢njavanja i samim time dobivanje

ispravnijeg strukturnog modela.

6. Racunalni program PANalytical X’Pert HighScore Plus v3.0

Uz pomo¢ racunalnog programa PANalytical X’Pert HighScore Plus v3.0 analizirana je
dobivena difrakcijsku sliku polikristalnog uzorka silicija. Prvi korak predstavlja ucitavanje
eksperimentalne slike, a zatim se ucitavaju kristalografski podaci za silicij iz baze podataka

(Inorganic Crystal Structure Database — ICSD).
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Slika 14. Prozor X’Pert HighScore Plus programa
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Prilikom analize prati se vrijednost Ryp za koju se Zeli posti¢i minimalna vrijednost.

To se radi na nacin da se uto¢njavaju razli¢iti parametri po redu te se prati kako se Ryp faktor

ponasa za to vrijeme.

Osnovni parametri koji se uto¢njavaju u Rietveldovoj metodi mogu se svrstati u dvije

kategorije: globalne varijable koje ovise o geometriji difraktometra, te strukturne varijable

koje ovise o kristalnoj strukturi uzorka.

U globalne varijable spadaju:

- «pomak nule» (eng. zero shift) koji pokazuje koliki je pomak kutne skale u odnosu na

idealnu,

- pomak uzorka koji pokazuje koliko je uzorak pomaknut u odnosu na idealni poloZzaj,

- valna duljina rendgenskog zracenja, i

- pozadina (podru¢ja u difrakcijskoj slici izmedu Braggovih maksimuma).
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=l |& Global Variables

Zero Shift [72... v -0.130927
Specimen Dis... 0,000000 | | = Agreement Indices;
wavelength [1] 1540533
=] Backarou...
Flat back... v 22841730
Coefficien... 4 -18.334730
Coefficien... Cd 72,33350
Coefficien... 4 -71,282690
Coefficien... 0.000000
154 Back... 0.000000

Slika 15. Slika iz programa na kojoj vidimo utjecaj uto¢njavanja globalnih varijabli na
Rwp faktor

Uocavamo na desnoj slici da je uto¢njavanjem ovih parametara vrijednost Ryp=22,57104.

U strukturne varijable spadaju:

- faktor skaliranja (odreduje udio pojedine faze),

- preferirana orijentacija (posebno bitna kod tankih filmova kada su kristaliti orijentirani
u preferiranom smjeru),

- temperaturni faktor,

- ekstincija,

- poroznost uzorka,

- grubost uzorka,

- parametri jedinicne celije,

- atomske koordinate,

- profilni parametri (ovise o matemati¢koj funkciji kojom se opisuju difrakcijski
maksimumi),

- anizotropija i asimeterija difrakcijskih maksimuma.

Za opis difrakcijskih maksimuma koristi se velik broj funkcija ali najcesce se koristi Pseudo-

Voigtova funkciju, koja je linearna kombinacija Cauchyjeve i Gaussove funkcije.

Sirina maksimuma gleda se na polovici maksimuma i opisuje funkcijom FWHM (eng. - full

width at half maximum), FWHM, je funkcija kuta difrakcije 26.

(FWHM), = Utan?6, + Vtan8, + W
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U gornjoj formuli, U,V 1 W su parametri koje uto¢njavamo.

Unato¢ jednostavnom pristupu, za koriStenje programa koji se bave Rietveldovom analizom

potrebno je veliko iskustvo i dobro poznavanje kristalografije.

+ |& Global Variables

=l [E] 43610-ICSD v
Scale factor v 0003153
Preferred Orie... 0. 1.,000000
B overall i 0.000000
E stinction 0.000000
Flat Plate &bz... 0.000000
Parazity 0000000
Roughiness 0000000 | |2 variables
+) g Unit Cell =] iAgreement Indices:
(#] byz] Atomicc...
(=] Profile Va...
LI Left v 0.020531
W Left v -0.013470
W Left v 0017747
Anizatropi.. 0, 0,000000
Asymmet... v 11ma
Peak Sha... 4 0537042
Peak Sha... 0.000000
Peak Sha.. oLoane +] General Properties

Slika 16 Slika iz programa na kojoj vidimo utjecaj uto¢njavanja strukturnih varijabli na
Rwp faktor

Uocava se da daljnjim uto¢njavanjem faktora skaliranja, temperaturnog faktora, te profilnih

parametara, vrijednost Ry, dalje pada.

Zatim se uto¢njavaju parametri jedinicne celije.

=] B4 Unit Cel
afll 4
b1l
cl]
alpha [°]
beta [*]
garma [7]

Slika 17. Slika iz programa na kojoj vidimo utjecaj uto¢njavanja globalnih varijabli na Ry,
faktor
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Na kraju uto€njavanja, Ry, faktor je 18,61278 Sto se moze uzeti kao vrijednost faktora koja je
dovoljno niska da zavrSimo s uto¢njavanjem. Program nudi moguénost da se rezultati
uto¢njavanja prikazu u obliku izvjeséa koje ¢e biti u pisanom obliku (MS Word ili RTF) u
kojem su zapisane sve utocnjene varijable sa pripadaju¢im pogreskama te prikazana uto¢njena

difrakcijska slika (Slika 18).

Counts

IXE1T (1)
4B 1HCED 1000 %
10000 o

5000 —

,Jk, ......... e L.,.....L.,........J.L

10 20 30 10 50 80 70
Postbn["2TreRa] (Copoer (Cu)

Peak List: (Bookmark 3)

Pos. [°2Th.]  Height [cts] FWHM Left [°2Th.] d-spacing [A] Rel Int [%]

28.261600 8623(233) 0.125105 3.15520 100.00
28.333770 4289(130) 0.125097 3,15515 49,73
47126100 5377159} 0.125641 1.92691 64.68
47250860 2772(123) 0.,125665 1,.9268% 32,14
35.947850 3187(153) 0.128068 1.64218 36.96
36.099730 1583(94) 0.128124 1.64217 18.36
58.682460  0.000000(2) 0.129162 1.57201 0.00
58.843180  0,000000(2) 0,129232 1,57159 0.00
68.958970 781(82) 0.134961 1.36062 9.05
69.155310 388(49) 0.135100 1.36067 4.45

Slika 18. Uto¢njena difrakcijska slika (izvu¢eno iz MS Word dokumenta)

33



7. Metodic¢ki dio

Ucenje kroz istrazivanje fizikalnih pojava kljucno je za razvijanje dubljeg razumijevanja
osnovnih fizikalnih koncepata i znanstvenih procesa te poticanje pozitivhog stava prema
znanosti. Tip nastave koji predstavlja takav oblik priblizavanja nastavnog gradiva ucenicima,
naziva se interaktivnom istrazivacki usmjerenom nastavom. Cilj kod takvog tipa nastave jest
taj da ucenici samostalno ili u grupi, uz vodstvo i usmjeravanje nastavnika , prolaze kroz
osnovne korake istraZivanja te postavljanjem i testiranjem hipoteza, Sto viSe samostalno

dolaze do zakljucaka.

Prvi korak istrazivanja je uoCavanje problema, zatim postavljanje pitanja, formiranje
pretpostavki, osmisljanje nacina za provjeru pretpostavke, izvodenje pokusa te na temelju
istih donoSenje zakljuCaka. Istrazivanja pokazuju da interaktivna istrazivacka nastava potice
intelektualnu  angaziranost kod veéine ucenika za vrijeme nastave a time 1 razvitak
sposobnosti  kao Sto su sposobnosti kritickog i1 logickog razmiSljanja, znanstvenog

zaklju€ivanja, eksperimentalnih vjestina i verbalnog izrazavanja.

Kroz nastavnu jedinicu Ogib na pukotini ucenici ¢e se upoznati sa svakim korakom

istrazivanja.

U geometrijskoj optici pravocrtno gibanje svjetlosti se dokazivalo pomocu sjena koje
dobivamo na zastoru kad neki neproziran predmet obasjavamo svjetlo$¢u iz toc¢kastog izvora.
Ostra sjena koja se pojavljuje na zastoru mogla se protumaciti pravocrtnim Sirenjem zraka
svjetlosti. Medutim, kad se napravi pokus s vrlo malim obasjanim predmetima, tocno u
sredini geometrijske sjene na zastoru pojavljuje se mala svijetla tockica. Sjena viSe nije oStra

ve¢ se na zastoru pojavljuje niz svijetlih i tamnih kolobara.

Ovu neobi¢nu pojavu istrazivat ¢u s ucenicima Cetvrtog razreda gimnazije te u jednom
nastavnom satu upoznati ucenike s valnom prirodom svjetlosti i obraditi ogib svjetlosnih
valova na pukotini. Cilj ovog nastavnog sata je prvenstveno razviti sposobnost logi¢kog
misljenja i zakljucivanja kod ucenika, a nakon sata oekujem da ¢e ucenici moci objasniti

kako nastaje ogibna slika, opisati ogibnu sliku i objasniti zasto je takva.
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OBRAZOVNI ISHODI SATA
Ucenik ¢e :

e Opisati pojavu ogiba kod svjetlosnih valova

e Navesti uvjete nastanka ogiba svjetlosnih valova na pukotini
e Opisati ogibnu sliku i objasniti ju

e Navesti matematicki model ogiba na pukotini

e Primijeniti matematicki model u zadacima
Tijekom sata ¢e razvijati sposobnosti:

e Logickog razmisljanja i zakljucivanja

e Usmenog i pismenog izraZzavanja

ODGOJNI ISHODI SATA:

e Izrazavati vlastito misljenje
e Razvijati toleranciju
e Razvijati interes za znanost

e Uvazavati tuda misljenja

Uvodni problem:

U uvodnom dijelu sata izvodi se opservacijski pokus kojim se u€enike zeli zainteresirati 1

demonstrirati pojavu ogiba.
Na stolu se nalazi nit u okviru, He-Ne laser, i stalak.

Sto olekujete da ée se prikazati na zastoru kada upaljeni laser usmjerim prema okviru u

kojem je nit?
Ucenici zapisuju svoja predvidanja.

Prozovem par ucenika da procitaju svoja predvidanja.
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[zvrsim pokus.
Sto ste vidjeli na zastoru?

S ucenicima raspravljam o tome $to su vidjeli. Tanka nit je predstavlja prepreku ali zastoru ne

nastaje ostra slika sjene.

ZASTOR (ZID)

Slika 19 Skica pokusa (1)

Ponovimo pokus.

Sto ste vidjeli na zastoru? Kakvi su rubovi sjene?

Ucenici su iznenadeni izgledom slike na zastoru.

Raspravljamo o izgledu srediSnje pruge te opisujemo rubove sjene.

Pojava svijetlih i tamnih pruga i svijetle pruge u sredini sjene nesto je $to nismo
ocekivali. Ta pojava moZe se objasniti jedino valnom prirodom svjetlosti. Pokusima smo
pokazali da se svjetlost Siri i iza prepreke odnosno da se ogiba slicno kao $to se ogibaju

valovi na vodi.
Uvodimo naslov: OGIB SVJETLOSNIH VALOVA

U srediSnjem dijelu sata radi se istrazivacki dio. Pojavu koju smo uo€ili sada ¢emo istrazivati

nizom istrazivackih pitanja te na kraju pokusati objasniti zasto do nje dolazi.
1. ISTRAZIVACKO PITANJE: Kada dolazi do ogiba svjetlosti? Kako nastaje
ogibna slika?
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Na istrazivacko pitanje pokusSat ¢emo odgovoriti pomoc¢u pokusa. Pokus se izvodi u mraku,
svi uenici priblize se aparaturi koja se sastoji od lasera, niza pravokutnih pukotina razlicitih

veli¢ina te opticke klupe.

Ucenici vide aparaturu za pokus te zajedno smisljaju pokus kako ¢emo istraziti u kojim

slu¢ajevima dolazi do ogiba.

Pokus je osmiSljen tako da na zastoru promatramo ogibnu sliku za svaku od pukotina kroz

koju prolazi laserski svjetlosni snop.

Svaki od ucenika u biljeznicu zapiSe svoju pretpostavku o ishodu pokusa te nekoliko ucenika

procita napisano.

Ucenicka predvidanja su da ¢ée za svaku od pukotina na zastoru nastati crvena tocka cija

veliina ¢e se mijenjati kako se mijenja veli¢ina otvora pukotine.

Izvrsimo pokus sa Sirokim pukotinama.

£

PUKOTINA

ZASTOR (Z10)

Slika 20 Skica pokusa (1)

Kakve su slike na zastoru kada stavimo pukeotine sa Sirokim otvorom?

Nakon izvodenja pokusa ucenici su vidjeli da na zastoru vide samo crvenu to¢ku. S uc¢enicima

raspravljam o tome zaSto Siroka pukotina ne utjece na sliku koja se pojavi na zastoru.

Sto olekujete, kakva ¢e slika na zastoru biti kada stavim uske pukotine (npr. irine 1
pm)?
Prikupljam ucenicke ideje.

S ucenicima raspravljam kako veli¢ina pukotine moze utjecati na sliku na zastoru.
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Izvrsimo pokus s pukotinama cija je Sirina usporediva s valnom duljinom svjetlosti (ali veca

od nje).

S ucenicima raspravljam o videnom. Zapisuju u biljeznicu te skiciraju pokus.

Sto zakljuujete, kada dolazi do ogiba na pukotini?

Ucenici zakljucuju da ¢e do ogiba svjetlosti do¢i kada je Sirina pukotine usporediva s valnom
duljinom svjetlosti, ali veca od nje. Samostalno u biljeznicu opisuju i crtaju ogibnu sliku za

pukotinu.

Slika 21 Ogibna slika za pukotinu $irine bliske valnoj duljini svjetlosti
Konstruiramo matematicki model koji bi nam dobro opisao ono sto smo vidjeli do sada u

eksperimentu. Zamolim jednog ucenika da na ploci nacrta uveéanu pukotinu Sirine b te citavu

Sirinu pukotine dijelimo u nekoliko jednakih snopova svjetlosti.

Snopovi svjetlosti —> 1. IZl

N4
e & V
AR,
: Al o
<«—p > “—r—>
sina=0 sina=1/b
svjetlo tama
[2][] . [1][2][3][a]
AKX AAR
A A2 \(13 32 }\X/ZE s
€<~ p—> €<— p >
sina=31/2b sina=21/b
svjetlo tama

Ucenici kroz raspravu dolaze do zakljucka da se s obzirom na ogibni kut a, zrake mogu

razlikovati u hodu. Na drugoj slici podijelili smo snop svjetlosti u dva jednaka dijela i
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uocavamo da se zrake iz pojedinog snopa razlikuju u hodu za A/2 pa ce se interferencijom

ponistiti Sto nam se na nasoj ogibnoj slici pokaze kao tamna pruga.

Ucenici sami objasnjavaju sliku 3 i 4. Iz trokuta na slikama mozZemo zakljuciti da ce
poniStavanje nastati u onim smjerovima oy kad je ispunjen uvjet:

b sin =k A
Istom logikom, uvjet za svijetlu prugu je:
b sin ox=(2k+1) A/2
pri cemu je k=1,2,3...

Kako biste objasnili uvodni pokus — ogib svjetlosti na niti? Sto se dogada dolaskom
svjetlosnog snopa na prepreku?

Ucenici se prisjecaju Huygensovog principa, tj. da svaka tocka valne fronte postaje izvor

novog vala.

Sto se dogada s valovima nakon prolaska kroz prepreku?
Valovi interferiraju, zbrajaju se.

ZasSto nastaju tamne pruge?

To su podrucja destruktivne interferencije.

Koje bi bilo objasnjenje svijetle pruge u sredini?

Svijetla pruga rezultat je konstruktivne interferencije. Razlika hoda snopova svjetlosti koje

dolaze s ruba pukotine je nula.

Zavrsni dio sata namijenjen je primjeni do sada steCenog znanja na istu temu. U ovaj dio sata

uklopila bih kartice uz pomo¢ kojih bi ucenici odgovarali na konceptualna pitanja.

Pitanja se projiciraju putem projektora a ucenici prvo samostalno podizu karticu koja

oznacava jedan odgovor, a nakon toga u grupi sa partnerom iz klupe raspravljaju o pitanju.

Nakon dizanja kartice zapocinjemo razrednu raspravu u kojoj ucenici diskutiraju o

odgovorima.

Pitanja za zavrsni dio sata:
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Svijetla tocka u sredini ogibnog uzorka rezultat je:

a) Konstruktivne interferencije
b) Destruktivne interferencije
c) Refleksije

Tamna ogibna pruga rezultat je:
a) Konstruktivne interferencije
b) Destruktivne interferencije
c) Refleksije

Na temelju ¢ega zakljuc¢ujemo da je svjetlost val?
a) Ne Siri se iza prepreke
b) Pravocrtno se $iri

¢) Siri se iza prepreke

Ako pukotinu odredene Sirine b obasjamo svjetlo§éu valne duljine 4;, dobivamo na

zastoru ogibnu sliku. Obasjamo li istu pukotinu svjetlo$¢u valne duljine .4, manje od

valne duljine A;0gibne pruge bit Ce:
a) Uze nego prije

b) Sire nego prije

c) Jednake kao i prije

d) Nece biti ogibnih pruga.
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8. Zakljucak

Svrha ovog diplomskog rada bila je poblize upoznati i prouciti metodu najmanjih kvadrata
kao jednu od metoda koja nam daje rjeSenje za problem organiziranja velike koli¢ine
podataka prikupljenih nekim eksperimentom. Objasnjena je regresijska analiza i regresijski
modelima kako bi se jednostavnije objasnili principi na kojem se zasniva metoda najmanjih
kvadrata. Parametri odredeni analizom najmanjih kvadrata normalno se distribuiraju oko
pravih parametara s najmanjim moguc¢im standardnim odstupanjima. Zbog svoje velike
pouzdanosti metoda najmanjih kvadrata ima veliku primjenu i u podrucju fizike. Podrucje
fizike kojeg smo se dotaknuli u diplomskom radu grana je fizike C¢vrstog stanja,
kristalografija. Razmatrana je difrakcijska slika uzorka silicija snimljena difraktometrom te je
pokusana maksimalno biti uskladena s teorijskom difrakcijskom slikom upotrebom
Rietveldove metode koja se zasniva na metodi najmanjih kvadrata. U radu su nabrojana Cetiri
R faktora: oCekivani, tezinski, profilni i Braggov. Prilikom analize uto¢njavane su globalne 1

strukturne varijable s ciljem postignu¢a minimalne vrijednosti tezinskog faktora.
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