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Predgovor

Cilj je ovog rada opisati metodu koncentracije kompaktnosti koja sluZi izbjegavanju
poteskoce uzrokovane nepostojanjem predkompaktnosti omedenih skupova u beskonacno-
dimenzionalnim Banachovim prostorima. Ukratko, metoda koncentracije kompaktnosti
daje nam rastav niza (na podnizu) u Hilbertovom prostoru u zbroj konvergentnih nizova
koji su pomaknuti asimptoticki ortogonalnim skupom grupovnih djelovanja, uz ¢lan po-
greske koji teZi k 0 u slabijoj topologiji (ali i dalje jacoj od slabe topologije). Metodu smo
detaljno opisali u tre¢em poglavlju te dali primjer primjene na nelinernoj Schrédingero-
voj jednadzbi. U drugom smo poglavlju opisali glavna svojstva interpolacijskih prostora
kako bismo u zadnjem poglavlju mogli poop¢iti metodu na Banachove prostore te pomocu
interpolacijskih prostora dokazati dodatna svojstva.

Koristim priliku zahvaliti mentoru prof. Nenadu Antonicu na strpljenju i pomo¢i tije-
kom pisanja ovog rada. Na kraju bih zahvalila svojoj majci koja mi je bila velika podrska
tijekom cijelog studiranja.



Osnovni pojmovi i oznake

1. Funkcijski prostori

Topoloski vektorski prostor kompleksan je vektorski prostor V na kojemu je zadana
topologija 7 u kojoj su zbrajanje i mnoZenje skalarom neprekinuti. Za takvu topologiju
kazemo da je uskladena s vektorskom strukturom i zovemo je vektorskom topologijom.

Neka je X vektorski prostor na kojemu je definirano preslikavanje ||| : X — R] sa
svojstvima:

o x| =0x=0
o |lax|l = lalllx|l, « € C
o [lx+ yll < llxll + lIyll-

Takvo preslikavanje zovemo norma na prostoru X, a ureden par (X, || - ||) naziva se nor-
miran prostor. KaZzemo da je normiran prostor potpun ako svaki Cauchyjev niz u njemu
konvergira. Potpun normiran prostor zove se joS 1 Banachov prostor. Potpun unitaran pros-
tor naziva se Hilbertov prostor. Kazemo da niz x, konvergira k vektoru x u normiranom
prostoru, u oznaci x, — x ako vrijedi ||x, — x|]] = 0. Tu konvergenciju Cesto zovemo
jakom.

Teorem 1. Normiran prostor X potpun je ako i samo ako svaki apsolutno konvergentan red
ey Xi vektora iz X konvergira (obicno) u X. U tom slucaju vrijedi ||Zz°:1 xk” < Yooy el

Niz (x,) u normiranom prostoru X slabo konvergira k vektoru x € X ako vrijedi f(x) =
lim,_, f(x,), Vf € X’. Ovu konvergenciju biljezit ¢emo kao x,, — x.

Teorem 2. (Banach-Steinhaus, nacelo jednolike omedenosti) Neka je X Banachov, a
Y normiran prostor, te neka je ¥ C B(X,Y). Pretpostavimo da za svaki x € X vrijedi
sup{||Tx|| : T € F} < co. Tada je i sup{||T|| : T € F} < co.
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Banach-Steinhausov teorem ima mnogo primjena, no jedna od najvaznijih za ovaj rad
jest ¢injenica da je svaki slabo konvergentan niz u normiranom prostoru omeden.

KaZemo da je normiran prostor X neprekidno uloZen u Banachov prostor Y, u oznaci
X < Y, ako postoji ograni¢ena linearna injekcija 7 : X — Y. Operator 7' zovemo operator
ulaganja. KaZzemo da je ulaganje kompaktno ukoliko je operator 7 kompaktan operator, tj.
ukoliko je slika jedini¢ne kugle relativno kompaktan skup u Y.

Topologiju na normiranom prostoru X koja potjeCe od norme zovemo jakom topologi-
jom. Neka su Y, j € J topoloski prostori i (f) je; familija preslikavanja f; : X — Y;. Slaba
topologija na X inducirana familijom (f});e; najmanja je topologija na u odnosu na koju
su sva preslikavanja f;, j € J, neprekidna. Slabu topologiju mozemo promatrati na dual-
nom prostoru X normiranog prostora X induciranu svim funkcionalima iz X~. Medutim,
pokazuje se da je u primjenama puno vaZnija slaba topologija na X generirana ne svim
ograni¢enim funkcionalima na X, nego samo onima oblika %, x € X. Sjetimo se da je
za svaki x € X preslikavanje £ : X' — F definirano formulom X(f) = f(x) za f € X
neprekidan linearan funkcional na X', tj £ € X~. Tu topologiju zovemo slabo-* topologija.

Ako je Banachov prostor X beskona¢nodimenzionalan, onda je i X beskona¢nodimenzi-
onalan te jedini¢na kugla u X' nije kompaktan skup. U tom svjetlu tvrdnja sljedeéeg te-
orema narocito je zanimljiva.

Teorem 3. (Banach-Alaoglu) Neka je X normiran prostor. Zatvorena jedini¢na kugla
{f € X :|Ifll £ 1} kompaktan je skup u slabo- topologiji prostora X .

Korolar 4. Zatvorena jedinicna kugla {x € X : ||x|| < 1} refleksivnog normiranog prostora
X je slabo kompaktan skup.

U konaénodimenzionalnom normiranom prostoru nije bilo vazno jesmo li definirali
kompaktan skup kao skup u kojem svaki niz ima konvergentan podniz ili preko Heine-
Borelove definicije kompaktnosti jer su obje definicije ekvivaletne. Kako jedini¢na kugla u
beskona¢nodimenzionalnom prostoru nije kompaktan skup, to vidimo da te definicije nisu
ekvivalentne u slucaju beskona¢nodimenzionalnog normiranog prostora. Iz tog razloga
uvodimo razli¢ite tipove kompaktnosti skupa A C X:

e topoloska kompaktnost — svaki otvoreni pokriva¢ skupa A ima konacan potpokrivac
e nizovna kompaktnost — svaki niz u A ima konvergentan podniz s limesom u A.

Teorem 5. (Eberlein-Smulian) Banachov prostor X je refleksivan ako i samo ako svaki
omedeni niz sadrZi slabo konvergentan podniz.
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2. L? prostori

Neka je Q C RY otvoren. Zal < p < o0 f : Q — C izmjerivu funkciju u Lebesgu-
eovom smislu definiramo

Wl = {(fQ |f(x)|pdx)%,1 <p<o
inflc e Rj : [f| < cs.5.naQ}, p = oo,
gdje dx oznacuje integraciju s obzirom na Lebesqueovu mjeru na R¢. Oznacimo:
L1(Q) = {f : Q > Rizmjeriva, [|fll,0) < )
NP(Q) ={f : Q — Rizmjeriva, /ey = O}
LA(Q) = LIQ)/N(Q).

Vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 6. L”(Q) je Banachov prostor, dok je za p € (1, 00) i refleksivan. Nadalje, L*(Q)
Jje Hilbertov prostor uz skalarni produkt

f. & = ff(x)g(x)dx
Q
Teorem 7. (Svojstva L’ prostora)
o ZafelLl(Q),ge L”(Q), gdie je [—17 + i =1, je fg € LY (Q) i vrijedi

||fg||L1(Q) < “f”LP(Q) IIgIILp/(g) .

o C(Q) je neprekidno uloZen u LP(Q), pri cemu je to ulaganje gusto za p € [1, o).
e Zap e [l,00) vrijedi (LP(Q)) = L (Q).
e Zap € [l,00), LP(Q) je separabilan.
Sljedeci teoremi slijede kao posljedice Holderove nejednakosti.
Teorem 8. L°NLP* C LP zal < py < p < p; < oo. Nadalje, za svaki f € LP° N LP" vrijedi

ocjena:

A1, < A1 1A, » (2.1)

_1
gdje je 8 = 0(po, p, p1) = lo — i € (0,1).

po P

<
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Teorem 9. L7 C LP° + [P zal < py < p < p; < oo, tj. zasvaki f € LP postoji g € L i
he L’ takodaje f = g+ h.

Teorem 10 (Brezis-Lieb). Neka je (Q, X, u) prostor mjere. Neka je (f,)qen niz izmjeri-
vih funkcija f, : Q — C. Pretpostavimo da f, — f s.s. na Q, gdje je f : Q — C.
Pretpostavimo da postoji p € (0, 00) i neka konstanta C > 0 tako da vrijedi

flfnl”d,u<C, n=12,...
Q

Tada je
limfllfnl"— o = f1" = 1f1Pldp =0
n—oo Q

Dokaz. Primijetimo da iz Fatouve leme slijedi fg |fldu < C.
Iz konveksnosti funckije ¢ +— [f|” za p > 1 te direktnom provjerom za p < 1, lako je
pokazati da vrijedi sljedeca tvrdnja: za svaki € > 0 postoji C, tako da za sve a, b € C vrijedi

lla + bI” = 16| < &lbl” + Celal”. (2.2)
Rastavimo funkcije f, kao f, = f + g, tako da g, — 0 s.s. Tvrdimo da
e _ P_ o P —fIP| — P
Gi = (Ilf + &ul” = 1gal” = 1f17| = elanl”),

zadovoljava lim,,_, fQ G: =0.
Da bismo to pokazali, prvo primijetimo da je

p+(1+C8)

I + gul” = 1ul” = 1F1P| < |If + &ul” = lgal?| + |f]” < £gn g
paje G, < (1 + Co)IfIP. Nadalje, G5 — 0 s.s. pa po teoremu o dominiranoj konvergenciji
slijedi lim,,_, fQ G¢ = 0. Takoder, vrijedi

f||f+ gal” = 1gal” = 1f17|du < 8f lgnldp + ijd,u.
Q Q Q

Jos je potrebno dokazati uniformnu ograni¢enost integrala fQ |g,1Pdu. Zaista,

[tearda= [[1r=sirdus2e [ 170 +15rau <2
Q Q Q
Dakle,
imsup [ |f + g, = lgnl = ]y < oD.
n—oo Q

Kako je € bio proizvoljan, slijedi tvrdnja teorema.
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3. Soboljevljevi prostori

Oznadimo A(€) = +/1 +|£2. Za svaki s € R definiramo Soboljevljev prostor H*(R¢)
kao prostor svih temperiranih distribucija u za koje je A*t € L>(RY); tj. da vrijedi

Nl = fR (1 + YR < .

Teorem 11. Za proizvoljan s € R, u € H*"! ako i samo ako je u, Du, ..., Dyu € H*, gdje

Jje D operator deriviranja definiran s D; = T@ ;. Vrijedi i izraz za normu:
T

d
2 2 2
s = Nl + > ([P,
=1

Stovise, za svakim € Ny vrijedi:
e ue H" & (VYa € N) la| < m = Du € L*(R?))

e akojes > d/2+miu € H’ onda su za svaki |a| < m funkcije D*u ogranic¢ene i
neprekinute.

Iz prethodnog teorema vidimo da H™ () mozemo ekvivalentno definirati kao skup svih
funkcija u L*(Q) kojima su derivacije do reda m u L*(Q). Analogno prostoru H™, Soboljev-
ljeve prostore mozemo definirati i nad drugim L” prostorima. Prostor W"P(Q) zam € N
definiramo kao skup svih funkcija iz L(€2) ¢ije su derivacije do reda m u LP(€2). Na tom
prostoru definiramo normu:

1/ .
il = ) ,
SupmSm ||D u”Loo . p = OQ.

Uz ovu je normu W™ Banachov prostor, dok je, u slu¢aju p = 2, W™ = H™ i Hilbertov
prostor. Pitamo se moZemo li poop€iti gornju definiciju za slucaj kada m nije prirodan
broj. Odgovor je potvrdan, tj. zam € N, p € (1,0) 10 < s < m definiramo razlomljeni
Soboljevljev prostor W*?(R9) kao interpolacijski prostor izmedu L”(R?) i Soboljevljevog
prostora; preciznije

WHPRY) = [LP(RY), W™ P(RY)] /.

MozZe se pokazati [[1]] da se tako definirani prostori za s € N podudaraju sa Soboljevljevim
prostorima koje smo prethodno definirali.

Teorem 12. (Relich-Kondrasov) Neka je Q C R? ogranicen otvoren skup s Lipschitzovom
granicom. Tada vrijedi:
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e zal < p < d je ulaganje W'"*(Q) — L9(Q) kompaktno, za svaki q € [1, p*), gdje je

* — dp
p_d—p

e za p = d je ulaganje W'4(Q) — L9(Q) kompaktno, za svaki q € (1, o)
e za p > d je ulaganje W'"*(Q) — C%*(Q) kompaktno, za svaki0 < a < 1 —d/p.

Posebno je u sva tri slu¢aja ulaganje W' (Q) — LP(Q) kompaktno.



Interpolacijski prostori

1. Osnovna svojstva

Definicija. Neka su Ay i A; Banachovi prostori. (A, A;) zovemo Banachovim ili interpo-
lacijskim parom ukoliko postoji Hausdorffov topoloski vektorski prostor A tako da su oba
uloZena u A.

Teorem 1. Neka je (Ay, A;) Banachov par. Tada su
Ag+Ay ={aeA: (dag € Ay), da; € Ay) :a =ay+a},

S normom

lallagsa, =  inf  (llaolls, + llailla,)
a=ap+ai,a;€A;

te Ap N Ay, s normom
llallagna, = max(llally, , llalla,),

Banachovi prostori. Nadalje,
AoﬁAl%A,“—)Ao+A1, i=0,1.

Definicija. Neka su (Ag,A;) i (By, B;) Banachovi parovi. Skup svih linearnih operatora
T :Ay+ A, — By+ By s ograniCenim restrikcijama Ty, : A; — B;, i = 0,1, oznacavmo s
L((Ao, A1), (Bo, By)).

Teorem 2. Skup L((Ag, A1), (Bo, By)), snabdjeven s normom

WT Wl £¢cag.a0).Bo.B1y) = MaX{T || £eag:ny) » 1T 1 £eay:m)}s
Banachov je prostor neprekidno uloZen u L(Ag + Ay; By + By).

Definicija. Neka je (Ag, A;) Banachov par. Banachov prostor A — A je meduprostor s
obzirom na Ay i A; ukoliko je Ag N A} — A — Ay + A,. Za meduprostor A kazemo da je
interpolacijski prostor s obzirom na A, i A; ukoliko je za svaki T € L((Ag,A)) T(A) C A.

8
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Slika 1: Interpolacijsko osvojstvo

Opcenitije, za Banachove prostore A 1 B kazemo da su interpolacijski prostori u odnosu
na (Ag, A1) 1 (By, By) ukoliko su meduprostori za (A, A;) 1 (By, By) te ukoliko je za svaki
T e ‘L((AO’AI)5 (B()a Bl)) T(A) CB.

Napomena. Kako bismo izbjegli moguce nesporazume, napomenimo da, ukoliko su A1 B
interpolacijski prostori u odnosu na (Ag, A;) 1 (By, B;), to ne znaci da je A interpolacijski
prostor u odnosu na (A, A1) niti da je B interpolacijski prostor u odnosu na (By, B).

Primijetimo da u definiciji interpolacijskog prostora nemamo zahtjev ograni¢enosti res-
trikcije Tja. No, T)4 : A — A zaista Ce biti ograniCena Sto slijedi iz sljedece leme.

Lema 3. Neka su U — X iV < Y Banchovi prostori. Ako je S € L(X;Y) takvo da je
Sw:U—V,ondajeSy € LU;V).

Dokaz. Za dokaz tvrdnje koristit ¢emo teorem o zatvorenom grafu, tj. pokazat ¢emo da
jeskupI'(S) = {(x,Sx) : x € U} € U xV zatvoren u U X V. Uzmimo konvergentan niz
(x4, Sx,)uUxV.Tadax, »xe U, Sx, > yeV. Zelimo pokazati da je S x = y. Kako je
S — X,slijjedidax, - xuX. Kakoje S € L(X,Y),toiSx, > SxuYpazbogV <Y
slijedi Sx = y. O

Korolar 4. Neka su A i B interpolacijski prostori s obzirom na (Ay, A1) i (By, By). Tada za
svaki T € L((Ao, A1), (Bo, By)) vrijedi Ty € L(A, B).

Teorem 5. Neka su A i B interpolacijski prostori u odnosu na Banachove parove (Ag, A;)
i (By, By). Tada postoji konstanta ¢ > 0 tako da za sve T € L((Ay, A1), (By, By)) vrijedi
ocjena

”T”L(A;B) < cmaX(HT”L(AO;BO) ) ”THL(AI;B]))-
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=

Slika 2: Neprekidnost restrikcija

Dokaz. Zelimo primijeniti Lemuna U = L((Ag, A1), (Bo,B1)), V=L(A;B), X = L(Ay+
Ai;By+B),Y=L(A;By+B;)iS =R, gd]eje

RZ.E(AO +A1;Bo+B1)—>.£(A;B()+B1), R(T) = T|A.

Dakle, moramo pokazati ulaganja: U — X,V — Y, tedajeRe€ L(X;Y)iRy : U = V.
Ulaganje U — X posljedica je Teorema 2] Kako bismo dokazali V < ¥, uzmimoa € A i
T € V. Tada zbog B — By + B; imamo

||Ta||Bo+Bl <c|Tallg < C”T”L(A;B) llal|4

pa je 1Tl gy < NIl ga.p), Sto dokazuje V < Y. Iz Korolara A odmah slijedi da
R : U — V. Preostaje nam dokazati da postoji ¢ > 0 tako da je ||[R(T)ga.p+5,) <
T gagsn,:By+By) Za svaki T € L(Ag + Ay; By + By). Uzmimo T € L(Ag + Ay; By + By) 1
a € A, koriste¢i A — Ag + A; imamo

T allg,+p, < Tl gagea, o) Na@llagea, < T |l gag+a,:By+n,) llalla

iz Cega slijedi Zeljeni rezultat. Sada su zadovoljene sve pretpostavke Leme[3|pa zakljucujemo
daje R : L((Ay, A1), (By, B)) = L(A; B) linearan i ogranicen, $to znaci

TNl cay < €Tl ecapan.so.ryy = € MAXUIT || geap:my) » 1T £ca,:8)
O

Napomena. Konstanta ¢ = c¢(A, B) koja se pojavljuje u prethodnom teoremu naziva se
interpolacijskom konstantom. U slucaju ¢ = 1, prostori A 1 B nazivaju se egzaktni interpo-
lacijski prostori. Za interpolacijske prostore A i B kaZzemo da su eskponenta 6, 0 < 8 < 1
ukoliko vrijedi

1T azy < € ITN g ko 0y 1T N, ) -

Ako je ¢ = 1, kazemo da su A 1 B egzkatni interpolacijski prostori eksponenta 6.
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2. Realna interpolacijska metoda

Definicija. Neka je (Ag, Ay) Banachov par. Zat > 0ia € Ayg+ A, definiramo K-funkcional
Sformulom
K(t, a; Ao, A1) = K(t,a) = H(}f (llaolla, + tllailla, ),
a=ap+ay

pri cemu je ay € Ag i a; € Aj.

Ocito je K(1,a) = llall,+a, te je, za svaki fiksni 7 > 0, funkcija K(z, a) norma ekviva-
lentna polaznoj normi na Ay + A;.

Lema 6. Za proizvoljni a € Ay + A, funkcija K(-,a) je rastuca, konkavna i neprekidna.
Posebno, K(t,a) < max{1,t/s} K(s, a).

Dokaz. K(-,a) ocito je rastuca funkcija. Ukoliko je max {1,¢/s} = 1, tj. t < s, tada iz
monotonosti slijedi K(¢,a) < K(s,a). Ako je max{1,t/s} = t/s, tj. t > s, tada imamo

I, s t . t
K(t,a) = — inf (= llaolls, + sllaills,) < = inf (lalls, + sllaills,) = ~K(s, ).
S a=ap+a; S a=ap+a; S
Jos je preostalo dokazati konkavnost, tj.
K=Vt + A,a) =2 (1 = DK(t1,a) + AK(tx,a), 0 <A < 1.

Za0 <t <t<t<oopo definiciji imamo

h—1 t—1
2 " K(t,a) + !
h—1 2— 1

K(tz,a) < llaolla, + 2 llalla, -

Uzimajuci infimum po svim prikazanim reprezentacijama a = ay + a;, dobivamo

Hh —t t— 1
K(tl’a) + K(tz’a) < K(t9 a)'
h—1h 2— 1
r— 14

Ukoliko stavimo A =

, dobivamo zeljenu tvrdnju. Iz Cinjenice da je K(-, a) rastuca i

1
konkavna, moZemo zakljuciti neprekidnost. O

Geometrijska interpretacija

Promotrimo skup

[(a) = {(x1, x2) € R? : (Fap € K[0, x0]) (Aa; € K[0,x1]) : a = ag + a1},
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t— K (t,a) 4.

'h.\"‘*-,q__
N Ol(a) |
Kit.a) Tq

za koji se lako pokaZe da je konveksan. Tada imamo

K(t,a)= inf (xp+tx;)= inf (xo+1x7),
( (x0,x1 )Er(a)( (x0,x1 )Gt?l"(a)(

Sto znaci da je K(t, a) presjek tangente na I'(a) i xo-osi nagiba —~".

Da bismo konstruirali interpolacijski prostor pomoc¢u K-metode, koristit ¢emo sljedeci
izraz: za0 < 6 < 1 < g < oo 1 neprekidnu funkciju ¢ : R, — R, stavimo

q
o) g <
Dy, () = (fo e (0] f) 7= @.1)
SUP(rce I () 1 g =00,
Definicija. Nekaje 0 <6 <1 < g < o0i(Ag,Ay) Banachov par. Definiramo skup
(Ao, A1)ogg ={la€Ag+ Ay : Dy (K(-,a)) < oo}.

Izraz @y ,(K(:, a)) eksplicitno moZemo zapisati kao

1

O~ di ’ .
Dy, (K(-, @) = (fo (9K, a)]QT) 1g <o 2.2)
SUPo. <o I 'K(t,a)  :q = oo.

Nije teSko pokazati da je za 8 < 01ili 6 > 1 prostor (Ap,A;) = {0} pa nam taj slucaj nije
zanimljiv. Tvrdnja sljedeCeg teorema najvazniji je rezultat ovog poglavlja. Pokazat Ce se
da pomoc¢u navedenih definicija zaista moZemo konstruirati interpolacijski prostor.
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Teorem 7. Neka su (Ag, A1), (By, B1) Banachovi parovii(0 < 6§ < 1 < g < co. Tada vrijedi:

(i) (Ao, A1)gq S normom ||a||(A0’A])9,q = @, ,(K(-,a)) je interpolacijski prostor za (Ao, Ay).

(ii) (Ao, A1)gq 1 (Bo, B1)g, su egzaktni interpolacijski prostori eksponenta 6 za (Ag, A1) 1
(Bo, By), tj. za proizvoljni T € L((A¢, A1), (By, By)) vrijedi ocjena

1-6 0
TN 2ot oy Bo.BvYeg) < TN eag:mo) 1Tz, :my) -

(ii1) Za svaki a € (Ao, A1)g4 vrijedi ocjena

0
K(t,a) < ct” |lallug.a,),,

Dokaz. Nekaje s > 0, tada je s7% = g fs N 4 pa moZemo pisati

1 1
-0 0 -0 dt 4 0 ) dt 4 1
sTK(s,a) = K(s,a)|bq | ¢ qT <|0q | K, a)"T = (0g) llallag.a,),, -

iz Cega slijedi (iii). Uzmimo 0 # T € L((Ao,A1),(By,B1))ia € Ay + A;. Tada je, po
definiciji,
K(t.Ta,Bo.B) = inf _ (bolls, +111ls,)
< _inf  (ITaolls, + 11T aills,)

a=ap+ai,a;€A;

IA

inf A‘(”THL(AO;BO) ||Clo||A0 + t”T”.ﬁ(Al;Bl) ||611||A1)

a=ap+ai,a;€A;

||T||.£(A0;Bo) K(t,a),

IA

T £eay:8))
T £cag:y)

gdiejer =t . Nadalje, raunamo

1
< dr\?
”Ta”(Bo,Bl)H,q = (f [t GK(ta Ta; By, Bl)]q7)
0
d 1
00 ~ £\4
< ”T”L(Ao,Bo)(f (7 BK(LT;AO,AO]qT)
0

1
||T||L(A1 Bp) 0 « dT a

<I[IT —_— K(1,1;A¢, A})]—
< ”L(AO’BO)(||T||L(A0,BO)) fo [T77K(1,7;Ag, Ay)] .

_ 1-6 6
= ”THL(AO,BO) ||T||£(A1,B1) ”a”(AO,Al)@,q .
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Iz prethodne ocjene moZzemo zakljuciti da je T'(a) € (By, By)g, za svaki a € (Ap,A)gy 1
svaki T € L((Ag, A1), (Bo, By)) te da su (Ag, A1)q 1 (Bo, By)s,4 €gzakini interpolacijski pros-
tori eksponenta . JoS nam je preostalo dokazati (i). Nije tesko provjeriti da Oy (K (-, a))
definira normu, pri ¢emu nejednakost trokuta slijedi iz nejednakosti Minkowskog pa nam
ostaje dokazati da je (A, A1)y, Banachov prostor te meduprostor u odnosu na (Ag, Ay).
Tada Ce iz (ii) slijediti da je 1 interpolacijski prostor. Ako je (a,) Cauchyjev niz u (Ag, A1),
iz ocjene u (iii) slijedi da je i K(¢, a,) Cauchyjev nizu R, za t > 0. Ukoliko uzmemo 7 = 1,
mozemo zakljuciti da je niz (a,) Cauchyjev u Ap+A; papostojia € Ag+A; takodaa, — a
u Ay + A;. Nekaje g < oo (slucaj g = oo se dokazuje analogno). Bududéi da je niz a,
Cauchyjev u (Ag, A1)g4, znamo da

0
(45> 0) @no(®) (m>n>no(®) llan = aillaga, < 5-
ZaN>1>¢ ocjenjujemO'

N é N é
(f [ K (1, a, — a)]* ) ( [ K (t, a, — an)]"df) +(f [t“’K(t,a—am)]‘fd{

_0 N dr\?
E (f (1 K(N,a—am)]qT)
0 AP AY
E N”Cl amllA0+A1 (L l_0q7)
0

< —

7 + cNe™ lla — amllag+a, <0,

jer je zadnji ¢lan u gornjoj nejednakosti manji od 6/2 za m > m, (6, €, N). Ukoliko pustimo
N — o1& — 0, dobivamo

lla = anllag.a,),, <65 1 = no(6),

Sto nam daje konvergenciju u (Ao, A;)g, te po relaciji trokuta zakljuCujemo da je a €
(Ao, A1)g4- Nakraju dokazujemo da je (Ao, A1 )g, meduprostor, tj. AgNA| = (A, A1)gg =
Ao + A;. Uzmimo a € Ay N Ay, tada iz definicije slijedi K(¢,a) < min{l,t}|lall4,na, P2
mozemo ocijeniti

||a||<A0A1>gq_( f K ()’ ) ( f oK @ )
S [( f f 9>th) - mt—eqd_t)q]
oA\ o t | t
< Jlal IRUNERE
= oy ((1—9>q) +(%) ’
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iz Cega mozemo zakljuCiti Ag N Ay — (Ag,A1)sqe. Druga inkluzija slijedi iz ||al|y,44, =
K(1,a) 1 (iii). O

Sada znamo da prostor (Ag, A1)y, ima interpolacijsko svojstvo, ali pitanje je koje je
znacenje parametara 61 g. Sljedeci teorem daje nam bolji uvid u svojstva prostora (Ao, A )g4-

Teorem 8. Neka je (Ay,A;) Banachov pari0 < 6 < 1 < g < co. Tada vrijedi:

(i) (Ao, Aoy = (A1, A0)1-04
(i) ako je g < r < oo, onda vrijede ulaganja

(Ao, A1)g1 = (Ao, Ar)oy = (Ao, Aoy — (Ao, Al)geo

(iii) ukoliko je Ay — A, tada je
(Ao, A1)og = (Ag, A1)yr
za0<f<n<l<qgr<oo
(iv) ukoliko je Ag = A; = A, onda je (Ag, A1)y = A s normom

1

||a||(A0,Al)H,q =d ”a”A ’ prl éemuje d = W

(v) Zasvakia € Ay N A vrijedi ocjena

(2.3)

1-0 11 110 . —
lallag.ay,, < dllally, llalls, . pri cemu je d = 00 =0

3. Kompleksna interpolacijska metoda

U ovom ¢emo poglavlju definirati i dokazati najvaznija svojstva kompleksne interpola-
cijske metode. Od osobite ce nam pomoci biti Hadamardova lema o tri pravca. U daljnjem
¢e § oznacCavati zatvorenu prugu {z € C : 0 < Rez < 1}, dok ¢emo sa S oznaCavati
otvorenu prugu {z€ C: 0 <Rez < 1}.

Lema 9. (Hadamardova o tri pravca) Neka je ¢ kompleksna funkcija, ogranicena i ne-
prekinuta na pruzi S, analiticka na S, za koju postoje pozitivne konstante M i M, tako da
vrijede ocjene:

lo(z)| < My, Rez=0

3.1
lp(2)l < My, Rez=1. (3.1
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Tada na ¢itavoj pruzi vrijedi
lp(@)| < MyRe=Mpe: (3.2)

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da vrijedi My = M, = 1. Zaista,
ukoliko definiramo funkciju ¢ formulom:

W) = p(M§ M7,
lagano se vidi da ¥ zadovoljava sljedecu ocjenu:
()l <1, z€as. (3.3)

Obrnuto, ako funkcija ¥, koja je ograniCena 1 neprekinuta na S, te analiticka na S, zado-
voljava ocjenu (3.3)), onda funkcija ¢ definirana s

@(2) := Y(DM " M:

zadovoljava ocjenu (3.1)). Stoga, dokazZimo teorem u slucaju funkcije ¢ ogranicene jedini-
com na rubu pruge S.

Ako ¢(z) — 0 za |z] — oo, onda je |¢(z)] < 1 po principu maksimuma modula. U
suprotnom, za n € N definiramo niz funkcija ¢, formulom:

0u(2) := p(2)e® ",

Uz ovakve ¢,, zbog Re z < 1 imamo

2u(@] = lp(@)le®e == < fp(g)leMm I,
pa zbog ogranicenosti funkcije ¢ na S vrijedi

‘llim ¢n(z) = 0.
7| =00

No, sada je ¢,, za svaki n, funkcija iz prvog slucaja, pa zadovoljava ocjenu |¢,(z)| < 1,z €
S. Medutim, ¢,(z) = ¢(z), za z € S, pa prijelazom na limes dobivamo Zeljeni rezultat. O

Napomena. Analogno, ili koristeci prethodnu lemu, moze se dokazati i sljedeca generali-
zacija Hadamardove leme:

Neka je ¢ kompleksna funkcija, ogranicena i neprekinuta na pruzi §; = {z € C: a <
Re z < b}, analitika na unutrasnjosti od S |, za koju postoje pozitivne konstante M, i M,
tako da vrijede ocjene:

lp(x)l <My, Rez=a
|(,0(Z)| < M], Rez = b.

Tada na €itavom §'; vrijedi
b-Rez Re z—a

lp(2)| < M, M " .
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Napomena. Prethodni teorem moZemo poop€iti i1 na situaciju gdje ¢ poprima vrijednosti u
kompleksnom potpunom normiranom prostoru. Ako je X kompleksan Banachov prostor i
U C C otvoren skup, onda za funkciju ¢ : U — X kazemo da je analiticka (holomorfna) u
tocki zp € U, ukoliko ¢ ima derivaciju po normi (tzv. jaku derivaciju) u tocki zo. Funkcija ¢
je analiticka na U ukoliko je analiticka u svakoj tocki na U. Hadamardova lema vrijedi i za
funkcije s vrijednostima u Banachovim prostorima. Dokaz je gotovo isti: apsolutne vrijed-
nosti valja zamijeniti normama; stoga u daljnjem tekstu koristimo tu verziju Hadamardove
leme bez posebne napomene.

Za dani Banachov par (Ag, A;) promotrimo skup ¥ = ¥ (Ag, A) svih funkcija f kom-
pleksne varijable z = x + iy s vrijednostima u A, + A, koje zadovoljavaju:

(1) f je neprekidna i ograni¢ena na pruzi 0 < x <1
(i) fje analitickasO < x < 1udAy+ A,
(111) f je neprekidnana x = O u Ag 1 vrijedi

1f@lla, = 0, zalyl — oo

(iv) fjeneprekidnana x =1uA; i vrijedi

IF(1 +iplly, = 0, zaly] — oco.

Nije teSko provjeriti da je ¥ vektorski prostor, a u sljedeem teoremu dokazat ¢emo da
je ¥, uz pogodno odabranu normu, i potpun normiran prostor.

Teorem 10. ¥ s normom ||f|lz = max {supy LF@)lla, » sup, Il (1 + i)’)||A1} je Banachov
prostor.

Dokaz. Kako bismo dokazali da je ||[|- norma, dovoljno je vidjeti da ||f]lz = O povlaci
f = 0. Ukoliko je [|fllF = 0, tada je i [|f(2)ll,, =0zaRez =01l f(2)ll,, =0zaRez = 1.
Korsite¢i Hadamardovu lemu o tri pravca slijedi f = 0 na Citavoj pruzi S.

Pretpostavimo da je 3, || fullF < o0. Iz Hadamardove leme slijedi || f(2)l|a 14, <
max{sup || /(i 4,44, » SUP [[/o(1 + i¥)ll4, 44, }- Koristeci Cinjenicu da je A; < Ag + Ay, te da
za vektore a € A; vrijedi |lalla, 4, < llally,, i = 0,1, zakljuCujemo [|f,(Dllapea, < Ifully. za
svaki n € N i za svaki z € §. Kako je prostor Ay + A potpun, red >, f.(z) konvergira u
Ao + A za svaki z € S, pa moZemo definirati funkciju f : C — Ay + A; tako da stavimo
f(@) = 2, f.(z). Fukcija f je, kao limes uniformno konvergentnog reda, neprekidna i
ogranicena na S te analiticka na otvorenoj pruzi. Nadalje, kako je ||f,(j + iy)|| 4, < I £l
slijedi da red 3}, f,(j + iy) konvergira uniformno po y k limesu u A}, j=0, 1, koji se mora
podudarati s limesom u Ay + A;. Dakle, f(j +iy) € A;za j € {0, 1}. |
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Definicija. Za dani 0 € (0, 1) definiramo
Ag=1[A0.Alg={u€Ag+ A, :u= f(6), zaneki f € F).

Za skup Ay nije teSko provjeriti da je vektorski prostor, a sljedeci teorem, koji je analo-
gon Teorema(7] kaZe nam da je i interpolacijski prostor za (A, A;).

Teorem 11. Neka su (Ag, A1), (By, B1) Banachovi parovii0 < 6 < 1. Tada vrijedi:

(i) Ag s normom |lally, = inf{||fllz : f(6) = a,f € F} je interpolacijski prostor za
(Ao, Ay).

(ii) Ag 1 By su egzaktni interpolacijski prostori eksponenta 6 za (Ay, A1) i (By, By), tj. za
sveT € L((Agp,A1), (B, By)) vrijedi ocjena

1T ct0 Ao Bo.8one < NNz 0 1T Wz, 1) -
Dokaz. Linerano preslikavanje f +— f(6) neprekidno je preslikavanje s ¥ u Ag+A; bududi
da je [lf@llya, < Iflly- Jezgra tog preslikavanja je Ny = {f : f € F, £(6) = 0}. Otito je
Ay izometricki izomorfan s kvocijentnim prostorom 7 /Ny. Kako je Ny zatvoren prostor,
slijedi da je Ay, kao zatvoren potprostor Banachovog prostora, i sam Banachov. Nadalje,
kako je llallsysa, = IfOllaga, < IlfllF> uzimajuéi infumum, dobivamo Ay < Ag + A;.
Ukoliko definiramo f(z) = ¢*?°a, za a € Ay N Ay, vidmo da je Ag N A; < A,. Ovime
smo dokazali da je Ay meduprostor za (Ag, A;). OCito je T(Ay) C By. Naime, za dania € Ay
nadimo f € F(Ay,A;) tako da je f(0) = a. Sadaje T o f € F(By,By) 1 T(f(0)) = Ta,
tj. postoji funkcija iz ¥ (By, By) Cija je vrijednost u 6 jednaka Ta. JoS nam je preostalo
dokazati da su Ay i By egzaktni interpolacijski prostori eksponenta 6. Za dania € Agie > 0
postoji funkcija f € F tako daje f(6) = aillflly < llally + &. ZaT € L((Ay, A1), (Bo, B1))
definirajmo g(z) = MS_IMIZT(f(z)), gdje je M; norma preslikavanja T4, : A; — By,
J=0,1. Ocito je g € F(By, By). Nadalje, ”g”T(Bo,Bl) < ”fHT(Ao,AJ) < llallg+e. Kako je g(6) =
M "M °T (a) pa zakljuCujemo da je ||Talls, < My M} lIgllz@p,58, < My "M llally, + &,
gdje je & = M, "M'e. Pustajuéi & — 0, dobivamo Zeljenu tvrdnju. O

Teorem 12. Neka je (A, A,) Banachov pari(0 < 6 < 1. Tada je:
(1) (Ao, A1) = (A1, Ag)pi-g, (s jednakim normama)

(i) Ay = Ag = (Ao, ADe] — (Ao, Apgy)> o < 01

(iii) (A,A)g=A,0<6<1

(iv) za proizvoljni a € Ay N A vrijedi ocjena

161,110
llalley < llally,” llalls, -
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4. Interpolacija L, prostora

Kompleksna interpolacijska metoda
Teorem 13. Pretpostavimodasul < py < p; <0i0 <6< 1. Tada je

1 1-6 6
(Lpos Lp)ioy = L,, gdjeje — = + =
p Po P1

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je ||¢ll4 = ”"D”(Lpol
cije u L, s kompaktnim nosa¢em. Definirajmo

e leol| L, Zasve neprekinute funk-

f@) = exp(ez’ = 6|l "Pep(x) /lp(0)l,

gdje je 1/p(z) = (1 —z)/po + z/p1. Ukoliko je [lall,, = 1 imamo f € ¥ i||fllz < exp(e).
Kako je f(6) = a, zakljuCujemo |lal|j;; < exp(e). Buduci da je & bio proizvoljan, slijedi
llellig < llll L, U dokazu obrnute nejednakosti koristit ¢emo relaciju

llgll,, = sup {I{o, )| ||lp||Lp, =1, i je ogranienais kompaktnim nosaem}.
Za y kao iz gornjeg skupa deinirajmo
8(2) = exp(ez” — e (x)"7 Oy (x) /I ()],

gdjeje 1/p'(z) = (1-2)py+z/pi- Zallgllg = 11 F(z) = (f(2), 8(z)) imamo |F(ir)| < exp(&),
|F(1 +it)] < exp(2¢). Po teoremu o tri pravca slijedi [y, )| < F(0) < exp(2¢). Kako je ¢
prozvoljna, slijedi ||¢|| L, S 1. |

Sli¢an rezultat mogli bismo dobiti 1 preko realne interpolacijske metode, tj. moZe se
pokazati da vrijedi

(Lpy» Lp)op =Ly, zasvel < py<p; <o00ife(0,1),

JE)

.. -
gdje je p dan formulom =t

[2].

. Za dokaz tvrdnje i viSe detalja moZe se pogledati u



Rastav slabe konvergencije

Promotrimo ogranicen niz (u;) u Hilbertovom prostoru H, te neprekidan funkcional
® : H — C. Ukoliko je H kona¢nodimenzionalan, tada ¢e (1) imati konvergentan podniz
s limesom u pa, na podnizu, ®(u;) — DO(u). Ako je H beskonacnodimenzionalan, onda se
egzistencija vektora u tako da, na podnizu, ®(u;) — ®(u) ne moZe zasnivati na traZenju
limesa niza (1), s obzirom da limes ne mora postojati. Banach-Alaoglu teorem osigurava
nam egzistenciju limesa u odnosu na slabu konvergenciju, no funkcional ® ne mora biti
neprekidan u odnosu na slabu topologiju: npr. uzmimo ®(-) = ||-|| i niz ortonormiranih
vektora (e;) u separabilnom Hilbertovom prostoru H. Znamo da ¢; — 0, no ®(e;) = 1.
Dakle, u topologiji u kojoj moZemo naci limes niza, funkcional koji promatramo ne mora
biti neprekidan.

Iz tih se razloga uvodi pojam D-slabe konvergencije, koja je jaCa nego slaba konvergen-
cija. Ispostavit ¢e se da ograni¢eni nizovi ne moraju imati gomiliSte u odnosu na D-slabu
konvergenciju, nego se moramo zadovoljiti sa skupom dislociranih slabih limesa niza u;.
Npr. ukoliko su wy, wy € CO(R) 1u(t) = wi(t—k) + wa(t + k), tadawy — Ou H'(R), no, za
dovoljno veliki k, [lull}) = (w1} + [w2ll}, 1 < p < co. U ovom je sluCaju lim |j]|7 odreden
s dislociranim slabim limesima u;(- + k) — wy 1 (- — k) — wy.

1. D-slaba konvergencija i dislokacijski prostori

S H ¢emo oznacavati separabilan beskona¢nodimenzionalan Hilbertov prostor. U defi-
niciji D-slabe konvergencije koristimo ¢injenicu da je linearni operator A*A, za A € L(H),
hermitski pa moZemo primijeniti sljedecu lemu.

Lema 1. Neka je H Hilbertov prostori A € L(H) hermitski. Ako postoji A > 0 tako da za
svakiu € H vrijedi
lAull = Afful] ,

tada A ima inverz i vrijedi [[A7"|| < A7

Definicija. Neka je D skup ograniCenih linearnih operatora na H tako da je za svaki g € D

. . . . . D
inf e =1 llgull > 0. Kazemo da niz (u;) konvergira k u € H D-slabo, u oznaci u; — u,

20
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ako 1 samo ako za svaki niz (g;) elemenata iz D vrijedi

(g:80) " gi(ux — u) = 0. (1.1)

Ukoliko se skup D sastoji od izometrija g*g = id, za g € D, tada je uvjet (I.1)) ekviva-
lentan s
g —u) = 0, (1.2)

za svaki niz g; u D. Ukoliko je, dodatno, O kompaktan u jakoj topologiji u L(H), lako
se vidi da D-slaba konvergencija ne poopcuje slabu konvergenciju, tj. iz u; — 0 slijedi
(ngk)_nguk = giux — 0 za svaki niz g, u D. Zaista, neka u; — 0 i pretpostavimo da
postoji niz g; u P tako da g;u,+0. Odaberimo renumerirani podniz takoda gy = g€ D1
gy — w # 0. Tada, za svaki ¢ € H imamo:

(W, ¢) = lim(gguy, ¢) = lim(ug, (gx — £)"p) + lim(uy, g°¢) = 0,

Sto je kontradikcija. Nadalje, ukoliko je D grupa svih unitarnih operatora na H tada u, — 0
povlaci u; — 0 u normi. Zaista, uzmimo e € H, |le|| = 1 i neka je g; proizvoljan niz
unitarnih operatora za koje vrijedi gyux = ||luxl| e. Tada je |lull = (g ux, e) — O.

Definicija. Skup D ogranicenih linearnih operatora na H je skup dislokacija ukoliko vri-
jedi

(1)
O0<y= inf |lgul*< sup |lgul]* < oo (1.3)
8€Dflull=1 geD[lull=1
(i)
genizuD,uy — 0= grgrux — 0 (1.4)

(iii) za svaki niz (u;) u H te za proizvoljne nizove g, h; u D vrijedi da hjgy — 0,
(g;80) " g;ux — 0 ima za posljedicu da na nekom podnizu hy,

(hy u))™ by g, = 0. (1.5)
Ukoliko je O grupa u odnosu na mnoZenje, kazemo da je D grupa dislokacija. Par
(H, D) zovemo dislokacijski prostor.

Primijetimo da su dislokacije uvijek injektivna preslikavanja. Gornja definicija ima
jednostavniji oblik ukoliko su operatori g u O izometrije, s obzirom da su tada prva dva
uvjeta ocito zadovoljena. Nadalje, ukoliko je 9 grupa unitarnih operatora tada je zadnji
uvjet ekvivalentan s

gr € D, g0, u; — 01ma za posljedicu da g;u;y — 0 na podnizu.
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Sljedeci teorem nam daje jednostavan kriterij za provjeriti je 1i O skup dislokacija u slucaju
da se sastoji od unitarnih operatora. Iako se taj zahtjev €ini jakim, u primjenama ¢e zaista
D najcesce biti grupa unitarnih operatora.

Teorem 2. Neka je D skup unitarnih operatora na H. Ukoliko za sve nizove g, h; u D
vrijedi
h.g+0 = h; g, ima strogo konvergentan podniz, (1.6)

tada je D skup dislokacija.

Dokaz. (1.3) i (I.4) slijede iz Cinjenice da svaki unitarni operator g zadovoljava g*g =
id. Preostaje dokazati (I.5). Uzmimo niz w, u H, g, iy € D, higi+ 01 g — 0.
Primijetimo da je h; g0 ekvivalentno s g; .+ 0. 1z pretpostavke teorema slijedi da g,
strogo konvergira (do na podniz). Neka je v € H. Tada je g;hv konvergentan niz pa
mozemo zakljuCiti (g;ux, gikv) — 0. Prelaskom na adjungirani operator zakljucujemo
(W grgiuk,v) — 0. Kako je gig; = id, te kako je v proizvoljan, to slijedi h;u; — 0 Cime je
dokazano (1.5)). O

2. D-slaba konvergencija u [*(Z%)

Teorem 3. Neka je H = [*(Z). Tada je
D = Dy = {ng : (Z*) 3 (ca) o (cap) € P(29), B € 7'
skup dislokacija.

Dokaz. Primijetimo da je Dz« grupa u odnosu na mnoZenje te da su elementi unitarni
operatori. Po prethodnom teoremu dovoljno je dokazati da svaki niz translacija n,, koji ne
konvergira slabo k 0, ima konvergentan podniz. Primijetimo da ukoliko |B;| — oo, 15, — 0.
Dakle, ukoliko 75,0, tada 8 ima ogranic¢en podniz koji ima konstantan podniz te je stoga
odgovarajuci podniz niza 7, konstantan. O

Teorem 4. Neka je H = *(Z°) te neka je D = Dya. Tada ¢ 20 u H ako i samo ako
cr — 0 ul®(Z9.

Dokaz. Pretpostavimo da ¢, — 0 u L™(Z9). Tada za svaki niz a; u Z% c(e) — 0, tj. za
svaki y € Z? i za svaki niz o u Z9 , (175,c0(y) — 0. Neka je ¢ € C.(Z%). Kako ¢ ima
konacan nosag, slijedi (17}, cx, ¢) — 0. Kako je C.(Z?) gust u I*(Z%), slijedi (17}, cx, ¢) — 0,
za svaki ¢ € F(Z9), tj. i}, cx = Ou H.
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Obrnuto, pretpostavimo da ¢y 2 0. Neka je a; niz u Z¢ tako da |c(ay)| > % sup,czq ler(a@)l.
Neka je e € (Z9), e(0) = 1, e(a) = 0, a # 0. Tada vrijedi:

sup [ex(@)| < 2lex(an)] = 21(7,,c)0)] = 2|y, crs €l = 0.

aezd

DZ .
Korolar 5. Akoc, = 0 u I?(Z%), onda za svaki g > 2, ¢y — 0 u l4(Z9).

Dokaz. Primijetimo da ¢, — 0 u I*(Z¢), §to povlaéi da je niz ¢, ograni¢en u [*(Z¢). Nadalje,

D le@)? < sup kB D lew(@) < Clledlls® — 0.

p Bezd «

3. Rastav slabe konvergencije

Pretpostavimo da su X, Y Banachovi prostori gdje je X ulozen u Y te da je O skup
ograniCenih linearnih bijekcija g : X — X. Rastav profila (eng. profile decomposition)
prikaz je ograni¢enog niza elemenata (u;) iz X u obliku

u, = Z g,(c")w(") + 1y
neN

. . Y Vv .
gdje su g, za k € N, elementi skupa D, a r, — 0. Clanove gﬁ(")w(") nazivamo elementar-
nim koncentracijama, a vektore w® € X nazivamo koncentracijski profili. Nadalje, vrijedi

-1 . . . v . . . .
g,((") uy — w'. Bitno svojstvo koje otekujemo je asimptotska ortogonalnost u smislu da

g,(cn)*gl(cm) — 0,zan # m.

Glavno pitanje je pod kojim uvjetima niz i, moZemo prikazati u gornjem obliku. U
ovom ¢emo poglavlju dokazati rastav profila u slucaju kada je X separabilan Hilbertov

prostor te ¢e za ostatak r; vrijediti slabija tvrdnja ry 2 0.

Naravno, htjeli bismo imati opcenitiji teorem kada za skup D vrijede samo uvjeti iz
definicije D-slabe konvergencije, tj. za svaki g € D, inf,c =1 llgull > 0. Kako u tom
slu¢aju ne mora postojati operator g~! za g € D, elementarne koncentracije ¢e biti u obliku

£ _1 *
(g,(cn) gﬁ{")) g,({") . Preciznije, vrijedi sljedeci teorem:
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Teorem 6. Neka je (H, D) dislokacijski prostor iy kao u (I.3). Ako je u; ogranic¢en niz u
H, tada postoji S C N, nizw® u H, g u D, g\" = id, gdje suk € N, n € S tako da za
renumerirani podniz niza uy vrijedi

(87 ") gy 1 = w. 3.1)

Nadalje, vrijedi asimptotska ortogonalnost nizova gk" , 4.
(m)* _(m) 0 3.2
8 8k ,Zan+m (3.2)

konvergira u R s ocjenom:

Z ||w<”> 2

neNy

Red Y,ay, ||w(”) 2

<y~ M lim sup [|ug* . (3.3)

e - D
Za ostatak 1y, 1= g — Y5 g0 W™ vrijedi r, — 0.

Dokaz. 1. Pokazimo da (3.3) slijedi iz (3.1)) i @]) Promotrimo o¢itu nejednakost

e — Z g

Koristeci svojstva skalarnog produkta, imamo

>0,M€N.

(")w(n)

M
2
lael = > [let
n=1

gdje zadnji ¢lan konvergira k 0 zbog (3.2). Ocijenimo sada treci ¢lan, koristeci (I.4) i (3.1).

ZZ(M g(n) (n)) + Z(g(m) (m) g]((n)w(n)) >0, (3.4)

n+m

ZZ(M g(n) (n)) — 2Z(g( n)’* u W(n))

-9 Z(g(m (”)w("), w?) + o(1) (3.5)

M

:22|

n=1

g<n)w(n)

+ o(1).
Kombinirajuéi (3.4) i (3.5) dobijemo:

Oyl (3.6)

lim sup |[u]|* > lim sup Z ||g

n=1
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§to nam, zajedno s (I.3), daje

M
>l

n=1

2 1
<vy Mim supllukllz.

Ukoliko je S konacan, (3.3) je dokazano. U suprotnom uzmemo M — oo.

2. Ukoliko u 2 0, tada je teorem dokazan za S = (). Ukoliko nije tako, promotrimo izraze
oblika .
w = wlim (g,(cl)*g,(cl)) gﬁ(l)*uk. (3.7)

Niz () je po pretpostavci omeden, a kako je D ograniCen skup, iz Leme [I]i (I.3) slijedi

* _1
Lo 1 1 v . e v .. . .
da je i niz (g,(c ) gﬁ{ )) ogranicen pa je i gornji niz ogranicen te, za svaki izbor niza g;, ima

slabo konvergentan podniz. Kako smo pretpostavili da u; ne konvergira 9-slabo prema 0,

.o . * _1 * . . . .
postoji podniz (g(llli g(lll)c) g(]l,)c ur4 tako da je w» # 0. Definirajmo v\" = u;; — g(]{iw“) i

primijetimo da
-1 . —1
(H* (1) M D _ (. D" (1) (" D _
(gl,k gl,k) 81V = (gl,k gl,k) 81k Utk — w = 0. (3.8)

Ukoliko v,(:) ket 0, teorem je dokazan za S = {1}. U suprotnom ponovimo postupak - postoji

niz g(zzl)c € Diw®? # 0 tako da za podniz V(le)c niza v,({l) vrijedi
. 1
@, @ M @
(gz,k 2,k) &k Vo — W -

Definirajmo v\* = v(;,){ - g(;’,){w(z). Tada vrijedi:

) -1 " * -1 *
@ _(2) @2 _ (, 2 (2 )" (1) 2) _.
(gz,k g2,k) &k Vi T (gz,k gz,k) 8ok Vor =W 0. (3.9)

Pretpostavimo da g(zl,)< g(z?,i+0, tada iz (I.3) i (3.9) slijedi

* _1 *
m* @ M @22y
(gz,k g2,k) &4 Vo =& W) =0,

pa iz (3.8) zakljucujemo:
can-l e
@ M @O, @ 2 _
(gZ,k gz,k) 82k 824W 0.
Iz Cinjenice da za ograniCene nizove operatora vrijedi A;£0 = A;40, te iz (I.3) za-
kljucujemo da

R R
@ (2 @ @, 2 _
(g 2.k gz,k) 82k 824W 0,

ti. w® — 0, §to je kontradikcija s w?® # 0. Dakle, g{') g — 0, tj. g5 &%) — 0.

(n) ._ (n=1) (n)
k= Vnk

Rekurzivno definiramo v — g =y, — gD — = g1 odie je

« (-1 «
_ : (n)* _(n) (m)* (n=1)
W(n) = wlim (gn,k gn,k) gn,k vn,k .
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(n+1)

U svakom koraku algoritmaniz g,

biramo na sljede¢i nacin: za n € N definiramo

W, = {w € H\{0} : postoji niz g; u D i podniz niza (vﬁ(")) 1 (858 lgjv,((") — 0},
11, := sup,cy |Iwll. Primijetimo da je , < oo. Ukoliko je 7, = 0, za neki n € N, slijedi

(") 20 pa je teorem dokazan za S = {1,...,n}. U suprotnom, odaberemo w"*" € W, sa

SVOJ stvom

1
[w" || = <t (3.10)
2"
1niz ggfl],)( odaberimo tako da na podnizu vrijedi
. -1 .
n+)* DL D ) )
(gn+1,k n+1,k) ntlk Vel — W . (3.11)

Na slican se nacin kao za n = 1 pokaze da

g g ~0,zap+q, pg<n.

Iz te Cinjenice lagano zakljucujemo da (gf:’,i 85:2) g(”) u,x — w™. Nadalje, iz (3.6) i (3-10)
slijedi 3,5, 2 < 4y~" lim sup ||u/|* pa je, posebno, lim,_, 2 = 0. Neka je ¢; ortonorrmrana
baza za H. Tada po definiciji skupa W,

lim sup Z 27 sup(v”, g(g°g) '))* < 412, neN.
: geD

Odaberimo k(n) > k(n — 1) tako da je
Z 2" SUP(vk(n), 8§’ \p)’ <4r,, neN. (3.12)

Za & > 0 postoji ny € N tako da je ;27" supgez)(v,((’gl),g(g*g)‘l(,oi)2 < & zan > ngy, paje

sung@(vk(n), 2(g"2) '¢)? < Cig, zan > ny. Dakle, za svaki ¢; vrijedi

lim sup(vk(n),g(g*g)_l%) =0

Gornja tvrdnja vrijedi i za sve linearne kombinacije ¢; pa, zbog Cinjenice da je span{¢p, ¢, . . .

e - n D .
gusto u H, slijedi da V/i(,)@ — 0, .

o) ) D
vk(n) Un k(n) — Z 8, k(n) f 0, n — oo,

j<n

J
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Renumerirajmo niz u,, = u, ) i definirajmo gV = gff,)((n), j<nigd =0,j>n. Uzovako

smo numerirane nizove dokazali u, - ;g g,g wo 2 0, tj. ukoliko se vratimo u numeraciju
po n 1 k, dokazali smo
k
W T

nes

Kona¢no, ukoliko je w™ = wlimu; # 0, mogli smo odabrati g = id u prvom koraku,
Ukoliko je wlim u; = 0, renumeriramo ¢lanove u izrazu s n = 2,3, ... i stavimo g(l) id,
w) = 0.

O

Napomena. Primijetimo da g(") gim) — 0 ako i samo ako (gf{’”)v g,((")w) —0zasvev,we H

pa iz tog razloga ovo svojstvo nazivamo asimptotska ortogonalnost. Za grupu D = Dy
asimptotska ortogonalnost znaci |y(") ,((m) | = oo, zan # m. U slucaju grupe G = {u —

(n) _

2/(u(- - y)), j € Z,y € R asimptotska ortogonalnost znadi | j,(c") m)| + 1y, (m)| — 00,

Ukoliko se D sastoji od izometrija dobivamo korolar:

Korolar 7. Neka je (H,D) dislokacijski prostor te neka su elementi skupa D linearne
izometrije na H. Neka je u; ogranicen niz u H. Tada postoji renumerirani podniz niza uy
te nizovi w™ u H, g(") u®D, g,(cl) =id,zak €N, n € S tako da vrijedi

-1
gin) Up — W(n),

1
g g =0, zan#m,

gl = " [l

nes

Tg i= Ug = Zg(n)

nes

+ [l + o(1),

gdje je

Nadalje, red 3,5 8" w" konvergira u H uniformno po k.
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Dokaz. Jedino Sto moramo dokazati je trea tvrdnja, jer sve ostale tvrdnje slijede direktno

iz Teorema[6] Ponavljajudi sli¢an postupak kao u dokazu proslog teorema dobivamo

2

2
2 2
0= ”uk - Z gl({n>w(n) _ ,,kH = Nl + |1l + Z ||W(n)
n n
_ Z( g]((n) g,({’"), Wy = 2(ug, 1) — 2(us, Z gz(:l)w(n))
m#n n
2 2 2
= laell® + 1l + ) [ = 200,70 =2 > [
n n
2 2
= oaelP + il = [
n

2 2
=l = Nl = ) [|w®
n

o).

> yo(l)

2 2. (n
—2(re + Zgz I ) r) +o(1)

(3.13)

O

Kao $to je ve¢ napomenuto, ne mora svaki ograniceni niz imati 9-slabo konvergentan
podniz. Sljedeci teorem nam daje nuzne 1 dovoljne uvjete za postojanje D-slabo konver-

gentnog podniza.

Teorem 8. Neka je (H, D) dislokacijski prostor. Pretpostavimo da je D grupa unitarnih
operatora. Tada ograniCeni niz u; elemenata iz H ima 9-slabo konvergentan podniz ako i

samo ako

gkei),gk—\0:>gkuk—\0

na renumeriranom podnizu.

(3.14)

Dokaz. Promotrimo renumerirani podniz iz Korolara [/l Ukoliko vrijedi (3.14)), tada je

. D . .
w® = 0, osim zan = 1, te yy — w'". Obratno, pretpostavimo da u; ima D-slabo ko-

. .. . . . D
nvergentan podniz. Tada se taj limes mora podudarati s w). Za niz g, iz D, gy — 0,

vrijedi

D
g = gy —w) = 0.

4. D-slaba konvergencija s operatorima pomaka u R¢

Neka je H = H'(R?) te za grupu O uzmimo

D= Z)Zd = {gy}yeZd ngeJe &yu = I/t( _y)-
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Lema 9. Neka je y, € R?. Tada g,, — 0 ako i samo ako |y;| — oo.

Dokaz. Ukoliko y, — oo, tada je za sve u,v € CX(RY), (gy,u,v) = 0 za dovoljno veliki k
jer je tada zadovoljeno suppu + y;N supp v = 0. Kako je CZ(R?) gusto u H'(R?) slijedi
gy, — 0. Obratno, pretpstavimo da y; ima ograni¢en podniz, koji ¢emo opet oznaciti
s . Kako je H Hilbertov, bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da postoji
y € H tako da y, — y. Zau,¢ € C2(R?), po teoremu o dominiranoj konvergenciji, slijedi
(gyu, 9) — (gyu, ). Kako je C(R?) gusto u H te kako su operatori iz Dga ogranieni,
konvergencija se moZe pro§iriti na sve u, ¢ € H'. Dakle, g,, — g,. O

Lema 10. (H, D) je dislokacijski prostor.
Dokaz. Po Teoremu [2|dovoljno je provjeriti da za svaki niz y; u Z¢ vrijedi
8y, 70 = g,, ima strogo konvergentan podniz.

No, ukoliko g,, 0, iz prethodne leme slijedi da y, ima konstantan podniz te stoga i g,, ima
konstantan podniz. O

Do
Lema 11. Pretpostavimo da je u; ogranicen niz u H te neka je p € (2,2*). Tada u; =0
ako i samo ako ||u||prgasy — 0.

Dokaz. Neka je g proizvoljan niz u Dy te neka je ¢ € LP (RY). Koriste¢i Holderovu
nejednakost te invarijantnost L” norme na translacije, dobivamo:

fd(gkuk)(x) p(x)dx = f{ u(x + yi) p(x)dx
R R
< ”uk“Lp(R‘l’) ”()OHLP'(Rd) — 0.

D
Kako je funkcija ¢ proizvoljna, slijedi gzu; — O, tj. uy <o,

D,
Obrnuto, pretpostavimo da uy < te neka je 0 = (0, 1)*. Po Soboljevljevoj nejedna-
kosti postoji C > 0 tako da

1-2/p
f uel? < C llugl s gy ( f wl?) ", yezd (4.1)
Q+y O+y

Dodavajuci ¢lanove u gornji izraz, dobivamo:

1-2/p 1-2/p
f uel” < C a0 sup( f goud’) " <2¢( f gyud”) (4.2)
R 0] Q

yEZ‘[
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gdje je yx € Z4 bilo koji niz koji zadovoljava

1-2/p 1 -2/p
( f gyul”) >—sup f lgul?) .
0 yeZd

Kako je ulaganje H'(Q) — L”(Q) kompaktno, slijedi:

1-2/p
( f guul”) = 0uL”(Q)
0
pa tvrdnja slijedi iz (4.2). |
Iz Korolara[7|te Leme [9]i Leme [11]slijedi korolar:

Korolar 12. Neka je u; ograni¢en niz u H'(RY). Tada postoji podniz niza u;, koji éemo
opet oznaCiti s uy, te nizovi w™ u H'(R?), y” u Dy, y\" = 0, zak € N, n € § tako da
vrijedi

-+ 3"y = w,

(n)

|y ylim)| — 00, Zan + m,

Z ||w(")

nes

2 . 2
H'(R) < hm Sup ”uk”Hl(R) 5

u; — Z w( — yE{”)) — 0 Dya-slabo i u LP(RY)

nes

za svaki p € (2,2%). Nadalje, red u (12)) konvergira u H'(R?) uniformno po k.

Pomoc¢u metode kompaktnosti koncentracijom moZemo na jednostavan nacin provjeriti
konvergira li niz D-slabo k 0 ili ne. Ukoliko je odgovor negativan, znamo da postoji ne-
nul dislocirani slabi limes koji je kandidat za rjeSenje D-invarijantnog problema. Sto to
konkretno znaci u primjenama, vidjet ¢emo u sljede¢im odjeljcima.

5. Uvjetna minimizacija

U ovom éemo poglavlju pokazati kako se Teorem [6] moZe primijeniti u varijacijskom
racunu.
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Neka je p € (2,2%), te neka je V € L¥(R?) Z¢-perioditka funkcija i pretpostavimo da je
inf V > 0. Promotrimo sljedeci problem:

c,=  inf f IVu(x)* + V(x)lu(x)*dx (5.1)
R4

ueH' (RY),ull =1

Nije teSko provjeriti da E(u) := &d [Vu(x)|> + V(x)|u(x)|>dx definira ekvivalentnu normu
na H'(RY) pa je ¢, > 0 po Soboljevljevom teoremu ulaganja. Ukoliko je # minimizator
gornjeg problema, tada je i [u| € H'(R?) pa je po strogom principu maksimuma |u| >
0. Dakle, moZzemo pretpostaviti da je u > 0. Po pravilu Lagrangeovih multiplikatora u
zadovoljava jednadZbu

f Vu-Vo + Vugp = /lf u', o € H)(RY)
R4 R4

Sto je ekvivalento s —Au + Vu = AuP~' u slabom smislu. Ukoliko se # pomnoZi s odgova-
raju¢im skalarom, moZemo pretpostaviti 4 = 1.

Teorem 13. Neka je u; minimizirajudi niz za problem (5.1)). Tada postoji niz (y,) u Z4, te
podniz niza u; (koji éemo opet oznaciti s uy) tako da u;(- — y;) konvergira k minimizatoru.
Dokaz. Neka je u; minimizirajuéi niz. Primijetimo da je za bilo koji niz (y;) u Z4 niz
e e e . . D . e e e 1.
ui(- + yx) ponovno minimizirajuci niz. Po Lemi (11{ne vrijedi u; — O jer bi inace vrijedilo
1 = [lull, — 0, $to je oita kontradikcija. Dakle, postoji w € H'(R?) te niz y, u Z? tako
da na renumeriranom podnizu u (- + y;) — w # 0. Definirajmo A, := wi(- + yi). Moze

se pokazati da h; konvergira po mjeri na svakom ograni¢enom izmjerivom skupu pa na
podnizu konvergira skoro svuda. 1z Brezis-Liebove leme slijedi

cp = lim Il = lIwll7, + Tim [l — wilZ, (5.2)

l:f |hk|”:f |w|p+limf [ — wiP. (5.3)
R4 R4 R4

Oznadimo t = fRd [w|P. Iz definicije broja c,, te (5.2) slijedi
cp >t + (1 = 1)MP. (5.4)

Gornja je nejednakost moguca samo zat = O ili# = 1. Ukoliko je = 0, tada je w = 0, Sto je
kontradikcija. Dakle, |w]|, = 1. Nadalje, ukoliko je lim |z — wil7, > 0, tada je [[Wll2, < c,,
Sto je kontradikcija. Dakle, by — w u H'(RY).

m]
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U proslom je teoremu funkcija V bila Z¢-periodi¢ka, $to je jak zahtjev. Iduéi teorem
nam daje postojanje minimizatora u slucaju kada je funkcija V ograni¢ena odozdo sa strogo
pozitivnim brojem te ima limes u beskonacnosti.

Teorem 14. Neka je V € LY(RY), inf,ze V > 0 i pretpostavimo da V(x) < V. :=
limye V(y), x € RY, tako da vrijedi stroga nejednakost na skupu pozitivne mjere. De-
finirajmo a(u,u) = [, |Vul* + V(x)u*dx i neka je

cp = inf a(u, u). (5.5)

ueH"' (R4):|lull,=1
Tada se c,, dostiZe te svaki minimizirajuci niz ima podniz koji konvergira k minimizatoru.

Dokaz. Primijetimo da a(-, -)% defnira ekvivalentnu normu na HR?). Neka je u; mini-
mizirajuéi niz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti u; — w. Iz jednakosti
a(ug —w,u, —w) = a(uy, uy) — 2a(u, —w,w) —a(w, w), slijedi, za w = wlim uy, vy = u —w,

¢p = lima(ug, wy) = a(w, w) + lima(ve, vo) = ¢, [WIl} + ¢, lim vl . (5.6)

1z Brezis-Liebove leme direktno izlazi

1= laglt?, = Tim [l + lIwll? (5.7)

Ukoliko oznacimo ¢ = ||w||1’§, kao 1 prije slijedi

2 2
Cp 2 Cpt /”+Cp(1 — )P,

Kako je p > 2 gornja je nejednakost moguca samo za t € {0, 1}. Pretpostavimo da je
t = 01 pokazimo da to vodi na kontradikciju a(uy, ux) > c,. Ozna¢imo s U, = {V,—V(x) >
e}, (U, u) = fRd IVul> + Voouldx i Cpoo = inf”u”pzl as(u, u).

aluy, ) = f Vi [*dx + f V(x)uidx + f V(x)uidx
R4 . {Veo—V(x)<e}

> | |[ViylPdx + f V(x)u;dx + f (Voo — &)ujdx

R4 o {(Veo—=V(x)<&}

= f Vi *dx + f V(x)u;dx + f (Vo — &)ujdx — f (Vo — &)ujdx
R4 Ug R4 U,

= Ao (U, Uy) + (V(x) = Vo + s)u,%dx - sf u,%dx.
Us Rd

Kako je U, ogranicen skup, iz Relich-KondraSovljevog teorema te Cinjenice da u; — 0,
zakljuCujuemo limy_,q fU (V(x) = Vo + 8)u,§dx = 0, paje ¢, = lima(ug,ur) > cpoo —

gliminf ||uk||§. Kako je £ > 0 proizvoljan, dobili smo ¢, . > ¢,
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Neka je z > 0 minimizator za . Tada je cpo = [, V2l + VioZ2dx > [, V2] +
V(0)z%dx > c,.
Dakle, r = 1 pa je a(w,w) > ¢,. 1z zakljucujemo a(w,w) < c, pa je w traZeni
minimizator.
i

6. Nelinearna Schrodingerova jednadzba

U ovom ¢e odjeljku osnovni model biti nelinearna Schrédingerova jednadzba (NLS):

{iu, + Au = +ulPunaR? X R, 6.1)

U, = lﬁ (S Hl(Rd),

gdje je 1 < p < oo. Ukoliko promatramo jednadzbu s pozitivhim predznakom na des-
noj strani, tada govorimo o defokusirajucoj nelinarnosti, inace govorimo o fokusirajucoj
nelinearnosti.

Jednadzba (6.1]) zadovoljava sljedeée zakone saCuvanja:

M(u(t)) = f lu(x, H)|>dx
R4

E(u(t)) = %f \Vu(x, t)*dx + ;laf lu(x, H)|Pdx,
R R4

tj. M@u(r) = Mu©0)) i E() = Ew(0)). Clan } [, [Vu(x,7)[dx naziva se kinetitka
energija, a ¢lan J_r% fRd lu(x, t)|Pdx potencijalna energija.
Kazemo da je u solitonsko rjesenje za fokusirajuéu NLS ukoliko je oblika

u(x, 1) = Q(x)e'",
za neku funkciju Q € H'(RY) i 7 > 0. Lako se provjeri da Q mora zadovoljavati
AQ+10P*Q -0 =0.
Primijetimo da su Q, AQ, |01P2Q € S'(RY) pa ovu jednakost moZemo gledati u S’(R?).

2‘1;4), A > 0. Promotrimo problem minimizacije funkcionala energije:

Neka je p € (2,

1 1
E(w):== | |VuPdx-— | |uldx,
2 R4 p R4
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uz uvjet ||u||L2 = A, tj. definirajmo:
= inf{Ew),u € H'R?), |lull}, = A}. (6.2)

Kako bismo mogli rijesiti minimizacijski problem, prvo trebamo promotriti za koje p uopcée
ima smisla gledati gornji problem. Iz Soboljevljevih teorema ulaganja znamo da je H'(R?)
ulozen u L?(RY), za p € (2,2%), gdje je 2* = % pa je drugi ¢lan jednakosti na desnoj strani
dobro definiran za p € (2, 24%).

2d+4

Teorem 15. Za p € (2, =) je I konacan. Nadalje, I < 0.

Dokaz. 1z Soboljevljevih teorema ulaganja znamo da postoji C > 0 tako da je [lull; > ga) <
C ||l g1 (gay- Primjenjujuci Holderovu nejednakost za p = ig=75 slijedi:

L 2 4
2= a 24 2 a 2 2 2
flul fluld- flul) = i IIMIIﬁzsC/Uf Vatl™ + Jul”.
R4

Uzmimo p € (2, 2”{7*4). Iz osnovne interpolacijske nejednakosti slijedi

(1-0) 2
el < 7 s < CC f WVl + )

paje Iy > % [, [VulPdx— C([, [Vul® + D). Kako je %22 < 1, zakljuCujemo I, > —co.
—b|x[?

PokaZzimo da je I; < 0. Definirajmo u(x) = ae™™"", za neke parametre a, b > 0 koje ¢emo
odrediti kasnije. Kako je |ull2, = A, mora vrijediti b = Za717 pa je

d 1
E(u) = E(a) = at[=2"7] - a2 [A——21].
4 p§+l
Buduéi daje p—2 < 2, to postoji a > 0 tako da je E(u) < 0. Takoder vidimo daje I, = —
zap > 2d+4

O

Koriste¢i metodu Lagrangeovih multiplikatora, zaklju€ujemo da postoji k € R tako da
minimizator f € H'(R?) zadovoljava:

Af+IfIP2f = kf.

MozZe se pokazati da je « > 0.

Glavni je rezultat ovog odjeljka sljedeéi teorem:
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Teorem 16. Neka je p € (2, 2‘2“4) i1 A > 0. Tada za bilo koji minimizirajuci niz u, postoji

niz y, u Z takav da je niz u,(- + y,) relativno kompaktan u H'(R?) te je njegov limes
rjeSenje minimizacijskog problema (6.2)).

Dokaz. Pretpostavimo da je 4 = 11 oznaCimo s k = I;. Neka je u, minimiziraju¢i niz.
Kada bi za svaki niz y, u Z% u,(- + y,) — 0, iz Leme [l 1|slijedilo bi u, — 0 u L*(R%), za
p € (2,2%). No, tada bismo dobili:

1
0>«k=1lim [ [Vu,ldx—— f lu,lPdx = lim f IVu,*dx > 0,

n—oo R4 p R4 n—oo R
§to je oCito kontradikcija. Dakle, postoji w # 0 i niz y, u Z¢ tako da u,(- + y,) — w (na
podnizu). Pokazat éemo da je w traZeni minimizator i u,(- + y,) — w u H'(RY). Stavimo
v = u,(- +y,). OCito je da je 1 v, minimizirajuci niz. Tada vrijedi

= lim 19 = vl = Jim ST = V) + Vi, = il

1 ) .1 ) 1 »
= S IVWIE, + Jim (S 119v, = VwilE, + fR (V= V)V =2l ) (63)

1 ) 1 1
= S 19w, + Tim (S 119v, = Vwil, - Sl ).

buduéi da Vv, — Vw slabo u L*(R%). Takoder, iz Brezis-Liebove leme slijede iduca dva
identiteta:
L= vl = Tim v, = wi? + [l 6.4)

p

o = v = wlif, = Iwlif, - (6.5)

lim [[v,||
Iz &injenice da za svaku funkciju u € H'(R?) vrijedi:

1
2
K lullf> < 5

L= 9
te iz (6.3) i (6.4) dobivamo:

L? >

1 -
IVull?, - ;Ilull’;2 lluallf (6.6)



Nelinearna Schrodingerova jednadZzba 36

&3 | 2 2
k=" Tim & v, = wil7, + kWil
n—00
©o . 1 1 2-p p 1 2 _ 1 2P | 1w||P
shmwM?WW—VMb—;m@—Mb|M—WMJ+?WMM—;WWHHMM

: 1 | _ 1 1 _
< limsup 7[[Vv, = V[, ~liminf > lv, - Wl v = wily, + SI9wilz: - > WIS [l

: 1 | 2 | R
« + lim sup ;Ilvnllip — lim inf » v = w7 v = wilf, — » Il P lIwll

1 1 1 ” 1,
k + =|wll}, = liminf —[jv, — wll}, = liminf — |jv, = wl[5” v, = wllY, = = Wl 57 w7,
p p L p b

63
<

63
<

—

1 1
P _ 2-py D i inf CwollP i i 2 T2
< K+;|IWI|LP(1 Iwll;.") phmlnfpllvn wil;, hmlnfpllvn Wi e = wii,
Dakle, dobili smo:

1 1 1 1
p 2-p L P s 2-p 4
0< I—?IIWIIU(1 —wll,") - P lim inf ;Ilvn - wll;, — liminf P Vi = Wi v = Wl -

Kako je norma slabo odozdo neprekinuta funkcija, to je ||w||;2 < 1 pa je ||w||i;” > 1. Da
bi gornja nejednakost bila zadovoljena, sva tri ¢lana s desne strane moraju biti jednaki 0.
Dakle, ||w||;> = 1. Jer v, = wi||v,|l;2 = |W||; 2, moZemo zakljuciti da v, — wu L2(RY).
Iz osnovne interpolacijske nejednakosti i Banach-Steinhausovog teorema slijedi i v, — w
u L”(RY) pa koristeéi (6.3) mozemo zakljuéiti lim,,_,., ||Vv, — Vwll2 = 0. Dakle, v, - wu
H'RY i E(w) = «.

U slucaju da je 2 # 1, provedemo identi¢an racun samo $to umjesto (6.3)) imamo A =

. 2 2 . 2 2 -2
limyco [[vs = WiiE2 + Wl i umjesto (6.6) imamo « [lull> < 3ANIVullf> = A7 lull}, ™ llullf,-
O



Kokompaktnost

1. Osnovni pojmovi

U ovom ¢emo poglavlju dati poopcenje definicije D-slabe konvergencije u Banacho-
vom (ne viSe Hilbertovom) prostoru. Radi jednostavnosti cemo uzeti da je skup D grupa.

Definicija. Neka je A Banachov prostor, te D grupa neprekidnih linearnih bijekcija na A.
Za niz (uy) elemenata iz A kaZemo da konvergira D-slabo prema u € A ukoliko g, (u;,—u) —
0 za svaki izbor niza (g,) u D.

Primijetimo kako je, zbog €injenice da 9 sadrzi operator /, svaki D-slabo konvergentan
niz ujedno 1 slabo konvergentan. Obrat vrijedi ukoliko je O konacna grupa.

Definicija. Neka su A i B Banachovi prostori takvi da je A uloZen u B te neka je D grupa
neprekidnih linearnih bijekcija na A. KaZemo da je ulaganje prostora A u prostor B ko-
kompaktno u odnosu na D ukoliko svaki D-slabo konvergentan niz u A konvergira u B.

Napomena. Ukoliko je D = {I} te je A refleksivan, tada su kokompaktna ulaganja upravo
kompaktna ulaganja.

2. Glavni rezultati

U nastavku ¢emo, kad god radimo s Banachovim prostorima ¢iji su elementi funkcije
u : RY — C i &ije su norme invarijantne na translacije, za grupu 9 iz gornjih definicija
uzeti skup:

D = Dzi = {gyhyezes gdje je gyu = u(- - ). 2.1)

Kad god radimo s Banachovim parom (A, A), uvijek ¢emo mu pridruziti grupu D na
sljedeci nacin: za elemente g iz O pretpostavit ¢emo da su linearni operatori g : Ag+A; —
Ay + A, tako da vrijedi

37
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gA)CA;, i g:A;—> A, jeizometrijazaj=0, I. (2.2)

Lema 1. Neka je (Ao, A1) Banachov par i D grupa linearnih preslikavanja g : Ag + A} —
Ao + A, koja zadovoljavaju (2.2). Tada je svaka funkcija g € D izometrija na Ay + A;.
Nadalje, za svaki p € [1,00), 6 € (0, 1), restrikcija od g na (Ao, A1)g,p, respektivno [Ag, A1 ]y
je izometrija na (Ao, Ay )g,p, respektivno [Ag, Ailp.

Dokaz. Dokaz slijedi iz osnovnih svojstava interpolacijskih prostora (Ao, A})g,, 1 [Ag, A1lg
primijenjenih na operatore gi g~'. O

Definicija. Neka je (Ay, A1) Banachov par takav da je A, neprekidno uloZen u A te neka
je D grupa linearnih operatora g : Ay + A1 — Ay + A, koji zadovoljavaju (2.2). Nadalje,
neka je Ay neprekidno uloZen u Banachov prostor By. Za familiju ogranicenih operatora
(Mp)e.1) iz Ao u Ay kaZemo da je familija D-kovarijantnih izgladivaca ukoliko zadovoljava
sljedece uvjete:

(i) za j = 0,1 norma operatora M, kao neprekidnog operatora iz A u A; je ogranicena
uniformno po t, tj. sup,cq 1) IMills, -4, < 00

(ii) funkcija o(t) := || — Mil|4,-p, zadovoljava lim,_q o (t) = 0
(iii) za svaki g € D, it € (0, 1) postoji hy, € D tako da je gM, = Mh,,.

Teorem 2. Neka su (Ag,A;) 1(By, By) Banachovi parovi takvi da je Aj uloZen u B;, j =
0, 1. Pretpostavimo da je k tome A, uloZen u Ay. Neka je D grupa linarnih operatora
g : By + By — By + B koja zadovoljava (2.2) u odnosu na oba Banachova para (A, A)
1 (By, By). Pretpostavimo da postoji D-kovarijantna familija izgladivaca (M, : Ay —
A1y Ukoliko je A, D-kokompaktno uloZen u By, tada je, za svaki 6 € (0,1) te za
svaki q € [1, oo], prostor (Ay, A)sq D-kokompaktno uloZen u (B, By)y 1 prostor [Ag, A1y
je D-kokompaktno uloZen u [ By, By ]s.

Dokaz. Dokazat ¢emo teorem u slu€aju realne interpolacije. Dokaz u slucaju kompleksne
interpolacije je analogan.

Iz definicije interpolacijskih prostora znamo da je (Ag, A1), uloZen u Ag + A} = A,.
Dakle, za a € (Ao, A1)gy, vrijedi

IMialla, < Cllalls, < Cllallag.a,, -

pa je operator M, ograniCen iz (A, A1)gq U Aj.

Pretpostavimo da niz u 2 0 u (Ag,A1)g,. Pokazat Cemo da uy — O u (By, Bi)g4. Neka
je (gu)kenw proizvoljan niz u D. Tada je

gMuy = Mthgk,tuk (2.3)
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po svojstvu (iii). Buduci da hg u; — 0 u (Ao, A1)s,, zakljuCujemo da M;hg up — Ou A za
svaki fiksni ¢ € (0, 1). Iz kokompaktnosti ulaganja A; C B te (2.3) zakljucujemo

lim [|M;1415, = 0. 2.4)

Iz svojstva (1) te Cinjenice da je A; uloZzen u B;, za j = 0,1, imamo da je operator
M, : A; — Bj ograniCen uniformno po ¢ te vrijedi ocjena

Sj ‘= sup ||Mt||Aj—>Bj <o j: O, 1. (25)
1€(0,1)
Bududi da je M,u, € By N By iz (2.9) i glavnog interpolacijskog teorema, slijedi

1-0 0
My uill gy,8,)0.g < Coq Mg, | M urllp,
1-0 0
< co.g(So lluellay) ™ [1Mougll, -
Po Banach-Steinhausovom teoremu niz (u;) nuZno je ogranien u (Ao, A;)g, pa je
ogranicen i u Ay. Koriste¢i (2.4) slijedi
lim ||Mtuk||(Bo,B,)9q = 0. (2.6)
k— o0 :

Promotrimo malo detaljnije operator I — M,. Iz (2.5) slijedi daje I — M, : Ay — By
ograniCen i vrijedi || — M| 4,5, < IM|la,— 5, +S 0. Koriste¢i ovu ocjenu, teoremi SVOjstvo
(i), zakljuCujemo da je I — M, : (Ag, A1), — (Bo, B1)s, Ogranicen operator te vrijedi

1-6 o

W — Millcag.a)0,—Bo.Bey < I — MillyySp, I — Mill, g,
1-6 ;0
< (Mlag=p, +S0) "o (@),

Dakle, koristeéi (2.6), imamo

lim sup ||Mk||(30,31)9,,, < limsup ||Mtuk||(30,31)9,q + limsup [|(/ - Mz)uk”(Bg,Bl)M

k—o0 k—o0 k— o0
S O + llm Sl].p ||(I - Mt)uk”(BO’Bl)e,q
k— o0
: 1-6 (7
< lim sup([lll 45, + S0) @) lurllag.a,),, -
k—o0

Iz ograniCenosti niza (u;) u (Ao, A1)g, te Cinjenice da desna strana tezi k 0 kako ¢ — 0,
dok izraz s lijeve strane ne ovisi o ¢, slijedi lim;_,c ||uk||(30,31)9q =0.
O

Pomocu teorema[2]dobit ¢emo kokompaktnost ulaganja interpolacijskih prostora odredenih
funkcijskih prostora. Prva to¢ka u nasim razmatranjima ¢e biti sljedece svojstvo kokom-
paktnosti Soboljevljevih ulaganja, koje je direktno poopcenje Leme |1 1|iz treceg poglavlja.
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Teorem 3. Neka je p € (1,00). Soboljevljevo ulaganje prostora W'*(RY) u LY(RY), p <
g <p,gdiejep" = % zad > pip*=o0zad < p, je Dya-kokompaktno.

Dokaz. Oznacimo s Q = (0, 1)¢ jedini¢nu kocku u R? i pretpostavimo da u,(- —y,) — 0 za
svaki izbor niza y, u Z¢. Po Soboljevljevoj nejednakosti, za svaki y € Z¢ vrijedi

q P P q\! 7Pl
ud? < | (Vi + ([ lad?)
O+y Q+y Q+y

Dodavajuci ¢lanove u gornji izraz, dobivamo

1-p/q 1-p/q
f |Mk|qSf(|Vuk|p+|Mk|p)5up(f|gyuk|q) szc(flgykuqu) ,
R4 R4 yezd (0] (0]

gdje je y bilo koji niz u Z¢ koji zadovoljava

()™ L [l ™

2 yGZd

Iz &injenice da je ulaganje W'?(Q) — L9(Q) kompaktno, slijedi traZena tvrdnja.
]

Teorem 4. Neka je a € (0,00) i p € (1,00). Ulaganje prostora W*?(R%) u L? je Dya-
.. df 4> ap

kokompaktno za p < q < pi, gdje je p;, =17

00, d < ap.

3. Kokompaktnost ulaganja W*? — L7 za a € (0, o)

Htjeli bismo pomocéu Teorema [2| dokazati da je ulaganje W*? — L7 kokompaktno, za
svaki a € (0, ), §to ¢e predstavljati poopéenje Teorema 3] Kako bismo to mogli dokazati,
potrebno je nac¢i konkretnu familiju D-kovarijantnih izgladivaca.

Lema 5. Neka je (Ag,A;) = (LP(RY), W'P(RY)) i (By, B)) = (L?(RY), L'(RY)), r € (p, p*),
te neka je D = Dz.. Nadalje, neka je p : RY — [0, c0) glatka C* funkcija s nosadem
sadrZanim u jedini¢noj kugli koja zadovoljava fRd p(x)dx = 1. Tada je, za svaki fiksni
t € (0, 1), operator M,, koji je definiran kao

(Mu)(x) = f p(Qu(x + tz7)dz, (3.1)
lzI<1

ogranicen iz Ay u A,, te familija preslikavanja (M,),c,1) zadovoljava sva svojstva iz defi-

nicije
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Dokaz. Ograni¢enost operatora M, slijedi iz dobro poznatih svojstava konvolucije. Takoder,
ocito je daje M, : A; — A, ogranicen s ||Mt||Aj_)A_/_ <l,zaj=0,11izasvakit e (0,1),Sto
nam daje svojstvo (ii).

Svojstvo (iii) direktna je posljedica ¢injenice da je M,(u(-—y)) = (M,u)(-—y) zay € R,
Dakle, moZzemo uzeti h,; = g za proizvoljni g € Dza 1 za svakit € (0, 1).

Ostaje nam dokazati svojstvo (i1). Imamo

u(x) — Mu(x) = f p(@)[u(x) — u(x + tz)]dz

lzl<1

A
:_f p(z)f z7- Vu(x + sz)dsdz.
lz1<1 0

lu(x) — Mu(x)|P? < supp(y)!’|f0 fll 1 |Vu(x + sz)|dsdz p.

Iyl<1

Tada je

Iz Holderove nejednakosti slijedi

!
lu(x) — Mu(x)|P < Ct? f f |Vu(x + sz)|Pdsdz.
0 |zI<1

Integrirajuci u odnosu na x, dobijemo

!
f |u(x) — Mu(x)|Pdx < Ct? f f f |Vu(x + sz)|Pdxdsdz
R4 0 JlI<1 Jrd

!
= Ct7 f f \Vu(x)\dxdsdz (3.2)
0 lzI<1 JRE

=Cr [Vu(x)|Pdx.
R4

Neka je s € (r, p*). Tada je p < r < s pa iz Teorema 8]iz prvog poglavlja slijedi

< =
~ =

llu = M, < llu = Myuall,™ Nl = Moull?, gdje je 6 = (3.3)

< =
v =

Desnu stranu gornje nejednadzbe moZemo ocijeniti koristeci (3.2) te Soboljevljeve teoreme
ulaganja pa dobivamo
1-6 0
[l = Miull, < Cllullyu, lle = Mully,,,
< Ct' ™ lully -
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Nakon $to smo definirali sav potreban alat, prelazimo na dokaz Teorema[3] Neka je p
€ (1, 0) kao u iskazu teorema i neka je r € (p, p*). Neka je (4g,A;) = (LP(RY),L"(R%)
i (By, B)) = (LP(RY), W'P(R?)). Grupu D i familiju (M,),c,1) odaberimo kao u Lemi
Znamo iz Teorema [3] da je A; Dza-kokompaktno uloZen u B;. Sada moZemo primijeniti
Teorem |2| iz drugog poglavlja za kompleksne interpolacijske prostore pa dobivamo da je
[LP?(RY), WP (RY)], Dya-kokompaktno uloZen u [LP(RY), L"(R%)],. Iz poznatih rezultata
slijedi da su ta dva prostora W?(R?) i L*(R?) respektivno, gdje je s, broj u intervalu (p, r)
dan s -

1_1-6,9 (3.4)
S0 P r

Stavljajuéi 6 = a dobivamo Zeljenu tvrdnju za g = .

Neka je (ux)ren proizvoljan niz u W*?(R%) koji konvergira Dyq-slabo k 0. Za dani
g € (p, pa) odaberimo r € (p, p*) dovoljno blizu p tako da broj so koji je dan s (3.4), za
6 = a zadovoljava p < so < g. Iz gornjih razmatranja imamo limy_, ||u|[ps0ge) = O.

Neka je s; € (g, p;,). Po Soboljevljevom teoremu ulaganja, niz (u; )ren, koji je ogranicen
u WeP(R%), mora biti ograni¢en i u L*'(RY). Naposljetku, iskoristimo Teorem [8]iz prvog
poglavlja da ograni¢imo ||u|, s IIukIIio_ﬂ IIukII'f] za odgovarajuci S € (0, 1). To je dovoljno za
dokaz Teorema [2]u slucaju @ € (0, 1).

Slu¢aj @ = 1 je tvrdnja Teorema 3]

Neka je @« > 1, a p i g kao u iskazu teorema. Kako je p < p*, to moZemo odabrati
brojeve gy 1 ¢g; koji zadovoljavaju p < go < min{p*,q}iq < q; < p;. Neka je (i) niz
u W*P(R%) koji je Dza-slabo konvergentan k 0. Kako je @ > 1 znamo da je W*P(RY)
ulozen u W'?(R?) pa je u; Dya-slabo konvergentan u W'»(R%), a onda je po Teoremu
limy o [lull,, = 0. Buducida je go < g < g1, Teoremiz prvog poglavlja nam daje

el < Noagllg,” Neeell§, . za neki 6 € (0, 1). (3.5)
Jer je W*P(R?) uloZen u L7 (RY) imamo |||, < C ||uk||(110_9 ||uk||€V,,,p(Rd). Kako je, po Banach-

Steinhausovom teoremu, svaki slabo konvergentan niz ogranic¢en, dobivamo |[ul|, < C ””k”Zo -
0.

4. Postojanje minimizatora

U ovom ¢e nam odjeljku od osobite pomo¢i biti iterirana Brezis-Liebova lema koja
slijedi kao korolar Brezis-Liebove leme.
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Korolar 6. (Iterirana Brezis-Liebova lema) Pretpostavimo da je 1 < p < oo. Neka je y(")
tocka u RY, za svaki k i svaki n iz N. Pretpostavimo da je lim;_,, |y(’”) V; )| = oo za svaki
fiksni m i n gdje je m # n. Neka je () C LY (RY) ogranicen niz takav da za svakin € N
niz w(- + y\") konvergira s.s. k funkciji w". Tada, za svaki M € N

M
f Y f W f uk—Zw“”( |
RN ‘o] VRV RN

Dokaz. Dovoljno je dokazati da svaki podniz izraza s lijeve strane u (4.I) ima podniz
koji konvergira k 0. To zna¢i da moZemo pretpostaviti, bez smanjenja opCenitosti, da
niz (y\")eer zadovoljava dodatni uvjet [y™, -y | > 2" — ™|, Vk € N,Vm,n €
{1,2,...M}, m # n. Taj uvjet nam osigurava da je lim;_,. f(x + y(m) y,((")) = 0 s.s.
na R" za svaki f € L?(R"). Posebno, to vrijedi za f = w"”, j € N. Tvrdnju éemo dokazati
indukcijom.

Za M = 1 tvrdnja je direktna posljedica Brezis-Liebove leme primjenje na niz funkcija
u(- + yﬁ{l)) — wh s.s.

Pretpostavimo da je (4.1) istinito za M = m i pokazimo da je istinito za M = m + 1.
Definirajmo niz funkcija (v,(cm))keN

m
(
W= ) we =)
n=1

Primjenjujuci pretpostavku indukcije te Brezis-Liebovu lemu na niz v(m)( +yrth) Eijije s.s.
limes w™*D dobivamo

0=lim | |ul’ - Z WP — |v<"”|f’
k—o0 RN
= lim f luel? — f WP — f W+ yMP
—00 RN
:hmf |uk|p_2f |W(n)|p_f |W(m+1)|p_f |v(m+1)( +y(n))|p’
k—o00 RN p RN RN

Sto dokazuje korak indukcije. O

0. (4.1)

Teorem 7. Za svaki a > 01 svaki g € (2,2;), poprima se infimum

c= inf

2
[l :
lell g ety =1 HY(RY)
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Dokaz. Neka je (u;) minimizirajuéi niz. Pretpostavimo da za svaki niz (y;) u Z%, niz
(ur(- — yx)) konvergira slabo k 0 u H*(R?%). Tada u; — 0 u LY(RY), s obzirom da je
H*(RY) Dzi—kokompaktno uloZen u LY(RY). No, to je kontradikcija s ¢injenicom da je
lukllLomey = 1. Dakle, postoji niz y; (do na podniz), te funkcija w € H*[RY,w # 0, tako
da u(- — y) konvergira prema w slabo u H* te po tockama s.s. (uzimamo u obzir da slaba
konvergencija u H* povlaci kovergenciju po to¢kama s.s.). Nadalje, niz vy = wui(- — yi)
takoder je minimizirajuci niz. Tada je

2
Ho(Rd)
= Vi = Wll5a ey + W50 gay + 2 < vie = w, w > +0(1)

+0(1) = |(vk = W) + Wl pay + 0(1)

c= ||Vk|| He(RY)

2 2
= ”vk - W”Ha(Rd) + ||W||H(Y(Rd) + 0(1)

Po Brezis-Liebovoj lemi

1 = ||vk||iq(Rd) = ||Vk - W”iq(Rd) + ||W||zq(Rd) + 0(1)' (4'2)
Bududi da je ||f||i,a(Rd) >c ||f||iq, za svaki f € H*, moZemo zakljuciti

2 2
cz2c ”Vk - W”Lq(Rd) t+c ”W”Lq(Rd) + 0(1)
Uzimajudi u obzir ({.2)), slijedi

2 2
¢ 2 e(1 = Wl a7 + IR -

Kako je g > 21w # 0, zadnja nejednakost vrijedi samo ako je ||w||p¢rs) = 1. Buduci da je
norma slabo odozdo poluneprekinuta, vrijedi nejednakost ||w||gega) < Ve < |l Hegrdy - O

U idu¢em teoremu dobivamo postojanje minimizatora kao posljedicu limesa funkcije u
beskonacnosti.

Teorem 8. Pretpostavimo da funkcija b € C(R?) ima limes u beskonacnosti te da je 0 <
be := limye b(x) < b(x) za svaki x € R?. Tada se, za svaki @ > 0 i svaki q € (2,2},
postiZe infimum

= inf jull

Jra boluColdx=1
Dokaz. Definirajmo funkcionale F, Fy iy na H*(R) formulama F(u) := [, b(0lu(x)|"dx,
Fo(u) := [, beolu(x)9dx i (u) := [, (b(x) — boo)lu(x)|“dx. PokaZimo da je ¢ slabo ne-
prekidan funkcional na H*(RY). Fiksirajmo & > 0 i podijelimo domenu integracije na
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{b(x) — bs < &} i omeden skup {b(x) — b, > &} te pretpostavimo da u, — u u H*(R¢). Tada

Je

W (un) — ()| = | (b(x) = beo)luy|” — ul’dx + f (b(x) = boo)lluty|” — Jul*dx]

{b(x)—beo<e} {b(x)—boo>€}

< Sf [l — Jul*ldx + f (b(x) = boo)llunl® — ul*ldx
R4 (b(x)~bo>e)

<Cs+ f (b(x) = be)llnl? — ulldx
{b(x)—bs>&}

gdje smo prvi ¢lan ogranicili koriste¢i Banach-Steinhaus teorem. Koriste¢i Brezis-Lieb
lemu te Cinjenicu da je {b(x) — b, > &} ogranicen skup, zakljuCujemo:

lim sup [y (u,) — ¥ (u)| < Ce + lim (b(x) — boo)|uty, — u|dx
n—co =00 J{b(x)—beo>€}

= Ce.

Kako je € proizvoljan, slijedi ¢(u,) — ¥(u).

Neka je u; minimizirajuci niz, tj. limg_e o2

H”(Rd)
opéenitosti moZemo pretpostaviti u, — w u H%(RY). Pokazat éemo da je w minimizator
gornjeg problema.

Kao u prethodnom teoremu,

= k1 F(uy) = 1. Bez smanjenja

k= ||uk||?_]zr(Rd) + 0(1) = ||uk - w”?—[zr(Rd) + ”W”?.]a(Rd) + 0(1) (43)
Ukoliko napisSemo F(u) kao zbroj Fo(u) = b, ||u||Zq ®) i slabo neprekidnog funkcionala

Y(u), Brezis-Liebova lema primijenjena na funckional F(, daje nam:

1= Fug) = Fo(u)+iu) = lim Fo(ug—w) + Fow) +¢(w) < lim FGy—w)+F(w). (4.4)

Primijetimo da je nejednakost stroga, osim ako u; — w u LY(R9)

2
> &, Yu € H*(RY), u (@3) te koristeci (#.4),

He(RA)

u
Uvrstavajuéi nejednakost ||———
vrstavajuci nej ‘F(u)l/‘f
slijedi:

& = el (3o oy + 0(1) 2 KF (g = W) + RFEW)? + 0(1) 2 k(1 = F(w)) + RF(w)*? + o(1).

Kako je ¢ > 2, gornja je nejednakost istinita samo za F(w) = 1 ili w = 0. Kada bi
w = 0, tada bismo imali jednakost u {#.4), pa bi u; — 0 u LY(R%). No, to je nemoguce jer
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F () definira ekvivalentnu normu na LY(R). Dakle, u; — w, F(w) = 1. Kao u proslom
teoremu, imamo ||w||gege) < Vi < Wl e ey
O
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Sazetak

U ovom su radu opisani razliCiti rezultati teorije kompaktnosti koncentracijom i teorije
interpolacije. Rad se sastoji od 4 poglavlja.

U prvom je poglavlju dan kratki pregled funkcijskih prostora i rezultata koje ¢emo
koristiti u kasnijim poglavljima.

U drugom smo poglavlju dali uvod u teoriju interpolacije; detaljno smo objasnili re-
alnu i kompleksnu interpolacijsku metodu te smo pokazali glavna svojstva interpolacijskih
prostora.

U tre€em su poglavlju dani glavni rezultati teorije kompaktnosti koncentracijom u Hil-
bertovom prostoru. Nadalje, pokazali smo kako pomocu navednog teorema dokazati eg-
zistenciju rjeSenja nelinearne Schrodingerove jednadzbe.

U cetvrtom smo poglavlju poopdili definiciju D-slabe konvergencije u Banachovim
prostorima, definirali smo pojam kokompaktnosti te smo pomocu rezultata iz teorije inter-
polacije dokazali kokompaktnost ulaganja prostora W*? — L9,



Summary

In this thesis we describe various results of concentration compactness principle and
theory of interpolation.

The thesis consists of four chapters. A short overview of function spaces that are to be
used in later chapters is given in the first one.

In the second chapter we present classical real interpolation theory with focus on the
so-called K-method as well as complex interpolation theory.

The functional-analytic grounds of the concentration compactness are presented in the
third chapter, followed by applications on nonlinear Schrodinger equation.

In the final chapter we give a formulation for the concentration compactness method
in Banach space, generalizing the Hilbert case described in the previous chapter. We also
give definition of cocompactness, a useful weaker counterpart of compactness. We use
techniques of interpolation spaces described in the second chapter to deduce results from
known cocompact imbeddings for classical Sobolev spaces.
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