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Uvod

Glavni cilj ovog rada je dokaz Dirichletovog teorema o prostim brojevima u arit-
metickim nizovima, koji nam govori da prostih brojeva u aritmeti¢kom nizu oblika a + km,
k € Ny, ima beskonacno mnogo ako su a 1 m relativno prosti. Taj dokaz bit ¢e proveden me-
todama analitiCke teorije brojeva, koja koristi metode iz matemati¢ke analize za rjeSavanje
problema u vezi cijelih brojeva. U prva dva poglavlja ovog rada za rjeSavanje takvih pro-
blema upotrebljavat ¢emo, za razliku od toga, algebarske metode, pa ¢emo tako vidjeti koje
su glavne razlike u ta dva pristupa, te koje su prednosti jednih, a koje drugih metoda.

U prvom poglavlju bavit éemo se kona¢nim poljima, odrediti im strukturu, te promo-
triti neka njihova svojstva, kao 1 vidjeti kakav je kardinalitet skupa zajednickih nultocaka
odredenih skupova polinoma nad kona¢nim poljem. Takoder, uvest ¢emo pojam Legen-
dreovog simbola, koji ¢e nam biti potreban pri dokazivanju najvaznijeg rezultata ovog po-
glavlja, Gaussovog zakona kvadratnog reciprociteta. Pomocu tog zakona odredujemo ima
li neka kvadratna jednadzba, promatrana modulo p (gdje je p prost broj), rjeSenje, Sto nam
je u mnogim situacijama vazno znati.

U drugom poglavlju objekt naSeg promatranja bit e p-adska polja, pri cemu je p
takoder prost broj. Vidjet ¢emo Sto je prsten p-adskih cijelih brojeva, Z,, kao i polje
njegovih razlomaka, Q,. Nakon toga ¢emo se pozabaviti rjeSavanjem jednadzbi Ciji su ko-
eficijenti p-adski cijeli brojevi, tj. pokazivanjem kako se od rjeSenja modulo p" dolazi do
pravog rjeSenja takve jednadZbe, s koeficijentima u Z,.

Dok smo u prva dva poglavlja na spomenutim temama ilustrirali primjenu algebarskih
metoda na rjeSavanje problema vezanih uz cijele brojeve, u treCem poglavlju ¢emo se baviti
karakterima konacnih Abelovih grupa, koje ¢emo koristiti pri dokazivanju Dirichletovog
teorema. Prvo ¢emo prouciti osnovna svojstva karaktera neke konacne Abelove grupe G,
kao i grupu karaktera te grupe, G. Zatim éemo se posvetiti modularnim karakterima, tj.
karakterima grupe G(m) = (Z/mZ)*, gdje je m € N, koji ¢e nam trebati pri definiranju
L-funkcija, funkcija koje imaju klju¢nu ulogu u dokazu Dirichletovog teorema.

Konacno, u zavrSnom poglavlju dokazujemo Dirichletov teorem, i to u jacoj verziji,
koja nam govori da su prosti brojevi asimptotski jednako distribuirani izmedu razli¢itih
klasa kongruencije modulo m koje sadrZze a-ove relativno proste sa m, tj. da je gustoca
odgovarajuéeg skupa P, (¢iji su elementi prosti brojevi p za koje vrijedi p = a (mod m))
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2 SADRZAJ

1
jednaka m; njen je korolar verzija izreCena na pocetku ovog uvoda. Pri dokazivanju
m

se sluzimo metodama analiticke teorije brojeva, koja se pocela razvijati Dirichletovim
uvodenjem L-funkcija u svrhu dokazivanja bas ovog teorema, tj. koriStenjem koncepata
matematicke analize pri rjeSavanju algebarskog problema. U dokazu koristimo i Eulerov
rad, povezujuéi Riemannovu zeta funkciju s distribucijom prostih brojeva. Na pocetku po-
glavlja promatramo Dirichletove redove, koji ¢e nam trebati za definiranje i proucavanje
zeta funkcije (veoma bitne u analitickoj teoriji brojeva), odnosno L-funkcija. Zatim doka-
zujemo jednu od kljucnih stvari u dokazu Dirichletovog teorema, ¢injenicu da zeta funkcija
ima jednostavni pol u s = 1, te nakon toga esencijalnu tvrdnju u ovom dokazu, ¢injenicu da
je L(1, y) razli¢ito od nule za nejedini¢ne karaktere y od G(m), gdje je m € N fiksiran. Na-
kon Sto uvedemo pojam (analiticke) gustoce nekog podskupa skupa prostih brojeva, imamo
sve potrebno za zavrSetak dokaza naSeg teorema, kojeg potom i dajemo. Na kraju rada jos
¢emo navesti neke posljedice i primjene tog teorema, kao i analogne rezultate za druge
tipove jednadZzbi, te ¢emo spomenuti pojam prirodne gustoce.



Poglavlje 1

Konacna polja

U pocetnom poglavlju pokazat éemo da su sva konacna polja sa ¢ = p/ elemenata (pri
¢emu je p prost broj) izomorfna polju F,, skupu korijena polinoma X? — X, dati neka svoj-
stva takvih polja i1 uvesti pojam Legendreovog simbola koji nam govori je li neki element
kvadrat u promatranom polju. Na kraju poglavlja ¢emo dokazati Gaussov zakon kvadrat-
nog reciprociteta pomocu kojeg odredujemo ima li neka kvadratna jednadZba, promatrana
modulo p, rjeSenje.

Za sva polja promatrana u ovom poglavlju uzimamo da su komutativna.

1.1 Osnovne Cinjenice

Neka je K polje. Slika od Z pri preslikavanju z — z - 1¢ (gdje je 1x jedini¢ni element
u K), tj. slika od Z u K, je integralna domena, dakle izomorfna ili sa Z ili sa Z/pZ = F,,
pri cemu je p prost broj. U prvom slucaju kazemo da je karakteristika polja K, char(K),
jednaka 0, a u drugom da je K karakteristike p, i tada je p najmanji prirodni broj koji
pomnoZen s jedinicom daje nulu.

Ako je K konacno polje, iz gore navedenog vidimo da je tada njegova karakteris-
tika prosti broj p. Ozna¢imo li sa f stupanj proSirenja K/F, jasno je da je card(K)=p’.
Oznacimo taj broj sa q.

Teorem 1.1.1. Sva konacna polja sa q elemenata su izomorfna polju IF,, polju razlaganja
polinoma X1 — X.

Dokaz. Neka je Q algebarski zatvoreno polje karakteristike p. Pokazat ¢emo da postoji
jedinstveno potpolje od Q koje ima g elemenata i da je ono upravo polje F,.

Lako se vidi da je preslikavanje o : x — x” automorfizam od €, pa je onda i preslikava-
nje x — x7 automorfizam od Q (jednako je o). Prema tome, x € Q koji su invarijantni za
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4 POGLAVLJE 1. KONACNA POLJA

to preslikavanje (tj. koji se preslikavaju sami u sebe, odnosno takvi da vrijedi x? = x) Cine
potpolje od Q. Ti elementi su korijeni polinoma X? — X, pa je to potpolje F,. Derivacija
tog polinoma jednaka je

qu—l_l:p.pf—IXq_]_lz()—l:—l;ﬁO. (1.1)

S obzirom da je Q algebarski zatvoreno, to povlaci da promatrani polinom ima ¢ razlicitih
korijena, tj. card(F,)=q.

Obratno, ako je K potpolje od Q kardinaliteta g, K*(multiplikativna grupa koja se sas-
toji od nenul elemenata iz K) ima g — 1 elemenata. Prema tome, za x € K* vrijedi x7! = 1,
tj. x? = x, a ta jednakost vrijedi i za nulu, pa vrijedi za svaki x € K, Sto povlaci da su svi
elementi iz K korijeni polinoma X? — X. Dakle, K € F,. Kako je card(K)=card(FF,)=q,
zakljuCujemo da je K = FF,, ¢ime je poCetna tvrdnja dokazana.

Sva polja sa g elemenata mogu se uloziti u Q (jer je algebarski zatvoreno) pa iz gore
dokazanog dobivamo da je svako takvo polje izomorfno sa F,, $to je i trebalo dokazati. O

Proucimo sada F,, multiplikativnu grupu od F,,.

Definicija 1.1.2. Eulerova ¢ funkcija za prirodni broj d jednaka je broju prirodnih brojeva
manjih ili jednakih d koji su relativno prosti s njime.

Ocigledno je da su slike takvih brojeva u Z/dZ generatori te grupe iz ¢ega je vidljivo
da je broj generatora ciklicke grupe reda d jednak ¢(d) (to je ujedno i broj invertibilnih
elemenata te grupe).

Teorem 1.1.3. F, je ciklicka grupa reda g — 1.
Za dokaz ovog teorema bit ¢e nam potrebna sljedeca lema.

Lema 1.1.4. Neka je H konacna grupa reda n. Pretpostavimo da za sve djelitelje d od n
skup x € H takvih da je x* = 1 ima najvise d elemenata. Tada je H ciklicka grupa.

Dokaz. Neka je d djelitelj od n. Pokazat ¢emo da postoji x € H reda d, za svaki takav d.
Ako je x reda d, tada je podgrupa (x) = {1, x,...,x*"!} cikli¢ka reda d, tj. svi njeni
elementi potencirani s d daju 1. Tada po pretpostavci svi y € H takvi da je yY = 1 moraju
biti u (x). Posebno, svi elementi iz H reda d su generatori od (x), a njih ima ¢(d). Prema
tome, elemenata grupe H reda d ima ili 0 ili ¢(d).
Sada iz formule

n= ) o) (1.2)

din



1.2. JEDNADZBE NAD KONACNIM POLJIMA 5

vidimo da ne postoji d takav da elemenata reda d u H ima nula jer bi u suprotnom broj
elemenata grupe H bio manji od n. Dakle, za svaki d djelitelj od n postoji element iz H
reda d.

Posebno, postoji x € H reda n pa je H zapravo jednaka ciklickoj grupi (x), ¢ime je lema
dokazana. O

Teorem sad direktno slijedi iz upravo dokazane leme, primijenjene na H = F, in =
g— 1. O¢igledno je da je pretpostavka leme zadovoljena, jer polinom X¢ — 1, koji je stupnja
d, nema viSe od d korijena u F,.

1.2 Jednadzbe nad konacnim poljima

U ovom potpoglavlju dokazat ¢emo teorem o kardinalitetu skupa zajednickih nultocaka
odredenih skupova polinoma nad kona¢nim poljem K.

I sada je g potencija prostog broja p, a K je polje kardinaliteta q.

Promotrimo prvo sume potencija elemenata iz K. Definiramo:

S(X") = Z X, (1.3)

xeK
gdje je u € Ny. Po dogovoru, x° = 1, za sve x € K.
Lema 1.2.1. S(X") je jednako —1 ako je u > 1 i djeljiv s q — 1, a 0 inace.
Dokaz. Promatramo 3 slucaja:

L.u=20
Svi ¢lanovi sume su jednaki 1 paje S(X*) = card(K) =q=p-p/~' =0.

2.u>1lidjeljivsg—1
Imamo 0* =01 x* =1zax # 0 (jer je udjeljivs g — 1, a K* ima g — 1 elemenata). Prema
tome, S(X)=0+(g-1)-1=g-1=p-p/1 -1=-1.

3.u>1liniedjeljivsg -1
Iz Cinjenice da je K* ciklicka reda g — 1 (teorem |1.1.3)) zaklju¢ujemo da postoji y € K*
takav da je y* # 1. Sada imamo:

S(X) = D x =)y =ys (X, (1.4)

xeK* xeK*



6 POGLAVLJE 1. KONACNA POLJA

tj.
(1 -yH5X" =0. (1.5)
Kako je y* # 1, slijedi da je S(X*) = 0. O

Sada ¢emo dokazati da je broj zajednic¢kih nultocaka u K" skupa polinoma u n varijabli

nad K Ciji je zbroj stupnjeva manji od » djeljiv s p, tj. preciznije:

Teorem 1.2.2. Neka su f, € K[X,,...,X,] polinomi u n varijabli takvi da vrijedi } st f, <

n i neka je V skup njihovih zajednickih nultocaka u K". Tada vrijedi:

card(V) =0 (mod p). (1.6)

Dokaz. Definirajmo polinom P na sljedeci nacin:

P=]]a-zb. (17

Pokazat ¢emo da je P zapravo karakteristicna funkcija skupa V.

Neka je x € K". Ako je x € V, tj. x je zajedniCka nultocka svih polinoma f,, svi
1- fo‘f_l(x) su jednaki 1 pajei P(x) = 1. Ako x ¢ V, barem jedan od izraza f,(x) nije O pa
je dakle za njega fé]_l(x) =1 (jer je K* reda g — 1), odnosno 1 — fg_l(x) = (. Prema tome,
u tom slucaju je P(x) = 0, 1 P je doista karakteristi¢na funkcija od V.

Stavimo sada S (f) = 2, f(x), za svaki polinom f. Imamo:

xeK"

S(P) = Z P(x) = Z P(x) + Z P(x) = Z 1 = card(V) (mod p). (1.8)

xeK" xeV x¢V xeV

Dakle, da dokaZemo tvrdnju teorema trebamo pokazati da je S (P) = 0.
Vidimo daje st P = ) st f,-(q—1) < n(g—1). Iz togasslijedi da je P linearna kombinacija

monoma oblika X" ... X", pri Cemu je i u; < n(q—1) paje dovoljno pokazati da za takav
monom X" vrijedi S (X") = 0.

Ako su sviu; > g — 1, onda je Zn: u; > n(g — 1) pa dolazimo do kontradikcije. Dakle,
barem jedan u; je manji od g — 1, tjlellije djeljiv s ¢ — 1 (ili je jednak nula) pa iz prethodno
dokazane leme slijedi Zeljena tvrdnja. O

=

Spomenimo 1 dva korolara ovog teorema.
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Korolar 1.2.3. Ako je )’ st f, < n i ako nijedan od f, nema slobodni ¢lan, tada taj skup

a
polinoma ima netrivijalnu zajednicku nultocku.

Dokaz. Kako niti jedan od polinoma f;, nema slobodni ¢lan, O je njihova zajednic¢ka nultocka.
No, ako bi bilo V = {0}, tj. card(V) = 1, to bi bilo u kontradikciji s time da je card(V)
djeljiv s p. Prema tome, ti polinomi imaju jo$ neku, netrivijalnu, zajednicku nultocku. 0O

Drugi korolar govori nam o postojanju netrivijalne nulto¢ke jedne vrste homogenih
polinoma (nemaju slobodni ¢lan).

Korolar 1.2.4. Sve kvadratne forme (homogeni polinomi drugog stupnja) u barem 3 vari-
jable nad K imaju netrivijalnu nultocku.

1.3 Zakon kvadratnog reciprociteta

U ovom potpoglavlju vidjet cemo koji elementi polja IF, su kvadrati, 1 u vezi s time
definirati Legendreov simbol i promotriti neka njegova svojstva. Na kraju ¢emo dokazati
glavni rezultat ovog poglavlja, Gaussov zakon kvadratnog reciprociteta.

Neka ¢ i dalje bude potencija prostog broja p.

Sljedeci teorem govori nam koji elementi polja F, su kvadrati, pri ¢emu razlikujemo
sluc¢ajeve kad je g potencija broja 2 i1 kad je potencija nekog drugog prostog broja.

Teorem 1.3.1. (a) Ako je p = 2, tada su svi elementi polja F, kvadrati.

(b) Ako je p # 2, tada kvadrati u F tvore podgrupu (oznacimo je sa P;z ) indeksa 2 u
* o .. (g-1)/2 .. ve . .. .

F,, i ta podgrupa je jezgra homomorfizma x — x'"V'%, koji oznacimo s h, i koji poprima

vrijednosti {+1}.

Dokaz. (a) Za preslikavanje x — x* za p = 2 se lako vidi da je automorfizam od F, iz Cega
odmah zaklju¢ujemo da su u ovom slucaju svi elementi polja F, kvadrati.

(b) Neka je Q algebarsko zatvorenje od F, pa za svaki x € F postoji y € Q takav da je
y* = x. Da bi x bio kvadrat u F, nuZno je i dovoljno da je y € F;, tj. da vrijedi y4~! = 1.
Imamo:

Y= xR = (1.9)

jer je x2~! = 1. Iz toga vidimo da je skup svih x koji su kvadrati jednak jezgri preslika-
vanja x > x4D2 tj. F:>=Ker h. Preslikavanje h je o¢igledno homomorfizam, i poprima
vrijednosti {+1}.
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Ostalo je joS dokazati da je podgrupa FZZ indeksa 2 u [F. To odmah slijedi iz Cinjenice
da ako imamo preslikavanje ¢ : G — H koje je homomorfizam grupa, onda je indeks od
Ker ¢ u G jednak redu od Im ¢. Primijenimo li to na naSe preslikavanje 4, dobivamo da je
[F, : FZZ] = [{x1}| = 2, Sto smo i trebali dokazati.

Ovime je teorem u potpunosti dokazan za sve slucajeve. O

U vezi s kvadratima u polju F, definiramo sada Legendreov simbol.

Definicija 1.3.2. Neka je p # 2 prost broj i neka je x € F,. Legendreov simbol od x

X\ . .. .
oznacavamo sa (—) i on je jednak broju xP=/2,
p

S obzirom da je x*! = 1, Vx € ¥, jasno je da Legendreov simbol u tom slucaju po-
prima jedino vrijednosti 11 —1.

0
Legendreov simbol proSirujemo na cijeli F, tako da stavimo da je (—) =0.

/

Mogude ga je proSiriti i na cijeli skup Z tako da za x € Z definiramo (E) = (ﬁ), gdje
p p
je x’ slika od x u polju FF,,.

Ocito je da je Legendreov simbol karakter grupe F, jer vrijedi (f) (X) = (ﬂ)

pP/\pP p
U teoremu smo vidjeli da je F;2:Ker h, gdje je h preslikavanje x — x?~V/2 pa
iz toga zakljuCujemo da vrijedi:

erF:‘f(:)(f): 1. (1.10)
p

Ako je y kvadratni korijen od x € F, u algebarskom zatvorenju od F,, tj. ako vrijedi

y* = x, onda imamo (f) = xP=D/2 = yp=1,
p
Iz gornjih razmatranja vidimo vezu izmedu Legendreovog simbola i elemenata skupa
IF’;Z; odredimo sada Legendreove simbole za x = 1,—1 1 2, tj. provjerimo za koje p su ti
brojevi elementi skupa IF';‘,z, a za koje nisu.
Prvo definiraymo dvije funkcije koje ¢e nam biti od pomoci pri tome.
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Definicija 1.3.3. Za n € Z neparan, definirajmo funkcije € i w na sljedeci nacin:

~1 0. akon=1 (mod4
en)= 2= (mod?2) = akon =1 (mod 4) (1.11)
2 1, akon=-1 (mod?4).
2 0. akon==+l (modS$
" (mod 2) = akon = £1 (mod8) (1.12)
1, akon==+5 (mod38).

w(n) =

Iz definicije je oCito da su € : (Z/4Z)" — Z/2Z i w : (Z/8Z)" — Z/2Z homomorfizmi.

Sada ¢emo dokazati teorem koji nam govori koje su vrijednosti Legendreovog simbola
zax=1,-112.

Teorem 1.3.4. Vrijede sljedece formule:

1
(a) —) =

b) _—1) = (1)

(© —) = (1),
p

Dokaz. Tvrdnje (a) i (b) ocito vrijede, po samoj definiciji Legendreovog simbola. Dokazimo
sada tvrdnju (c).

Oznacimo sa a primitivni osmi korijen iz jedinice u algebarskom zatvorenju Q od F,.
Tada imamo a® = 1 8 je najmanji prirodni broj za koji to vrijedi.

Pronadimo sada element koji kvadriran daje 2, kako bismo mogli izraCunati odgova-
raju¢i Legendreov simbol. Promotrimo y = @ + a~!. Za njega vrijedi:

yV=ad*+2+a (1.13)

S obzirom da je o* = Vad = V1, iiz ¢injenice da je 8 najmanji prirodni broj k za koji je
a* = 1, slijedi da je a* = —1,tj. * + 1 = 0, odnosno a® + a2 = 0. Prema tome, y* = 2, i
time smo pronasli traZeni element.

Takoder, imamo y” = o + 77, jer je Q karakteristike p.

Sada odredimo (—) u ovisnosti o p. Promatramo dva slucaja:
p

1.p = £1 (mod 8)
Tada imamo:

Y=a+a =y, (1.14)
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jerjea® = 1.

2 p
Dakle, u tom slucaju je (—) =yt =2 o,
p

y

2.p = £5 (mod 8)
Tada imamo:

+tal=—a-al= —(a+ a/_]) = -y, (1.15)

jerjea®=1lia’ =a* - a=-1-a=-a.

2 »
Dakle, u tom slucaju je (—) =yl = S=-L
p
2
Ovime smo upravo pokazali da je —) = (=1)“», tj. dai tvrdnja (c) vrijedi. |
p

Prema tome, moZemo zakljuciti sljedece:
ol e F;;Z uvijek, tj. 1 je uvijek kvadrat (mod p)
e — 1 je kvadrat (mod p) ako i samo ako je p =1 (mod 4)
e 2 je kvadrat (mod p) ako i samo ako je p = +1 (mod 8).

Sada smo spremni da iskazemo 1 dokaZzemo najbitniji rezultat ovog poglavlja, Gaussov
zakon kvadratnog reciprociteta.

Teorem 1.3.5. Neka sul + 2 i p # 2 dva medusobno razli¢ita prosta broja. Tada vrijedi:

LY o ewew (P
(p)_( 1 P(l). (1.16)

Dokaz. Neka je Q algebarsko zatvorenje od F,, i neka je w € Q primitivni /.-ti korijen iz
jedinice, tj. w' = 1 i [ je najmanji prirodni broj za koji to vrijedi. Zbog toga je w* dobro
definiran za x € F;. Stoga mozemo formirati takozvanu Gaussovu sumu:

y=y ()—;)w (1.17)

x€F;

Za tako formirani y vrijedi:

1.y? = (=101

2.yl = (1—’).
Y I
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Dokazimo to.
Radi jednostavnosti, sa / ¢emo takoder oznacCavati i sliku od / u polju F,,.

Imamo:

(S0 26 B - e (B ) o

xeF, zeF, x,z€F; uelF; telF;

pri ¢emu smo u zadnjoj jednakosti izvrSili supstituciju u = x + z, t = x, iz Cega slijedi
Z=u-—1L
Sada za t # 0 (za r = 0 odgovarajuci ¢lan sume jednak je 0) dobivamo:

i e e [ R

(1.19)

2
Koristili smo teorem|1.3.4) tvrdnju (), kao 1 €injenicu da je (7) =lzasverel,.

Ako uvedemo oznaku

1 —ut!
CM:Z( 1 ) (1.20)

*
1

iz toga slijedi da vrijedi:

(=1)"0y? = Z C . (1.21)

u€lF;

1
Nadalje, Cyp = 2, (—) = Y 1 =card®;)=1-1. Akojeu # Oonda s = 1 — ur" ide po

t€F; 1€F;
F;\ {1} 1 imamo:

CFZ(‘—;)—(%):—(%):—L (1.22)

SEF[

jerje 2. (f) = 0, a to je tako jer je u F] jednak broj elemenata koji su kvadrati i onih koji
selF;

to nisu pa se odgovarajuce vrijednosti poniStavaju. (To slijedi iz teorema|1.3.1} iz Cinjenice

da je [F? : F:2] = 2 pa je dakle [F;?| = 2 = 51

5~ = 5, aisto toliko je onda i elemenata koji nisu
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kvadrati u F;.)
Iz toga imamo:

ZCMWM=C0+Zcuw”=l—l+Z(—l)-W":l—l—ZW”. (1.23)

u€lF; uEFf ueIF}‘ ucelF )

Odredimo sada ), w".

ueF;‘

ZW“:ZW“—I:VV‘:}Z:ll—I:O—I:—l, (1.24)

ueF;* uckl;

jer je w L.-ti primitivni korijen iz jedinice. Dakle:

Zcuw“ —l-1-(-)=1L (1.25)

uclF,

Sada iz (1.21)) imamo
Y = (=D, (1.26)
i time je prva tvrdnja dokazana.

Odredimo sada y?~!. Kako je char(Q) = p, uz supstituciju z = xp iz Cega slijedi
x = zp~!, imamo:

1 -1 1

= S-S O = () B = (= ()

XEF] ZEF[ ZEF[ ZEF[
(1.27)

gdje smo iskoristili Cinjenicu da je p kvadrat u F; ako 1 samo ako je i p~! kvadrat u F. Iz
gore pokazanog dobivamo

yl = (%) (1.28)
¢ime smo dokazali i drugu tvrdnju.

Sada pomocu njih lako dokazujemo tvrdnju teorema. Naime, imamo:

—1)Dy 2
[-(2)- -2
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Vrijedi:

1\ _ &(l)
(( D) ) _ (_1) = (=])FPe0) (1.30)
p p

Tu smo iskoristili teorem [[.3.4] tvrdnju (b).

Sada iz (1.29) i (I.30) slijedi

_1\e() _1\e()
S e R N
l P P p P

LY o ewen (P
(p)_( 1)e0eCe (1) (1.32)

odnosno

§to smo 1 trebali dokazati.
O

Drugim rije¢ima, ako sa /[Rp oznacimo da je [ kvadrat (mod p) (joS kaZzemo da je / kvadratni
)

ostatak modulo p), tj. da je (—) = 1, a sa INp da [ nije kvadrat (mod p), Gaussov teorem
p

nam govori sljedece:
e [Rp &< pRlakoje pilil =1 (mod 4)
e [Rp &< pNlakosuipil=—-1(mod4).

Notacijom Legendreovih simbola to moZemo zapisati ovako:

I
. (_) - (’7’) ako je pili I = 1 (mod 4)

p
l
° (;):—(%)akosuipilz—l (mod 4).

Premda nam Gaussov zakon kvadratnog reciprociteta za svaku kvadratnu jednadzbu
govori ima li rjeSenje modulo p, on nam nimalo ne pomaZze da to rjeSenje i pronademo.

Na kraju poglavlja promotrimo jedan primjer u kojem pomocu dokazanih tvrdnji pro-
vjeravamo ima li dana kvadratna jednadzba rjeSenje.

Primjer 1.3.6. Odredimo je li 29 kvadrat u F,, j. ima li jednadzba x* = 29 (mod 43)

rjesenje. To ¢emo odrediti tako da izracunamo (E) Imamo:

29\ . . B _(43) . . _(14)
(E)—(]er]e 29 = 1 (mod 4))= (29) =(slika od 43 u Fyy je 14)= (29) =(Legendreov
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~
A

7
3.4} tvrdnja (¢))= -1 - (E) =(jer je 29 =

2\(7
simbol je karakter)= (ﬁ) (E) =(teorem

2 1
1 (mod 4))= — (79) =(slika od 29 u F; je 1)= — 7 =(teorem|l.3.4| tvrdnja (a))= —1.

Dakle, zakljucujemo da promatrana jednadZba nema rjesenje.



Poglavlje 2

p-adska polja

U ovom poglavlju definirat cemo prsten p-adskih cijelih brojeva, Z,, i polje njegovih
razlomaka, Q,, 1 promotriti neka njihova svojstva. Nakon toga ¢emo prouciti p-adske jed-
nadzbe, C¢iji su koeficijenti p-adski cijeli brojevi, 1 pokazati kako se od rjeSenja (mod p")
dolazi do pravog rjeSenja jednadZzbe (tj. s koeficijentima u Z,).

U cijelom poglavlju p oznacava prost broj.

2.1 PrstenZ,ipoljeQ,

U ovom potpoglavlju dat éemo osnovne definicije i svojstva promatranih objekata.

Neka je A, = Z/p"Z,¥n > 1. To je prsten klasa cijelih brojeva (mod p"). Definirajmo
preslikavanje ¢, : A, — A,_; na sljedeci nacin:

bu(a) = a (mod p"~"),Ya € A,. (2.1)
To preslikavanje je o¢igledno homomorfizam, surjektivno je, a jezgra mu je p"~'A,.
Tada niz
oA, DA > A o A (2.2)

s odgovaraju¢im homomorfizmima formira “’projektivni sistem” (slobodnije govoreci), in-
deksiran prirodnim brojevima.

Definicija 2.1.1. Prsten p-adskih cijelih brojeva Z, je projektivni limes sistema (A,, ¢,)
definiranog gore.

15
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Iz te definicije vidimo da je element prstena Z, = lim (A,, ¢,) miz x = (-+- , X, -+ , X1),

pri Cemu je x, € A,,Vn > 11¢,(x,) = x,-1, VYn > 2. Zbrajanje i mnoZenje u Z, definirani su
standardno, po koordinatama. Drugim rije¢ima, Z,, je potprsten direktnog produkta [] A,

n>1
s navedenim svojstvima.

Sada kad smo ga definirali, ispitajmo svojstva prstena Z,.
Neka je €, : Z, — A, funkcija definirana na sljedeci naCin:
En(X) = Xy, (2.3)
gdje je x € Z,,.
Propozicija 2.1.2. Niz0 — Z, LiN Zp, N A, — 0 je egzaktni niz Abelovih grupa.

Dokaz. Po definiciji egzaktnog niza, kako bismo ovo dokazali trebamo provjeriti ove jed-
nakosti:

1.Ker(p") =0

2.Im(p") = Ker(e,)

3.Im(g,) = A,
Dokazimo da one vrijede.

1. Dokazat ¢emo da je mnoZenje sa p injektivno u Z,, a iz toga odmabh slijedi da je 1
mnoZzenje sa p" u Z, injektivno kao kompozicija n injekcija, tj. da je Ker(p") = 0. Uzmimo
x = (x,) € Z, takav da je px = 0. Kako bismo dokazali trazenu injektivnost, trebamo
pokazati da je tada x = 0. Iz px = O slijedi px,,; = 0,Vn. OCito je da je x,.1 = p"yus1, 22
neki y,.; € A,;1. Sada imamo:

Xn = ¢n+1(xn+1) = ¢n+1(pnyn+l) =0 (24)

jer je ¢,+1 homomorfizam s jezgrom p"A,,;. Dakle, x, = 0, Vn pa je prema tome i x = 0,
¢ime je tvrdnja dokazana.

2. Im(p") = p"Z,, pa ako uzmemo element iz /m(p") on je oblika p"x, gdje je x = (x,) €
Zp. Tada je g,(p"x) = p"x, = 0, j. Im(p") € Ker(g,). Obratno, ako je x = (x,,) € Ker(g,,),
imamo x,, = 0 u A,, tj. p™ dijeli x,. Iz toga slijedi da je x,, = 0 (mod p"),VYm > n,
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Sto znaci da postoji dobro definiran y,,_, € A,_, takav da njegova slika po izomorfizmu
Ayn — p"Z/p"Z C A,, zadovoljava x,, = p"y,_,. Tiy; definiraju element y iz Z, = lim A;,
i odmah se vidi da je p"y = x, tj. x € p"Z, = Im(p") pa je Ker(g,) € Im(p"). Dakle,
Im(p") = Ker(g,), ¢ime je dokazana i druga tvrdnja.

3. Ocito je da je g, surjekcija, tj. da je Im(g,) = A, pa1 treca tvrdnja vrijedi.

Ovime je propozicija u potpunosti dokazana. O

Promatrani egzaktni niz zapravo je kratki egzaktni niz Abelovih grupa, pa zbog toga
vrijedi sljedece:

Z,|p"Z, = A,, (2.5)
odnosno
Z,/p"Z, =Z|p"Z, (2.6)

pa mozemo identificirati Z,/p"Z, sa Z./ p"Z.

Sljedeca propozicija govori nam koji su invertibilni elementi u Z,, i o prikazu bilo kojeg
elementa iz Z, pomocu njih.

Propozicija 2.1.3. (a) Da bi neki element iz 7, (odnosno iz A,) bio invertibilan nuzno je i
dovoljno da nije djeljiv s p.

(b) Ako s U oznacimo grupu invertibilnih elemenata u Z,, svaki element iz Z, razli¢it od
nule moZe se na jedinstven nacin napisati u obliku p"u, gdje je u € U (takav element
zovemo p-adska jedinica) i n > 0.

Dokaz. (a) Dovoljno je dokazati tvrdnju za A, jer e iz nje odmah slijediti tvrdnja i za Z,.
Uzmimo sada x € A, koji nije djeljiv sa p, tj. koji ne pripada skupu pA,. Pronaéi ¢emo
t € A, takav da je xt = 1, ¢ime ¢emo pokazati da je x invertibilan.

Slikaod xu A, = Z/pZ = F, nije nula, pa je invertibilna. Prema tome, postoje y,z € A,
takvi da je xy + pz = (x, p) = 1, odnosno takvi da je xy = 1 — pz. Sada imamo:

xy(L+pz+-+p7' 7 NY=0-pA+pz+---+p~ 2" H=1-p'7" =1, (2.7)

jerje p"z" jednako O u A,,.
Ako stavimo ¢ = y(1 + pz + --- + p" 17", vidimo daje r € A, i da je xt = 1, tj. pronasli
smo trazeni f.

Obrat odmabh slijedi iz definicije invertibilnosti.
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(b) Neka je x € Z, proizvoljni element razlicit od 0. Tada postoji najveci n € N za koji
je x, = 0 (jer ako je neki €lan niza x nula, onda su i svi prethodni ¢lanovi 0 zbog svojstva
niza da je ¢,(x,) = x,_; pa za x # 0 mora postojati ¢lan najveceg indeksa koji je jednak
nuli) ili su svi ¢lanovi niza razliciti od nule i tada uzimamo n = 0. x je u tom slucaju djeljiv
sa p", a nije djeljiv s p™*' pa ga moZzemo zapisati u obliku x = p"u, pri ¢emu je n > 0, a
u € Z, nije djeljiv s p. Tada je po (a) u invertibilan, odnosno u € U, ¢ime smo dokazali
postojanje traZzenog prikaza. Jedinstvenost prikaza je oCigledna, pa je i (b) dio propozicije
dokazan. O

Uvedimo sad oznaku koja ¢e nam olaksati daljnje baratanje ovim prikazom elemenata.

Neka je x € Z,, razlic¢it od nule. NapiSimo ga u obliku p"u, gdjejeu € Uin > 0. Tadan
nazivamo p-adskom vrijednoS¢u od x 1 oznaCavamo sa v,(x). ProSirujemo oznaku na cijeli
Z, tako da stavimo v,(0) = +oo. Sada imamo:

Vp(xy) = Vp(x) + Vp(y) (28)

Vp(x +y) > inf(v,(x), v,(¥)). (2.9)

Iz toga odmabh slijedi da je Z, integralna domena.

Definirajmo sada polje Q,,.
Definicija 2.1.4. Polje p-adskih brojeva, u oznaci Q,, je polje razlomaka prstena Z.,,.

Vidljivo je da je Q, = Z,[p~']. Iz toga i propozicije [2.1.3| dio (b), jasno je da svaki
x € Q) ima jedinstven prikaz u obliku p"u, gdje je n € Z i u € U; 1 ovdje n nazivamo
p-adskom vrijednoS¢u od x 1 oznaCavamo sa v,(x). Takoder, ocito je da vrijedi:

Vp(x) 20 &= x€Z,. (2.10)

2.2 p-adske jednadZbe

U ovom potpoglavlju prvo ¢emo vidjeti kakva je veza izmedu nulto¢aka polinoma s ko-
eficijentima u Z, 1 polinoma dobivenih njihovom redukcijom (mod p"), ¢iji su koeficijenti
u A,. Tada ¢emo promotriti kako od rjeSenja p-adskih jednadzbi (mod p") doéi do pravih
rjeSenja, s koeficijentima u Z,,.

Definicija 2.2.1. Neka je f € Z,[X, ..., X,] polinom s koeficijentima u Z, i n € N. Tada
sa f, oznacavamo polinom s koeficijentima u A, dobiven iz f redukcijom (mod p").
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Sljedec¢a propozicija nam govori o zajednickim nultockama skupa polinoma s koefici-
jentima u Z, 1 skupa polinoma dobivenih njihovom redukcijom (mod p").

Propozicija 2.2.2. Neka su ' € Z,[X1, ..., X,,] polinomi ¢iji su koeficijenti p-adski cijeli
brojevi. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(i) Polinomi % imaju zajednicku nultocku u (Z,)".

(i) Polinomi fn(i) imaju zajednicku nultocku u (A,)", Yn > 1.
Za dokaz ove propozicije bit ¢e nam potrebna sljedeca lema.

Lema 2.2.3. Neka je ... - D, — D,y — ... — Dy projektivni sistem i neka je D =
lim D, njegov projektivni limes. Ako su D,, konacni i neprazni, onda je i D neprazan.

Dokaz. Ako su preslikavanja D, — D,_; surjektivna za n > 1 ocito je da je D # 0. Zato
¢emo svesti ovu lemu na taj posebni slucaj. U tu svrhu oznac¢imo sa D,, ,, sliku od D,,, u
D,. Ako fiksiramo n, odmah se vidi da D, , tvore padajucu familiju konac¢nih nepraznih
podskupova pa je ta familija stacionarna, odnosno D,, , je neovisan o p za dovoljno velike p.
Stoga limes skupova D, , ovisi samo o n; oznaCimo ga sa E,. Ocigledno je da D, — D,,_,
prenosi E, u E,_, i to surjektivno, pa smo lemu sveli na slu¢aj promatran na pocetku (E, su
neprazni i kona¢ni). Dakle, imamo lim E, # 0 pa onda pogotovo vrijedi D = lim D, # 0,
Sto smo 1 trebali dokazati. O

Kad imamo ovaj rezultat, dokaz propozicije lagano slijedi. Oznacimo sa D skup za-
jednickih nulto¢aka polinoma £ u (Z,)" i sa D, skup zajedni¢kih nulto¢aka polinoma f;"
u (A", Yn > 1. Skupovi D, su konacni i vrijedi D = lim D,. Po gornjoj lemi, D je ne-
prazan ako i samo ako su D, neprazni (drugi smjer je o€it), a to upravo propozicija i kaze,
¢ime je dokaz gotov.

Uvedimo sad pojam primitivnog elementa.

Definicija 2.2.4. Za element x = (xy, ..., X,) iz (Z,)" kaZemo da je primitivan ako je neki
x; invertibilan, tj. iz U, odnosno ako nisu svi x; djeljivi s p.
Analogno se definiraju primitivni elementi u (A,)".

U vezi s njima imamo sljede¢i rezultat:

Propozicija 2.2.5. Neka su f© € Z,[Xi,...,X,] homogeni polinomi &iji su koeficijenti
p-adski cijeli brojevi. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
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(a) Polinomi f imaju netrivijalnu zajednic¢ku nultocku u (Q,)".
(b) Polinomi {9 imaju zajednicku primitivnu nultocku u (Z,)".
(¢) Polinomi f,fi) imaju zajednicku primitivau nultocku u (A,)", ¥Yn > 1.

Dokaz. Dokazimo prvo da je (a) < (b). (b) = (a) je trivijalno jasno (primitivna
nultocka je po definiciji razlicita od nule). Obratno, ako je x = (xi,..., x,,) netrivijalna
zajednicka nulto¢ka polinoma f® u (Q,)" stavimo:

h =1inf(v,(x1),...,V,(Xn)) (2.11)

y=px (2.12)

Iz definicije od y ocito je da je y € (Z,)" i da je primitivan, kao i da je zajedniCka nultoCka
polinoma £ (homogeni su, pa faktor p~" ’ne smeta”), §to je upravo tvrdnja (b). Dakle, i
(a) = (b) paje (a) = (b).

(b) < (c) slijedi iz gornje leme, analogno kao u dokazu prethodne propozicije. O

U nastavku ovog potpoglavlja dat ¢emo rezultate koji poboljSavaju aproksimativna
rjesenja, tj. razmotrit ¢emo kako od rjeSenja (mod p") do¢i do pravog rjeSenja jednadzbe,
onog s koeficijentima u Z,.

Pri tome ¢e nam trebati sljedeca lema, koja je p-adski analog Newtonove metode.

Lema 2.2.6. Neka je f € Z,[X] i f’ derivacija tog polinoma. Neka je x € Z,, n,k € Z
takvi da je 0 < 2k < n, f(x) = 0 (mod p"), v,(f'(x)) = k. Tada postoji 'y € Z, takav da
vrijedi:

) =0@mod p™), vy(f'() =k, y=x(mod p"™"). (2.13)

Dokaz. Uzmimo y = x + p"*z, z € Z,. Takvim odabirom zadovoljeno je tre¢e potrebno
svojstvo. Odaberimo sad z takav da 1 preostala dva svojstva budu zadovoljena.

Iz Taylorovog teorema imamo:

zf”(x)

fO=fO)+0-0f®)+0-x — =S P )+ pP e, (2.14)

gdiejea € Z,,.
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Po pretpostavkama leme vrijedi f(x) = p"b i f'(x) = pc, pri¢emuje b € Z,ic € U.
Prema tome, moZemo izabrati z takav da vrijedi:

b+ zc = 0 (mod p). (2.15)

PokaZzimo sada da uz z tako odabran y zadovoljava i preostala dva svojstva.

1z (2.14)) dobivamo:

2n—2k

fy)=p"b+ p"_kzpkc +p a=p'(b+zc)+ pZ”_Zka = 0 (mod p"”), (2.16)

zbog (2.15) i n — 2k > 0, odnosno 2n — 2k > n. Ovime smo dokazali prvo Zeljeno svojstvo.

Konacno, primijenimo li Taylorovu formulu na f” odmah dobivamo:

') = p'c (mod p"™). (2.17)

Sada iz n > 2k imamo n — k > k, iz &ega slijedi f'(y) = pc, gdje je ¢ € U. Iz toga je
vidljivo da je v,(f'(y)) = k, ¢ime je i drugo svojstvo dokazano pa je nas y € Z, upravo onaj
trazeni. O

Uz pomoc¢ upravo dokazane leme dokazat cemo sljede¢i veoma koristan teorem, koji
nam govori kako se od rjesenja (mod p") dolazi do rjeSenja jednadzbe s koeficijentima u

Z,.

Teorem 2.2.7. Nekaje f € Z,[X1, ..., Xul, x = (x;) € (Zp)", n,k, j € Ztakvida 0 < j < m,
0 < 2k < n. Pretpostavimo da je

0
f(x) =0 (mod p*), v, (8—;(@) = k. (2.18)
J

Tada postoji nultocka y od f u (Z,)" za koju vrijedi y = x (mod p"™*).

Dokaz. Promotrimo prvo slu¢aj kada je m = 1. Primijenivsi gornju lemu na x© = x
(zadovoljava sve pretpostavke) dobivamo x" € Z, za koji vrijedi:

FGD) =0 (mod p™h), v,(f (D) =k, xP = x? (mod p"*). (2.19)

Na dobiveni x! takoder moZemo primijeniti lemu, uz zamjenu n sa n + 1. Nastavljajuci
dalje tako, konstruiramo niz x©, ..., x@, ... takav da je:

FOD) = 0 (mod p™), vy (f (X)) =k, XD = X9 (mod p"i7H). (2.20)
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Taj niz je, uz metriku na Z, definiranu sa d(x, y) = e™*»*), o¢igledno Cauchyjev niz, zbog

treCe jednakosti u (2.20). On je onda i konvergentan jer je Z,, uz promatranu metriku,

potpun metri¢ki prostor. Dakle, postoji y = lim x'? i za njega iz prve jednakosti u (2.20
q

oCigledno vrijedi f(y) = O u Z,, a uzastopnom primjenom trece jednakosti dobivamo da
jey = x (mod p™*). Prema tome, pronasli smo traZeni y i time je teorem za m = 1 dokazan.

Promotrimo sad op¢i slucaj, m > 1. On mozZe biti sveden na slu¢aj m = 1 tako da
baratamo samo sa x;. Preciznije, to ¢emo uraditi na sljedeci nacin.

Neka je f € Zp[X ;] polinom u jednoj varijabli kojeg dobivamo iz f € Z,[X, ..., X,]
tako da X; zamijenimo s x; (odnosno koordinatama iz naseg x), Vi # j, odnosno f(z) =
f(xi,...,2,...,xy), Y2 € X;. Primijenimo li iznad dokazano na f 1 x; (zbog pretpostavki
teorema zadovoljavaju potrebne uvjete), dobivamo da postoji y; € Z, takav da vrijedi
fl&o ;) =01y; = x; (mod p"*). Ako sad stavimo y; = x;, ¥i # j, dobivamo element y = (y;)
koji zadovoljava trazene uvjete. Doista, tada je f(y) = f(X1,...,Yj, .. Xm) = f(yj) =0i
oc¢igledno je y = x (mod p"*), &ime je teorem dokazan. i

Za kraj ¢emo navesti, s dokazima, neke korolare ovog teorema, u kojima ¢emo vidjeti
njegovu uporabu u pojedinim specijalnim slucajevima.

Korolar 2.2.8. Od svake jednostavne nultocke redukcije modulo p polinoma f moZemo
doci do nultocke od f s koeficijentima u Z,,.

Dokaz. Neka je x jednostavna nulto¢ka redukcije modulo p polinoma f. Po definiciji,
barem jedna parcijalna derivacija od f modulo p je razli¢ita od nule u x. U nasem slucaju,
s obzirom da promatramo polinom modulo p, to znac¢i da moZemo primijeniti teorem za
n =11k =011z toga direktno dobivamo traZzenu tvrdnju. O

Korolar 2.2.9. Neka je p # 21 f(X) = ), a;;XiX;, gdje je a;; = aj;, V1, j, kvadratna forma s
bJ

koeficijentima u Z,, ¢ija diskriminanta, c,let(a,' ), je invertibilna. Neka je a € Z,. Od svakog
primitivnog rjesenja jednadzbe f(x) = a (mod p) moZemo doci do pravog rjesenja.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da nisu sve parcijalne derivacije od f modulo p jednake nuli u
x; to znaci da je x jednostavna nultocka i iz korolara[2.2.§|slijedi traZena tvrdnja. DokaZimo
to.

Lakim ra¢unom dobivamo:

0

a_)];- =23 X, Vi. 2.21)
! J

S obzirom da je det(a;;) invertibilna, ona nije djeljiva sa p, a kako je x = (x;) primitivno

rjeSenje, nisu svi x; djeljivi s p. 1z toga slijedi da postoji parcijalna derivacija od f koja nije

djeljiva sa p u x, odnosno nije jednaka nula modulo p u x, Sto je i1 trebalo dokazati. m|
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Korolar 2.2.10. Neka je p = 2i f(X) = ) a;jXiX;, gdje je a;j = a;;, Vi, j, kvadratna
Lj

forma s koeficijentima u Z,. Neka je a € Zz.’ Od svakog primitivnog rjesenja jednadZbe
f(x) = a (mod 8) moZemo doci do pravog rjesenja, uz uvjet da postoji parcijalna derivacija
od f modulo 4 koja nije jednaka nuli u x. Taj uvjet je ispunjen ako je det(a;;) invertibilna.

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi direktno iz teorema, zan =31k = 1.

Druga tvrdnja dokazuje se analogno kao i prethodni korolar, uzimajuc¢i u obzir faktor
2. O






Poglavlje 3

Karakteri konacnih Abelovih grupa

U ovom poglavlju uvest ¢emo pojam karaktera grupe. Prvo ¢emo dati neka osnovna
svojstva karaktera, a zatim ¢emo prouciti modularne karaktere, koji ¢e nam biti od vaznosti
u sljedecem poglavlju, pri definiciji L-funkcije.

U cijelom poglavlju G je kona¢na Abelova grupa, promatrana s operacijom mnoZenja.

3.1 Osnovna svojstva

U ovom potpoglavlju dat ¢emo definiciju karaktera i odrediti strukturu grupe karaktera
grupe G, u oznaci G, koju zovemo dual od G. Zatim éemo vidjeti kako je grupa G povezana

sa svojim bidualom, G, tj. grupom karaktera grupe G. Na kraju éemo dokazati dvije vazne
ortogonalne relacije u vezi s karakterima.

Definicija 3.1.1. Karakter grupe G je homomorfizam sa G u multiplikativau grupu kom-
pleksnih brojeva, C*, tj. funkcija y : G — C* za koju vrijedi x(g18>) = x(g1)x(g2), Vg1, 82 €
G.

Grupu Hom(G, C*), koju tvore karakteri grupe G, ozna¢avamo sa G i zovemo dual od
G.

Promotrimo sada grupu karaktera ciklicke grupe.
Propozicija 3.1.2. Neka je G ciklicka grupa reda n. Tada je i G ciklicka reda n.

Dokaz. 1deja dokaza je konstruirati izomorfizam izmedu G i neke grupe koja je cikli¢ka
reda n. Uradimo to.

25



26 POGLAVLIJE 3. KARAKTERI KONACNIH ABELOVIH GRUPA

Neka je s generator od G i y karakter od G, tj. y € G. Stavimo w = y(s). Tada imamo:
w' = x(8)" = x(s") = x(lg) = 1, 3.1)

jer je x karakter pa je homomorfizam i preslikava jedinicu od G u 1, a s je generator od G,
ciklicke grupe reda n, pa je s" = 1. Dakle, dobili smo da je w n.-ti korijen iz jedinice, tj.
svaki karakter grupe G definira na navedeni nacin neki n.-ti korijen iz jedinice.

Obratno, 1 svaki n.-ti korijen iz jedinice definira neki karakter od G. Doista, ako je w
n.-ti korijen iz jedinice, odgovarajuéi karakter y € G definiran je preslikavanjem s¢ — w*,
odnosno tako da vrijedi y(s) = w.

Iz iznad re¢enog lako vidimo da je preslikavanje y — y(s) izomorfizam sa G u grupu
n.-tih korijena iz jedinice, u,, koja je cikli¢ka reda n. Dakle, i G je cikli¢ka reda n i dokaz
je gotov. O

Karakter podgrupe uvijek se moze prosiriti do karaktera grupe. Sada ¢emo to i dokazati.

Propozicija 3.1.3. Neka je H podgrupa od G. Svaki karakter grupe H moZe se proSiriti do
karaktera grupe G.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po indeksu od H u G, (G : H). Baza indukcije
trivijalno vrijedi, jer ako je (G : H) = 1 onda je G = H. U suprotnom, nekaje x e G\ H 1
neka je n € N najmanji prirodni broj veci od 1 za koji je x* € H. Neka je y karakter grupe
H; Zelimo dokazati da se on mozZe prosiriti do karaktera grupe G.

Stavimo t = y(x") i izaberimo w € C* takav da je w" = ¢. Promotrimo sada podgrupu
od G generiranu sa H i x, u oznaci H’'. Prosirit ¢emo y do karaktera grupe H’. U tu svrhu
definirajmo preslikavanje y’ na sljedeci nacin:

X' (W) = x(hyw*, (3.2)

pri Cemu je i € H’ koji se o€ito moZe napisati u obliku 7’ = hx“, gdjejeh € Hia € Z.
Dokazimo da je to preslikavanje dobro definirano i da je y* € H’, te da je x|y = x,
odnosno da je y’ trazeno prosirenje od y do karaktera grupe H'.

Prvo ¢emo pokazati da je preslikavanje dobro definirano, odosno da je njegova vrijed-
nost u proizvoljnom 4’ € H’ neovisna o izboru dekompozicije od 4’. U tu svrhu, neka su
h = hx* = ix’, gdje su h,i € Hia,b € Z, dva razliita prikaza od /’. Trebamo pokazati da
je tada y(h)w” = y(i)w’. Koriste¢i svojstva homomorfizma y i definiciju od y’ imamo:

L= x(Ipw’ = x'(1ax") = X' (1) = Y (W H)™) = ¥/ (hx(ix) ™) = (3.3)

= /(R x"0) = x (i~ W™ =y (w'y(Ow™ = x(wx D~ w™, (34)
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tj. x(h)w* = y(iw?’, §to je i trebalo dokazati. Prema tome, y’ je dobro definirano preslika-
vanje.

DokaZimo sada da je y’ € H'. Za proizvoljne ' = hx*,i’ = ix? € H', gdje su h,i € H i
a,b € Z, koristeci svojstva homomorfizma y i definiciju od y’ imamo:

YT =X (he'ix) = ' (hix™") = x(hiw"™ = x(yw'x(iw” = X (WO @), (3.5)

iz Cega zakljuCujemo da je y’ homomorfizam sa H’ u C*, odnosno da je y’ karakter grupe
H'.

Konacno, iz same definicije od y’ vidimo da je, za h € H, x'(h) = x(h), jer je u tom
slu¢aju odgovarajuéi a jednak nuli, odnosno da je x|y = x.

Dakle, y’ je doista traZeno prosirenje od y, karaktera podgrupe H, do karaktera grupe
H'.

S obzirom da je H < H’, imamo (G : H') < (G : H) pa po pretpostavci indukcije
mozemo y’, karakter grupe H’, proSiriti do karaktera grupe G. Kako je y’ proSirenje od y,
time smo y, karakter podgrupe H, prosirili do karaktera grupe G, Sto je i trebalo uraditi. O

Navedimo sada jednu zanimljivu posljedicu ove propozicije.

Operacija restrikcije karaktera grupe G na karaktere njene podgrupe H definira presli-
kavanje

p:G—>H, (3.6)

koje je oCigledno homomorfizam.
Sljedeci niz je egzaktan:

J—

1= G/HS G5 A - (), (3.7)

gdjeje u : (5/71) — G ulaganie.

Doista, u je injektivno preslikavanje pa je Ker(u) = {l}. Nadalje, jezgra od p je
skup svih karaktera grupe G koji su jednaki nuli na H; prema tome, Ker(p) = (G/H),
tj. Ker(p) = Im(u). Konac¢no, iz propozicije [3.1.3]imamo da je p surjekcija (jer za svaki
karakter podgrupe H moZemo naci karakter grupe G koji ga proSiruje, odnosno karakter
grupe G &ija je restrikcija promatrani karakter podgrupe H) pa je Im(p) = H, &ime je
egzaktnost gornjeg niza dokazana.
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Taj niz zapravo je kratki egzaktni niz Abelovih grupa pa vrijedi:
G/(G/H) = A. (3.8)

Sada éemo iznijeti i dokazati vazan rezultat koji nam govori o strukturi grupe G.

Propozicija 3.1.4. Grupa G je konacna Abelova grupa &iji je red jednak redu grupe G.

Dokaz. 1 ovu tvrdnju ¢emo dokazati koriStenjem indukcije, ovaj put po redu n grupe G.
Ako je n = 1, tvrdnja je trivijalna. U suprotnom, izaberimo neku netrivijalnu ciklicku
poderupu H od G (to uvijek mozemo uraditi). Iz vidimo da je |G| = |H| - [(G/H)I.
Red grupe H je jednak redu od H (to imamo iz propozicije , ared grupe (G/H) redu
grupe G/H (po pretpostavci indukcije, jer je red od G/H strogo manji od n, reda grupe G).
Stoga imamo:

(&

G| = |H| - |G/H| = |H| - H |G. (3.9)

G je otigledno Abelova grupa pa je dokaz ove propozicije zavrsen. O

Moguée je dokazati i precizniji rezultat: grupa G izomorfna je grupi G. To se poka-
zuje dekomponiranjem kona¢ne Abelove grupe G u direktni produkt ciklickih grupa, ¢iji
su redovi potencije prostih brojeva. O egzistenciji tog produkta govori nam Kroneckerov
teorem o dekompoziciji.

DokaZzimo sada jednu bitnu ¢injenicu o bidualu grupe G, grupi é.

Neka je x € G. Tada je funkcija A : G — C*, definirana sa A(y) = y(x), Vx € G, oéito

karakter grupe G, tj. A € G. Dakle, imamo homomorfizam & : G — G definiran na sljede¢i
nacin:

e(x) = A. (3.10)
Prema tome, vrijedi:
(x)(x) = x(x),Vy € G. (3.11)
Propozicija 3.1.5. Homomorfizam ¢ je izomorfizam grupe G i njenog biduala é

Dokaz. S obzirom da po propozicijivrijedi |G| = |G| = |G|, dovoljno je dokazati da je
g injektivno preslikavanje. To znaci da trebamo dokazati da je Ker(e) = {15}, odnosno da
ako je x € G razli¢it od jedinice, onda i A nije jedini¢ni karakter grupe G, tj. postoji y € G
takav da je y(x) # 1. Dokazimo to.
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Neka je H ciklicka podgrupa od G generirana sa x. Kako je x # 1, ocito je da postoji
karakter y’ grupe H takav da je x’(x) # 1. Sada se po propoziciji [3.1.3| taj karakter mozZe
prosiriti do karaktera y grupe G za kojeg je onda takoder y(x) # 1, ¢ime je propozicija
dokazana. O

Za kraj ovog potpoglavlja dokazat ¢emo dvije jednakosti u vezi s karakterima grupe G,
koje zovemo ortogonalne relacije.

Propozicija 3.1.6. Neka je n = card(G) i y € G. Tada vrijedi:

D oxx) = {n akox =1 (3.12)
(3.13)

Dokaz. Slucaj kada je y = 1 je ocigledan, jer je tada y(x) = 1,Vx € G paje 2 x(x) =
xeG
card(G) = n.

Neka je sada y # 1. Zbog toga moZemo izabrati y € G takav da je y(y) # 1. Tada
imamo, jer je y homomorfizam:

XD D x(0) = ) x(oxO) = Y x() = ) x(®), (3.14)
xeG xeG xeG xeG
dakle vrijedi:
o) = 1) D x(x) =0. (3.15)
xeG
S obzirom da je y izabran tako da je y(y) # 1, slijedi da je u ovom slucaju } y(x) =0. O
xeG
Korolar 3.1.7. Neka je n = card(G) i x € G. Tada vrijedi:
n, akox=1
= 3.16
ZX(X) {0, ako x # 1. ( )
xeG

(3.17)

Dokaz. Ovaj rezultat odmah slijedi iz propozicije[3.1.6, primijenjene na dualnu grupu G, i
uzevsi u obzir da su grupa G i njen bidual G izomorfni. O
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3.2 Modularni karakteri

U ovom potpoglavlju uvest ¢emo pojam modularnih karaktera koji ¢e nam biti vazni u
idu¢em poglavlju pri dokazivanju glavnog cilja ovog rada, Dirichletovog teorema o pros-
tim brojevima u aritmetickim nizovima.

Neka je m € N. Oznacimo sa G(m) multiplikativnu grupu (Z/mZ)* invertibilnih eleme-
nata prstena Z/mZ. To je Abelova grupa reda ¢(m), gdje je ¢ Eulerova funkcija (definicija
1.1.2). Element y duala od G(m) zovemo karakterom modulo m. Taj karakter se mozZe
promatrati kao funkcija definirana na skupu cijelih brojeva relativno prostih sa m (pri cemu
je njena vrijednost u nekom broju jednaka vrijednosti u njegovom ostatku pri dijeljenju sa
m, tj. promatramo brojeve modulo m, tako da budu elementi grupe G(m)) sa vrijednostima
u C*, za koju vrijedi y(ab) = x(a)y(b). Tu funkciju moZemo proSiriti na cijeli Z tako da
stavimo y(a) = 0 ako a nije relativno prost sa m, i u tom sluc¢aju ona poprima vrijednosti u
C. Preciznije re¢eno, za a € Z imamo:

x(k), ako (a,m)=1,a =k (mod m)
x(a) = (3.18)
0, ako (a,m) # 1.
(3.19)
Ocito je da je to periodicka funkcija, s periodom .
Nadalje, iz Eulerovog teorema, za a i m relativno proste i za y € G/(\m), imamo:
a®™ =1 (mod m), (3.20)
pa po (3.18) vrijedi:
1= x(1) = x(@”™) = x(@*™. (3.21)

Dakle, ako je (a,m) = 11 y karakter modulo m, onda je y(a) ¢(m).-ti korijen iz jedinice, tj.
vrijednost karaktera modulo m u nekom broju koji je relativno prost sa m moze biti samo
neki ¢(m).-ti korijen iz jedinice.

Promotrimo sada nekoliko primjera modularnih karaktera, za razlicite vrijednosti od m.

(1)ym=4

U ovom sluc¢aju imamo |G/(Z)| = |G(4)| = ¢(4) = 2 pa postoji samo jedan netrivijalni
(tj. razlicit od jedini¢nog) karakter modulo 4. Odredimo ga.

Kako karakter uvijek jedinicu preslikava u jedinicu, imamo y(1) = 1. Preostalo nam je
jos§ odrediti y(3). S obzirom da vrijedi ¥(3)x(3) = x(9) = x(1) = 1, vidimo da je y(3) drugi
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korijen iz jedinice. On mora biti razlicit od 1 jer bi inace 1 ovaj karakter bio jedinic¢ni pa
dakle slijedi y(3) = —1. SaZetije zapisano, ovaj karakter definiran je sa y(x) = (=1)*%.

2)ym=28

Grupa G(8) ima ¢(8) = 4 elementa, pa tako i grupa karaktera modulo 8, dakle postoje
3 takva netrivijalna karaktera. Odredimo ih.

Znamo da je x(1) = 1 pa je potrebno odrediti y(3), x(5) i x(7). 1z x(3)* = x(9) = x(1) =
1 imamo da je y(3) = 1 ili ¥(3) = —1. Ako je y(3) = 1, tada imamo y(3)x(5) = x(15) =
x(7), odnosno x(5) = x(7). Ako bi te vrijednosti bile 1, imali bismo jedini¢ni karakter,
prema tome mora biti ¥(5) = y(7) = —1. Vidimo da je dakle ovaj karakter definiran sa
X(x) = (=)0,

Sada, ako je y(3) = —1, onda imamo x(5) = —x(7). Analogno kao i za y(3) dobiva
se da je y(5)* = x(7)*> = 1, pa su moguée vrijednosti za ta dva broja 1 i —1. Prema tome,
imamo y(5) = 1ix(7) = —11ili y(5) = =11 x(7) = 1. U prvom slucaju dobivamo karakter
definiran sa y(x) = (=1)*™, a u drugom karakter definiran sa y(x) = (—1)“®. Time su
pronadeni svi karakteri modulo 8.

Karakter y(x) = (=1)*®*“® mogli smo dobiti i tako da pomnoZimo preostala dva do-
bivena karaktera modulo 8, jer oni Cine grupu s obzirom na mnoZenje.

(3) m = p, gdje je p # 2 prost broj

Grupa G(p) = (Z/pZ)" = F, je cikli¢ka reda p — 1 (teorem [I.1.3), pa to vrijedi i za
grupu karaktera modulo p (propozicija[3.1.2)). 1z ¢injenice da je broj elemenata reda d u
grupi sa n elemenata, ako d dijeli n, jednak ¢(d), slijedi da karaktera reda 2 (koji dijeli p—1
jer je to paran broj za p # 2 prost) u ovoj grupi ima ¢(2) = 1. Odredimo taj karakter.

Kao §to smo vidjeli u prvom poglavlju, Legendreov simbol je karakter grupe G(p) =
F,, a kako on poprima samo vrijednosti 1 i —1 on je karakter reda 2 (nije reda 1 jer poprima
uvijek 1 vrijednost —1). Iznad smo vidjeli da je u grupi G(p) karakter reda 2 jedinstven pa

1z ovoga slijedi da je taj karakter dan sa y(x) = d , 1 nazivamo ga Legendreov karakter.
p

@m=17

Grupa G(7), pa onda 1 grupa karaktera modulo 7, je ciklicka reda 6 (jer je 7 prost broj
razlicit od 2). Kako 3 dijeli 6, u toj grupi su ¢(3) = 2 elementa reda 3, tj. imamo 2 karaktera
modulo 7 koji su reda 3. Odredimo te karaktere.

Karakter modulo 7 je u potpunosti odreden sa svojom vrijednoSc¢u u 3 jer je 3 generator
grupe G(7) pa je dakle dovoljno odrediti x(3). Zanimaju nas karakteri reda 3, Sto znaci
da mora vrijediti ¥(3)* = 1, tj. x(3) mora biti treci korijen iz jedinice. Moguénost da je
x(3) = 1 otpada jer bi u tom slucaju imali trivijalni karakter. Ostaju nam dakle mogucnosti
x(3) = e¥3i y(3) = ¢*™/3, i s tim vrijednostima su traZeni karakteri u potpunosti odredeni.
Lakim racunom (primjerice, imamo y(5) = x(3°) = x(3)° = (&*/3) 10mi/3 2mi

= e = é
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e¥mil3 = 1. %3 = ¢4il3; analogno dobivamo i ostale vrijednosti) vidi se da je prvi od njih
dan sa:
xx) =1, ako x = +1 (mod 7) (3.22)
y(x) = ™3, ako x = 2 (mod 7) (3.23)
y(x) = ¥, ako x = £3 (mod 7), (3.24)
a drugi sa:
xx) =1, ako x = +1 (mod 7) (3.25)
x(x) = 3 ako x = +2 (mod 7) (3.26)
y(x) = ™3 ako x = +3 (mod 7). (3.27)

Vidljivo je da su ta dva karaktera medusobno kompleksno konjugirana.

U primjeru (3) vidjeli smo da su karakteri reda 2 blisko povezani sa Legendreovim
karakterima. Preciznije, imamo sljedeci rezultat:

Propozicija 3.2.1. Neka je a kvadratno slobodan cijeli broj razli¢it od nula i neka je m =

4lal. Tada postoji jedinstveni karakter x, modulo m takav da je y.(p) = (ﬁ) za sve proste
p

brojeve p koji ne dijele m. Taj karakter je reda 2, tj. vrijedi x> = 1, i y, # 1 ako je a # 1.

Dokaz. Ako y, postoji, jedinstvenost je jasna, i slijedi iz ¢injenice da je svaki cijeli broj
relativno prost sa m produkt prostih brojeva koji ne dijele m, a vrijednost od y, je u njima
jedinstveno odredena jer je karakter y, definiran svojim vrijednostima u njima, pa je je-
dinstveno odredena i za svaki cijeli broj relativno prost sa m. Isti argument, uzevsi u obzir
da je vrijednost Legendreovog simbola uvijek 1 ili —1, tada pokazuje i da je y, reda 2.

Dokazimo sada egzistenciju takvog karaktera. Promotrit ¢emo dva slucaja, kada je a
pozitivan i nije djeljiv sa 2 i kada a nije takav.

U prvom slucaju a mozemo zapisati u obliku a = /..., gdje su [;,Vi = 1,...,k
medusobno razliciti prosti brojevi (jer je a kvadratno slobodan, pa je v,(a) = 01ili 1, za
svaki prost broj p), razliciti od 2. Tada za y, uzimamo karakter definiran na sljedeci nacin:

Xa(X) = (=1)705@ (%) . (i) . (3.28)
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PokaZimo sada da ovaj karakter ima traZzeno svojstvo. Doista, ako je p prost broj razli¢it od
2il,Vi=1,...,k (t. ako p ne dijeli m = 4|al), koristeci zakon kvadratnog reciprociteta

(teorem [I.3.5]) imamo:

Yo(p) = (_1)8(17)6(11) (2) o (2) — (_1)€(p)€(a)(_1)€(p)€(11) (l_l) o (_I)S(P)S(lk) (l_k) , (3.29)
[ I 4 p

odnosno
)(a(P) — (_l)8(p)8(a)+8(p)8(ll)+...+8(p)8(lk) (l_l) . (l_k) , (3.30)
p p

pa uzevsi u obzir da je karakter homomorfizam dobivamo:

/\/a(p) — (_1)s(p)s(a)+s(p)s(11)+...+£(P)8(lk) (M) — (_1)s(p)s(a)+s(p)s(11)+...+s(p)s(lk) (g) ) (331)
P p

Iskoristivsi ¢injenicu da umnoZak dva prosta broja razlicita od 2 koji daju iste ostatke pri
dijeljenju sa 4 daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 4, a ako su ti ostaci razliciti onda daje ostatak
3 pri dijeljenju sa 4, lakim raunom kona¢no imamo:

Xa(p) = (3) (3.32)
P

Jo$ nam je u ovom slucaju preostalo dokazati daje y, # 1 akojea # 1 (zaa = 1 taj karakter
je trivijalno jedini¢ni). To ¢emo uraditi tako da pronademo x za koji je y.(x) = —1. Cilj
nam je da za takav x odgovarajuci Legendreovi simboli budu 1 osim za jedan /; (pa ¢emo
ga odabrati tako da daje ostatak 1 pri dijeljenju sa svim /; osim jednog, a za taj ¢emo staviti
da je odgovarajuci Legendreov simbol jednak —1) i da je &(x) = 0, tj. da daje ostatak 1 i
pri dijeljenju sa 4. Zbog toga uzimamo x tako da je:

(i) =-1, x=1@mod4l,...1L). (3.33)

Sada imamo:
YalX) = (_1)8@.9(&)(5)”.({) = (=1)°- (—1)(1)...(1) 1 (=D)-1...-1=-1,
l] lk 12 lk
(3.34)

pa odabrani x zadovoljava Zeljeno, i time je dokaz za ovaj slucaj zavrSen.

Ostalo nam je vidjeti Sto se zbiva kad je a negativan i/ili djeljiv sa 2, tj. kada je oblika
—b,2bili =2b, gdje je b = [, ... [, kao u gornjem slucaju. Tada za y, uzimamo produkt y,
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sa (—1)*™, (=1)®@ ili (=1)*@*“®_redom (da su to karakteri vidjeli smo iznad u primjeru
(2)). 1z teorema [[.3.4] i prvog slucaja jasno je da tako dobiveni karakteri imaju traZzeno
svojstvo. Analogno kao u prvom slucaju se dokazuje i da je y, # 1.

Ovime je propozicija u potpunosti dokazana. O



Poglavlje 4

Dirichletov teorem

U prva tri poglavlja koristili smo samo algebarske metode. Nasuprot tome, u ovom
¢emo poglavlju koristiti metode analitiCke teorije brojeva, koja koristi metode iz mate-
matiCke analize (npr. holomorfne funkcije) za rjeSavanje problema u vezi cijelih brojeva.
Pomocu tih metoda dobijeni su vazni rezultati o prostim brojevima (teorem o njihovoj
asimptotskoj distribuciji, koriste¢i svojstva Riemannove zeta funkcije), kao i u aditivnoj
teoriji brojeva (rezultati u vezi s Goldbachovom hipotezom). U analitickoj teoriji brojeva
ne teZi se dobivanju egzaktnih strukturalnih rezultata o cijelim brojevima, za Sto su alge-
barske i geometrijske metode mnogo pogodnije, nego nam ona daje aproksimativne ograde
i procjene za razliCite funkcije bitne u teoriji brojeva. Ta grana matematike pocela se razvi-
jati Dirichletovim uvodenjem L-funkcija u svrhu dokazivanja teorema o prostim brojevima
u aritmeti¢kim nizovima (tj. koriStenjem koncepata matematicke analize u rjeSavanju al-
gebarskog problema). U ovom poglavlju ilustrirat ¢emo primjenu takvih metoda upravo na
tom teoremu, za kojeg je Legendre prvi pretpostavio da vrijedi i koristio ga, i koji ¢emo
sada iskazati. Njegov dokaz, koji je dao Dirichlet, je glavni cilj ovoga rada.

Teorem 4.0.2. Neka su a i m relativno prosti prirodni brojevi. Tada postoji beskonacno
mnogo prostih brojeva p takvih da vrijedi p = a (mod m).

Drugim rije¢ima, ovaj teorem nam govori da u aritmetickom nizu a, a + m, a +
2m,...,a+ km,...1ima beskonacno mnogo prostih brojeva ako su a i m relativno prosti.

Ovaj teorem prosiruje Euklidov teorem koji kaze da ima beskona¢no mnogo prostih
brojeva.

Mi ¢emo dokazati jacu verziju teorema koja kaZe da za svaki takav aritmeticki niz suma
recipro¢nih vrijednosti prostih brojeva u njemu divergira i da razli¢iti takvi nizovi, ali istog
modula, imaju pribliZno isti udio prostih brojeva, tj. da su prosti brojevi ’jednako distri-
buirani” (asimptotski) izmedu razli¢itih klasa kongruencije modulo m koje sadrze a-ove

35
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relativno proste sa m, odnosno da je gustoca odgovarajuéeg skupa jednaka 1/¢(m).

Metoda koju ¢emo slijediti 1 koju je rabio i sam Dirichlet koristi svojstva L-funkcija.
U dokazu se koristi 1 Eulerov rad, povezuju¢i Riemannovu zeta funkciju s distribucijom
prostih brojeva.

4.1 Dirichletovi redovi

U ovom potpoglavlju prvo ¢emo definirati neke pojmove i iskazati neke tvrdnje u vezi
funkcija kompleksne varijable. Zatim ¢emo uvesti pojam Dirichletova reda i prouciti nje-
gova svojstva, kao 1 vidjeti Sto se dogada kada su mu koeficijenti nenegativni. Na kraju
¢emo promotriti jedan poseban Dirichletov red, bitan za daljnja razmatranja.

Podsjetimo se prvo nekih definicija koje ¢e nam biti potrebne u ovom poglavlju.

Definicija 4.1.1. Ako je funkcija f : U — C, gdje je U C C otvoren skup, kompleksno
diferencijabilna u svakoj tocki zy € U, kaZemo da je f holomorfna na U.

KaZemo da je f holomorfna u tocki zy € U ako je holomorfna na nekoj okolini od z.

Kazemo da je f holomorfna na nekom skupu A koji nije otvoren ako je holomorfna na
nekom otvorenom skupu koji sadrzi A.

Holomorfnu funkciju kojoj je domena cijeli C zovemo cijela funkcija.

Definicija 4.1.2. Za funkciju f : U — C, gdje je U C C otvoren skup, kaZemo da je
analiticka na U ako za svaki zy € U vrijedi:

(o8]

f@ =) anz-2)" (4.1)

n=0

gdje su a; € C,Vi € Ny, i gornji red konvergira ka f(z) za z u nekoj okolini od z.
Alternativno, analiticka funkcija na U je beskonacno diferencijabilna funkcija takva da
njen Taylorov red u bilo kojoj tocki zy € U,

o0

(n)
1@ =3 Lo gy, 42)

|
= n:

konvergira ka f(z) za z u nekoj okolini od zy po tockama.
KaZemo da je f analiticka u tocki zo € U ako je analiticka na nekoj okolini od z.

Glavni teorem kompleksne analize kaZe da je funkcija kompleksno analiticka ako i
samo ako je holomorfna pa se ti pojmovi Cesto koriste u istom znacenju.
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Definicija 4.1.3. Neka je U C C otvoren skup,a € Ui f : U\{a} — C funkcija holomorfna
na svojoj domeni. Ako postoji holomorfna funkcija g : U — Cin € N tako da vrijedi:

8(2)
(z—a)

f@) = ,Vze U\ {al, (4.3)
tada a zovemo pol funkcije f, a najmanji takav n red tog pola.

Pol reda 1 zovemo jednostavni pol.
Prikaz funkcije f u obliku:

f@Q= ettt Y - o) (4.4)

+
— n —
@-a) < =0

zovemo njenim Laurentovim redom oko a. Dio s negativnim eksponentima zovemo glavnim

dijelom od f, a Y. ai(z — a)* (to je holomorfna funkcija na U) zovemo njenim regularnim
k=0
dijelom.

Vidimo da ako je a pol od f vrijedi lim f(z) = co.
7—a

Definicija 4.1.4. Za funkciju f : U — C, gdje je U C C otvoren skup, kaZemo da je
meromorfna na U ako je holomorfna na cijelom U osim na skupu izoliranih to¢aka (polova
funkcije), i oko svake od tih tocaka moZe se razviti u Laurentov red.

Ocigledno je da se svaka meromorfna funkcija na U moZe izraziti kao kvocijent dvije
holomorfne funkcije na U, pri ¢emu ona druga nije jednaka nul funkciji, i tada je svaki pol
ujedno i nultocka druge funkcije.

Sada, bez dokaza, donosimo neke tvrdnje koje ¢emo koristiti u daljnjem tekstu.

Lema 4.1.5. Neka je U otvoren podskup od C i neka je (f;,)nen niz holomorfnih funkcija na
U koje uniformno konvergiraju na svakom kompaktnom skupu k funkciji f. Tada je i f ho-
lomorfna na U, i derivacije f, od f, takoder uniformno konvergiraju na svim kompaktnim
podskupovima k derivaciji f od f.

Lema 4.1.6. Neka su (a,) i (b,) dva niza. Stavimo:

Am,p = Ay, Sm,m’ = Z anb,. 4.5)

P
n=m n=m

Tada vrijedi:

m' -1
Sm,m’ = Z Am,n(bn - bn+l) + Am,m’bm" (46)
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Lema 4.1.7. Neka su a, € R takvi da je 0 < a < B. Neka je z = x + iy, pri Cemu su
x,y € Rix> 0. Tada vrijedi:

le™® — e < E‘ (e™% — ¢7P%), 4.7)

Uvedimo sada pojam Dirichletova reda, koji ¢e nam biti od presudne vaznosti pri do-
kazu Dirichletovog teorema.

Neka je (4,) rastuéi niz realnih brojeva za kojeg vrijedi lim 4, = oco. Radi jednos-

tavnosti, pretpostavit ¢emo da je 4, > 0,Vn. To moZemo uraditi jer je uvijek moguce
pocetni slucaj svesti na takav izostavljanjem konacnog broja ¢lanova (onih u kojima je 4,
negativan, a njih je konac¢no jer na$ niz ide u beskonacnost) reda kojeg ¢emo u nastavku
promatrati, jer to ne utjeCe na njegova bitna svojstva.

Dirichletov red s eksponentima (4,,) je red oblika

> ae, (4.8)
pri ¢emu je a, € C,Vn,iz € C.
Navedimo sada dva primjera Dirichletovog reda.

(1) Uzmimo A,, = In n. Tada za odgovarajuéi Dirichletov red imamo:

Z ape™" = Z ae”" " = Z a,(e" ")y = Z an—* = Z a,/n°, 4.9)

tj. to je red ) a,/n®.

(2) Uzmimo A,, = n. Pripadni Dirichletov red, uz supstituciju t = e’%, je:

Z a,e " = Z a,e " = Z a,t", (4.10)

tj. dobivamo red potencija u ¢, ), a,t".

Sljedeca propozicija nam govori u kakvoj domeni Dirichletov red, ako imamo konver-
genciju u jednoj tocki, uniformno konvergira.

Propozicija 4.1.8. Ako red f(z) = 3. a,e™* konvergira u z = zo, tada on uniformno ko-
nvergira u svakoj domeni oblika Re(z — z9) > 0, Arg(z — z0) < @, pri Cemu je a < /2.

Dokaz. Radi jednostavnosti, napravimo translaciju na z (tj. zamijenimo z sa z — zp) pa
mozemo pretpostaviti da je zop = 0. Po pretpostavci onda imamo da red f(z) = > a,
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konvergira, i moramo dokazati da tada red f(z) = Y, a,e~** uniformno konvergira u svakoj
domeni oblika Re(z) > 0, Arg(z) < a, gdje je @ < m/2. Drugi uvjet moZzemo napisati u

1
obliku cos(Arg(z)) > 0, pa postoji k € N takav da je cos(Arg(z)) > a 1z definicije kosinusa

1
tada slijedi Re(z)/|z| > o §j. |zl/Re(z) < k.

Dokazimo sada trazenu uniformnu konvergenciju. Neka je € > 0. Trebamo dakle

ml
pronaéi N € N takav da za svaki m,m’ > N imamo | Y, a,e "?| < & (jer to znaci da je niz
n=m
parcijalnih suma naSeg reda Cauchyjev, a kako je C potpun prostor, on je tada i konvergen-
tan, pa je to i promatrani red; ovo ¢emo koristiti 1 kasnije), za svaki z iz promatrane domene.
S obzirom da red f(z) = ), a, konvergira, postoji N € N takav da za svaki m,m’ > N vri-
T €
jedi | X a,| < ——
|n:m " 1 + k

, odnosno primjenom notacije iz Abelove leme 4.1.6} |A,,,.v| < %{

m/
Upotrebom te leme, uz b, = e~ (tada je S ,.,w = Y, a,e "), dobivamo:
n=m

m'—1
S = Y Apale™ = €%+ Ay e, (4.11)

Stavimo sada z = x + iy, pa iz zadanih uvjeta imamo x > 01 |z|/x < k. Uz pomo¢ leme
(sve pretpostavke su zadovoljene) i ¢injenice da je n > m > N slijedi:

m' -1 m' -1
€ - — v & |Z| A, X — x
|Sm,m/|< m[z |e /an_e /1n+12|+|e ﬂm2|]s 1+k(; Z(e Ay —e A+l )+1 )
4.12)

Sada, uz koriStenje nejednakosti |z|/x < k, odmah vidimo da je

m’

E a,e

n=m

&

_ € —Apx _ —Ayx
= 1Sl < —— (1 + k(e e ) < —

1+k%

1+ =g  (413)

za svaki m,m’ > N i za svaki z iz promatrane domene.

Ovo je upravo ono $to smo i trebali dokazati, tj. red f(z) = Y, a,e~** uniformno ko-
nvergira (jer N ne ovisi o0 z) u svakoj domeni Zeljenog oblika. O

Navedimo sada nekoliko posljedica ove propozicije.

Korolar 4.1.9. Ako f konvergira za 7 = 7z tada konvergira za svaki 7 takav da je Re(z) >
Re(z) i tako definirana funkcija je holomorfna.
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Dokaz. Prvi dio tvrdnje direktno slijedi iz upravo dokazane propozicije, a drugi iz leme
4.1.5| kada tvrdnju primijenimo na niz funkcija f,(z) = a,e™*. i

Korolar 4.1.10. Skup konvergencije reda f sadrZi maksimalnu otvorenu poluravninu.

Poluravninu iz gornjeg korolara zovemo poluravnina konvergencije.
Takoder, i 0 i C smatramo otvorenim poluravninama.

Ako je poluravnina konvergencija dana sa Re(z) > p , kaZzemo da je p apscisa ko-
nvergencije promatranog reda. Kada su poluravnine u pitanju @ i C, odgovarajuce apscise
konvergencije su p = +0o0 i p = —oo, redom.

Poluravnina konvergencije reda |a,|e™"* naziva se poluravninom aposlutne konvergen-
cije reda f, i njegovu apscisu konvergencije oznacavamo sa p*. Kada je 4, = n, tj. kada
imamo red potencija kao $to smo vidjeli u (4.10), opéepoznata je Cinjenica da je p = p*.
Ali, to ne vrijedi opCenito. Na primjer, za L-red,

I 1 1
L(z):1—§+§—%+..., (4.14)

vrijedi da je p = 0, a p* = 1, $to ¢emo kasnije i vidjeti.
Korolar 4.1.11. Red f(z) konvergira ka f(zo) kada z — zo u domeni

Re(z—20) 20, |Arg(z—20)l < a, (4.15)
pri cemu je a < m/2.

Dokaz. Ovo odmah slijedi iz uniformne konvergencije promatranog reda i ¢injenice da
-4

e~ — e~ kada 7 — 7. ]
Korolar 4.1.12. Ako je funkcija f(z) identicki jednaka nuli, onda su svi njeni koeficijenti
a, nula.

Dokaz. Pokazimo da ako je f(z) identicki jednaka nuli, onda je ap = 0. PomnoZimo f sa
e

Mf@) = ag+ ) ae (4.16)
n=1

Kako je 49 < 4,,V¥n € N, ako z — +o0o (i uzmimo da je z realan broj), iz uniformne
konvergencije imamo da tada e'*f — ay. S obzirom da je f identiCki jednaka nuli, slijedi
da je i e©*f identi¢ki jednaka nuli, tj. da je ap = 0. Analagno pokazujemo da su i ostali a,
jednaki nuli, ¢ime je tvrdnja dokazana. m|
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DokaZimo sada jedan rezultat o Dirichletovim redovima s nenegativnim koeficijentima,
u kojem ¢emo vidjeti pod kojim uvjetom mozZemo prosiriti domenu konvergencije tog reda.

Propozicija 4.1.13. Neka je f(z) = Y, a,e™* Dirichletov red takav da vrijedi a, > 0, tj. da
su mu koeficijenti nenegativni realni brojevi. Pretpostavimo da f konvergira za Re(z) > p,
gdje je p € R, i da se funkcija f moZe prosiriti analiticki do funkcije holomorfne u okolini
tocke z = p. Tada postoji € > 0 takav da f konvergira za Re(z) > p — &.

Dokaz. Nakon §to zamijenimo z sa 7 — p, moZzemo pretpostaviti da je p = 0. Po pretpos-
tavci je f tada holomorfna za Re(z) > 0 1 u okolini od O pa postoji £ > 0 tako da je f
holomorfna u disku |z — 1| < 1 + &. Kako je funkcija kompleksno analiticka ako 1 samo ako
je holomorfna, slijedi da je f analiticka u tom disku, odnosno njen Taylorov red konvergira
u tom disku. Pokazimo sada da dani Dirichletov red konvergira za z = —&.

Iz leme 4.1.5|za p.-tu derivaciju od f imamo:

fP@ = Y @Y = ) a4 = (1Y ) ae ™ (@417)

n

za Re(z) > 0.
Prema tome, vrijedi

FO) = (=17 ) Bae™. (4.18)

Taylorov red u pitanju, tj. Taylorov red od f oko 1, moZe se napisati na sljedeci nacin (jer
on konvergira u disku [z - 1| < 1 + &):

(o)

1
f@) = )21~ 1 fra), (4.19)

p=0
zaztakvedaje|z—1|<1+e.
Posebno, za z = —& (unutar je promatranog diska), imamo:

(9 (o)

1 1
fle) = ) e = 1Pf0) = 3 1+ e (<1 S, (4.20)

p=0 p=0

i taj red je ocito konvergentan.
Uz koristenje (4.18) dobivamo

(=120 = Y Aae™, 4.21)
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1 to je takoder konvergentan red, s nenegativnim koeficijentima.
Sada iz (4.20) i (@.21) dobivamo dvostruki red

f=e)=>, anl%(l +e) A, (422)

p.n

koji po iznad reCenom konvergira 1 €iji su koeficijenti nenegativni. Zbog toga moZemo
pregrupirati ¢lanove (jer red apsolutno konvergira s obzirom da konvergira i da su mu
koeficijenti nenegativni, a znamo da u tom slu¢aju suma reda ostaje ista kojim god redom
mu zbrajali ¢lanove), pa vrijedi:

o 1
f(-¢e) = Z a,e Z —‘(1 + &)l Al = Z ae e+ = Z a,eve. (4.23)
p!
n p=0

n n

Ovo upravo znaci da dani Dirichletov red konvergira za z = —& (jer mu je vrijednost jednaka
vrijednosti funkcije f u toj tocki). Po korolaru 4.1.9 imamo da tada f konvergira i za
Re(z) > —&, ¢ime je dokaz gotov. O

Za kraj ovog potpoglavlja pobliZze ¢emo promotriti jedan poseban Dirichletov red koji
¢e nam biti potreban kasnije.
Uzmimo 4,, = In n. Kao $to smo vidjeli u (4.9) tada je odgovarajuéi Dirichletov red

(9

fl9) =) ann" (4.24)

n=1

Ovdje je s tradicionalna oznaka za varijablu.

Dokazimo sada dvije tvrdnje o konvergenciji ovog reda.

Propozicija 4.1.14. Ako koeficijenti a, ¢ine omeden niz, tada promatrani red apsolutno
konvergira za Re(s) > 1.

Dokaz. S obzirom da su koeficijenti a, omedeni, postoji K € R takav da vrijedi |a,| < K,
Vn € N. Zbog toga imamo:

Y la,|/n® < Y K/n* =K Y 1/n'. (4.25)

[ee) [ee)

Poznato je da red ), 1/n® konvergira za @ > 1 pa smo dakle red ), |a,|/n® ograniCili s
n=1 n=1

konvergentnim redom, za s > 1, odnosno Re(s) > 1. Prema tome, i on sam konvergira u

toj domeni. Dakle, na§ promatrani red apsolutno konvergira za Re(s) > 1, Sto smo i trebali
dokazati. m|
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P
Propozicija 4.1.15. Ako su parcijalne sume A,,, = }, a, omedene, tada promatrani red

konvergira (ne nuzno apsolutno) za Re(s) > 0.

Dokaz. Po pretpostavci postoji K € R takav da je |A,,,| < K, Ym,p € N. Sada ¢emo

iskoristiti Abelovu lemu4.1.6, za b, = 1/n’ (tada je S,,,.v = 2 a,/n’):

m'—1

1S | < K(Z

n=m

1 1

n m+1)

1

mlS

+ ' ] . (4.26)
Po propoziciji @#.1.8] moZemo pretpostaviti da je s € R pa prethodnu nejednakost lakim
raCunom pojednostavljujemo, te dobivamo:

1S | < K/m". 4.27)

Iz ovoga je jasno da, ako je s > 0, za svaki € > 0 moZemo na¢i N € N takav da Vm,m’ > N
m/
vrijedi |S | = | 2 a,/n’| < . To je upravo ono $to smo i trebali dokazati, tj. red

n=m

f(s) = X a,/n® konvergira za s > 0, odnosno Re(s) > 0. O

n=1

4.2 Zeta funkcija i L-funkcije

U ovom potpoglavlju prvo ¢emo promotriti multiplikativne funkcije i povezati ih s
Dirichletovim redovima. Nakon toga ¢emo definirati jednu veoma bitnu funkciju u ana-
litickoj teoriji brojeva, zeta funkciju, i prouciti neka njena svojstva. Zatim ¢emo uvesti
pojam L-funkcija, koje su povezane s modularnim karakterima, i imaju klju¢nu ulogu u
dokazu Dirichletovog teorema, te ih pobliZze promotriti. Na kraju potpoglavlja bavit cemo
se produktom L-funkcija po svim karakterima modulo m, gdje je m € N fiksiran, i u vezi s
time dokazati esencijalnu tvrdnju u dokazu Dirichletovog teorema.

U ovom potpoglavlju i nadalje, P oznaCava skup prostih brojeva.

Za pocetak ¢emo dati definiciju multiplikativne funkcije.

Definicija 4.2.1. Funkciju f : N — C nazivamo multiplikativnom funkcijom ako zadovo-
ljava sljedeca dva svojstva:

f)=1 (4.28)

f(mn) = f(m)f(n), (4.29)

za sve relativno proste m i n.
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Primjer takve funkcije je Eulerova ¢ funkcija (definicija|l.1.2).

Neka je f omedena multiplikativna funkcija. Sada ¢emo dokazati dvije leme koje nam
govore o konvergenciji Dirichletovog reda (4.24) s odgovarajuc¢im koeficijentima jednakim
f(n), tj. daju nam njegov zapis (u odgovaraju¢oj domeni) pomocu Eulerovog produkta,
beskonacnog produkta indeksiranog prostim brojevima.

Lema 4.2.2. Dirichletov red Z f(n)/n* apsolutno konvergira za Re(s) > 1 i njegova suma
u toj domeni jednaka je konvergentnom beskonacnom produktu

1—[(1 +fpp 4+ ...+ PP+ ). (4.30)

pEP

Dokaz. Prva tvrdnja direktno slijedi iz propozicije 4.1.14] jer je u ovom slucaju a, = f(n),
Vn € N, a f je omedena funkcija. Dokazimo sada i drugu tvrdnju.

Neka je S konacni skup prostih brojeva i neka je N(S') skup prirodnih brojeva ciji su
svi prosti faktori iz S. Uz koriStenje multiplikativnosti funkcije f, jasno je da tada vrijedi
sljedece:

[ [a+rp ..+ r@mp™+..0= > fem, (4.31)

peS neN(s)

odnosno

> e —]_[[Zf(p'")p ) (4.32)

neN(s) peS \m=0

Kada skup S pustimo da “raste” u skup svih prostih brojeva, P, suma s lijeve strane jed-

nakosti iznad tezi u sumu po svim prirodnim brojevima, tj. u ) f(n)/n’. Prema tome,

n=1

beskonacni produkt H(l +f(p)p+...+f(PHp™ +..0) =11 (E} f(pm)p"”“') takoder

peP \m=0

konvergira za Re(s) > 1 i njegova vrijednost jednaka je Z f(n)/n’, ato je i trebalo doka-

zati. O

Lema 4.2.3. Ako je f multiplikativna u strogom smislu (tj. ako je f(nn') = f(n)f(n’) za
sve n,n’ € N), tada vrijedi:

Zf(n)/n = f(p) o (4.33)

peP
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Dokaz. S obzirom da je f multiplikativna u strogom smislu, vrijedi f(p™) = f(p)",Vp €
P,Vm € Ny. Sada iz toga i leme iznad slijedi:

3 g =[]+ F@)p*+ . FY )+ ) = (4.34)
n=1

peP

) 1
= |a+romp e e @iy =] [T @39

peP peP

pri cemu zadnja jednakost vrijedi jer je u pitanju geometrijski red; ovime je dokaz gotov.
O

Sada ¢emo prethodna razmatranja primijeniti na jedan specijalni slucaj, tj. uzet ¢emo
f = 1. S obzirom da je ta funkcija multiplikativna u strogom smislu, mozemo primijeniti
prethodnu lemu i tako dobivamo funkciju

(o9

{(s)= ), nl -[]— (4.36)

n=1 peP 1 — —

znanu kao (Riemannova) zeta funkcija
Ova formula, po videnom iznad, ima smisla za Re(s) > 1. Nju je dokazao Leonhard
Euler i zato se takvi produkti nazivaju Eulerovim produktima.

Sljedeca propozicija govori nam o holomorfnosti zeta funkcije.

Propozicija 4.2.4. (a) Zeta funkcija je holomorfna i razlicita od O u poluravnini Re(s) > 1.
(b) Postoji funkcija ¢ holomorfna za Re(s) > 0 takva da vrijedi:

1
{(s) = o1t P(s), (4.37)
za sve s koji zadovoljavaju Re(s) > 1.

Dokaz. Tvrdnja (a) je jasna. Dokazimo sada tvrdnju (D).

Zelimo ¢(s) prikazati u traZenom obliku pa u tu svrhu krenimo od sljedeéeg izraza koji
ocigledno vrijedi:

1 DO—S N -5
S_lzfz dt:th dr. (4.38)
1
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Prema tome, {(s) moZemo napisati kao

n+l
oS 1o 1
f(s):s_1+2;—s_1:S_1+Z[n——ft dt]— (4.39)

©

n=1 n=1
n

n+1
1 oo
= =1 %ds. 4.40
s_1+n§:1f<n ) (4.40)

Sada stavimo

Pu(s) = nfﬂ(n‘x — 1 )dt (4.41)
| n
P(s) = i Pn(s), (4.42)
pa tada imamo da je .
{(s) = % + ¢(5). (4.43)

Preostalo nam je jo$ pokazati da ¢ doista ima traZzena svojstva, tj. da je definirana i holo-
morfna za Re(s) > 0. No, jasno je da ¢,, Vn € N, imaju ta svojstva, pa je dovoljno dokazati
da red ), ¢, konvergira normalno na svim kompaktnim skupovima za Re(s) > 0. Dovolj-
nost toga slijedi iz ¢injenice da normalna konvergencija povlaci uniformnu konvergenciju
pa iz leme tada dobivamo trazeno. Dokazimo sada normalnu konvergenciju.

Po definiciji normalne konvergencije, kako bismo dokazali da red } ¢,(s) normalno
n=1
konvergira trebamo pokazati da red uniformnih normi ¢lanova tog reda konvergira, tj. da

vrijedi
[s]
-1

D lgall = > suplgu(s)l < eo. (4.44)
n=1 n

Ograni¢imo sad ¢,(s). Iz teorema srednje vrijednosti za integrale imamo:

n+l
d,(s) = f(n_s —tdt=n"" -y, (4.45)
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zanekiy € <n,n+ 1 >. Iz toga slijedi

lpu()] = =y < sup |n™* =177 (4.46)

n<t<n+l1

Kako je podintegralna funkcija rastuca, to znaci da se supremum postize u n + 1:
u()| < In™" = (n+ 1)7. (4.47)

No, derivacija podintegralne funkcije jednaka je s/#**! pa iz teorema srednje vrijednosti za
tu funkciju slijedi

=+ D)= —n) =5/, (4.48)
zanekize <n,n+1>,t.
=+ 1) = s/ (4.49)
Sada iz toga i imamo
|Ba()] < 1s/2°H), (4.50)

a kako je funkcija s/**! padajuca, iz toga dobivamo

|a ()| < |s/n* ). (4.51)
Kona¢no imamo
|1
()] < —-, (4.52)
n

gdje je x = Re(s).

Iskoristimo upravo dobiveno za odredivanje potrebne sume iz (#.44):

[e9)

o sl o |
DL SUP I < 3 S = 18l Y . 4.53)
n=1

n=1 n=1

No, znamo da red u zadnjoj jednakosti konvergira za x + 1 > 1, tj. za x > 0, odnosno

Re(s) > 0, pa kako je red )] sup|¢,(s)| ograniCen njime i on konvergira u toj domeni.

n=1

(o8]
Dakle, prema gore reCenom, red ) ¢,(s) normalno konvergira za Re(s) > 0, §to smo i
n=1

htjeli dokazati.
Ovime je postojanje funkcije ¢ trazenih svojstva u potpunosti dokazano, pa i tvrdnja
(D) vrijedi. O
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Ova propozicija nam omogucuje da zeta funkciju holomorfno prosirimo do meromor-
fne funkcije za Re(s) > 0 (odnosno holomorfne za Re(s) > 0, osim u skupu izoliranih
tocaka, tj. polova funkcije), te imamo sljedeci njen korolar:

Korolar 4.2.5. s = 1 je jednostavni pol zeta funkcije.

Navedimo sada jo$ jedan korolar ove propozicije, koji ¢e se kasnije pokazati veoma
vaznim.

Korolar 4.2.6. Kada s — 1, imamo

s 1
QP (4.54)
peP
I suma
1
- (4.55)
p.k>2 p

ostaje omedena.

Dokaz. U ovom dokazu koristit ¢emo prirodni logaritam funkcije {(s). Kako prirodni lo-
garitam na kompleksnim brojevima nije funkcija u pravom smislu te rijeci (jer njena vri-
jednost nije jednoznacno odredena u svakoj tocki), prvo ¢emo precizirati §to mislimo pod
tim izrazom.

1
{(s) je definirana produktom [] ———. Za Re(s) > 1 svaki faktor je oblika 1/(1 — ),

peP 1 - is
. D 1 . e
pri ¢emu je o€ito |a| = '—‘ < 1. Sada definiramo In I , za |a| < 1, na sljedeéi nacin:
$ -
1 — o
[ = — 4.56
e IS (+:30)

pa zatim i In {(s) pomocu reda:

mew =i [|[——=m—r= Y k_lpks. (4.57)

peP 1 — — peP 1] - — pePk>1
ps ps

1
Zadnja jednakost vrijedi po (4.56), za @ = —, pri Cemu je Re(s) > 1; ovaj red je ocito
pS

konvergentan.
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Razdvojimo In {(s) u dva dijela:

1
Ing(s)= ) — +y(s), (4.58)

pEP p

gdjeje y(s) = 2 k_;ks. Ograni¢imo sada red ¢:
peP =2
1 1 1
< < < < 4.59
w(S)<;;2P’“<Zps(p‘—1)<zp(p—1)< (49
= 1 = 1 1

S;n(n—l):;(n—l_r_l): ' (4.0

1
Vidljivo je da ), —-, kada s — 1, doista ostaje omedena i druga tvrdnja je dokazana.
pk=2 P s
Provjerimo sada da i prva tvrdnja vrijedi.
Iz gornjih nejednakosti vidimo da je i ¥ omedena, a iz prethodnog korolara da je

Inl(s) ~In !
G —

T kada s — 1. Sada iz te dvije Cinjenice i (4.58)) imamo da, kada s — 1,

1
onda ) p~* ~In
S —

T a to je upravo prva tvrdnja, ¢ime je dokaz gotov. O
peP

Zeta funkcija od velike je vaznosti u analiti¢koj teoriji brojeva. Ona se moze analiti¢ki
prosiriti do meromorfne funkcije na C s jedinim polom s = 1. Funkcija definirana sa &(s) =
n~5?I'(s/2){(s) tada je meromorfna i zadovoljava funkcionalnu jednadZbu &(s) = £(1 — ).

Nadalje, zeta funkcija poprima racionalne vrijednosti u negativnim cijelim brojevima.
StoviSe, svi parni negativni cijeli brojevi su njene nultocke, i one se nazivaju trivijal-
nim nulto¢kama. Riemannova hipoteza, jedan od najvaznijih nerijeSenih matematickih
problema danaSnjice, govori nam da su sve ostale, netrivijalne, nulto¢ke od { na pravcu
Re(s) = % Ona je numericki provjerena za mnoge brojeve, i dokazano je da je beskonacno
mnogo nultocaka na tom pravcu, ali jo§ nije dokazano da niti jedna netrivijalna nultocka
nije izvan njega, tj. da su sve na njemu, kao Sto nije pronadena niti jedna netrivijalna
nultocka koja nije na njemu.

Sada ¢emo uvesti pojam L-funkcije, koja je od presudne vaznosti u dokazu Dirichle-
tovog teorema. Neka je m € N, a y karakter modulo m. Odgovaraju¢a L-funkcija tada je
definirana ovim Dirichletovim redom:

L(s.x) = ) x(m)in' (4.61)
n=1
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Primijetimo da u ovoj sumi zapravo sudjeluju samo oni n koji su relativno prosti sa m, jer
je u suprotnom y(n) = 0.

Pogledajmo sad §to se zbiva ako za y uzmemo jedini¢ni karakter.
Propozicija 4.2.7. Za y = 1 imamo
L(s, 1) = F(s){(s), (4.62)
gdje je
F(s) = ]_[(1 — ). (4.63)
plm
Posebno, L(s, 1) se analiticki prosiruje za Re(s) > 0 i ima jednostavni pol u s = 1.

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz formule

(o8]

(o= 1n =]+ _1p_s, (4.64)

n=1 peP

uzevsi u obzir da je vrijednost jedini¢nog karaktera za p koji dijele m (odnosno za one

koji nisu relativno prosti s njim) jednaka nuli, a za ostale proste brojeve (svi preostali su
relativno prosti sa m) jednaka jedan.

Druga tvrdnja ocito vrijedi, po razmatranjima koja smo ispred napravili o zeta funkciji.

O

Dakle, ovaj slu¢aj nam ne donosi nista bitno novo. Pogledajmo sada $to se dogada kada
odgovarajuéi karakter nije jedini¢ni.

Propozicija 4.2.8. Za y # 1 red L(s,x) konvergira (odnosno apsolutno konvergira) u
poluravnini Re(s) > 0 (odnosno Re(s) > 1) te imamo

1
Lis = | — (4.65)

peb | — 2L
pS

za Re(s) > 1.

Dokaz. Tvrdnje povezane s poluravninom Re(s) > 1 direktno slijede iz lema i
jer je karakter multiplikativan u strogom smislu pa nam je joS preostalo dokazati da ovaj
red konvergira u poluravnini Re(s) > 0. Uradimo to.
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Dovoljno je pokazati da su parcijalne sume

Ay = ) x(m), (4.66)

pri cemu je u < v, omedene, jer tada po propoziciji imamo konvergenciju reda

L(s,x) = Z x(n)/n’® za Re(s) > 0.
Kako j Je )( karakter modulo m i y # 1, iz propozicije [3.1.6|dobivamo

u+m—1

Z X =0. (4.67)

n=u

Prema tome, dovoljno je ograniciti parcijalne sume A,, za v — u < m, jer ako je razlika
veca, jednostavno “maknemo” sume gornjeg oblika, koje su jednake 0. Imamo:

Al =1 ) I < D (), (4.68)

pri ¢emu je v — u < m. U treCem poglavlju vidjeli smo da ako je y karakter modulo m i
(n,m) = 1, onda je y(n) ¢(m).-ti korijen iz jedinice, tj. |y(n)| = 1. Brojeva manjih od m
koji su relativno prosti sa m ima ¢(m), a za ostale je vrijednost karaktera u njima jednaka
0, pa iz svega toga dobivamo

sl < D @] < ¢Om) - 1 = p(m). (4.69)

Dakle, parcijalne sume A, , su omedene, Sto je 1 trebalo dokazati pa Zeljena tvrdnja slijedi.
O

Nakon ovog rezultata u stanju smo obrazloZziti tvrdnju izreCenu u (4.14). Neka je y
karakter modulo 4, razli¢it od jedinicnog. U prethodnom poglavlju smo vidjeli da je on
definiran sa y(n) = (=1)*™ (u parnim brojevima vrijednost mu je o¢igledno nula). Odgo-
varajuci L-red tada je jednak

1-1/3"+1/5=-1/T"+1/9° = 1/11° + ..., (4.70)

1 po gornjoj propoziciji on konvergira za Re(s) > 0 (tj. o = 0), a konvergira apsolutno za
Re(s) > 1 (. p* = 1), Sto smo tada i rekli.

Posebno, iz gornje propozicije vidimo da red L(1,y) konvergira za y # 1, tj. da je
konacan za y # 1. Kljucna toCka u Dirichletovom dokazu sastoji se od toga da pokazemo



52 POGLAVLIJE 4. DIRICHLETOV TEOREM

da je L(1, y) razlicit od nula za y # 1. Pozabavimo se sada dokazom te tvrdnje. Za to ¢e
nam biti potrebna funkcija koja je definirana kao produkt L-funkcija po svim karakterima
modulo m, koju ¢emo oznacavati sa ¢,.

U tu svrhu, neka je m € N fiksiran. Ako p ne dijeli m, ozna¢imo sa p njegovu sliku u
G(m) = (Z/mz)* (koja je tada razli¢ita od nule) i sa f(p) red od p u G(m). Po definiciji,
f(p) je najmaniji prirodni broj f > 1 takav da je p/ = 1, tj. takav da je p/ = 1 (mod m).
Stavimo

g(p) = p(m)/ f(p). (4.71)
Kako je
m m m
vidimo da je g(p) zapravo red kvocijenta od G(m) po podgrupi (p) generiranoj sa p.
Dokazimo sada jedan identitet koji ¢e nam biti potreban kasnije.
Lema 4.2.9. Ako p ne dijeli m, vrijedi sljedeci identitet:
[ ] a-xmr) = -1y (4.73)

x€G(m)

Dokaz. Neka je W skup f(p).-tih korijena iz jedinice. Tada lakim racunom, koristeci svoj-
stva korijena iz jedinice, dobivamo da vrijedi sljedeca jednakost:

]—[(1 —wT)=1-T/P, (4.74)

weWw

Nadalje, ocito je da e p, kao element reda f(p) u G(m), svaki karakter grupe G(m) presli-
kavati u f(p).-ti korijen iz jedinice, tj. da ¢e vrijediti y(p) = w, za neki w € W i za svaki
X € G(m). Kako karaktera grupe G(m) ima ¢(m), a f(p).-tih korijena iz jedinice f(p), za
svaki w € W postoji ¢(m)/f(p) = g(p) karaktera y grupe G(m) takvih da je y(p) = w.
Pomocu toga 1 gornje jednakosti dobivamo da vrijedi

[ a-xmm)=a-1/0pe, (4.75)

xeG(m)

¢ime je lema dokazana. m|
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Definirajmo sada funkciju £, (s) na sljedec¢i nacin:

Gn(s) = [ | Ls. ), (4.76)
X

gdje produkt ide po svim karakterima y grupe G(m), tj. karakterima modulo m.

Propozicija 4.2.10. Vrijedi:

1
) =] | ———— @.77)

8(p)
pim 1— 1
pf(P)S

To je Dirichletov red, s pozitivnim koeficijentima, koji konvergira u poluravnini Re(s) > 1.

Dokaz. Pomocu propozicije imamo

ém(S)—ﬂL(s X) = ]:[]_[ )@ ]_[]—[ X(p) (4.78)

eP 1 —
P’

pri cemu zadnja jednakost vrijedi jer je za p koji dijele m y(p) = 0, tj. odgovarajuci ¢lan
u produktu je jednak 1.
Sada na dobiveno primijenimo prethodnu lemu, za T = p~*, pa slijedi:

1
) =] | ——— (4.79)

g(p)
ptm 1- 1
pf(P)S

¢ime smo dobili Zeljeni prikaz od £, (s) pomocu produkta.

Iz tog prikaza odmah se vidi da je to Dirichletov red s pozitivnim koeficijentima.
Takoder, iz propozicije 4.2.8] je jasno da on konvergira za Re(s) > 1; ovime je dokaz
gotov. ]

Za kraj ovog potpoglavlja ¢emo dokazati spominjanu klju¢nu tvrdnju u dokazu Diric-
hletovog teorema, za Sto ¢e nam trebati 1 gore uvedena funkcija ,,.

Teorem 4.2.11. (a) ¢, ima jednostavni pol u s = 1.
(b) L(1,x) # 0, za sve y # 1.

Dokaz. Ako tvrdnja (b) vrijedi, iz ¢injenice da L(s, 1) ima jednostavni pol u s = 1 (propo-
zicija i iz definicije funkcije £, vidimo da tada i ,, ima jednostavni pol u s = 1, ;.
vrijedi (a). Dakle, (b) = (a). Preostalo nam je da dokazemo tvrdnju (b), Sto ¢emo sada 1
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uciniti.

Pretpostavimo suprotno, tj. da dy # 1 takav da je L(1,y) = 0. Tada je funkcija ¢,
holomorfna u s = 1 (jer je tada ¢, (1) = 0), pa je onda ona holomorfna, a time i analiticka,
i za sve s takve da je Re(s) > 0, §to slijedi iz propozicija i U propozicijid.2.10]
smo vidjeli da je ¢, Dirichletov red s pozitivnim koeficijentima, pa tada po propoziciji
taj red i konvergira za sve s u domeni Re(s) > 0. No, to ne vrijedi, $to ¢emo i
pokazati pronalaZzenjem reda koji je ogranicen s naSim redom, a divergira za neki s takav
da je Re(s) > 0. Tada Ce slijediti da i nas red divergira za taj s, Sto je u kontradikciji s time
da on konvergira za sve s takve da je Re(s) > 0. Prema tome, 1 poCetna pretpostavka je bila
kriva, tj. L(1, x) # 0 za sve y # 1, Sto je upravo tvrdnja (b).

Pronadimo sada takav red. Faktor od ¢, koji odgovara prostom broju p jednak je

1

Ty = L+ P70 p 0y, (4.80)

jer se radi o geometrijskom redu. On dominira red
1+ p s 4 p=20ms (4.81)

jer je ¢(m) > f(p) po definiciji od f(p), pa je zbog toga —f(p)s > —p(m)sig(p) > 1.
Iz toga odmabh slijedi da ¢, ima sve koeficijente vece od koeficijenata reda

> s, (4.82)
(n,m)=1
1 .
No, ako uzmemo s = —— dobivamo red
P(m)

> (4.83)

(n,m)=1
L . o 1 o .
koji je divergentan, tj. red (4.82)) divergira za s = ¢— > 0. Dakle, pronasli smo red koji

m

je ogranicen s nasim redom 1 divergira za neki s takav da je Re(s) > 0, $to smo i trebali
uraditi, ¢ime je dokaz gotov. O

4.3 Gustoca i Dirichletov teorem

U ovom zavr$nom potpoglavlju konacno ¢emo pomocu rezultata dobivenih do sada
dokazati glavni cilj ovoga rada, Dirichletov teorem o prostim brojevima u aritmeti¢kim
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nizovima. Prvo ¢emo dati definiciju gusto¢e nekog podskupa skupa prostih brojeva te
pomocu nje reformulirati iskaz Dirichletovog teorema, tj. izre¢i njegovu jacu verziju. Za-
tim ¢emo dokazati neke pomocéne tvrdnje pomocu kojih éemo onda dokazati na$ teorem, u
jacoj verziji, Ciji ¢e korolar biti slabija verzija, teorem [4.0.2] Na kraju ¢emo navesti neke
zanimljive posljedice 1 primjene tog teorema, kao 1 spomenuti ”prirodnu gustocu” te je do-
vesti u vezu s nasSom, “analitickom gusto¢om”.

Definirajmo sada gustocu nekog podskupa skupa prostih brojeva, P. U korolaru
vidjeli smo da, ako s — 1 (pri ¢emu je ovdje radi jednostavnosti s realan i veci od 1), onda
vrijedi

Som L (4.84)

peP p“ s—1
Neka je A podskup od P. Kazemo da A ima gustocu k, gdje je k realan broj, ako

(Z i) / (ln ! ) Sk (4.85)
ps s—1

pEeA

kada s — 1 s desne strane (tj. za one s koji zadovoljavaju s > 1). Ta definicija je intuitivno
jasna uzevsi u obzir (4.84).

Iz definicije je jasno da ako skup ima gustocu, onda mora biti 0 < k < 1, kao i da skup
P ima gustocu 1.

Dirichletov teorem sada se moze reformulirati na sljedeci nacin:

Teorem 4.3.1. Neka je m € N i neka je a takav da je (a,m) = 1. Neka je P, skup prostih
brojeva takvih da vrijedi p = a (mod m). Tada skup P, ima gustocu 1/¢(m).

Drugim rije¢ima, ovaj teorem nam kaze da su prosti brojevi ’jednako distribuirani”
izmedu razli¢itih klasa modulo m, koje sadrZe a-ove relativno proste sa m, jer je takvih
klasa ¢(m), a svaki skup P, ima gustoCu 1/¢(m).

Ovaj teorem je jaca verzija teorema 4.0.2} koji iz njega slijedi kao korolar:

Korolar 4.3.2. Skup P, je beskonacan, tj. ako su a i m relativno prosti prirodni brojevi,
onda postoji beskonacno mnogo prostih brojeva takvih da vrijedi p = a (mod m).

) ) ) . ) 1. " .y
Dokaz. Doista, ako bi P, bio konacan, tada bi )] — imao konacan broj ¢lanova, odnosno
PEP, p
to bi bila kona¢na suma, pa bi bilo k = 0, tj. P, bi imao gustocu 0. No, iz teorema {4.3.1]
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1
znamo da taj skup ima gustocu ) > 0, pa smo dosli do kontradikcije. Dakle, skup P, je
m

beskonacan. O

Sada ¢emo dokazati nekoliko lema koje ¢e nam trebati za dokaz teorema
Neka je y karakter grupe G(m). Definirajmo funkciju f, na sljedeci nacin:

£9) = D x(p)/p', (4.86)

pim

11z prethodnih razmatranja vidimo da taj red konvergira za s > 1.

1
Lema 4.3.3. Ako je y = 1, tada je f, ~ In T zas — 1.
S —

1

Dokaz. 1z definicije je vidljivo da se red f; razlikuje od reda ), — samo za konacan broj
peb D°

Clanova (jer prostih brojeva p koji dijele m ima kona¢no mnogo), a kako, kada s — 1,

vrijedi

1 1
3~ —, (4.87)
=4 s—1
ondajei fy ~ In T za s — 1, Sto smo i trebali dokazati. O
S —

Lema 4.3.4. Ako je y # 1, f, ostaje omedena kada s — 1.

Dokaz. Koristit éemo prirodni logaritam funkcije L(s, y). Sada analogno kao u dokazu
korolara[4.2.6] dobivamo

_ I _ I _ x(p)*
inL(s,x)=0n | | 5 =>.In R > o (4.88)

pepP | — —= peP 1 pEP k1
p r’

pri cemu je Re(s) > 1, pa je )Lp)‘ < 1. Ovaj red je ocito konvergentan.
p

N

Rastavimo sada In L(s, ) u dva dijela:

InL(s,x) = f,(s) + F,(s). (4.89)
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Prvi dio odgovara ¢lanu sume za k = 1 (jer je za p koji dijele m y(p) = 0), pa je

k
F= > 2‘ () (4.90)

. ks’
pePk>2 p

Iz teorema [4.2.11], dio (b), imamo da In L(s, x) ostaje omeden kada s — 1, jer L(1, y) nije
jednako nuli za y # 1. Takoder, iz korolara[4.2.6]i ¢injenice da je [y (p)| = 1, za svaki p koji
ne dijeli m (jer je y(p) tada ¢(m).-ti Korijen iz jedinice), a 0 inaCe, imamo da F,(s) ostaje
omedena kada s — 1. Iz toga i (4.89) tada slijedi da, ako je x # 1,1 f,(s) ostaje omedena
kada s — 1, ¢ime je lema dokazana. m]

Ovdje smo iskoristili klju¢nu stvar u Dirichletovom dokazu, ¢injenicu da je L(1, y) # 0
zasve y # 1.

Neka je sada

gu(s)= > 1/p" (4.91)

PEP,

Kako bismo odredili gustocu skupa P,, trebamo ispitati ponasanje ove funkcije za s — 1.
Sljededi identitet ¢e nam pomoci u tome:

Lema 4.3.5. Vrijedi:
1 _
8l = 5o ;X(a) L), (4.92)

pri cemu suma ide po svim karakterima y grupe G(m).

Dokaz. 1z (4.86) imamo:

D x@ fils) = > x(@! [Zx(p)/zf] => [Z)((a)‘lx(p)] /P (493)
X X

ptm ptm \ x

No, y je karakter, pa vrijedi y(a) ' x(p) = x(a”'p). Sada primjenom korolara jerje x
karakter grupe G(m), a~' p € G(m) i |G(m)| = ¢(m), dobivamo

1 _ |#(m), ako a'p =1 (mod m)
;X(a p)= {O, inace (4.94)

, (4.95)
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tj.

oL (4.96)
inace

_1 ¢(m) ako p = a (mod m)
Zx(
(4.97)
Iz svega toga slijedi

D x@ fils) = [Z){(a‘lp)] /p" =D ¢m)/p’, (4.98)
X X

ptm PEP

odnosno

o )Zx() =Y 1p, (4.99)

PePy

iz ¢ega uz uporabu {.91)) imamo:
1 _
8ul9) = 2 ;X(a) (o). (4.100)

Ovime je dokaz gotov. O

Sada konac¢no moZemo dokazati nas teorem (4.3.1} Kada s — 1, iz leme slijedi

da je f,(s) ~ In

1 zay = 1, aiz leme 4.3.4/da f,(s) ostaje omedeno za sve y # 1.

1 1
Koristec¢i lemu 4.3.5(iz toga vidimo da je g,(s) = >, 1/p* ~ ——1In ,kadas — 1,
pe, ¢p(m)  s—1
odnosno
1 1
Z 1/p°|/|in = , (4.101)
&= s—1 ¢(m)

1
kada s — 1. Po definciji gustoce iz ovoga slijedi da skup P, ima gustocu m, Sto je 1
m

trebalo dokazati.

Ovime je dokaz Dirichletovog teorema o prostim brojevima u aritmetickim nizovima u
potpunosti dovrSen.

Sada navodimo neke posljedice i primjene ovog teorema, kao i analogne rezultate za
druge tipove jednadZzbi.
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Propozicija 4.3.6. Neka je a cijeli broj koji nije potpuni kvadrat. Tada skup prostih brojeva

p takvih da je ) =1 ima gustocu X
p

Dokaz. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je a kvadratno slobodan, jer

K\ (b b b
ako je a = k*b, onda imamo (E) = (—) (—) =1 (—) = (—) pa sve kvadrate moZemo
. . \P) AP J\P P p :
“maknuti” iz a bez da promijenimo vrijednost odgovarajuéeg Legendreovog simbola. Neka

je sada m = 4|al i y, jedinstveni karakter modulo m definiran u propoziciji tj. takav
da je y.(p) = 4 , Za sve proste brojeve p koji ne dijele m, te neka je H C G(m) jezgra od
p

Xa U G(m). Ako je p prost broj koji ne dijeli m, tada sa p oznaimo njegovu sliku u G(m).
Jasno je da onda vrijedi:

(%) —leped. (4.102)

Po teoremu imamo da skup prostih brojeva p koji zadovoljavaju uvjet p € H ima za
gustocu inverz od indeksa od H u G(m). Taj indeks je, kao Sto smo vidjeli u dijelu teksta o

Legendreovom simbolu, jednak 2, pa je odgovarajuca gustoca 5 Dakle, po tome i (4.102

1
skup prostih brojeva p takvih da je (ﬁ) = 1 ima gustocu 7 ¢ime je dokaz gotov. O
p

Ovaj rezultat ima zanimljiv korolar:
Korolar 4.3.7. Neka je a cijeli broj. Ako jednadzba X* — a = 0 ima rjesenje modulo p za
skoro sve p € P, onda ona ima rjesSenje u Z.
Dokaz. Ako jednadZba X> — a = 0 ima rjeSenje modulo p, to znadi da je (E) = 1. Nasa
p
jednadzba ima rjesenje modulo p za skoro sve p € P, tj. za sve osim njih kona¢no mnogo.

Prema tome, gusto€a skupa prostih brojeva p takvih da je ) 1 ocigledno je jednaka 1,
p

1
tj. razlicita od 5 Iz prethodne propozicije sada slijedi da je a potpuni kvadrat u Z, odnosno

da jednadzba X? — a = 0 ima rjeSenje u Z, i time je korolar dokazan. O

Dirichletov teorem ima svoje analoge za druge tipove jednadzbi. Pogledajmo neke pri-
mjere takvih rezultata.

Neka je f(x) = a,X" + ...+ ap polinom stupnja n s cjelobrojnim koeficijentima, koji je
ireducibilan nad Q (tj. koji se ne moZe rastaviti u produkt dva nekonstantna polinoma s ko-
eficijentima u Q). Neka je K polje generirano s korijenima od f (u algebarski zatvorenom
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proSirenju od Q) i neka je N = [K : Q]. Tada je N > n, jer f nema niti jedan korijen u Q
s obzirom da je ireducibilan nad Q. Oznacimo sa P, skup prostih brojeva p takvih da se f
”dekomponira potpuno modulo p”, tj. takvih da svi korijeni od f (mod p) pripadaju skupu

. . P S
F,. Tada se moZe dokazati da Py ima gustocu N (i to metodom analognom onoj koja se

upotrebljava u dokazu Dirichletovog teorema; koristi se ¢injenica da zeta funkcija polja K
ima jednostavni pol u s = 1). Takoder, ako sa P, oznacimo skup prostih brojeva p takvih
da redukcija od f (mod p) ima barem jedan korijen u F,,, moZe se dokazati da taj skup ima

za gustocu broj oblika %, pri Cemu je 1 < g < N. Iz definicije tih skupova jasno je da skup
P’ ima gustocu vecu ili jednaku od gustoce skupa Py, Sto rezultati i pokazuju.

Opcentitije, neka je {f,(x1, ..., x,)} familija polinoma u n varijabli s cjelobrojnim koefi-
cijentima i neka je Q skup svih prostih brojeva p takvih da redukcije od f, (mod p), Va,
imaju zajedniCku nultocku u (F,)". Moze se dokazati da skup Q ima gustocu; StoviSe, ta
gustoca je racionalni broj i jednaka je nuli samo ako je Q konacan.

Za kraj ovog rada definirat ¢emo prirodnu gustocu i povezati je s do sada promatranom,
analitickom gusto¢om.

U ovom potpoglavlju koriStena analiticka, ili Dirichletova gustoca, unato¢ svojoj kom-
pleksnosti, vrlo je prikladna za uporabu. Postoji i druga gusto¢a koju moZemo promatrati,
1 koju nazivamo prirodna gustoca, €ija je definicija intuitivnija: za podskup A od P kazemo
da ima prirodnu gustocu k ako omjer broja elemenata od A koji su manji ili jednaki #n 1
broja elemenata od P koji su manji ili jednaki » tezi ka k kada n — oo.

Moze se dokazati da ako skup A ima prirodnu gustodu k, tada A ima i analiti¢ku gustoéu
i ona je takoder jednaka k. No, obrat ne vrijedi, tj. postoje skupovi koji imaju analiticku, ali
nemaju prirodnu gustoéu. Navedimo jedan primjer takvog skupa. Neka je P! skup prostih
brojeva ¢ija je prva znamenka u dekadskom zapisu jednaka 1. Skup P! nema prirodnu
gustoéu, dok njegova analiticka gustoéa postoji i1 jednaka je logo2.

No, skupovi prostih brojeva koje smo proucavali u ovom potpoglavlju se u tom smislu
ponasaju lijepo, tj. imaju i analiticku i prirodnu gustocu, koje su po gore re¢enom jednake.
Tako skup prostih brojeva p takvih da je p = a (mod m) ima prirodnu gustoéu (jednaku
1/¢(m), ako je (a,m) = 1); isto vrijedi i za skupove Py, P} 1 Q, promatrane iznad.
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Sazetak

U ovom radu se bavimo odredenim problemima teorije brojeva, s posebnim naglaskom
na Dirichletov teorem o prostim brojevima u aritmeti¢kim nizovima, pri ¢emu se prvo
sluzimo algebarskim, a kasnije analitickim metodama.

U prvom poglavlju opisujemo konacna polja, definiramo Legendreov simbol 1 dokazu-
jemo zakon kvadratnog reciprociteta.

U drugom poglavlju bavimo se p-adskim poljima. PobliZe prou¢avamo prsten p-adskih
cijelih brojeva, Z,, i polje njegovih razlomaka, Q,, te dobivamo neke vazne rezultate o
rjeSenjima p-adskih jednadzbi, Ciji su koeficijenti p-adski cijeli brojevi.

U trecem poglavlju objekti naSeg promatranja su karakteri konacnih Abelovih grupa;
prvo opceniti, a zatim se koncentriramo na karaktere grupe G(m), 1 dokazujemo neka nji-
hova svojstva.

U cetvrtom, posljednjem, poglavlju, dokazujemo glavni cilj ovoga rada, Dirichletov
teorem o prostim brojevima u aritmetickim nizovima, to¢nije, njegovu jacu verziju, i to
¢inimo metodama analiticke teorije brojeva. Proucavamo zeta funkciju 1 L-funkcije, te
definiramo gusto¢u nekog podskupa skupa prostih brojeva, pa koristeci dobivene rezultate
dajemo dokaz spomenutog teorema.






Summary

In this thesis we investigate some number theory problems, with special emphasis on
Dirichlet’s theorem on arithmetic progressions. We first use algebraic, and later analytic
methods to solve our problems.

In the first chapter we describe finite fields, define Legendre symbol and prove quadratic
reciprocity law.

In the second chapter we deal with p-adic fields. We study the ring of p-adic integers,
Z,, and field of its fractions, Q,, and obtain some important results about the solutions of
p-adic equations, whose coefficients are p-adic integers.

In the third chapter, the objects of our observation are characters of finite abelian gro-
ups. We first consider characters in general, and then we concentrate on the characters of
G(m), proving some of their properties.

In the fourth, final, chapter, we prove the main goal of this thesis, Dirichlet’s theorem
on arithmetic progressions. More specifically, we give a proof of its stronger version, using
methods of analytic number theory. We study the zeta function and the L-functions, and
define the density of some subset of the set of prime numbers, and then, using obtained
results, we prove the theorem mentioned above.
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