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UVOD

1 Uvod

PLS metoda (metoda parcijalnih najmanjih kvadrata) je popularna metoda
za modeliranje na industrijskom polju. Tako se danas najc¢escée koristi u kemo-
metriji, prvotno je koristena 1966. godine na podrucju drustvenih znanosti
— preciznije ekonomiji, kada je dani model predstavio Herman Wold. Danas
se najcesce koristi kao model i ¢esto ga se koristi u kombinaciji s regresijskim
modelima, no prvotno je predstavljen kao algoritam za trazenje svojstvenih
vrijednosti — NIPALS, koji podsje¢a na metodu potencija.

PLS je statisti¢ka metoda koja podsjec¢a na PCA (metoda glavnih kompo-
nenti) i MLR (multilinearna regresija). Cilj PLS metode je kao i kod PCA da
reduciramo broj komponenti danih varijabli na manji skup komponenti koje
nisu medusobno korelirane. Ono §to je specificno za PLS je da, za razliku
od PCA, maksimizira kovarijancu izmedu zavisne (X) i nezavisne (Y) ma-
tri¢ne varijable. Veza izmedu PLS metode i MLR-a je PLSR (PLS regresija),
gdje prvotno PLS metodom reduciramo broj komponenti danih varijabli te s
njima (umjesto s originalnim) ulazimo u regresijski model.

U ovom radu ¢e se obraditi teme linearnih modela vise varijabli (MLR),
metode glavnih komponenti (PCA) — koje ¢emo usporediti s PLS metodom,
odnosno s PLSR, te dekompozicija singularnih vrijednosti (SVD) koji je po-
treban za implementaciju algoritama.

U poglavlju 3 ¢e se obraditi model za PLS metode, a u istom poglavlju je
objasnjeno i na koji nacin se procjenjuju vrijednosti u praksi. S obzirom da se
PLS metoda koristi kada imamo dvije matri¢ne varijable, najc¢esée se koristi
u kombinaciji s regresijskim modelom. Zbog toga je u poglavlju 4 objasnjen
PLSR u kojem su takoder prikazani model i procijenjene vrijednosti.

Kako PLS viSe pridonosi praksi nego li teoriji, znac¢ajno je kako imple-
mentirati dani model. U poglavlju 5 su prikazani najpoznatiji algoritmi te
ih se medusobno usporeduje.

Takoder, u ovome radu ¢e se u zadnjem poglavlju obraditi primjeri na
kojima ¢e se usporediti PLSR s PCR i PLR te ¢e se obraditi usporedba
nekih PLS algoritama.
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2 Osnovni pojmovi i rezultati

Za razumijevanje ovog rada potrebno je poznavanje jednostavne linearne re-
gresije, a u ovom poglavlju ¢e se detaljnije objasniti pojmovi linearnog mo-
dela viSe varijabli, metode glavnih komponenti te dekompozicije singularnih
vrijednosti — koji su potrebni za razumijevanje teme koja se obraduje u radu.

2.1 Linearni modeli viSe varijabli

Linearni modeli viSe varijabli su linearni modeli koji imaju vise od jedne
varijable odziva

Yi7 )/27 LRI Y:1
YT = (Y},Ya,...,Y,) je ¢-dimenzionalni vektor odziva (i zapisujemo ga kao
vektor - stupac). Odnono, zapisujemo ¢ varijabli odziva kao slucajan vektor.
Neka je

Yi.Yo, ..., Y, (1)

sludajni uzorak duljine n za vektor odziva Y, pri éemuje Y," = (Y1, Yio, ..., Y},)
1-to opazanje od Y.
Stavimo

Yy,

Y.

Y=
Y,

(time smo opisali slu¢ajni uzorak za j-tu komponentu od Y, Yj;). Te vektore
mozemo staviti u matricu

leT Yii Yo ... }/1(1

Yy Yor Yo ... Y
Y = [Y1 Yo ... Yq} = 2 _ :21 :22 ; :Qq

Yn—r Yii Yo ... an

Time smo slucajni uzorak (1) zapisali u matri¢cnom obliku.
Kao i kod regresijskog modela, oznac¢imo sa

XT=(X1,..., X))

vektor p varijabli poticaja (i pritom stavimo X; = 1, zbog regresijskog modela
sa slobodnim ¢lanom). Sli¢no, neka je sa

X{r Xll X12 e le

X, Xop Xoo ... X
X = [X.1 Xo ... X_p] _ :2. _ :21 :22 | :2p

X! X Xn2 .. Xy



LINEARNI MODELI VISE VARIJABLI

dana matrica dizajna.

Linearni model viSe varijabli zapisujemo ovako
Y'=X"B+e', (2)
gdje je YT g-dimenzionalni vektor odziva, X" p-dimenzionalni vektor poti-

caja, B € M, , matrica parametara modela, te € g-dimenzionalni slu¢ajni
uzorak (koji predstavlja slu¢ajnu pogresku) za koji pretpostavljamo:

(E1) Ble] = 0,
(E2) postoji kovarijacijska matrica cov(e) = ¥ € M, ¢ije elemente oznaca-
vamo X = [o;;/].

Slu¢ajni uzorak (1) iz linearnog modela (2) se sada moze zapisati

Y = XB+E, (3)
gdje je
T
€1. €11 €12 ... E1q
T
€q. €21 €22 ... E2q
E:[z—:.l € ... s_q}: S| =
T
En. €nl €n2 ... Eng

Pretpostavljamo jos
(E3) cov(e;) = 0j;l,,

gdje je I, jedini¢na matrica reda n (iz ovog uvjeta zapravo slijedi da su
razli¢ite komponente vektora € ; nekorelirane).
Iz uvjeta (E1) slijedi

dok iz (E2) i (E3) slijedi
COV<€ij7€ilj/) = 0jj/ 04t ia i/ - ]-7 -, jaj/ = 17 -4,
gdje je 6 Kroneckerov simbol.

Da bismo procijenili B i 3 iz modela (2), napisimo slu¢ajni uzorak (3) iz
matri¢nog u vektorskom obliku

Y1 X B 1 €1
YQ X B.Q £.9
: - .. : T o (4>
Y, X| [B,| |eq
ngx1 nq\;pq pgx1 ngx1

blok - dijagonalna matrica

4
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Takoder,
€1 €1 onl, ol --- Ulqln
€2 €.9 oonl, o9l --- U2q]n
cov| | =E el ey ooel] | =
E.q €.q onln opl, -+ 04ln
Nadalje, definirajmo preslikavanje
Aq
. Aa
vec: M, — R™, vec(A)=| .|,
A

za A = [Al A.2 s As] S Mr75.
Uoc¢imo da je ovo preslikavanje izomorfizam vektorskih prostora.

Ukoliko je Y slu¢ajna matrica, imamo vec(EY) = E[vec(Y)], te po defi-
niciji stavimo cov(Y) := cov(vec(Y)).

Nadalje, definirajmo Kroneckerov produkt:
za A = |a;;] € M, ,, B € M, ,, stavimo

anB apB .- aqu
anB axpB -+ a9,B

A® B = [aij : B] = 2? 2? . 2(-1 < MPT‘,QS‘
&plB apZB e anB

Lema 2.1. Neka su A€ M,,, X € M,,, B € M, tada vrijeds
vec(AXB) = (B' ® A) vec(X).

Sada direktno slijedi cov(vec(E)) = ¥ ® I, a (4) mozemo zapisati u
ekvivalentnom obliku

vec(Y) = (I, ® X) vec(B) + vec(E).

Za matricu A € M, s ozna¢imo sa L(A) potprostor od R™ razapet stup-
cima matrice A.
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Teorem 2.2. Neka je Y = X0+ € visestruki linearni regresijski model takav
da je Ee =0, cov(e) =V > 0, X je punog ranga.

(i) Ukoliko je L(VX) = L(XU) za neku regularnu matricu U, tada je =
(XTX)XTY LS-procjenitelj u odnosu na skalarni produkt (a,b) :=

(V=ta,b) u R",
(a,b) = Z Z[v—l]ijaibj.

(ii) Ako je L(VX) < L(X), tada je 176 = I"(XTX)"'X"Y BLUE (Best
Linear Unbiased Estimator, najbolji linearni nepristrani procjenitelj)

za L(B) =176 = (1,0).

Uz naSe je pretpostavke

(E ® Iq)(Iq ® X) - (Iq ® X) (2 ® Ip)>
——
regularna
pa je ispunjen uvjet (i) (a time i uvjet (ii)) teorema 2.2.
Zbog toga slijedi

o~ L —

vec(B) = vec(B)
= [[,®X) (I, ®X)] (I, ®X)" vec(Y)
= (L, X'X)™) (I, ® XT) vec(Y)
= ([, ® (X"X)"'X") vec(Y)
= vec (X'X)'X"Y)

1

= Brs = (X"X)"'X"Y.
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2.2 Metoda glavnih komponenti - PCA

Pretpostavimo da imamo opservaciju Y € R?, pri ¢emu je ¢ velik broj. Ze-
limo reducirati dimenziju te opservacije, no da zadrzimo dovoljno informacija
za donosenje relevantnih zakljucaka, tj Zelimo minimizirati gubitak potreb-
nih informacija. Analiza glavnih komponenti (PCA - Principal Component
Analysis) pronalazi linearne kombinacije originalnih varijabli koje su najbolji
linearni predviditelji (prediktori) svih originalnih varijabli. Odaberemo ma-
len broj linearnih kombinacija komponenti od Y tako da imaju sposobnost

reproducirati $to veéi broj komponenti od Y.
Neka su YV = (Y1,...,Y,)", X = (X1,...,X,)" zadani sludajni vektori
¢ije komponente imaju kona¢nu varijancu. Oznac¢imo

IUX:EX:O, MY:EYZO

Vyx = cov(V, X) = E[(Y — piy )(X — px) "] = E[Y X ]
Viy = cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py) '] = E[XY] = Vy'y

Posebno, definiramo
Vix = cov(X) = cov(X, X) =E[XX ] = Xy

Vyy =cov(Y) = cov(Y,Y) =E[YY ] = %y.

Definicija 2.3. Najbolji linearni prediktor odY uz dano X je q-dimenzionalni
slucajni vektor Y koji je afina funkcija od X, tj. Y = BT X, tako da

E {(Y—ETXY <Y—BTX>} = min E[(v -87X)" (v - g7X)].

EMp,q
U oznaci, Y = PlY | X].

Uvjet gornje definicije mozemo zapisati kao

~T
Y-8 X||= min ||[Y —8TX
Y —B8 X|| Sin 1Y -8 X,

gdje je ||U|| = /E[UUT] norma definirana za slu¢ajne vektore s kona¢nim

kovarijacijskim matricama.
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Lema 2.4. Vrijedi da je
V=P | X] = py +B (X —p),
gdje je B (bilo koje) rjesenje jednadzbe
VxxpB = Vxy.
Ukoliko je Vxx pozitivno definitna (tj. regularna) matrica, tada je
B = VixVxy.

Od sada pa nadalje pretpostavljamo da je ispunjen drugi uvjet gornje
leme.

Lema 2.5. Neka je G simetricna, pozitivno definitna, a P bilo koja sime-
tricna matrica, obje reda q. Tada postoji dijagonalna matrica A i matrica A,
obje reda q, tako da vrijeds

G'PA=AN ATGA=1, G' = AAT

Teorem 2.6. Neka je G pozitivno definitna simetricna matrica, a P sime-

tricna, obje reda q. Tada ne-nul vektori aj,ay,...,a, € R? zadovoljavaju
uvjete
a, Pa, a'Pa
I) (I1) = = max ——,
(D) (1) a/ Ga, a a'Ga

(I2) za svakii > 2,4 < q, vrijedi da je a] Ga; =0, za svaki j <i—1,
)

ra'Ga; =0, j§¢—1},

ako i samo ako zadovoljavaju uvjet

(IT) za svakii = 1,...,q, (a;,¢;) je svojstveni par od G™ P, pri cemu su
1> g > ... > b, i vrijedi a] Ga; =0 za i # j.

Neka je Y = (Y1,...,Y,)" ¢-dimenzionalni slu¢ajni vektor. Zelimo nadi
nove koordinate

Ty T T
a;Y,aY,...,a Y

tako da imaju neka odredena svojstva.
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Pretpostavimo EY = p, cov(Y) = £ > 0. Koordinatni vektori ay, ..., a,
biraju se tako da su ortogonalni u odnosu na skalarni produkt (a,b) :=
b'Ya = (Xa,b), tj.

aiTEaj:O, 1 7.

Odavde za i # j slijedi
cov (a,'Y, aJTY) =a, cov(Y,Y)a; = a/ Ya; =0,

tj. nove komponente nisu korelirane. Nadalje, koordinate se biraju tako da
sekvencijalno daju optimalnu predikciju od Y (uz dani uvjet ortogonalnosti).
Prema tome, a; se bira tako da

IY = Py [a Y]] = min |[Y — PIY| a'Y]|,
azai>1,a; se biratakodaaYa;=0zaj=12,...,i—1te
|Y—P[Y | a]Y]|| = min{||[Y —P[Y |a"Y]|: a € R1\{0}, a' Sa; =0, j < i}.

Moze se pokazati kao u [1| da je minimizacija gornje funkcije ekvivalentna
maksimizaciji funkcije

N a'Y?a
a
a'Ya’
tj. treba naci vektore ay,...,a, € R? takve da
Q) al ¥%a; a'Y2%a
i = max
a/Ya; a0 a'Ya’

(ii) zai >1,a/¥a; =0,j=1,...,i — 1, te

a/ Y2a, a'Y%a
= max

T :aTEajzo,jzl,...,i—l},

a'Xa

Sto je po teoremu 2.6 ekvivalentno tome da su ay, .. ., a, svojstveni vektori od
> koji odgovaraju padaju¢em nizu svojstvenih vrijednosti ¢; > ¢o > ... >
¢q > 01ay,...,a, su medusobno ortogonalni u odnosu na skalarni produkt

<7>
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2.3 Dekompozicija singularnih vrijednosti - SVD

Glavni problem ovog rada ¢e se svesti na traznje svojstvenih, odnosno singu-
larnih vrijednosti i vektora. Jedan od najpoznatijih nacina trazenja singu-
larnih vrijednosti i vektora je dekompozicija singularnih vrijednosti. Iskazat
¢emo osnovne teoreme koji su bitni za ovaj rad, a njihovi dokazi se mogu
pronadi u [16] 1 [17].

Teorem 2.7. Neka je A proizvoljna matrica tipa R™*™. Tada postoje orto-
gonalna m X m matrica U, ortogonalna n x n matrica V i dijagonalna m x n
matrica ¥ tako da vrijedi A = UXV", gdje je

oo 0 -+ 0
oo 0 o 0 0 0 0
S=(0 0 - o, | iliT= 0 oz 0 . Dija-
0O 0 --- 0 :
o ) : 0 0 Om 0 0

gonalni elementi matrice X2 su jedinstveno odredeni matricom A i uredeni su
tako da je

0'120'22"'20p>0p+1:"'20min(m,n):07

gdje je p = r(A) rang matrice A. KaZemo da je A = UXV" singularna
dekompozicija matrice (SVD) A.

Stupce matrice U (oznaka u;) zovemo lijevi singularni vektori, stupce
matrice V' (oznaka v;) zovemo desni singularni vektori, a dijagonalne
elemente o; matrice ¥ singularne vrijednosti.

Teorem 2.8. Ako A ima puni rang, onda je rjesenje problema najmanjih
kvadrata
min || Az — b2

jednako x = VXU Tb.

10
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3 Metoda parcijalnih najmanjih kvadrata - PLS

Cilj PLS metode je kreirati ortogonalne vektore maksimizirajuéi kovarijancu
izmedu dva razli¢ita skupa.

Neka su dane dvije centrirane matri¢ne varijable XY, tj. ocekivanja su
im nula. Pretpostavimo da je X € R"*? te da je Y € R"*? gdje su pi q jako
veliki brojevi koji predstavljaju broj varijabli u svakom skupu, a n predstavlja
veli¢inu uzorka. Odnosno pretpostavljamo da je X = [X_l Xy ... X.p]
slu¢ajna matrica reda (n, p), ¢iji je svaki redak X, sluéajan uzorak duljine p,
a X; su nezavisno jednako distribuirane, Vi = 1,...,n. Uo¢imo da se onda
matrica X moze zapisati kao

Xl—r Xll X12 ce le
X, Xo1 Xoo ... X
X = [X1 Xo Xp] = ;2' = ;21 ;22 . ;2p
X! X Xn2 .. Xy
Takoder, pretpostavljamo da je Y = [Y1 Yo ... Y,q} slu¢ajna matrica
reda (n, q), ¢iji je svaki redak Y;T slu¢ajan uzorak duljine ¢, a Y; su nezavisno
jednako distribuirane, V5 = 1,...,n. Slicno kao za X, Y mozemo zapisati
kao:
vl [Ya Y ... Y
Y," Yor Yoo ... Y
Y=Y, Yy ... Y= 2 _ :21 :22 ; :2q
Y Yo Yo .0 Yy,

Neka je X; i-ti stupac od matrice X. On je slucajan uzorak duljine n
za i-tu komponentu mjerenog obiljezja X, koji je p dimenzionalan sluc¢ajni
vektor. Dodatno, neka je X ,..., X, sluajan uzorak za X. Neka je Y j-ti
stupac od matrice Y, on je slucajan uzorak duljine n za j-tu komponentu
mjerenog obiljezja Y, koji je ¢ dimenzionalan sluc¢ajni vektor. Dodatno, neka
je Yi.,...,Y, slucajan uzorak za Y. Iz pocetnih pretpostavki slijedi da je
pux =EX =0, py =EY = 0. Oznacimo sa

Vyx = cov(Y, X) = E[(Y — iy )(X — px) ] = E[Y X 7]

Vyy = cov(X,Y) = E[(X — px)(Y — py) "] = E[XY '] = Wy

Posebno, definiramo
Vxx = cov(X) = cov(X, X) =E[XX ] = Ux

11
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Vyy = cov(Y) = cov(Y,Y) =E[YY ] = 5y.

Kako bismo uspjeli zadrzati $to vise upotrebljivih informacija o skupo-
vima X i Y u realnom vremenu korisno je stvoriti tako zvane latentne vari-
jable tako da se reducira broj pocetnih varijabli svakog skupa na manji broj.
Ova ideja je prirodna, jer su varijable ¢esto jako korelirane. Dakle, Zelimo
kreirati mali broj novih varijabli koje imaju svojstvo da u nekom smislu naj-
bolje predvidaju originalne varijable, ali za oba skupa istovremeno. Analiza
parcijalnih najmanjih kvadrata (PLS) pronalazi linearne kombinacije origi-
nalnih varijabli koje su najbolji linearni predviditelji (prediktori) svih origi-
nalnih varijbli, tako da se kreira matrica ¢iji su stupci medusobno ortogonalni
vektori, koji su dobiveni maksimiziranjem kovarijance izmedu tih razli¢itih
skupova varijabli X i Y. Posebno, uo¢imo da se X i Y mogu prikazati u
obliku:

X=TP' +E (5)
Y=UQ' +F (6)

gdiesu T € R iU e R P e RP¥ i Q € R definirane kao i gore, a
E € R i F € R"*? zovemo matrice residuala.

Zelimo odabrati matricu T = [Ty, ...,T;) tako da su joj stupci medusobno
ortogonalni i da se mogu prikazati kao linearna kombinacija varijable X.
Svaki stupac T; mozemo prikazati preko originalne matrice X tako da Vi =
1,...,1 vrijedi

S druge strane, svaki stupac 7T; mozemo prikazati preko tezinskih vektora
(w;). Tada vrijedi da je T = XW, gdje je W = [wy,...,w].

Na slican nacin zelimo odabrati i matricu U = [Uy, ..., Ui] tako da su joj
stupci ortogonalni i da se mogu prikazati kao linearna kombinacija varijable
Y. Svaki stupac U; mozemo prikazati preko originalne matrice Y tako da
Vi=1,..., k vrijedi

U; =Yz,
odnosno, svaki stupac U; mozemo prikazati preko tezinskih vektora (z;).
Tada vrijedi da je U =Y Z, gdje je Z = [2z1,..., 2]

Zelimo prona¢i malen broj linearnih kombinacija komponenti od X koje
imaju sposobnost reproducirati komponente od X, ali i istovremeno repro-
duciraju $to veéi broj komponenti od Y. Zbog toga, pomoc¢u PLS metode
nalazimo ortogonalnu projekciju za koju je kovarijanca izmedu X i Y mak-
simalna. S obzirom da smo pretpostavili da vrijedi (5) slijedi da je cilj mak-
simizirati kovarijancu izmedu T i U, gdje se oni mogu prikazati pomocu

12
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pocetnih varijabli X i Y.

Prema pretpostavci Y = (y1,...,y,) € {Y1,...,Y. } je ¢-dimenzionalan
slucajan vektor i X = (71,...,2,) € {X1,..., X, } p-dimenzionalan slu¢ajan
vektor. Zelimo naci nove koordinate:

T T T
wy X,wy X, w, X
Ty T T
7Y, 2Y, 2, Y

tako da imaju neka odredena svojstva. Prisjetimo se da prema pretpostavci
za X izaY vrijedi EX = EY =0, cov(X) = Vxx > 01cov(Y) = Vyy > 0.
Zelimo da su koordinatni vektori 21, ..., %q ortogonalni u odnosu na skalarni
produkt (z;,z;) = Z;Vyyzi te zelimo da su koordinatni vektori wy, ..., w,
ortogonalni su odnosu na skalarni produkt tako da kovarijanca izmedu tran-
sformiranih X i Y bude maksimalna.

Neka je Z = [z1,. . ., #,] dana matrica kao §to je opisano gore. Tada prema
lemi 2.5 postoji Ay dijagonalna matrica tako da vrijedi

VinZ = ZNy, Z"Voy Z = 1,, ZZ" = Viy.
Za tako zadanu matricu Z trazimo wy, ..., w, tako da vrijedi

wy = arg max F'(w)
weR™

w; Lwy,...,wiq, wy= argmax F(w), Vi=2,...,p
wl[wi,..,wi—1]

gdje je funkcija F' dana s

q q

Plw) = ; (COV(XTU)’YT%))Q _ ; (wT CoV(XT’YT)Zi)2

q 2
= Z (UJTVXY,ZZ') = Z (wTvXYZiZZ‘TVYXw)
=1

i=1
T -1
=w nyVYYVYXw.

Varijance pojedinih komponenti mogu biti nesumjerljive. Kako bi se to
N _1
izbjeglo bolje je promatrati standardizirane varijable Y = Y, 2. Slijedi da
- _1
zasvaki Y iz {Yi,... Y, }, Y = £,2Y vrijedi

13
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Uoc¢imo da je

N

- 1 _ _1
Viy = cov(X,Y) = cov(X, 2,2Y) = cov(X,Y)E, 2 = Vxy Xy 2,
tj. da je Vxy = Vi3 X2. Iz ovoga slijedi da je
1 1
Fw) =w VxyVigVyxw = w' Ve B2V B2 Ve pw
=w' Vyy [,Voxw =w' Vis Ve .

Prema teoremu 2.2 slijedi da su vektori wy, ..., w, svojstveni vektori matrice
Vi3 Vs x koji odgovaraju padaju¢em nizu svojstvenih vrijednosti

A >N > A >0

Analogno, neka je W = [wy, ..., w,] dana matrica te neka je Ax dijago-
nalna matrica (u skladu s lemom 2.5) tako da vrijedi

Vs W =WAx, WiVxxW =1, WW' = Vs
Trazimo 2, ..., 24 tako da vrijedi

2 = argmax G(z)
z€R"
2z Loz, o 200, 2= argmax G(z), Vji=2,...,q

zllz1,e25-1]

gdje je funkcija G dana s

p p

G =Y (cov(YTZ,Xij)>2 = (ZT Cov(yT’XT)wj>z

J=1 J=1
p 2 p
= E (ZTVY)(U)]‘> = E (ZTVYijU}]TVXyZ>
j=1 j=1
T -1
=z VYXvXXVXyZ.

Sli¢no vrijedi, kao i gore, za X = X3 2, slijedi dazasvaki X iz {X1,... X,, },
- 1
X =X X vrijedi

1

VXX = COV(EXﬁX) = 2;5 COV(X)ZX§ — EXEEXEXg _ [p‘
Uocimo da je

1 1 1
Viy = cov(X,Y) =cov(E,2 X, Y) =22 cov(X,Y) = B2 Vyy,

14
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tj. da je Vxy = X3 V. Iz ovoga slijedi da je
1 1
G(2) = 2" VyxVixVxyz = 2 Vo 5 X3 Vs B3 Viy 2
=2 Vo LViyz = 2" Vo5 Viy 2.

Prema teoremu 2.2 slijedi da su vektori z1, ..., z, svojstveni vektori ma-
trice Vy, ¢ Vg, koji odgovaraju padajucem nizu svojstvenih vrijednosti

A=A > A >0

Uoc¢imo da u prvom slucaju promatramo realnu funnkciju ?:1 F(w,) -
koja predstavlja zbroj maksimuma, dok je u drugom slucaju > 7 | G(z). Iz

p p p
Z Flw;) = Z w; Vy Vyy Vy xw; = Ztr(VY}}VYijw]TVXY)
=1

i=1 i=1
= tr(Voy Vox Viex Vaey) = tr(Vey Vay Ve Vi)

q q
= Ztr(v);)l(VYXZiZiTVXY) = ZziVYXV);)l(VXYZz‘T

i=1 =1

= ZG(Zi)

slijedi da je dovoljno promatrati samo jedan sluc¢aj optimizacije, jer oba daju
jednako optimalan rezultat.
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3.1 Procijenjene vrijednosti

Uoc¢imo da u praksi dosta ¢esto nemamo zadane matrice ortogonalnih pro-
jekcija i matrice koeficijenata te ih je potrebno procijeniti iz poc¢etnih matrica
X iY. Tada ¢emo prikazati nase podatke u obliku:

X =TP'

Y =UQ"

gdje su T € R™! i U € R™* ortogonalne projekcije koje zovemo latentne
matrice, P € RP*! i Q € R?* predstavljaju matrice koeficijenata.

Analogno, potrebno je procijeniti kovarijacijske matrice kako bismo mogli
rijeSiti dani problem. Prisjetimo se da su uzoracke kovarijance redom dane s

n—14%

_ 1 1 n
= —XX' = § bepdl
VXX n—1 — .43 g,

_— 1 1 <
Vyy = ——YY' = '
L n—1; s

_— 1 1 n
Vyy = ——XY ! = > X!
R | U e

_ 1 1 & T
- YX' = Y: X, =
Wx =— n_1; X[ =Vyy
Tada Zelimo da su koordinatni vektori wy, ..., w, ortogonalni s obzirom
na skalarni produkt (w;, w;) = ijVX Yw; = ﬁijXXTwi.
Pretpostavimo da je Ky procjenjena dijagonalna matrica Ay i neka je
Z = |z1,..., %, dana matrica tako da vrijedi
1 —~
(Y'Y)'Z = ﬁZAy, ZY'YZ=(n-1I, ZZ" = (n-1)(Y'Y)"
/,’L p—

Tada se vrijednosti funkcije F' u tocki w mogu procijeniti funkcijom uzorka

q 2 —
F(w) = Z (C/O\V(XTUJ, YTZZ)> = wTVXyVY_;VYXw

=1

1
= 1wTXTY(YTY)‘1YTXw.
n R

16
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—

. 1
Promatrane standardizirane varijable Y = YX,?. Slijedi da za svaki ¥

|
iz{Y1,...Y, }, Y =%,2Y vrijedi
. . 1 1
XY '=n-1DVyy=n—1DVxy3,? = XY 5,2,
~ /\l —_— ~ ~
tj. daje XY = XY X}, Iz ovoga slijedi da je F(w) = 5w XTYY " Xw.
Prema teoremu 2.2 slijedi da su vektori wy,...,w, svojstveni vektori
matrice XYY "X koji odgovaraju padajuéem nizu svojstvenih vrijednosti
MM > AN 0

Analogno, Zelimo da su koordinatni vektori 2, ..., 2, ortogonalni s obzi-

1
n—1

da je Ay procijenjena dijagonalna matrica i neka je W = [wy, ..., w,] dana
matrica tako da vrijedi

rom na skalarni produkt (z;,z;) = z;@zi = ijYYTzi. Pretpostavimo

(XTX)™'W = WAx, WIXTXW = (n—1)I,, WWT = (n—1)(X'X)~".

(n—1)

Tada se vrijednosti funkcije G u tocki z mogu procijeniti funkcijom uzorka

p 2 .
G(z) = Z (C/O\V(YT,Z,Xij)> = ZTVYXv);)l(nyZ

j=1

1
= 1ZTYTX(XTX)—1XTY2.

n —

~ 1
Slicno vrijedi, kao i gore, za standardizirane matrice X = XX ,?, slijedi

—

~ _1 — ~ ~
dazasvaki X iz {X;,... X, }, X = 3> X vrijedi G(2) = ﬁzTYTXXTYz.
Prema teoremu 2.2 slijedi da su vektori z1, ..., 2, svojstveni vektori ma-
trice Y ' XX Y koji odgovaraju padajuéem nizu svojstvenih vrijednosti \Y" >

A > >0,
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4 Regresijski model - PLSR

Neka su dane dvije centralizirane matri¢ne varijable X, Y, tj. ocekivanje im
je nula. Pretpostavimo da je X € R™P te da je Y € R"*? gdje su p i
q jako veliki brojevi koji predstavljaju broj varijabli u svakom skupu, a n
predstavlja veli¢inu uzorka.

U prethodnom odjeljku je prikazana PLS metoda pomocéu koje mozemo
prikazati X i 'Y u novim koordinatama. PLS metoda se najcescée koristi kako
bi se rijesili problemi linearne regresije.

Prisjetimo se da naSe matri¢ne varijable mozemo prikazati u obliku :

X=TP" +E

Y=UQ'" +F.

PLS metodom pronalazimo T = [T}, ..., Tj] tako da su {7T;}._, dobri line-
arni prediktori za Y te pretpostavljamo da postoji linearna ovisnost izmedu
vektora T; i Uj, odnosno da se T 1 U mogu prikazati u obliku

U=TD+H (7)

gdje je D € R** matrica koeficijenata i H predstavlja matricu reziduala.

Prisjetimo se, cilj je prikazati pocetne matrice u obliku (5) tako da su
matrice T 1 U §to vise korelirane te da se mogu prikazati preko pocetnih
matrica X 1Y.

Cilj je pomocu PLS regresije procijeniti pretpostavljeni linearni odnos X
iY
Y = XB +¢,

gdje je € € R™? matrica slucajnih gresaka, a matrica Bprg € R4 pred-
stavlja matricu parametara modela. Dodatno, pretpostavljamo da matrica
sluc¢ajnih gresaka e zadovoljava Gauss-Markovljeve uvjete.

Pokazali smo u lemi 2.4 da je najbolji linearni predviditelj od Y uz dano
X jeY e R A
Y = PlY | X] = BTX,

gdje je B rjesenje jednadzbe
VxxB = Vxy.

U slucaju da je Vxx pozitivno definitna, odnosno regularna, onda
B =ViiVyy.

18
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Moze nastati problem pri racunanju B pri velikoj koreliranosti matrica X 1Y

Uz pocetne pretpostavke Y mozemo prikazati u obliku nakon eventualnog
reduciranja dimenzije

Y =UQ"+F
=(TD+H)Q' +F
=TDQ' + (HQ' +F)
=TC' +F*
gdje je C = QDT € R™, a F* = HQ'" + F € R™* predstavlja matricu

residuala. Uo¢imo da je na ovako prikazan nac¢in dovoljno izra¢unati matricu
T, odnosno vrijedi (uz eventualno reduciranje dimenzije od X)

X=TP' +E
Y =TC' + F*.
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4.1 Procjena parametara

Kod PLS regresije promatramo slu¢aj PLS metode, gdje prvo reduciramo
dimenziju matri¢ne varijable Y, pa u ovisnosti o Y reduciramo matri¢nu
varijablu X na [ glavnih komponenti tako da su transformacije od X i Y
maksimalno korelirane. Nakon toga radimo regresijski model s transformira-
nim X.

U prethodnom poglavlju smo pokazali da se matri¢na varijabla X moze
PLS metodom procijeniti pomocu latentne matrice T i matrice koeficijenata
P u obliku

X =TP".

Pomocu PLS metode ¢emo dobiti T = [T}, ...,T;], gdje T; predstavljaju
linearnu kombinaciju matri¢ne varijable X. Danom metodom ¢emo dobiti
w; (W = [wy,...,w]), raunajuéi svojstvene vektore od X'YY'X i P
(P = [Py,...,P]) koji se moze dobiti kao regresijska matrica koeficijenata
matri¢ne varijable X na 7;, u obliku

P'=(T'T)'T'X
P=X"T(T'T)".
U ¢lanku [8] je definirana matrica R kao
R = WP, )

te je pokazano da vrijedi T = XR i da stupci od W i R razapinju isti prostor.
Uoc¢imo da vrijedi

R'P=R'X'T(T'T)™*
=T 'T(T'T)!
=1

Dodatno vrijedi RTPW = W i da je RP" matrica ranga [:
r(RPT)=r(P'R)=r(R"P) =r(l;) =1
Takoder uoc¢imo da vrijedi sljedece

RP'RP" =WEP'W)'"P"W(P'W)'PT
=wE'w) P’
=RP',

odnosno vrijedi (RPT)? = RP'.
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Ovime smo pokazali da je RP T projektor na potrostor L(WW).

S druge strane, kod PCA regresije koriste¢i metodu glavnih komponenti
nad matricom X, X mozemo procijeniti u obliku

X =TP',

gdje stupci matrice T = [T7, ..., T;| predstavljaju nove koordinate, a matrica
P = [P,,..., B] predstavlja matricu koeficijenata. Tada radimo regresijski
model s transformiranim X.

Neka je dan sluc¢ajan uzorak Yy, ..., Y, . Zelimo prikazati matricu Y po-
mocu matrice X. Pretpostavljamo da se ona moze opisati pomocu linearnog
modela

Y = XB +e,

gdje je € € R™ 9 matrica slu¢ajnih gresaka, a matrica B € R'*? predstavlja
matricu parametara modela. Dodatno, pretpostavljamo da matrica slucajnih
gresaka € zadovoljava Gauss-Markovljeve uvjete.

Iz leme 2.4 slijedi da je najbolji linearni predviditelj od Y uz dano X

Bors = (X'X)"'XTY.

Uz redukciju dimenzije od X nekom od gore navedenih metoda vrijedi,

Y =XB+e
=TP'B +¢&*
=TA+¢&*

iz Cega ¢emo procijeniti parametar B, gdje je e* = EB + € € R™*Y matrica
slu¢ajnih gresaka. Iz ovoga slijedi da vrijedi A = P B, gdje je A matrica
parametara dobivena metodom najmanjih kvadrata.

Primjenom gornjih tvrdnji slijedi da je procijenjeni parametar A dan s

A=(T'T)'T'Y
A=P'B.
[zjednacavanjem lijeve i desne strane vidimo da vrijedi

P B=(T'T)"'T'Y. (9)

21



REGRESIJSKI MODEL - PLSR

Prilikom PLS regresije, gdje prvo reduciramo dimenziju od Y, pa onda
reduciramo dimenziju od X tako da kovarijanca od transformiranih X i Y
bude maksimalna, mozemo jednadzbu (9) pomnoziti s matricom R definira-
nom kao u (8) te ¢emo dobiti

RP'B=R(T'T)"'T"Y.

S obzirom da smo pokazali da je RPT projektor na potprostor L(W), gdje
su retci W dobiveni kao svojstveni vektori od XYY "X, slijedi da vrijedi

B, s =R(T'T)'T'Y
=WEPW)(T'T)'T"Y.

S druge strane, kod PCA regresije, gdje reduciramo samo dimenziju od X,
moZemo jednadzbu (9) pomnoziti s matricom P(PTP)~!, gdje je P dobiven
PCA metodom nad X, te ¢emo dobiti

PP'P)'P'B=PP'P)(T'T)'T"Y.

Analogno kao i za RP', pokaze se da je P(P'P)"'PT projektor na
potprostor L(W), gdje su retci W dobiveni kao svojstveni vektori od X X.
Slijedi da vrijedi

BL,,=P@P'P)Y(T'T)'T"Y

Razlika izmedu B},LS i B},CA, je ta da se kod PCA od X neovisno o Y
umjesto matrice W u procijenjenom parametru Bpea pojavljuje P. Valja
napomenuti da su u slu¢aju metode glavnih komponenti od X matrice W' i
P jednake. Kod PLS metode, nakon sto reduciramo dimenziju od Y, trazimo
nove komponente pomocu kojih éemo opisati X, ali tako da su maksimalno
korelirane s transformacijama od Y, pa se zato u procijenjenom parametru
Bprs pojavljuje matrica W.
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4.2 Konzistentnost procijenjenih parametara

Neka vrijede sljedece pretpostavke.

Pretpostavka 4.1. Neka postoje svojstveni vektori vq,...,v; od Vxx pri-
druzene razlicitim svojstvenim vrijednostima A1, ..., N\ tako da vrijedi Vxy =
22:1 a;vj, gdje su aq, ..., q; matrice koeficijenata razlicitih od nule.

Pretpostavka 4.2. Neka se svaki redak od X, gdje je X' = (X1,...,X,.)
moze prikazati kao X; = Z;nzl uid pl 4 012, za neku konstantu oy, za Vi =
1,...,n, gdje vrijedi:

o o/ 7=1,....m < p sumedusobno ortogonalni vektori dobiveni glavnim
komponentama s normama |pt| > |p?* > -+ > |p™]

o multiplikatori u;? ~ N(0,1) su medusobno nezavisne jednako distribu-
irane slucajne varijable, bez obzira na indekse v 1 j

o vektori bijelog Suma z; ~ N(0, I,) su medusobno nezavisni te su neza-
visni od {u;}

e p(n), m(n) i {p’ = p'(n),j = 1,...,m} su funkcije koje ovise o n,
a norme vektora dobivenih metodom glavnih komponenti konvergiraju
kao niz p(n) = (lp' ()l 1/ ()],...) = p=(p1,.- . pj, )

Pretpostavka 4.3. Neka je dana veza izmedu Y i X tako da je Y = X B+
oqe, gdje je e ~ N(0,1,), || Bll2 < 00 i o9 je konstanta.

Lema 4.4. Ako vrijede gornje pretpostavke, te ako vrijedi da p/n — 0,n —
o0, tada:

o [Vxx — Vxxll2 = O,(v/p/n)
o [Vxy — Vvl = Op(\/p/1)

Lema 4.5. Ako vrijede gornje pretpostavke te ako vrijedi da p/n — 0,n —
o0, tada Vk € N:

—k ——
o |Vxx Vxy — V)]?XVXYH2 = Op(\/ p/n)

e~ T —k —
o ||Vxy Vxx Vxy — V)—(FYV)?XVXYHQ = Op(\/ p/n)
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Teorem 4.6. Vrijedi:
(a) ako p/n — 0,n — oo, tada ||Bprs — Bllz = 0 po vjerojatnosti

(b) ako p/n — ¢,c > 0,n — oo, tada 3d > 0 tako da |Bprs — Bll2 — d po
vjerojatnosti.

Dokaz. Dokaz slijedi iz ¢lanka [8].
Dokazimo prvo tvrdnju pod (a).
Prema ¢lanku vrijedi Bprs = R(RTVxxR) 'R Vxy, gdje je

=1 —

ﬁi: (‘7);?/7"‘7VXXA VXY)

Prvo dokazimo da Bprs — R(R"VxxR)'R"Vxy po vijerojatnosti. Koris-

te¢i nejednakost trokuta i Holderovu nejednakost dobijemo da je

IR(RTVxxR) "R Vxy — R(R VyxR) 'R Vyy|» <

< ||R = R (RTVxx R R Vey |ls + | Rlla|(RT Vi x R) ™

— (RTVxxR) "' R|2| R Vxy o + | BRIl (R Vax B) 2| R Viy — R Vay |2
(10)

Slijedi da treba pokazati da | R—R||» — 0, ||(RT‘Z(_\XR)il_(RTVXXR)ilRHQ —
01 HRTVXY — RTVXYHQ — 0.
Prva tvrdnja slijedi iz matri¢ne norme, definicije R te leme 4.5, odnosno
vrijedi
k=1l k-1
Vxy — Vix Vxyll2a <e.

IR~ Rll2 < Vi max [ Vax
1<k<l
Druga tvrdnja slijedi iz nejednakosti
I(A+E)™ = A7 e < (Bl A7 (A + B) 7Y

za bilo koje matrice A i E istog reda. Iz navedene nejednakosti slijedi

I(RTVaxR)™ = (R"VaxR) ||z <
< ||RTVxx R — RTVxx R|s|| RTVxx Rla||RTVxx Rl|2
< (187 = Rl Vacx Rlla + IR [l Vicx oIl — Rllo+

+ IR ol Vicx = Vil IRl )[BT Vx Rll2 | R VxRl

Zbog nesigularnosti matrica I;’TVX;R i R"VxxR slijedi da su im norme
konacne. Sada tvrdnja slijedi direktno iz leme 4.4 i 4.5.
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Za tre¢u tvrdnju je potrebno primijeniti nejednakost trokuta i Hélderovu
nejednakost, iz ¢ega dobijemo.

IR Viy — R™Vxy|ls < |RT — RT [la|| Vv |2l RT||2l|Vaey — Vv |l2

Sada primjenimo prvu tvrdnju i lemu 4.4, pa tvrdnja slijedi drektno.
Za kraj primjenimo da je B = ViyxVyy = R(R"VxxR)"'R"Vxy, ¢ime
je dokazan (a) dio teorema.

Jos preostaje pokazati (b) tvrdnju teorema.
Pretpostavimo suprotno da ||BPLS — B|| = 0 po vjerojatnosti. Prisjetimo se
da vrijedi . -
VxxBprs — Vxy =0

Oduzimanjem godnjih jednadzbi dobijemo da vrijedi
0= Vxx(Bprs — B) + (Vxx — Vxx)B + (Vxy — Vxy).

Kako smo pretpostavili da HBPLS — B||l2 — 0 po vjerojatnosti, onda slijedi
da i H(VXX —Vxx)B+ (Vxy — VXY)HQ — 0, $to je u kontradikciji. m

Posljedica ovog teorema je da je matrica parametara B procijenjena PLS
metodom konzistentna pod jako strogim uvijetima, tj. generalno nije konzis-
tentan procjenitelj za jako velike p i jako male n.
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5 Algoritmi

Cilj je pronaci ortogonalne projekcije T i U od matri¢nih (vektorskih) vari-
jabli X i1Y. Pokazali smo u prethodnim poglavljima da je dovoljno pronaci
matricu T, odnosno vektore wy, ..., w, tako da vrijedi

wy = argmaxw' X' YY ' Xw
weR?

w; Laws, ..., wi_q, w; = argmax w X'YY'Xw, Vi=2,...,p
wl|wi,..,w;—1]

gdje je W = [wy, ..., wp).
Prema teoremu 2.2 slijedi da su vektori wy, ..., w, svojstveni vektori ma-
trice XYY "X koji odgovaraju padajuéem nizu svojstvenih vrijednosti

A >A > A >0

Postoji niz algoritama kojima se moze rijeSiti gornji problem. Svaki od
njih se svodi na to da u svakom koraku trazimo svojstveni vektor koji odgo-
vara najvec¢oj svojstvenoj vrijednosti, kako bismo pronasli vektore koji pri-
padaju matrici ortogonalnih projekcija T. Tada u svakom koraku iteracije
provodimo postupak deflacije kako bismo iz podataka uklonili varijaciju po-
vezanu s procijenjenom komponentom. Algoritam se zavrSava nakon Sto
pronade sve potrebne komponente.

Za pronalazak svojstvenih vektora se najcesée (pa tako i u R-u) koristi
poznata SVD, dok se u mnogim originalnim algoritmima koristi metoda po-
tencija - s obzirom da u svakom koraku trazimo novi svojstveni vektor koji
odgovara najvecoj svojstvenoj vrijednosti.

Kao $to smo rekli, poznate su mnoge varijante istog algoritma, ali postoje
i razliciti tipovi algoritama — razlikuju se po odabiru matrice kojoj trazimo
svojstvene vektore te izboru matrica nad kojima vrsimo postupak deflacije.

Najpoznatiji algoritmi su NIPALS i SIMPLS, a u praksi se ¢esto koriste
i Kernelov algoritam, Wide Kernelov, bidiagonalni, Krylov PLS1 i mnogi
drugi algoritmi.

U ovom radu ¢emo obraditi NIPALS i SIMPLS algoritme, a usporedit
¢emo ih s Kernelovim i Wide Kernelovim algoritmom.
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5.1 NIPALS

NIPALS (Nonlinear Iterative Partial Least Squares) je algoritam kojeg je
uveo H. Wold [3]. Koristi se kada imamo velike skupove podataka te kada
je potrebno izracunati samo prvih nekoliko komponenti, odnosno svojstve-
nih vektora. Prilikom svakog koraka iteracije zbog kompjuterske numericke
ogranic¢enosti se gubi ortogonalnost. Iz tog razloga se pri svakom koraku
primjenjuje Gram-Schmidtov postupak.

Valja napomenuti da postoje dvije verzije primjene algoritma- PLS1 i
PLS2. U slu¢aju kada imamo univarijantan Y ove dvije verzije su jednake.
U slu¢aju multivarijantnog Y ove metode se razlikuju. Imamo moguénost
primijeniti PLS algoritam na svaku varijablu Y posebno - PLS1, ili mozemo
primijeniti PLS algoritam na sve varijable od Y istovrmeno -PLS2. S ob-
zirom da je na neki na¢in PLS1 varijanta PLS2, u ovom radu ¢emo samo
prikazati algoritam za PLS2.

Algorithm 1: NIPALS algoritam

Data: X, Y

Result: B

E=X;

F=Y,

3 ko ; // broj komponenti
/* inicijaliziramo prazne matrice */
W=(;

T=();

P=();

fori=1:ky do

S=E'F:

[u, s,v] = svd(S);

w=u(:1); // prvi lijevi svojstveni vektor
t=Euw;

p=E"t/t"t;

q=F"t/t't;

E=E—-tp':

F=F—tq";

T =[T,t ;

W = [Wuwl;

. P=[P,p;

R=W®P'W)!;

B=R(T'T)'T'Y

[\

© 00 N O ok

e e T e T =
0w N O bk W N = O

[
o ©
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5.2 SIMPLS

SIMPLS (Statistically Inspired Modification of PLS) je algoritam kojeg je
uveo Sijmen de Jong [4]. U veéini slucajeva daje jednake rezultate kao i
NIPALS, a prednost mu je Sto je neSto brzi i §to uistinu maksimizira ko-
varijancu izmedu X i Y. Dodatno, za razliku od NIPALS-a koji u svakom
koraku iteracije ra¢una novi X, kod SIMPLS-a se uvijek koristi pocetni X, a
postupak deflacije se vrs§i na matrici S.

Algorithm 2: SIMPLS algoritam
Data: X, Y
Result: B
1 ko ; // broj komponenti
2 'V = zeros(p, ko);
/* inicijaliziramo prazne matrice */
s W=();
W=();
Q=1(:
S=X"Y;
fori=1:ky do
[u, s,v] = svd(S);
w=u(,1); // prvi lijevi svojstveni vektor
t=Xuw ;
p=X"t/t't;
q=Y"t/t't;
v=p;
if ¢> 1 then
| v=v—(vTp);
16 S=S—v('S);
17 | W= [Wuwl;
s | Q=[Qud;
19 V(i)=wv;
20 B=WQ"

© 00 N o o s

R T e =
G W N = O
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5.3 Usporedba algoritama

U R-u pomocu funkcije plsr mozemo odrediti koji od algoritama zelimo kori-
titi. Za koristenje je automatski postavljen Kernelov algoritam - kernelpls.
Za razliku od orginalnog NIPALS-a u ovom slu¢aju izvodimo SVD nad matri-
com XYY "X, umjesto nad matricom X'Y. Dodatno, kod ovog algoritma,
se ne vrsi deflacijski postupak nad Y. U usporedbi s originalnim NIPALS
algoritmom, jednako je brz i stabilan te daje jednake rezultate. Inace, NI-
PALS je algoritam koji se u R-u moze pozvati putem plsr funkcijom - oscore-
pls. U slucajevima kada podaci imaju velik broj varijabli preporuca se Wide
Kernelov algoritam - widekernelpls. U ovom slucaju trazenje svojstvenih
vrijednosti, odnosno izvodenje SVD-a se vr$i nad matricom XX'YY . Tako
je nestabilan, ovaj algoritam daje jednake rezultate kao NIPALS algoritam.
Jedan od popularnijih algoritama uz najboznatijeg NIPALS-a je SIMPLS. U
slucaju kada promatramo Y samo s jednom varijablom, SIMPLS algoriritam
daje jednake rezultate kao NIPALS i Kernelov algoritam. No, u slu¢aju kada
promatramo multivarijantan Y, algoritmi mogu dati razli¢ite rezultate.

29



PRIMJER

6 Primjer

U ovom odjeljku ¢emo pokazati primjenu nase metode na podacima gasoline
preuzetim s [6]. Iz istog izvora je preuzet i dodatni primjer koji je takoder
obraden u ovom poglavlju.

Primjeri su obradeni u programskom jeziku R za koji je bilo potrebno
instalirati paket pls.

U prvom primjeru ¢e Y predstavljati vektorsku varijablu , a u drugom
¢e Y predstavljati matricnu varijablu. Na oba primjera ¢emo prvo poka-
zati kako izgleda multilinerana regresija, nakon toga ¢emo primijeniti PCR
(PCA regresija) i PLSR (PLS regresija) na danim podacima, a za kraj ¢emo
usporediti dane podatke.

6.1 Univarijatan Y

Dani su nam podaci NIR — koji predstavljaju matri¢nu varijablu X koja
sadrzi 60 observacija i 401 komponentu. Matri¢nu, odnosno u ovom sluc¢aju
vektorsku varijablu Y predstavlja octane koji ima 60 observacija.

Opcenito, NIR (Near infrared spectroscopy) je tehnika mjerenja za mnoge
visekomponentne kemijske sustave, ukljuc¢ujuéi i proizvode od naftnih rafine-
rija i petrokemija, prehrambenih proizvoda (¢aj, voce, mlijeko, vino, rakija,
meso, kruh, sir, itd.), lijekova i produkta izgaranja. Octane (oktanski broj)
je standardna mjera pridruzena zrakoplovnom gorivu i nafti. Sto je veci ok-
tanski broj, vise kompresije gorivo moze izdrzati prije detoniranja (paljenja).

Cilj je pomocu regresijskih metoda koje su objasnjene u prethodnim po-
glavljima predvidjeti oktanski broj na temelju mjerenih vrijednosti NIR-a
koje su nam poznate.

Prvotno je potrebno ucitati podatke i podjeliti nas skup na dva dijela
— jedan na kojem ¢emo uciti (trenirati) algoritam i jedan na kojem ¢emo
ga testirati. Kako bi algoritam mogao Sto viSe nauciti na danim podacima,
dijelimo skup na 80% i 20% podataka.

> data(gasoline)

> head(gasoline)
> gasTrain <— gasoline [1:50 ]
> gasTest <— gasoline [51:60 ]

Gdje ispis danog koda izgleda ovako.

octane NIR.900 nm NIR.902 nm NIR.904 nm NIR.906 nm
1 85.30 —-0.050193 —0.045903 —0.042187 —0.037177
2 85.25 —0.044227 —-0.039602 —0.035673 —0.030911
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88.45 —0.046867 —0.04126 —0.036979 —0.031458
83.40 —0.046705 —0.04224 —0.038561 —0.034513
87.90 —0.050859 —0.045145 —0.041025 —0.036357
85.50 —0.048094 —0.042739 —0.038812 —0.034017

S O = W

6.1.1 Multilinearna regresija

Prvo éemo nad danim podacima napraviti multilinearnu regresiju, pomocu
funkcije Im koja je ve¢ implementirana u R-u.

> gas.mlr <— Im(octane "NIR, data = gasTrain)
> summary( gas . mlr)

Call:
Im(formula = octane =~ NIR, data = gasTrain)

Residuals:
ALL 50 residuals are 0: no residual degrees of freedom!

Coefficients: (352 not defined because of singularities)
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 136.74 NA NA NA
NIR900 nm —2276.35 NA NA NA
NIR902 nm 144.74 NA NA NA
NIR904 nm —144.97 NA NA NA
NIR906 nm —1513.80 NA NA NA
NIR908 nm 1446.99 NA NA NA
NIR910 nm —1738.91 NA NA NA
NIR912 nm 70.65 NA NA NA
NIR914 nm 2251.01 NA NA NA
NIR916 nm —1957.10 NA NA NA
NIR918 nm 3469.49 NA NA NA
NIR920 nm —234.08 NA NA NA
NIR922 nm 1173.40 NA NA NA
NIR924 nm 713.15 NA NA NA
NIR926 nm —9810.39 NA NA NA
NIR928 nm 6290.77 NA NA NA
NIR930 nm 2505.59 NA NA NA
NIR932 nm —1759.53 NA NA NA
NIR934 nm —3535.56 NA NA NA
NIR936 nm 3016.39 NA NA NA
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NIR938 nm —3668.12 NA NA NA
NIR940 nm —3915.94 NA NA NA
NIR942 nm —1865.34 NA NA NA
NIR944 nm 5043.27 NA NA NA
NIR946 nm 5012.19 NA NA NA
NIR948 nm 366.13 NA NA NA
NIR950 nm 6190.04 NA NA NA
NIR952 nm 5007.08 NA NA NA
NIR954 nm —4948.98 NA NA NA
NIR956 nm —9088.82 NA NA NA
NIR958 nm —857.98 NA NA NA
NIR960 nm 1763.81 NA NA NA
NIR962 nm 6683.33 NA NA NA
NIR964 nm —4576.83 NA NA NA
NIR966 nm 6813.55 NA NA NA
NIR968 nm —218.69 NA NA NA
NIR970 nm —2716.90 NA NA NA
NIR972 nm —6473.85 NA NA NA
NIR974 nm —2545.76 NA NA NA
NIR976 nm 1984.39 NA NA NA
NIR978 nm —5877.66 NA NA NA
NIR980 nm —3157.50 NA NA NA
NIR982 nm 12960.88 NA NA NA
NIR984 nm 15035.18 NA NA NA
NIR986 nm —1908.27 NA NA NA
NIR988 nm —10649.08 NA NA NA
NIR990 nm 4534.41 NA NA NA
NIR992 nm —9257.32 NA NA NA
NIR994 nm —10704.91 NA NA NA
NIR996 nm 10516.97 NA NA NA
NIR998 nm NA NA NA NA
NIR1000 nm NA NA NA NA

U gornjem ispisu nisu ispisane sve varijable, jer su vrijednosti koje popri-
maju NA. Ovo se dogodi zbog toga §to matrica X "X nije regularna. Postoji
mogucénost koriStenja pseudoinverza — Moore - Pseudo inverz, no i u tom
slu¢aju neé¢emo dobiti dovoljno zadovoljavajuée rjeSenje zato $to medu po-
dacima postoji prevelika koreliranost. Kako bismo na najbolji moguci nacin
odabrali koje komponente ¢e nam uéi u regresijski model koristimo PCR i
PLSR.
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6.1.2 PCR

Pomoc¢u PCA metode trazimo nove koordinate i radimo regresijski model
izmedu nasih varijabli. Na skupu za treniranje primjenjujemo PCA regresiju
(PCR) funkcijom per koja je ve¢ implementirana u R-u. S obzirom da Zelimo
reducirati dimenziju, uzet éemo u obzir samo 10 novih komponenata koje u
najvecoj mjeri opisuju matri¢nu varijablu X. Dodatno na istom skupu ¢emo
primijeniti i cross validation, tako da u svakom koraku neéemo uzeti u obzir
jednu observaciju, nego ¢emo na njoj testirati izbor novih komponenti. Ovaj
princip se inace zove leave-one-out (LOO).

> gas.pcr <— pcr(octane ~ NIR, data = gasTrain,
+ validation ="LOO", ncomp = 10)
> summary( gas . pcr)

Data: X dimension: 50 401
Y dimension: 50 1
Fit method: svdpc
Number of components considered: 10

VALIDATION: RMSEP
Cross—validated using 50 leave—one—out segments.
(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps 4 comps

CcvV 1.545 1.472 1.483 0.2894 0.2522
adjCV 1.545 1.471 1.482 0.2879 0.2518
5 comps 6 comps 7 comps 8 comps 9 comps
% 0.2622 0.2681 0.2386 0.2328 0.2416
adjCV 0.2618 0.2677 0.2373 0.2323 0.2411
10 comps
61% 0.2423

adjCV 0.2415

TRAINING: % variance explained
1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps
X 79.86 88.12 93.54 96.54 97.74
octane 16.99 21.36 97.00 97.71 97.73
6 comps 7 comps &8 comps 9 comps 10 comps
X 98.38 98.75 99.06 99.28 99.42
octane 97.77 98.47 98.54 98.62 98.83

Gore je dan ispis prilozenog koda. Iz ispisa vidimo da imamo ispise CV koji
predstavlja RMSEP (Root Mean Squared Error of Prediction) prilikom cross
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validacije i ajdCV koji je u nasem slucaju predstavlja istu stvar kao i CV,
a zapravo oznacava pristrani RMSEP. Vidimo da tri komponente u velikom
postotku objasnjavaju obje varijable. Pogledajmo sada s kojim postatkom
svaka komponenta objasnjava nase varijable.

> explvar(gas.pcr)

Comp 1 Comp 2 Comp 3 Comp 4 Comp 5
79.8586603 8.2639500 5.4171903 3.0034945 1.1963215
Comp 6 Comp 7 Comp 8 Comp 9 Comp 10

0.6397503 0.3691514 0.3127762 0.2171267 0.1417888

Vidimo da se ve¢ina podataka moze objasniti s tri odnosno s ¢etiri kom-
ponente. Pri odredivanju prikladnog broja komponenti koritit ¢emo RMSE
(Root Mean Square Error) koji je dan formulom

n 7. 9.)2
n

Vidimo da RMSE zapravo rac¢una prosjec¢nu gresku izmedu prave i procije-
njene vrijednosti.

Pogledat ¢emo kolika je procijenjena greska koja se postize nasim mode-
lom za prvih deset komponenti.

> RMSEP (gas.pcr, estimate="train", intercept= F)

1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps
1.3796 1.3427 0.2624 0.2290 0.2283
6 comps 7 comps 8 comps 9 comps 10 comps

0.2263 0.1871 0.1832 0.1776 0.1640

Vidimo da se veliki skok dogada kada prelazimo s dvije na tri komponente.
Iz toga je i za ocekivati da ¢e treca komponenta imati jako mali RMSEP.

> RMSEP (gas.pcr, estimate="train", comp=3)

[1] 0.7474

Vidimo da samo tre¢a komponenta ima duplo manji RMSEP nego prve
dvije komponente zajedno. Tako se jos manji RMSEP postize s ¢etiri kompo-
nente te se ne mijenja znacajno nakon toga, iz svih gore navedenih razloga
¢emo se odluciti za model s tri glavne komponente. Nasu tvrdnju ¢emo
dodatno potkrijepiti graficki.

> plot(gas.pcr, "validation", estimate = "CV")
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Nakon $to smo procijenili prikladan broj komponenti prikazat ¢emo gra-
ficki koliko dobro na$ model opisuje dane podatke.

> plot(gas.pcr, ncomp = 3, asp = 1, line = TRUE)
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predicted

> predict(gas.pcr, ncomp = 3, newdata

?
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measured

Vidimo da se na8i podaci kre¢u oko danog pravca —identitete, pa mozemo
zakljuciti da nas model s tri glavne komponente dobro opisuje dane podatke.
Sljedeci korak je predvidanje 'mepoznatih’ vrijednosti varijable octane.

, 3 comps

octane
87.63119
87.17090
87.84391
84.44888
84.95272

gasTest)
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56 84.63236
57 86.88466
58 86.50888
59 88.75387
60 86.63756

S obzirom da su nam poznate to¢ne vrijednosti varijable octane, usporedit
¢emo predvidene vrijednosti s originalnim.

> RMSEP(gas.pcr, newdata = gasTest)

(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps
1.5369 1.3226 1.2568 0.4634
4 comps 5 comps 6 comps 7 comps
0.2241 0.2283 0.2600 0.2795
8 comps 9 comps 10 comps
0.2434 0.2290 0.2881

Vidimo da greska predvidanja varijable octane pomoéu PCR-a s tri kompo-
nente iznosi 0.4634, sto je duplo vec¢a greska od one koju smo predvidali.

6.1.3 PLSR

Kao i kod PCR-a, uzet ¢emo u obzir samo 10 novih komponenata koje u naj-
vec¢oj mjeri opisuju obje matric¢ne varijable X i Y, a primijenjujemo funkciju
plsr koja je ve¢ implementirana u R-u te ¢emo kao i kod PCR-a koristili cross
validation — LOO.

> gas.pls <— plsr ( octane ~ NIR, data = gasTrain,
+ validation ="LOO" , ncomp = 10)
> summary( gas.pls )

Data: X dimension: 50 401
Y dimension: 50 1
Fit method: kermnelpls
Number of components considered: 10

VALIDATION: RMSEP
Cross—validated using 50 leave—one—out segments.
(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps 4 comps

CvV 1.545 1.357 0.2966 0.2524 0.2476

adjCV 1.545 1.356 0.2947 0.2521 0.2478
5 comps 6 comps 7 comps &8 comps 9 comps

CvV 0.2398 0.2319 0.2386 0.2316 0.2449
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adjCV 0.2388 0.2313 0.2377 0.2308 0.2438
10 comps

CV 0.2673

adjCV 0.2657

TRAINING: % variance explained
1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps
X 78.17 85.58 93.41 96.06 96.94
octane 29.39 96.85 97.89 98.26 98.86
6 comps 7 comps 8 comps 9 comps 10 comps
X 97.89 98.38 98.85 99.02 99.19
octane 98.96 99.09 99.16 99.28 99.39

Sljedeci korak je vidjeti u kojem postotku svaka komponenta opisuje ma-
tri¢nu varijablu X.

> explvar( gas.pls )

Comp 1 Comp 2 Comp 3 Comp 4 Comp 5
78.1707683 7.4122245 7.8241556 2.6577773 0.8768214
Comp 6 Comp 7 Comp 8 Comp 9 Comp 10

0.9466384 0.4921537 0.4723207 0.1688272 0.1693770

Vidimo da prva komponenta najvise opisuje dane varijable, te da druga i
treca varijabla pridonose sa 7,41% odnosno 7,82% pri objasnjavanju pocetne
varijable. Iz ovoga mozemo pretpostaviti da ée biti dovoljno uzeti dvije ili
tri komponente za regresijski model.

Valja uociti da je u slucaju PLS medote Y varijabla objasnjena s ¢ak
96%, dok je s dvije komponente koje su odabrane PCA metodom Y vari-
jabla objagnjena s 21%. Takoder, predvideni RMSE s dvije komponente je
daleko manji kod PLS metode nego kod PCA. Nase tvrdnje ¢emo potkrijepiti
pomocéu RMSEP kao i u slu¢aju PCA.

> RMSEP (gas.pls, estimate="train", intercept= F)

1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps
1.2724 0.2688 0.2197 0.1997 0.1615
6 comps 7 comps 8 comps 9 comps 10 comps

0.1544 0.1445 0.1390 0.1288 0.1178

Prikazimo graficki kako se mijenja RMSEP u odnosu na broj novih kom-
ponenti.

> plot(gas.pls, "validation", estimate = "CV")
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Iz grafickog prikaza se takoder vidi da se za izbor od dvije nove komponente
RMSEP znacajno ne mijenja, te je dovoljno promatrati dvije komponente.

Prije same predikcije ¢emo analizirati nas model. Za pocetak ¢emo us-
porediti prave i predvidene vrijednosti octanea u train setu, u odnosu na
tri nove komponente koje smo dobili pomoéu PLS metode. Zelimo da se
predvideni podaci nalaze na identiteti.

> plot(gas.pls, ncomp = 2, asp = 1, line = TRUE)
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Iz grafickog prikaza vidimo da se dobiveni prediktivni podaci nalaze oko za-
danog pravca, te da nas model dobro opisuje dane podatke.

Sljedeci korak je predvidanje vrijednosti varijable octane iz skupa za tes-
tiranje.

> predict ( gas.pls , ncomp = 2 |, newdata = gasTest )

, , 2 comps

octane
51 87.94125
52 87.25242
53 88.15832
54 84.96913
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95 85.15396
06 84.51415
97 87.56190
598 86.84622
299 89.18925
60 87.09116

S obzirom da znamo koje su to¢ne vrijednosti varijable octane, mozemo
usporediti predvidene i prave vrijednosti dane varijable.

> gasTest$octane
[1] 88.10 87.60 88.35 85.10 85.10 84.70 87.20 86.60
9] 89.60 87.10

Iz danog ispisa vidimo da su predvidene vrijednosti varijable octane, re-
lativno blizu pravim vrijednostima. Nasu tvrdnju ¢emo potvrditi tako Sto
¢emo izracunati RMSEP.

> RMSEP(gas.pls, newdata = gasTest)

(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps
4 comps
1.5369 1.1696 0.2445 0.2341
0.3287
5 comps 6 comps 7 comps 8 comps
9 comps
0.2780 0.2703 0.3301 0.3571
0.4090
10 comps
0.6116

Vidimo da RMSEP za dvije komponente iznosi 0.2445, sto je dovoljno blizu
procijenjenoj vrijednosti dobivenoj cross-validacijom.
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6.1.4 Usporedba rezultata

Sljedeci korak je usporediti PLS regresiju (PLSR) s klasi¢nom PCA regresi-
jom (PCR). Valja primijetiti da kod PLSR-a (kao §to smo ve¢ rekli), prvotno
trazimo nove koordinate koje ¢e $to bolje opisivati matri¢ne varijable X i Y,
odnosno PLS model nam ovisi o obje varijable. Nakon toga prikazemo obje
matri¢ne varijable u novim koordinatima te radimo linearni regresijski model
(vise varijabli) izmedu varijabli X 1 Y. Za razliku od PLSR-a, kod PCR-a
trazimo nove koordinate ovisno samo o matri¢noj varijabli X. Tada prika-
zemo obje varijable X 1 Y u novim varijablama te kao i kod PLSR-a radimo
linearni regresijski model (vise varijabli). S obzirom da PLSR pri kreiranju
novih koordinata, uzima u obzir i varijablu Y, logi¢no je pretpostaviti da ¢e
predvidene vrijednosti tom metodom dati bolje rezultat.

Nakon provedenih metoda nad istim tipom podataka, mozemo uociti da
pomoc¢u PLS metode postizemo manju gresku (0.2445) u predvidanju po-
mocu samo dvije komponente, nego li pomo¢u PCA metode s tri komponente
(0.4634). Dodatno, u ovom slucaju kod PCA metode je potrebno cak &etiri
komponente (0.2241) da se postigne jednako mala greska kao kod PLS-a.
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6.2 Multivarijatan Y

Dani su nam podaci vehicles — koji predstavljaju 30 automobila s 16 specifi-
kacija (diesel — tip dizelovog goriva, turbo — ubrizgavanje goriva , two.doors —
vozilo s dvoja vrata, hatchback — lete¢a vrata, wheel.base — baza kotaca, len-
gth — duljina, width — Sirina, height — visina, curb.weight — ukupna tezina auta
S punom opremom, eng.size — veli¢ina motora, horsepower — broj konjskih
snaga, symbol — ocjena rizika osigurnja, peak.rpm — broj okretaja u minuti,
price — cijena dolarima, city.mpg — potrosnja goriva u gradu, highway.mpg —
potroSnja goriva na autocesti).

Od danih specifikacija na¢init ¢emo matri¢ne varijable X i Y. Specifi-
kacije diesel, turbo, two.doors, hatchback, wheel.base, length, width, height,
curb.weight, eng.size, horsepower, symbol, peak.rpm ¢ée predstavljati 13 kom-
ponenti matricne varijable X s 30 observacija. Dok ¢e specifikacije price,
city.mpg i highway.mpg predstavljati komponente matri¢ne varijable Y, koja
¢e imati 30 opservacija.

Cilj je pomocu regresijskih metoda PLS1 i PLS2 predvidjeti varijable na
temelju ostalih mjerenih vrijednosti koje su nam poznate.

Prvotno je potrebno ucitati podatke i podjeliti nas skup na dva dijela
— jedan na kojem ¢emo uéiti (trenirati) algoritam i jedan na kojem éemo
ga testirati. Kako bi algoritam mogao Sto viSe nauciti na danim podacima,
dijelimo skup na 80% i 20% podataka.

> data(vehicles)
> head(vehicles)
> dim(vehicles)
> carTrain <— vehicles|[1:24 ]
> carTest <— vehicles[25:30,]

Gdje ispis danog koda izgleda ovako.

diesel turbo two.doors hatchback wheel.base

alfaromeo 0 0 1 1 94.5
audi 0 0 0 0 105.8
bmw 0 0 1 0 101.2
chevrolet 0 0 0 0 94.5
dodgel 0 1 1 1 93.7
dodge?2 0 0 0 1 93.7
length width height curb.weight eng.size
alfaromeo 171.2 65.5 52.4 2823 152
audi 192.7 71.4 55.7 2844 136
bmw 176.8 64.8 54.3 2395 108
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chevrolet 158.8 63.6 52.0 1909 90

dodgel 157.3 63.8 50.8 2128 98

dodge2 157.3 63.8 50.6 1967 90
horsepower peak.rpm price symbol city .mpg

alfaromeo 154 5000 16500 1 19

audi 110 5500 17710 1 19

bmw 101 5800 16430 2 23

chevrolet 70 5400 6575 0 38

dodgel 102 5500 7957 1 24

dodge?2 68 5500 6229 1 31
highway . mpg

alfaromeo 26

audi 25

bmw 29

chevrolet 43

dodgel 30

dodge?2 38

6.2.1 PLS1

Prvo ¢emo za Y provesti PLS1 metodu, odnosno provest éemo PLSR za
svaku komponentu posebno, redom price, city.mpg i highway.mpg. Odredit
¢emo broj komponenti koje su potrebne za Sto bolji prikaz varijabli, procije-
nit ¢emo dane varijable metodom PLSR te ¢emo odrediti pogresku dobivenu
metodom.

price

> car.plsll <— plsr(price ~ diesel + turbo + two.doors
+ hatchback + wheel.base + length + width
+ height + curb.weight + eng.size +
horsepower + symbol + peak.rpm |,
data= carTrain, ncomp = 10, validation="LOO")
> summary( car.plsll)

Data: X dimension: 24 13
Y dimension: 24 1
Fit method: kermnelpls
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Number of components considered: 10

VALIDATION: RMSEP
Cross—validated using 24 leave—one—out segments.
(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps

CvV 9558 6144 5094 4692
adjCV 9558 6140 5073 4662
4 comps H comps 6 comps 7 comps & comps
CV 5169 5292 6517 6319 6307
adjCV 5121 5243 6431 6242 6220
9 comps 10 comps
Y% 6377 5891
adjCV 6286 5810

TRAINING: % variance explained
1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps
X 68.48 99.86 99.97 99.99 100.0
price 65.78 79.83 87.63 89.08 89.3
6 comps 7 comps 8 comps 9 comps 10 comps
X 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
price 90.79 91.41 93.44 94.26 94.63

Vidimo da tri, odnosno ¢etiri, komponente dovoljno dobro opisuju vari-
jable X 1 Y. Iz ovoga vidimo da se se procijenjuju jako velike vrijednosti
RMSEP. Sljedeci korak je kao i u prethodnom primjeru izracunati RMSEP

na skupu za treniranje.

> RMSEP (car.plsll, estimate="train", intercept= F)

1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps
5358 4113 3221 3026 2997
6 comps 7 comps 8 comps 9 comps 10 comps
2779 2685 2346 2194 2123

Vidimo da se najveéi skok smanjenja RMSEP-a dogada kada prelazimo s

dvije na tri komponente.

> plot(car.plsll, "validation", estimate = "CV")
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price

RMSEP
7000 8000 8000
| | |

6000
|

5000

number of components

Kao sto smo i predvidali, iz grafa je vidljivo da su tri komponente najbolji
izbor za modeliranje nad nasim podacima. Sljedeé¢i korak je pokazati da su
podaci dobro opisani modelom, tj. da se nalaze sto blize dijagonali prvog
kvadranta, a $to vidimo iz sljedeceg grafa. S obzirom da podaci, vise manje
prate dani pravac (iako ne dovoljno dobro, te pretpostavljamo da ¢e to biti
rezultat jako velike vrijednosti RMSEP-a).

> plot(car.plsll, ncomp = 3, asp = 1, line = TRUE)
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price, 3 comps, validation

20000 30000
| |

predicted

10000
|

5000

> predict (

, , 3 comps

toyotad
volkswagenl
volkswagen?2
volvol
volvo2
volvo3

> RMSEP( car .

| | | |
10000 20000 30000 40000

measured

car.plsll | ncomp = 3 , newdata = carTest )

price
7760.714
4911.454
16674.648
18515.043
22593.449
18218.645

plsll | newdata = carTest)
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(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps
5225 2681 4284 3873
4 comps 5 comps 6 comps 7 comps
3759 3994 3755 3689
8 comps 9 comps 10 comps
3095 2661 1987
city.mpg

Sljede¢a komponenta Y koja ima ulogu vektorske varijable Y je city.mpg.
Kao i do sada u regresijski model ulazi 13 komponenti matri¢ne varijable X.

> car.plsl2 <— plsr(city .mpg ~ diesel + turbo +
two.doors + hatchback + wheel.base +
length + width + height + curb.weight +
eng.size + horsepower + symbol + peak.rpm,
data= carTrain, ncomp = 10, validation="LOO")
> summary( car.plsl12)

Data: X dimension: 24 13
Y dimension: 24 1
Fit method: kernelpls
Number of components considered: 10

VALIDATION: RMSEP
Cross—validated using 24 leave—one—out segments.
(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps

CV 6.606 4.732 4.032 3.451
adjCV 6.606 4.724 4.021 3.440

4 comps 5 comps 6 comps 7 comps 8 comps
CvV 3.365 3.254 3.491 3.921 4.196

adjCV 3.349 3.238 3.466 3.884 4.154
9 comps 10 comps

CV 4.241 4.138

adjCV 4.192 4.095

TRAINING: % variance explained

1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps
X 67.96 99.86 99.97 99.99 100.00
city .mpg 56.55 69.32 79.19 83.09 85.04
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6 comps 7 comps 8 comps 9 comps

X 100.00 100.00 100.00 100.0

city .mpg 87.01 87.91 88.66 89.5
10 comps

X 100.00

city .mpg 89.66

> RMSEP (car.plsl2, estimate="train", intercept= F)

1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps
4.173 3.507 2.888 2.604 2.449
6 comps 7 comps 8 comps 9 comps 10 comps
2.282 2.201 2.132 2.052 2.036

> plot(car.plsl2, "validation", estimate = "CV")

city.mpg

RMSEP
4.0 45 50 55 6.0 6.5
| | |

35
|

number of components
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Vidimo da su predvidene greske nesto manje nego u prethodnom primjeru.
Takoder vidimo da se najve¢i skok RMSEP-a vidi s dvije na tri varijable.

Usprkost tome, prema grafu slijedi da ¢ée broj biti najbolje za regresijski
model uéi s 5 komponenti.

> plot(car.plsl2, ncomp = 3, asp = 1, line = TRUE)

city.mpg, 5 comps, validation

predicted

| | | | |
15 20 25 30 35

measured

> predict ( car.plsl2 , ncomp = 3 , newdata = carTest )

, , D comps

city .mpg
toyota4 29.71152
volkswagenl 31.98912
volkswagen2 23.31514
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volvol 21.16717
volvo2 16.04023
volvo3 23.12700

> RMSEP(car.plsl2 |, newdata = carTest)

(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps
6.423 5.381 4.004 3.121
4 comps 5 comps 6 comps 7 comps
3.569 3.271 3.365 3.183
8 comps 9 comps 10 comps
3.160 3.232 3.240

Za kraj gledamo koliko nas model opisuje dane podatke. Vidimo da se
nasi podaci krec¢u oko identitete. Takoder odredujemo procijenjene vrijed-
nosti i vidimo da je za tri komponente RMSEP nesto manji nego li za pet
komponenti, kako smo predvidali.

highway.mpg

Za kraj preostaje pokazati odnos izmedu highway.mpg i matri¢ne varijable
X pomoc¢u PLS metode.

> car.plsl3 <— plsr(highway . mpg ~ diesel + turbo +
two.doors + hatchback + wheel.base +
length + width + height + curb.weight +
eng.size + horsepower + symbol + peak.rpm,
data= carTrain, ncomp = 10, validation="LOO")
> summary(car . plsl3)

Data: X dimension: 24 13
Y dimension: 24 1
Fit method: kernelpls
Number of components considered: 10

VALIDATION: RMSEP
Cross—validated using 24 leave—one—out segments.
(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps
CvV 6.518 3.822 3.212 2.968
adjCV 6.518 3.815 3.203 2.959
4 comps 5 comps 6 comps 7 comps 8 comps
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CvV 2.789 2.892 3.195 3.842 4.090
adjCV 2.778 2.880 3.174 3.805 4.048
9 comps 10 comps

CvV 4.255 4.220
adjCV 4.206 4.174
TRAINING: % variance explained
1 comps 2 comps 3 comps 4 comps
X 70.80 99.86 99.97 99.99
highway . mpg 70.16 79.98 84.37 86.89
5 comps 6 comps 7 comps 8 comps
X 100.00 100.00 100.00 100.00
highway . mpg 87.43 88.25 88.76 89.24
9 comps 10 comps
X 100.00 100.00
highway . mpg 89.63 89.73

> RMSEP (car.plsl3, estimate="train", intercept= F)

1 comps 2 comps
3.412 2.795
6 comps 7 comps
2.141 2.094

3 comps 4 comps 5 comps
2.469 2.262 2.215
8 comps 9 comps 10 comps
2.049 2.011 2.001

Ko i u svim primjerima do sada izracunali smo predvideni RMSEP te smo
izracunali RMSEP na skupu za treniranje. Iz gore izracunatih vrijednosti
mozemo zakljuéiti (jednako obrazlozenje kao i u svim primjerima do sada) da
¢e u model biti dovoljno uéi s cetiri varijable. Ovu nasu tvrdnju potvrduje
i graf, iz kojeg isCitavamo da se najmanji RMSEP na skupu za treniranje
postize za Cetiri komponente.

> plot(car.plsl3, "validation", estimate = "CV")
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Sljedeéi korak je prikazati kako nas model opisuje dane podatke. Kao i
u svim primjerima do sad, nasi podaci relativno prate dan pravac. Za kraj
nam preostaje predvidjeti vrijednosti highway.mpg iz skupa za testiranje i
izrac¢unati vrijednosti RMSEP-a na skupu za testiranja. Dani rezultat nam
govori da se na skupu za testiranje pokazalo da je greska za RMSEP nesto
manja ako uzmemo tri umjesto ¢etiri komponente.

> plot(car.plsl3, ncomp = 4, asp = 1, line = TRUE)
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highway.mpg, 4 comps, validation

predicted

20 25 30 35 40

measured

> predict ( car.plsl3 |, ncomp = 4 , newdata = carTest )

, , 4 comps

highway . mpg
toyotad 33.18953
volkswagenl 35.97803
volkswagen?2 29.52233

volvol 27.01297
volvo2 21.89062
volvo3 25.49739

> RMSEP(car.plsl3 |, newdata = carTest)
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(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps
7.603 6.270 5.104 4.698
4 comps 5 comps 6 comps 7 comps
4.897 4.852 4.972 4.866
8 comps 9 comps 10 comps
4.877 5.047 4.898
6.2.2 PLS2

Sljedec¢i korak je provesti PLS2 metodu. Kao Sto je opisano u poglavlju
Algoritmi, PLS2 metoda istovremeno ra¢una matricu koeficijenata za sve tri
komponente koje Zelimo procijeniti PLSR metodom.

> car.pls2 <— plsr(matrix(
c(price, city.mpg, highway.mpg), 24,3) ~. |
data= carTrain, ncomp = 10, validation="LOO")
> summary( car.pls2)

Data: X dimension: 24 13
Y dimension: 24 3
Fit method: kermnelpls
Number of components considered: 10

VALIDATION: RMSEP
Cross—validated using 24 leave—one—out segments.

Response: Y1
(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps

% 9558 6144 5094 4692
adjCV 9558 6140 5073 4662
4 comps 5 comps 6 comps 7 comps 8 comps
CvV 5169 5292 6517 6319 6307
adjCV 5121 5243 6431 6242 6220
9 comps 10 comps
CvV 6377 5891
adjCV 6286 5810

Response: Y2

(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps
CvV 6.606 4.787 4.034 3.583
adjCV 6.606 4.781 4.023 3.564

4 comps 5 comps 6 comps 7 comps 8 comps
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CvV 3.360 3.219 3.771 3.569 3.723
adjCV 3.345 3.192 3.700 3.530 3.685
9 comps 10 comps
CvV 3.711 3.928
adjCV 3.666 3.884
Response: Y3
(Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps
CV 6.518 3.599 3.212 3.092
adjCV 6.518 3.591 3.203 3.078
4 comps b5 comps 6 comps 7 comps 8 comps
% 2.776 2.804 3.308 3.308 3.542
adjCV 2.765 2.790 3.269 3.281 3.508
9 comps 10 comps
CvV 3.728 3.935
adjCV 3.691 3.894
TRAINING: % variance explained
1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5H comps
X 68.48 99.86 99.97 99.99 100.00
Y1 65.78 79.83 87.63 89.08 89.30
Y2 55.57 69.29 75.93 81.31 83.65
Y3 74.43 79.98 82.13 86.45 86.90
6 comps 7 comps 8 comps 9 comps 10 comps
X 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Y1 90.79 91.41 93.44 94.26 94.63
Y2 87.56 87.88 88.45 88.95 89.05
Y3 88.23 88.38 88.90 88.91 88.99
> RMSEP (car.pls2, estimate="train", intercept= F)
Response: Y1
1 comps 2 comps comps 4 comps 5 comps
5358 4113 3221 3026 2997
6 comps 7 comps comps 9 comps 10 comps
2779 2685 2346 2194 2123
Response: Y2
1 comps 2 comps comps 4 comps 5 comps
4.220 3.509 3.106 2.737 2.560
6 comps 7 comps comps 9 comps 10 comps
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2.233 2.204 2.151 2.105 2.095

Response: Y3

1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps
3.159 2.795 2.641 2.300 2.261
6 comps 7 comps 8 comps 9 comps 10 comps
2.143 2.130 2.081 2.081 2.072

S obzirom da je Y multivarijantan iz danog ispisa je tesko is¢itati potre-
ban broj komponenti. Zbog toga ¢emo nacrtati grafove kao i u prethodnim
primjerima kako bismo otkrili koji broj komponenti je najbolji izbor za dane
podatke.

> plot(car.pls2, "validation", estimate = "CV")
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Iz danih grafova vidimo da je za prvu komponentu dovoljno uzeti tri
komponente, za drugu komponentu je dovoljno uzeti pet komponenti, a za
zadnju cCetiri komponente. Iz gornjih podataka vidimo da u postotku nema
velikih odstupanja objasnjavanja nasih varijabli te da se vrijednosti RMSEP
ne mijenjaju znacajno. Iz tog razloga se odlu¢ujemo za izbor od cetiti kom-
ponente.

> plot(car.pls2, ncomp = 4, asp = 1, line = TRUE)

Y1, 4 comps, validation Y2 4 comps, validation ¥3, 4 comps, validation

[}
o

predicted

! I ! I I ! ! ! ! ! ! ! ! ! I ! !
5000 15000 25000 35000 15 20 25 30 35 20 25 30 35 40

=20

measured

Iz gornjeg grafa vidimo da pretpostavljeni linearni model nije sasavim
adekvatan za opis danih podataka. Tvrdnju ¢emo potkrijepiti s visokim
vrijednosti RMSEP na skupu za testiranje.

> y <— predict ( car.pls2 |, ncomp = 4 |, newdata = carTest )
>y
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Y1 Y2 Y3
toyota4 7423.680 29.44524 33.18372
volkswagenl 5255.961 32.09227 35.98561
volkswagen2 16932.434 24.18414 29.66130

volvol 18237.267 22.30272 27.22024
volvo2 19757.930 16.31139 22.11341
volvo3 17380.071 21.91794 25.35285

>rms <— function(x, y) sqrt(mean((x—y)~2))

> rms(carTest$price, y[,1,])
> rms(carTest$city .mpg, y[,2,])
> rms(carTest$highway . mpg, y[,3,])

[1] 3758.864
[1] 3.550748
[1] 4.899416

6.2.3 Usporedba rezultata

Gornje metode PLS1 i PLS2 smo provodili na istim podacima kako bismo
mogli usporediti kona¢ne rezultate. Ono $to smo pokazali je da se na ovom
primjeru ove metode ne razlikuju znacajno. Ako usporedimo RMSEP koji
dobijemo za komponentu price — PLS1 (3873) i PLS2 (3758), city.pmg —
PLS1 (3.27) i PLS2 (3.55) te highway.mpg — PLS1 (4.89) i PLS2 (4.89),
vidimo da obe metode daju podjednake rezultate. Usprkost tome u praksi
se vige koristi PLS1 zbog jednostavnijeg razumijevanja i implemetacije.
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Sazetak

PLS metoda (metoda parcijalnih najmanjih kvadrata) je statisticka metoda
koju je 1966. godine predstavio Herman Wold kao algoritam slican metodi
potencija na polju ekonometrije. U danasnjici se dana metoda vise koristi na
podruc¢ju kemometrije, gdje se koristi u kombinaciji s regresijskim modelom
za predvidanje nezavisne varijable. Cilj metode je reducirati dimenziju broja
komponenti kojima ¢emo uéi u regresijski model, zbog ¢ega nas podjec¢a na
PCA (metoda glavnih komponenti). Iako je PCA poznatiji u teoriji, u praksi
se ¢eSce koristi PLS metoda jer pri redukeiji komponenti u regresijskom mo-
delu uzima u obzir zavisnu i nezavisnu varijablu. Osim samog modela, vazna
je 1 implementacija te se u radu spominju i dva najpoznatija algoritma: NI-
PALS i SIMPLS.



Summary

PLS method (partial least squares method) is a statistical method that was
originated in 1966 by Herman Wold as an algorithm alike to the power met-
hod in the field of econometrics. In the present, given method is being used
in the field of chemometrics, where is used in combination with the regre-
ssion model to predict the independent variable. The aim is to reduce the
dimension of the number of components and performs least squares regre-
ssion on these components, instead of on the original data — which is similar
to the PCA (Principal Component Analysis). Although PCA is much more
known in theory, PLS method is used more often in practice, because in the
reduction of components and regression model combines components from
dependent and independent variable. In addition to the modelling, imple-
mentation takes the important part in real life, that is why the two most
famous algorithm NIPALS and SIMPLS are metioned in this paper.
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