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Uvod

Topoloski Markovljevi lanci su vazni u modeliranju dinamickih sustava. Oni opisuju ni-
zove sa kona¢nim brojem stanja i moguce tranzicije, odnosno prelaske iz jednog stanja u
drugo.

U ovom radu ¢emo prvo reci nesSto opéenito o topoloskim Markovljevim lancima 1 nainu
kako od neke zadane matrice do¢i do pripadnog Markovljevog lanca. Nakon toga ¢emo
promatrati Markovljeve particije koje su vazan alat u dokazivanju raznih teorema vezanih
za topoloske Markovljeve lance. Na dva primjera ¢emo provjeriti kako se provjerava je li
zadana particija Markovljeva.

Nakon toga prelazimo na ekvivalentnost toka topoloskih Markovljevih lanaca. Iznosimo
niz teorema i propozicija povezanih sa ekvivalencijom toka. Na kraju iznosimo Parry-
Sullivanovu definiciju kada su dva topoloSka Markovljeva lanca tok ekvivalentna i vaZan
Franksov rezultat za kraj ovoga rada.



Poglavlje 1

Topoloski prostori

1.1 Topoloski prostori

Definicija 1.1.1. X je topoloski prostor ako postoji familija U podskupova od X takva da
su ispunjeni sljedeci uvjeti:

1. 0,XelU.
2. U,‘,iEngx[:)UUieqxl.
3. U;,iel, I konacan = NU,; € U.

Familija U se naziva topoloska struktura ili topologija na X, a njezini ¢lanovi se nazi-
vaju otvoreni skupovi. (X, U) zovemo topoloski prostor.

Definicija 1.1.2. Metricki prostor je neprazan skup X zajedno s funkcijomd : X x X - R
koja zadovoljava sljedeca svojstva:

1. dP,Q)>0,;dP,Q)=0=P=0, P,OeX
2..d(P,Q) =d(Q,P), P,OeX
3. d(P,Q) <d(P,R) +d(R, Q), PO,ReX

Kazemo da se radi o metrickom prostoru (X, d), ili samo o metrickom prostoru X, ako je iz
konteksta jasno o kojoj metrici se radi.

Definicija 1.1.3. Neka je x tocka metrickog prostora (X,d) i r > 0 pozitivan realan broj.
Otvorena kugla oko tocke x s radijusom r je skup

Kr)=Kyx;r):={xX € X:dx,x")<r}
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Definicija 1.1.4. Za podskup U metrickog prostora (X,d) kaZemo da je otvoren ako za
svaku tocku x € U postoji r > 0 takav da je K(x;r) C U.

U metrickom prostoru svaki otvoreni skup je unija otvorenih kugala. U takvom pros-
toru familija svih otvorenih skupova U zadovoljava definiciju topologije, pa vidimo da iz
metrickih prostora dobivamo topoloske prostore. Kaze se da metrika d definira topolosku
strukturu na X odnosno da je takva topologija inducirana metrikom d. Sada ¢emo definirati
bazu topologije.

Definicija 1.1.5. Neka je (X, F) topoloski prostor. Za familiju 8 C F kaZemo da je baza
topologije F, ako je svaki skup u F unija nekih ¢lanova familije 3.

Sljedeci korak je uvodenje prostora kojeg ¢emo oznacavati sa X i koji ¢e biti prostor na
kojem zadajemo topoloski Markovljev lanac.

1.2 Topoloski Markovljevi lanci

Da bismo dosli do pojma topoloskog Markovljeva lanca prvo ¢emo promatrati kvadratne
nenegativne cjelobrojne matrice reda n (A € M,(Z*),n € N). Znamo iz diskretne matema-
tike da takvoj matrici A moZemo pridruziti usmjereni graf I'y = (V, E). Skup svih vrhova u
grafu ¢emo oznacavati sa V, dok skup svih bridova oznacavamo sa E. Broj svih vrhova u
grafu je jednak redu matrice A. A(i, j) nam govori na koliko na¢ina moZemo do¢i iz vrha i
u vrh j. Pojmove ¢emo jednostavnije shvatiti u sljedeCem primjeru.

Primjer 1.2.1. Imamo sljede¢u matricu:

—_— O = N

1
0
0
1

o o = O

Iz matrice A slijedi daimamo 4 vrhai19 bridova (V = (vi,v,,v3,v4), E = (e, €2, -+ , €9)).
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Zanimljiv pojam je pojam puta kroz graf.

Definicija 1.2.2. Neka je A € M, (Z") i T'y = (V, E) pripadni usmjereni graf. Definirajmo
preslikavanja s : E — Vir: E — V (eng. source i range) gdje za e € E s(e) oznacava vrh
iz kojeg e pocinje, dok r(e) oznacava vrh u kojem e zavrsava. Niz bridova (e,),cy nazivamo
put kroz graf Ts, ako vrijedi:

r(e;) = s(eis1), Vi

Putevi mogu biti konacni ili beskona¢ni. Konacni putevi imaju pocetni i zavrSni vrh,
odnosno pocetak i zavrSetak puta.

Definicija 1.2.3. Matricu A € M,(Z") zovemo ireducibilnom ako za svaki par (i, j), gdje

sui,je{l,2,---,n}, postoji N > 0 takav da vrijedi AN (i, j) # 0.

Definicija 1.2.4. Neka je A € M,(Z"), T4 usmjereni graf pridruzen matrici A. Oznacimo sa

m sumu svih bridova odredenih s matricom A (m = ), A(i, j)). Dualna matrica u oznaci
ij=1

A je (0,1}-matrica reda m definirana sa:

I 1, ako je r(e;) = s(e;)
AG, j) = { . !
0, inace

Primjer 1.2.5. Dualna matrica nasoj matrici A iz primjera je jednaka:
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Napomena 1.2.6. Dualna matrica iz definicije nije jedinstvena jer ovisi o imenovanju bri-
dova grafa originalne matrice A.

Znamo da ako je matrica A ireducibilna onda je njezin pridruZeni usmjereni graf I'4
povezan. To znali da za svaki par (i, j) postoji put od vrha v; do vrha v;. Od interesa ¢e
nam biti upravo takve matrice.

Promatrajmo ireducibilnu matricu A € M,(Z*) te [y, = (V, E) njezin pripadni usmjereni
graf. OznaCimo sam = ), A(i, j)), tesaX = {1,2,---,m} skup stanja. Uvodimo sljedeci
i,j=1

skup:

+00
X = ]—[ S={(x)n€Z:x €L VieZ)

Definicija 1.2.7. Preslikavanje o : X — X definirano pomocu o(k) = [ gdje su k =
(.oskoy ko ky,..) il = (.., 0, Ly, .. .) 0 gdje vrijedi I; = ki_(,Yi € Z, nazivamo Sift
preslikavanje.

Oznacimo sa £, C X. Taj podskup definiramo sa:
Xa=%4={(x)n€Z:x; €2, Alx;, xi1) = 1,Vi € Z}

Ovo je zapravo skup svih obostrano beskonacnih puteva, ali s obzirom na matricu A, od-
nosno njen graf I'y pridruZen matrici A.

Definicija 1.2.8. Preslikavanje o4 : Xy — X, definirano sa o, = o |x, nazivamo subsift
konacnog tipa, a uredeni par (X4, o) topoloski Markovljev lanac pridruZen matrici A.
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Sada na naSem skupu }; definiramo diskretnu metriku na sljedeci nacin:

I, xi#Yyj
dy (xi,yi) = { /

0, xi=y;
Sada ¢emo pokazati da je dy metrika. Provjeravamo svojstva metrike koja su iznesena u
ranijoj definiciji:

1. dy(x;,y)) > 0,Viel 1 dy(x,y) =0 x; =y

2. dz(xi’yi) = dz(}’i, X;)

3. ds(xi,yi) < dy(xi,2i) + dy (23, yi)

Prva dva svojstva slijede trivijalno iz same definicije dy. Za ovo trece svojstvo ¢emo
provjeriti sve moguée kombinacije. Imamo osam moguéih kombinacija. Sve su kombina-
cije trivijalne osim jedne koju moramo provjeriti. Rije¢ je o kombinaciji kad je dy(x,y) =
I, dok su dy(x,z) 1 dy(z,y) jednaki 0. Kako su dy(x,z) i1 dy(z,y) jednaki O, a poka-
zali smo da svojstvo 1) trivijalno vrijedi, slijedi da je x = z 1z = y. Dalje imamo
x =y & ds(x,y) = 0 Sto je kontradikcija s dy(x,y) = 1. Dakle,pokazali smo da je
ds metrika.

Sada ¢emo definirati novu metriku d pomocu diskretne metrike. Stavimo da je: d(x,y) =
D ﬁdz (x;,vi). Pokazujemo da je 1 ovo preslikavanje metrika:

1. d(x,y) > 0 jer sumiramo nule i jedinice po definiciji preslikavanja dy.

dx,y)=0e x=y

1
dxy) =0 ) rdy(x.y)

Ova suma Ce biti jednaka 0 samo u slucaju kad vrijedi da je svaki sumand dy (x;, y;)
jednak O jer je % uvijek pozitivno. 1z dy(x;,y;) = O slijedidaje x; = y;,, Vi€ I, aiz
toga slijedi da je x = y $to smo i trebali pokazati.

2. d(x,y) = d(y, x)
Treba pokazati da vrijedi

1 1
Zi ﬁdﬁ(xis)’i) = Zi ﬁdZ(yiaxi)

Znamo da vrijedi:
dy(xi, yi) = dy(yi, xi), Vi € 1

jer smo pokazali da je dy metrika, pa slijedi ova jednakost.
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3. d(x,y) <d(x,2) +d(z,y)
Da bismo ovo pokazali prvo primijetimo sljedece:
Vm € N vrijedi:

m

o1
Z S (i) < Z 2||(dz(x,,z,) +dy (2, yi)

Ovo vrijedi za konacne sume. Naime, znamo da vrijedi sljedece:
dy (x;,y;) < dy(x;,2;) + dy (2, yi)

Sumirajuéi po indeksima i ovo svojstvo vrijedi u svakom koraku pa €e vrijediti i kad
sumiramo sve indekse i. Moramo pokazati da to svojstvo vrijedi 1 za beskonacne
sume. Imamo sljedece:

-m—1

a’(x y) Z 2|l|d2(xl’yl) = Z \l| Z 2|l|

i=—m i=—0co i=m+1

Ova nejednakost slijedi iz ¢injenice da metrika dy poprima vrijednosti 0 ili 1 jer je
tako definirana. Nadalje vrijedi:

—m—1 00 s o -
11 1 1111 1
YRy o —=—(4+=+—-4+--)=
i:z—oo 21 l;1 2|l| i 2 2 ; 2! ; i 2111( 24 ) m-l
Slijedi da je

1
d(x,y) — Z zllla’z(x,,y,) < Sry-Yme N

i=—m

1
d(x y) Z zde(xl’yl) + 2m+1 < Z 2|l|d2(xzazt) + Z 2|l|dz(2ny1) + 2m+1

i=—m i=—m

d(x,y) <d(x,z) +d(y,z) + m+l

m
U zadnjem koraku smo koristili da je d(x, z) sigurno vece od reducirane sume }, ﬁdz (x:,2)
i=—m

(analogno za d(z,y) 1 _ > ﬁdz (zi,y:))- 1z ovoga slijedi da moZemo naci dovoljno ve-

liki m € N takav da Ve > 0 vrijedi:
d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) + €

Zbog proizvoljnosti od € slijedi d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) i za beskonacne sume pa
smo pokazali i ovo svojstvo.
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Dakle, pokazali smo da je preslikavanje d metrika. Ova metrika inducira topologiju na
topoloskim Markovljevim lancima.

1.3 Markovljeva particija

Definicija 1.3.1. Neka je (34, 04) topoloski Markovljev lanac pridruZen nekoj matrici A.
Farticija a skupa ), se zove Markovljeva particija ili Markovljev generator ako zadovo-
ljava sljedece uvjete:

1. a je konacna particija skupa ), koja se sastoji od otvoreno-zatvorenih skupova

2. a je topoloski generator u smislu da za bilo koji niz skupova Ay, € a, i € Z, presjek
N o7'Ay, sadrzi najvise jednu tocku.

[=—00

3. Ako Ay; € a zadovoljava Ay, oA,
0

# 0 za sve i € Z, tada vrijedi (=", 0 ~'A;, #

i+1

U sljedeca dva primjera éemo pokazati kako se provjerava da li je neka particija Mar-
kovljeva.

Primjer 1.3.2. Uzmimo matricu A = 1]. Definirajmo da je ), = {0,1}i Y4 = {(x,),n €

11
Z; x, € 0,1}. Topoloski Markovljev lanac pridruZen matrici A je (3.4, 04). Sljedeci korak
Jje napraviti particiju ovoga skupa. Npr., uzmimo particiju {{(x,); xo = 0}, {(x,); xo = 1}}.
Vidimo da ova particija pokriva sve moguce puteve kroz usmjereni graf matrice A. To je
opCeniti slucaj kada smo fiksirali samo jedan trenutak i to onaj s indeksom 0 (znamo da
indeksi idu po skupu Z pa to ne moZemo nazvati pocetnim trenutkom vec trenutkom s indek-
som 0). Dokazat ¢emo da u opcéenitom slucaju kada fiksiramo jedan trenutak, uzimajuci u
obzir da moZemo imati konacno mnogo stanja u kojima se moZemo nalaziti i da se radi o
nasoj pocetnoj matrici A, dobivamo Markovljevu particiju.

Opcenit slucaj kada fiksiramo neki trenutak oznacit cemo sa:

C,={se2j:s0=a}i{C=C,:ae A}

Sa C, smo oznacili slucaj kada je fiksirani trenutak jednak 0, a stanje u kojem se nalazimo
u tom trenutku je a, dok smo sa C oznacili svih takvih stanja.
Oznacimo pomak udesno za n sa o"'s € Cy,, gdje skup Cs, oznacavamo sa:

Cs, ={s€XZys:s0=15,)
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Sada moramo provjeriti Markovljevo svojstvo, odnosno da vrijedi sljedece:

+00 n

Cs. [ Vo 'Cs, 0= | |o™Cs, %0

n=0 -n

Pretpostavimo da vrijedi: Cs, N 0~ 'Cs,,, # 0. Uzmimo s € C, N o~ 'Cy, # 0. Iz definicije
presjeka lagano slijedi da vrijedi s € C,i s € 07'Cy. Iz s € 07'Cy, slijedi da je os € Cp,
odnosno s; = b. Iz s € C, slijedi da je sy = a. To znaci da postoji put izmedu a i b.
Sada ¢emo pokusati dokazati tranzitivnost ovoga svojstva, konkretno za ovaj primjer (ma-
tricu A). Treba pokazati da ako vrijedi C, N o™'C, # 0i C, N0~ 'C, # 0 da onda postoji
put od a do c preko b.

C,no 'C. #0/07!

:>0'_1C;,00'_2CC¢(D
=C,NolC,Nno2C, #0

Slijedi da postoji s € C, N o™ 'C, N d72C, # 0. Opet po definiciji presjeka imamo da je
se€eC,is€c’!Cyise o?C, odnosno sy = a,s, = b,s, = c. Iz ovoga slijedi da
postoji put od a do c preko b pa vrijedi tranzitivnost. Ako ovo svojstvo proSirimo na n
koraka imamo (2 (", 0 *Cs, # 0, a to znaci da vrijedi Markovljevo svojstvo odnosno
svojstvo pod 3) iz definicije Markovljeve particije. Prvo svojstvo je trivijalno jer se skup
X sastoji od cilindarskih skupova i unija istih takvih. Ostaje nam pokazati svojstvo 2) iz
definicije. Treba pokazati da =", 0'A;, sadrZi najvise jednu tocku, odnosno jedan niz.
Pretpostavimo da imamo dva niza x i y koja se nalaze u zadanome presjeku i promatrajmo
sljedece ... A, N o 'Ar, N Ak NTAL N T?Ay, . ... Ako uzmemo prvo dva susjedna
elementa i njih presjecemo vidimo da tocno fiksiramo jedno stanje u nasim nizovima Xx i
v. Svakim sljedecim presjekom fiksiramo jos jedno stanje. Medutim, kako se u svakom
koraku fiksira tocno odredeno stanje slijedi da su nizovi x iy jednaki. Dakle, dobivamo

kontradikciju sa pretpostavkom.

Napomena 1.3.3. Ovakav nacin dokazivanja tranzitivnosti ¢e vrijediti samo u ovakvom
slucaju kada imamo trivijalnu matricu sa svim jedinicama. Vec u sljedecem primjeru cemo
vidjeti kako dokazati Markovljevo svojstvo kada imamo zadanu drugaciju matricu.

Primjer 1.3.4. Sada uzmimo malo drugaciju matricu nego u prethodnom primjeru. Neka

Jje nasa matrica B = Opet definirajmo da je Y5 = {(x,),n € Z; B(xy, x¢41) = 1,Vk €

1 1]
1 0f
Z} iy, =1{0,1}. Vidimo da nam matrica B govori da ako smo u stanju 1, moZemo prijeci
samo u stanje 0 u sljede¢em koraku, dok ako smo u stanju 0 moZemo se u njemu zadrZati

ili prijeci u stanje 1. Oznacit cemo particiju sa C = {Cy, Cy, C,} gdje su:

Co ={(x,),n €N :xy=0,x; =0}
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Ci={(xy),neN:xy=0,x =1}
Co={(x),neN:x=1,x =0}

Trebamo provjeriti da li je ova particija Markovljeva. Gledamo sve moguce presjeke
elemenata particije. Ako je neki presjek neprazan kraj njega stavljamo +, a ako nije stav-
ljamo -.

Co C]—>CoﬂO'_]C1—>)C€C(),O'X€C1—>X0:O,X1:O,X1:0,X2:1 +

Co C2—>CoﬂO'_1C2—>X€C(),O'X€C2%X0:O,X1:0,X1:1,X2:0 —

Ci, C;>CiNo'CaoxeCloxeC>x=0,x=1Lx=1x=0 +

C, Co—>Cino'CooxeCl,oxeCy—ox0=0,x,=1,x=0,x,=0 -

C, Co—>Cono'Cy—»xeChoxeCy—xp=1,x,=0,x;,=0,x,=0 +
C, C->CnolCi-oxeChoxeCi—>x=1,x=0,x,=0,x,=1 +
Co C0—>C000'_1C0—>)C€C(),O'X€C0%X0:O,X1:O,X1:0,X2:0 +

Ci, Ci>CNno'Ci->xeCoxeCi—>x=0,x=1x=0x=1 -
C, C2—>C200'_1C2—>X€C2,O’X€C2—)X0:1,X1:O,Xlzl,XZZO —
Ako uzmemo niz nekih elemenata particije, vidimo da ne smijemo imati C, iza Cy,C
iza Cy, Cyiza Cy i Cy iza C, da bismo ispunili pretpostavku za dokazivanje Markovljevog
svojstva. Sada ¢emo uzeti neki proizvoljan niz elemenata particije, ali moramo paziti na
ove uvjete. Uzmimo niz:... Ay, = Co,Ar, = Co, Ay, = C1, A, = Cr, Ay, = Cy ... Provje-
ravamo je li zadovoljena pretpostavka:
A, Ng AL, #0=>Cong'Co#0
A, N¢'A, 202 Cong™'Cr £ 0
Ak() N ¢_1Ak1 0= cin ¢_1C2 #0
AN AL #0= CoNng ' Co#0

Treba pokazati da je (% ¢~'Ay. # 0. Imamo sljedeci slucaj. Promatramo presjek:

NG CoNPCoNCi NG 'CNp2CoN ...

Ako pokaZemo da u tom presjeku postoji bar jedan element onda smo gotovi. Sada cemo
konstruirati niz x koji e se nalaziti u zadanom presjeku.

X € ¢2C0 = (]5_2)6 € Co, X_p = 0, X_1 = 0
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x € ¢pCy = ¢_]x€C0, x.1=0,%=0
xeCi= x=0,x=1
x€¢_1C2:>¢x€C2, x1=1,x=0
x€dp2Co=dp*xeCy, x=0,x=0

Ovakvom konstrukcijom vidimo da vrijedi Markovljevo svojstvo na ovom nasem proizvolj-
nom primjeru.

Opcenito Markovljevo svojstvo moZemo pokazati na jednostavniji nacin. Uzmimo da
vrijedi A, N¢™'A;,, # 0. Na ovaj izraz djelujemo sa o' i dobivamo o~'A, No™ VA, # 0.
Primijetimo da ¢e to vrijediti ako pokazemo da vrijedi funkcijsko svojstvo: f(A N B) =
f(A) N f(B). Prvo Sto ¢éemo pokazati je da za sve funkcije vrijedi sljedeée: f(A N B) C
f(A)N f(B),gdjesuA,B C Domf. Uzmimoy € f(ANB)ix € AN Btd. vrijedi f(x) = y.
Posto je x € A, slijedi da je y € f(A). Analogno, posto je x € B, slijedi y € f(B). Iz ovoga
slijedi da je y € f(A) N f(B), pa smo pokazali inkluziju.

Imamo i kontraprimjer da ne mora vrijediti f(A N B) = f(A) N f(B). Stavimo da je:

Ds ={a,b},a # b, f(a) = a = f(b),(aib se preslikaju u istu tocku),A = a,B =b

=ANB=0 i fANB) =0
= f(A) =a= f(B)
= fANfB)=a+0
= f(ANB) # f(A)N f(B)

Sada moramo vidjeti za koje funkcije ¢e uvijek vrijediti ova pretpostavka. Pokazat ¢emo
da svojstvo f(A N B) = f(A) N f(B) vrijedi za injekcije.

Samo trebamo pokazati f(A N B) 2 f(A) N f(B). Uzmimo proizvoljan y € f(A) N f(B).
Takoder, uzmimo x; € A1 x, € B takve da vrijedi y = f(x;) 1y = f(x,). Kako tvrdnju
dokazujemo za injekcije, pretpostavljamo da je f injekcija. Slijedi da je x; = x,. To je pak
zajednicki element od A N B pa slijedi da je y € f(A N B).

Napomena 1.3.5. Kod topoloskih Markovljevih lanaca Sift preslikavanje po definiciji je
homeomorfizam (neprekidna bijekcija) pa iz toga slijedi da je sigurno i injekcija. Slijedi
da prethodno pokazano funkcijsko svojstvo vrijedi za takva preslikavanja.



Poglavlje 2

Ekvivalencija toka

2.1 Osnovni pojmovi i definicije

Definicija 2.1.1. Neka je (X, o) topoloski Markovljev lanac i uzmimo da je k strogo pozi-
tivna neprekidna funkcija na X (k : X — R). Oznacimo sa X* kompaktni metricki prostor
dobiven iz skupa {(x,y) : x € X, 0 <y < k(x)} na sljedec¢i nacin. Prvo uzmimo proizvoljnu
tocku x, € X. Ona ima koordinate (x1,0). Tu tocku pomicemo vertikalno po osi y do tocke
(x1,k(x1)). Sljedecu tocku iz prostora X uzimamo tako da je x, = ox,. Tu tocku opet
pomicemo vertikalno po osi y do tocke (x,, k(x,)) i postupak nastavljamo dalje. Upravo
opisani postupak nazivamo tokom na X* i oznac¢avamo sa {o/* : t € R}. (X*, o) zovemo k-
suspenzija topoloskog Markovljevog lanca (X, o). Posebno je zanimljiv slucaj kad je k = 1.
Tada (X', o;') zovemo standardna suspenzija ili samo suspenzija od (X, o).

Sada ¢emo navesti neka svojstva koja ¢e zadovoljavati proSirenje funkcije k. Za pozi-
tivne cijele brojeve definirajmo da vrijedi sljedece:

1. k(x,n) = k(x) + k(ox) + ...+ k(0" 'x) 1 k(x,0) =0
2. k(x,m+ n) = k(x,n) + k(c", m)
3. k(x,—n) = —k(c7"x,n)

Sada ¢emo pokazati da pomocu ovih uvedenih svojstava lako dobivamo relaciju ekvivalen-
cije na X X R. Uzmimo dva elementa iz prostora X X R. Neka su (x;,y;) 1 (x3,y2) € X XR
1 uvedimo sljedecu relaciju:

(x1,y1) ~ (X2, 2) © xo=0"x; 1 Yy —Yy» = k(x1,n),zaneki n cijeli broj

Iz ranije opisanog postupka kako dolazimo do toka topoloSkog Markovljevog lanca jasno
je zaSto smo uzeli bas ovakvu relaciju. Znamo da razlika izmedu y; 1 y, mora biti ba$

12
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jednaka k(x;,n), a mora vrijediti 1 x, = 0”"x; jer upravo tako uzimamo sljedeci element iz
prostora X nakon §to odaberemo x;. Trebamo pokazati da je relacija refleksivna, simetri¢na
1 tranzitivna.

1. refleksivnost
Pokazujemo da je:

(x1, 1) ~ (x1,01) © x1 = 0"x1 § y1 —y1 = k(x1,n), zanekin
Uzmimo da je n = 0. Slijedi da je x; = x; 1 0 = 0 pa slijedi refleksivnost.

2. simetricnost

Treba pokazati:

(x1,1) ~ (x2,¥2) = (x2,¥2) ~ (x1,y1)
Ovdje ¢emo koristiti da je k(x, —n) = —k(o™", n) (ranije definirano). Po pretpostavci
vrijedi (x1,y1) ~ (x2,y2) = X1 = 0"x2 1 y; —y, = k(x1,n) za neki n. Da bismo

pokazali simetri€nost treba pokazati da vrijedi sljedece:
Xo=0"x; iy, =y = k(xp,n)
za neki n.
x1=0"x1=2>0"x; = x
yi—y2 = k(x1,n) = ya—y1 = —k(x1,n) = y2—y1 = k(07" x1,n) = y2—y1 = —k(x2, 1)
Pokazali smo simetri¢nost.

3. tranzitivnost
Za tranzitivnost treba pokazati sljedece:

(x1, 1) ~ (x2,¥2) T (xX2,¥2) ~ (x3,3) = (x1,y1) ~ (x3,¥3)

(x1,y1) ~ (X2,y2) = X =0"'x; i y1 —y» = —k(x1,n1)
(X2, y2) ~ (x3,y3) = X3 = 0"xp i Yo —y3 = —k(x2,12)
Trebamo pokazati da vrijedi x3 = 0™ x; 1y, — y3 = —k(x1, n3).

ni+ny

X3=0"x, =0 -0"x =0 X1

Ako stavimo da je n3 = n; + ny, onda je x3 = 0’x; Sto je prvo Sto smo trebali
pokazati.
Y= Y2+ Y2 —y3 = k(xi,m) + k(x2, n2)

yi =y = k(x1,n1) + k(xz,n2)
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i —y3 = k(xi,ny) + k(o' x1,ny)

i —y3 = k(x;,n3)

Upravo smo pokazali i drugu jednakost pa zaklju¢ujemo da vrijedi tranzitivnost.

Zelimo vidjeti kako o, djeluje na uredeni par (x,y). Kako je t realan broj moZemo ga
zapisati u sljedeCem obliku: t = k + s, pri ¢emu je k najvece cijelo od ¢ (k = |¢]), a s ostatak
koji je manji od 1. Oznacimo |¢] = k. Tok ¢e na ureden par (x,y) djelovati na sljedeci
nadin: o(x,y) = (c*x,y + s5). Akoje y+ s > I, onda na prvu koordinatu stavljamo o**!x,
a druga koordinata je y + s — 1.

Ekvivalencija toka dvaju topoloskih Markovljevih lanaca Ce biti definirana u terminima

standardnih suspenzija (k = 1).

Definicija 2.1.2. Dva toka {o} i {p,} Ce biti topoloski konjugirana ako postoji homomorfi-
zam ¢ takav da vrijedi ¢o; = p,¢, za sve t € R.

Propozicija 2.1.3. Neka je (X, o) topoloski Markovljev lanac. Ako su k,h : X — R pozi-
tivne kohomologne funkcije (to znaci da vrijedi k = h + g o o za neku neprekidnu funkciju
g). Tada vrijedi da su {o/*} i {0} topoloski konjugirani tokovi.

Dokaz. Uzmimo k, h kao iz pretpostavke. Imamo ~;, ~;, relacije ekvivalencije (pokazano
ranije) na X X R. Promotrimo homomorfizam ¢ na X XR definiran sa: (x,y) — (x, y+ g(x)).
Po ranijoj definiciji relacije ekvivalencije znamo da mora vrijediti sljedece:

(x1,¥1) ~ (X2, y2) © xp =0"x1 1 y1 — Y2 = k(x1,n)

yi+8(x1) = y2 = 8(x2) = k(xy, ) + g(x1) — g(x2) = k(x1, ) + g(x1) — g(0™"x1) = h(xy,n)

= ¢ inducira homomorfizamsa X X R/, u X xR/,
O

Definicija 2.1.4. Ako je (X, o) topoloski Markovljev lanac sa particijom «, moZemo reci
da funkcija h : X — R ovisi samo o konacnom broju proslih koordinata ako je h izmjeriva
u odnosu na \/"_y oc~'a za neki n € N (ovo mozemo oznaciti sa " = \/'Ly o).
(avB=ANB:Aca,Bep)

Kako bi lakse shvatili ovu definiciju, pokusat ¢emo je objasniti na sljedeCem primjeru.

Primjer 2.1.5. Uzmimo, kao u primjeru 1.3.2, matricu A = [} i] i njezinu particiju

a ={Cy, C,}, gdje su:
C():{...,X():O,...}

C]Z{...,X():l,...}
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Promatrat éemo sljedeci presjek: 0°Ay N o' Ag,1, gdje su Ay i Ay, elementi particije a.
Gledat cemo sve moguce kombinacije elemenata iz particije «:

O'OC() ﬂO'_IC() = Co N O'_1C0

ACono™'C; =CynoICy
AC,Nnoc'Co=C,no'Cy
AC,no'C;=C,nolC

Nakon sto promotrimo sve ove presjeke, vidimo da ¢emo fiksirati joS jedno stanje, tocnije
ono u trenutku -1. Nakon toga dobivamo sljedecu particiju: o' = (Cé), C; , C,z, C;), pri cemu
su:

@

R o | :O,X() :0,

0= 1. .
Ci={..,x1=0x=1..}
Co={..,x1=1,x=0,..)}
Ci={..,xa=1x=1..}

Nastavljajuci ovaj postupak, u sljedecem koraku cemo fiksirati jos jedno stanje (proma-
tramo presjeke o Ay N 072 Ar,1). Dobit éemo particiju sa 8 elemenata. Zakljucujemo da
¢emo uvijek dobivati particije sa dvostruko vise elemenata nego u prethodnom koraku i
particije ¢e uvijek ovisiti o konacnom broju proslih koordinata.

Teorem 2.1.6. Neka je (X, o) topoloski Markovljev lanac i neka je k pozitivna neprekidna
funkcija. Pretpostavimo da tok {o*} ima neprekidnu svojstvenu funkciju sa svojstvenom
vrijednosti a > 0 (to znaci da vrijedi f o o = ¢ ¥t € R). Tada je k kohomologna sa:

e neprekidnom pozitivnom funkcijom koja ovisi samo o konacnom broju proslih koor-
dinata i koja poprima samo cjelobrojne visekratnike od a™' kao vrijednosti.

e neprekidnom pozitivnom funkcijom koja ovisi samo o konacnom broju proslih koor-
dinata i koja poprima samo cjelobrojne visekratnike od (na)™' za vrijednosti gdje je
n fiksan pozitivan cijeli broj.

Napomena 2.1.7. Ovaj vazni teorem necemo dokazivati, ali cemo ga iskoristiti u dokazu
teorema 2.1.10.

Definicija 2.1.8. Ako su {o,} i {p;} tokovi na kompaktnim prostorima X i Y onda su oni tok
ekvivalentni ako postoji homeomorfizam ¢ : X — Y koji postuje orijentaciju toka.

Dva topoloska Markovljeva lanca su tok ekvivalentni ako su njihove standardne suspenzije
tok ekvivalentne.
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Propozicija 2.1.9. Da bi dva topoloska Markovljeva lanca (X, o) i (Y, p) bili tok ekviva-
lentni nuzno je i dovoljno da postoji strogo pozitivna neprekidna funkcija h : X — R takva
da su{o "} i {p,'} topoloski konjugirani.

Teorem 2.1.10. Ako su (X,0) i (X,p) tok ekvivalentni topoloski Markovljevi lanci, tada
su, za neku pozitivnu neprekidnu funkciju k koja ima racionalne vrijednosti i ovisi samo o
konacnom broju proslih koordinata, {0} i {p,'} topoloski konjugirani tokovi.

Dokaz. Po prethodnoj propoziciji postoji pozitivna neprekidna funkcija 4 takva da su {o-,"}
i {p,'} topoloski konjugirani. Dok {p,'} ima svojstvenu funkciju sa svojstvenom vrijednosti
1, isto vrijedi i za {o,"}. Teorem (2.1.6) povlaci da postoji pozitivna neprekidna funkcija k
koja ima racionalne vrijednosti i ovisi samo o kona¢nom broju proslih koordinata i koho-
mologna je sa h. Prethodna propozicija pokazuje da su {o"} i {o/*} topologki konjugirani
tokovi. Kako su {o"} i {p,'} topoloski konjugirani, a isto vrijedi i za {o"} i {o/*} slijedi da
su {o*} i {p,'} topoloski konjugirani . O

2.2 Parry Sullivanova definicija ekvivalencije toka

Napomena 2.2.1. Zbog jednostavnije notacije, u ovom poglavlju topoloski Markovljev la-
nac ¢emo oznacavati istim slovom kojim je oznacena i matrica pridruzZena tom topoloSkom
Markovljevom lancu (npr. (X4, 04) Cemo oznacavati samo sa A)

Definicija 2.2.2. Dvije nenegativne matrice S i T su jako Sift ekvivalentne (u oznaci S '~
T ) ako postoje nenegativne matrice U; i V; i € {1, 2, ..., 1} takve da vrijedi sljedece:

S =UV, ViU, =UV,,....,Vi,,U, = UV, VU =T
Kazemo da su S i T jako sift ekvivalentne u l koraka.

Navodimo teorem koji nam daje vezu izmedu topoloske konjugiranosti dvaju Markov-
ljevih lanaca i1 njihovih pripadnih matrica. Teorem ne¢emo dokazivati, ali ga navodimo
zbog njegove vaznosti i povezanosti sa jakom Sift ekvivalencijom.

Teorem 2.2.3. Dva topoloska Markovljeva lanca S i T su topoloski konjugirani ako i samo
ako su njihove pripadne matrice jako Sift ekvivalentne.

Sada ¢emo iznijeti Parry-Sullivanov teorem pomocu kojeg jednostavno moZemo pro-
vjeriti da li su dvije matrice, odnosno dva topoloSka Markovljeva lanca tok ekvivalentna.

Teorem 2.2.4. Dva topoloska Markovljeva lanca S i T su tok ekvivalentna (u oznaci

skr ) ako je moguce iz matrice S dobiti matricu T u konacno koraka pomocu sljedecih
operacija:
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1. zamjena produktne matrice UV sa VU gdje su U i V pravokutne nenegativne matrice

(0 A(1,1) ... A(l,n)]
A(l,1) ... A(l,n) 1 0 0

2. zamjena matrice A = : : smatricomA = |0 A2, 1) ... AQ2,n)
An,1) ... A(n,n) : : :

0 A(n,1) ... A(n,n)]

3. inverzna operacija od 2)

Pretpostavimo da su S i T tok ekvivalentni topoloSki Markovljevi lanci. Promjenom
matrice S sa nekom njenom jako Sift ekvivalentnom matricom S, (n € N) dobivamo da
funkcija k iz teorema (teorem 2.1.10.) ovisi samo o jednoj koordinati. Stavljamo da je
k(x) = k(xp) za neki x = (x,). Uzmimo da je N zajednicki nazivnik racionalnih vrijednosti
funkcije k. Pretpostavimo da S ima [ stanja (i € {1,2,...,[}). Tadaje S / X [ 1 za svaki
i€{l,2,...,1} piSemo da je k(i) = % gdje je n(i) € Z,n(i) > 0. Pomocu n(i) definiramo
novu ireducibilnu {0, 1}-matricu S’. S ée imati Z[] n(i) vrhova podijeljenih u / grupa. U
grupi i Ce biti n(i) vrhova. U i-toj grupi svaki Vrl’ll %osim prvog) vodi to¢no do vrha iznad
njega. Prvi vrh u i-toj grupi vodi do zadnjeg vrha u j-toj grupi ako i samo ako vrijedi da je
S (i, j) = 1. Iz drugog topoloskog Markovljevog lanca T konstruiramo ireducibilnu {0 — 1}-
matricu 7°. Ako je T bila m x m tada ée T" imati Nm vrhova podijeljenih u m grupa po N
vrhova. Kao u prethodnom slucaju, prvi vrh u grupi i vodi do zadnjeg vrha u grupi j ako
1 samo ako vrijedi T(i, j) = 1. Svi ostali vrhovi vode jedino do vrha iznad njih. Slijedi da
suS"iT topoloski konjugirani Markovljevi lanci. Na sljedeéem primjeru éemo upravo to
pokazati.

11
Primjer 2.2.5. Uzmimo da je S = 1 1]. Trebamo dva niza stanja. Stavimo da je prvi niz

stanja onaj u kojem je nulto stanje jednako 0 (xo = 0) i odredimo proizvoljno vrijednost
funkcije k (npr. k(xy = %) ). Za drugi niz stanja uzmimo onaj za kojeg vrijedi da je nulto
stanje jednako 1 (xo = 1). Takoder, odredimo proizvoljnu vrijednost funkcije k (k(xg) =
‘—11 ). Po prethodnom znamo da je N najmanji zajednicki nazivnik racionalnih vrijednosti
Jfunkcije k, a to su (% i ‘—1‘). Slijedi da je N = 4. Jos nam preostaje izracunati n(1) i n(2) jer
¢e njihova suma dati broj stanja matrice S'. Prije ovoga primjera naveli smo formulu po
kojoj racunamo (k(i) = %). Imamo sljedece jednakosti:

_ 1) = n(l)=2,n(2) = 1

1 n(D) 2
4

1
4 4

Dakle, S" ima n(1) + n(2) = 3 vrha. S’ izgleda ovako:
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Ako ovu skicu pretvorimo u matricu imamo:

0 0

’

1
S =(1 01
1 01
Za matricu T moramo uzeti neku tok ekvivalentnu matricu s matricom S. Zato nam je
najlakse uzeti istu matricu kao i S. Ista matrica je, trivijalno, uvijek tok ekvivalentna sama
sebi. Uzmimo T = S. Sada po opisanom postupku konstruiramo T'. T  ¢ée imati 8 vrhova
jer je broj vrhova jednak Nm pri ¢emu je m broj vrhova od T. Skiciramo skup svih stanja

postujuci pravila opisana ranije.

ONOROBOMERORORONO

Nasa matrica T  izgleda ovako:
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—ocooco~o0o0oo
coocooo~o
—ocoo0co—~0o oo
co—~ocoococo
co~ocococoo
N = N N N W W)

S oo oo oo
S oo oo~ O 0o

0 0 0 0

Koristec¢i Parry-Sullivanovu definiciju tok ekvivalencije, iz ove matrice T  lako dobi-
vamo matricu S, odnosno T. Koristimo drugo i trece svojstvo iz Parry-Sullivanovog te-
orema i radimo sljedece transformacije:

~

izbacujemo 2. redak i 3. stupac
izbacujemo 3. redak i 4. stupac
izbacujemo 1. redak i 2. stupac

izbacujemo 5. redak i 6. stupac

DA N

izbacujemo 6. redak i 7. stupac
6. izbacujemo 7. redak i 8. stupac

Nakon ovih transformacija dobijamo pocetnu matricu S, odnosno T. S i S’ su tok ekviva-
lentne, a isto vrijediiza T i T'. Kako su S i T tok ekvivalentne po pretpostavci, slijedi da
suiS i T tok ekvivalentne §to smo i htjeli pokazati.

Glavni rezultat ili karakterizaciju ekvivalencije toka iznosimo u sljedecem rezultatu.
Pomocu te karakterizacije nije tesko provjeriti da li su dvije matrice (dva topoloska Mar-
kovljeva lanca) tok ekvivalentne.

Teorem 2.2.6. Neka su A € M,(Z*),n e Ni B e M,(Z"),m € N nenegativne ireducibilne
matrice koje nisu iz trivijalne klase ekvivalencije toka. Tada su matrice A i B tok ekviva-
lentne ako i samo ako vrijedi:

det(l, — A) =det(l,— B) i Z2"/(I,-A)Z"=Z7"/I, — B)Z"
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Sada ¢emo rezultat ovog teorema prikazati na primjeru gdje ¢emo za matricu A 1 B
uzeti sljede¢e matrice:
11

11
010
B=S=|1 0 1
1 01
Odmah vidimo da su matrice A i B tok ekvivalentne. Sada provjeravamo da li iz toga
slijedi:
det(l, — A) = det(/,, — B)
1 00/ [010
det([(l) (1)]—[1 i]):det(o I 0|—|1 0 1)
0 01 1 01
1 -1 0
det(l_ol ‘01]) = det|-1 1 -1
-1 0 0
-1=-1

Jos treba provijeriti:
z'|1,-A)Z" =7" /I, — B)Z"

0 -1 1 -1 0
ZZ/[_1 0]22223/ -1 1 -1|Z°
-1 0 0
Vrijedi sljedece:
0 -1 1 -1 0
Zz/[_1 0]%:{0}:23/ -1 1 -1|Z
-1 0 0

pa vidimo da su ove dvije kvocijetne grupe izomorfne.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu se upoznajemo sa pojmom topoloskih Markovljevih lanaca i
prostorom na kojem su oni definirani. Diplomski rad je podijeljen u dva glavna poglavlja.
U prvom poglavlju definiramo pojmove potrebne za definiciju topolosSkog Markovljevog
lanca i navodimo metriku koja ¢e inducirati topologiju na topoloskim Markovljevim lan-
cima. Takoder, upoznali smo se 1 sa pojmom Markovljeve particije. U drugom poglavlju
bavimo se ekvivalencijom toka (eng. flow equivalence) i iznosimo vaZne teoreme i pro-
pozicije vezane za tu temu. Na kraju iznosimo postupak provjere da su dva topoloSka
Markovljeva lanca tok ekvivalentna (Franksov rezultat)



Summary

In this thesis, we are concerned with topological Markov chains and various equivalence
relations defined on them. In the first part, we give the background on metric and topologi-
cal spaces, introduce topological Markov chains and Markov partitions. In the second part,
we define flow equivalence and state several important results regarding flow equivalence
characterization. Finally, we state and explain Franks result regarding algebraic invariants
of flow equivalence.
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