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Uvod

Tema ovog diplomskog rada je Riemannov tenzor zakrivljenosti. To je fundamentalni po-
jam Riemannove geometrije.

Georg Friedrich Bernhard Riemann(1826. - 1866.) bio je njemacki matematicar koji je
dao revolucionarne 1 trajne doprinose analizi, teoriji brojeva 1 diferencijalnoj geometriji.
Riemannova ideja je svakoj tocki prostora pridruziti kolekciju brojeva koji bi opisivali ko-
liko je ona izkrivljena. To je velika znacajka njegove geometriji poznatija kao Riemannova
metrika.

Rad je podijeljen na dva dijela. U prvom poglavlju se pokazuje kako izgleda Riemannov
tenzor zakrivljenosti za regularne plohe iz R®. Prvo poglavlje, "Regularne plohe u R3”,
podjeljeno je na podpoglavlja : Regularne plohe, Unutarnja geometrija ploha (Izometrije,
Vektorska polja i kovarijantne derivacije) , Riemannov tenzor.

U drugom poglavlju, naslovljenom kao “Definicija Riemannovog tenzora na mnogos-
trukostima”, proucen je pojam diferencijabilnih mnogostrukosti zatim Riemannova me-
trika i tenzor zakrivljenosti. Poglavlje je podijeljeno na podpoglavlja : Abstraktne mno-
gostrukosti , Tangencijalni sveznjevi , Vektorska polja , Tenzorski sveznjevi , Riemannova
metrika , Tenzor zakrivljenosti .






Poglavlje 1

Regularne plohe u RS

1.1 Regularne plohe

Osnovne definicije

Definicija 1.1.1. Za podskup S C R? kaZemo da je regularna ploha ako za svaku tocku
p € S postoji otvorena okolina V oko p u R3, i ako postoje otvoreni podskup U C R? i
glatka funkcija F : U — R? tako da je:

(i) FlU)=SnV i F:U— SNV jehomeomorfizam

(ii) Jakobijan D, F je ranga 2 za svaku tocku u € U .
Definicija 1.1.2. Preslikavanje F : U — S NV iz definicije zajedno sa trojkom
(U, F, V) se naziva lokalna parametrizacija od S u tocki p. Skup S NV se naziva koordi-

natna okolina tocke p. Za komponente u' i u* od u = (u',u*)” kazemo da su koordinate
tocke F(u) € S (s obzirom na parametrizaciju F).

Propozicija 1.1.3. Neka je Vy C R? otvoren, neka je f : Vi, — R glatka funkcija. Defini-
rajmo S = {(x,y,2)" € Vo | f(x,y,z) = 0}. Ako je

gradf(p) # (0,0,0)" (1.1)
za sve p € S, tada je S regularna ploha.

Propozicija 1.1.4. Neka je S C R? regularna ploha. Neka je (U, F,V) lokalna parametri-
zacija od S. Neka je W C R" otvoren, i ¢ : W — R? t.d. (W) C S N'V. Tada je ¢, kao
funkcija sa W u R3, glatka onda i samo onda ako je F~' o ¢ : W — U C R? glatka.
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Korolar 1.1.5. Neka je S regularna ploha sa lokalnim parametrizacijama (U, F1,V7) i
(Uz, F2, VQ) Taa’aje

Fy'oF : F{'(VinVy) — FyN(Vin V) (1.2)
glatka funkcija.

Propozicija 1.1.6. Neka je S C R? regularna ploha, p € S, i f : S — R" neprekidna
funkcija. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(1) Postoji otvorena okolina tocke p u R? i proSirenje f od Jisav na 'V koje je glatko u
okolini tocke p.

(2) Postoji lokalna parametrizacija (U, F,V), p € V, takvadaje f o F : U — R" glatka u
okolini tocke F~'(p).

(3) Za svaku lokalnu parametrizaciju (U, F, V) oko tocke p, funkcija f o F : U — R" je
glatka u okolini tocke F~'(p).

Definicija 1.1.7. Ako vrijedi neko od svojstava (1), (2) ili (3) iz prethodne propozicije, tada
za f kaZemo da je glatka u blizini tocke p.

Definicija 1.1.8. Neka su S,,S, C R? regularne plohe. Neka jep € S,i f : S, —
S, neprekidna funkcija. KaZemo da je f glatka u blizini tocke p, ako postoji lokalna
parametrizacija (U, F1, V) od S oko p i lokalna parametrizacija (U,, F5, V>) od S, oko
f(p) tako da je F;' o f o Fy : F{'(f~'(V2) N V) — U, glatka u blizini tocke p.

Tangencijalna ravnina

Definicija 1.1.9. Neka je S C R? regularna ploha, neka je p € S. Tada

T,S ={X¢e R | postoji & > 0 i glatka parametrizirana
krivulja c : (—g,&) > S t. d. c(0) = pic(0) = X}

nazivamo tangencijalna ravninan od S u tocki p. Element tangencijalne ravnine zovemo
tangencijalni vektori.

Propozicija 1.1.10. Neka je S C R3 regularna ploha, neka je p € S. Neka (U, F, V) bude
lokalna parametrizacija od S oko p. Definirajmo uy := F~'(p) € U. Tada je

T,S = Image(D,,F) = D,,F(R?).

Korolar 1.1.11. 7,S c R? je dvodimenzionalni vektorski prostor.
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Propozicija 1.1.12. Neka je V C R3 otvoren, neka je f : V — R glatka funkcija i neka
je S = f71(0) c R3. Pretpostavimo da gradf(p) # 0 za sve p € S. Tada je, za p € S,
gradinet od [ okomit na tangencijalnu ravninu:

T,S = gradf(p)’

Definicija 1.1.13. Neka su S| ,S, C R? regularne plohe, neka je f : S, — S, glatka
funkcija i neka je p € S. Diferencijal od f u p je preslikavanje
dpf 2 TpS1 = Trp)Sa

koje je dano sljedecim pravilom: za X € T,S | odaberemo glatku parametriziranu krivulju
c:(—&,&) — Sy.zakoju je c(0) = pic(0) =X, te definiramo

d
d,f(X) := d—t(fOC) . €TrpSa
t=

Propozicija 1.1.14. Definicija diferencijala d, f je dobra, t.j. d,f(X) ovisi samo o X, a ne
i 0 odabiru parametrizirane krivulje c. Nadalje, d, f je linearan.

Dokaz. Izrazimo d,f preko lokalne parametrizacije. Neka je (U, F, V}) lokalna parame-
trizacija plohe S oko toc¢ke p i neka je (U,, F», V) lokalna parametrizacija plohe S, oko
tocke f(p). Ako je potrebno, moZemo smanjiti U, i V; te pretpostaviti da je f(S1NV;) C V,.
Stavimo
fi=F,ofoF :U - U,
1ug := Fl‘l(p) € U,.Zakrivulju c : (—¢&,&) = S zakoju je ¢(0) = pi¢(0) = X stavljamo
u:=Fi'oc: (&6 — U,.

Sada, ako je potrebno, mozemo odabrati manji € kako bi osigurali da je c cijela sadrzana u
V;. Prema propoziciji u je glatka parametrizirana krivulja u U; pa imamo sljedece:

=X
t=0

= —c

d
D, F,(i(0)) = E(Fl o u) Nl
t=

Nadalje,

d
dpf(X) = —(fo0)

t=0

d
= Z(foFiou

t=0

(1.3)

d 3
= = (F
atfrelem|

= D,,(F o )(@(0))
= Duo(FZ © f) © (DMOFl)_l(X)'
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O

Napomena 1.1.15. Dokaz je pokazao da je, gledano preko lokalnih parametrizacije (U1, Fy, V1)
i (Uy, F», V), d,f zadan Jakobijevom matricom D, f .

Prva fundamentalna forma

U svakoj to¢ki p € S tangencijalna ravnina T,S je 2-dimenzionaln potprostor od R?. Stoga,
moZemo restringirati standardni skalarni produkt (-, -) iz R* na 7S, i dobiti skalarni pro-
duktna T,S. Preslikavanje koje pridruzuje svakoj tocki p € § restrikciju g, := -, )lr,sx7,5
nazivamo prva fundamentalna forma na S. Oznacavat ¢emo ju sa :

I,(X,Y) = gp(X,Y) =(X, Y),

gdje su X, Y € T,S. Kao $to je poznato, iz linearne algebre, svaki euklidski skalarni pro-
dukt na vektorskom prostoru mozZemo prikazati kao pozitivno definitnu simetri¢nu matricu
u odgovarajucoj bazi. Bazu za T, moZemo dobit preko parametrizacije (U, F,V) od §
oko tocke p. Ako su e, e, vektori standardne baze na R?, onda D,F(e;) = (OF/0u')(u) i
D,F(ey) = (OF/0u®)(w), u = F~'(p), tvore bazu za T,S. S obzirom na tu bazu matri¢ni
zapis od g, je dan sa

oF oF
gij(w) := g,(D,F(e;),D,F(e)) = <ﬁ(u)’ %(M)> .

Gornji izraz pokazuje da je g;; : U — R glatka funkcija za svaki i i j.

Neka su (U,F,V) i (U,F,V) dvije parametrizacije. Neka su (g;;)ij 1 (§x)u pripadni
matri¢ni zapisi prvih fundamentalnih formi. Neka je ¢ := F~! o F funkcija prijelaza, tada
imamo jednakost:

(85@), = (DB - @u@w))y - Dt (1.4)

Druga fundamentalna forma
Definicija 1.1.16. Neka je S C R? regularna ploha. Normalno polje na S je funkcija
N:S - R’

takva de je N(p) L T,S za sve p € S. Za normalno polje na S kaZemo da je jedinicno
normalno polje, ako je ||[N(p)l| = 1 zasve p € S.

Definicija 1.1.17. Regularna ploha S C R? je orijentabilna ako postoji glatko jedini¢no
normalno polje na S .
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Neka je S C R? orijentabilna regularna ploha sa glatkim jedini¢nim normalnim poljem
N. Na N moZemo gledati kao preslikavanje na plohama, tj. N : S — S2, i nazivamo ga
Gaussovo preslikavanje.
Neka je p € §. Promotrimo diferencijal od N u tocki p:

d,N :T,S = Tn»S*.
Sada vidimo da je T(,S? = N(p)* = T,,S. Dakle, d,N je endomorfizam na T,S.

Definicija 1.1.18. Neka je S C R? regularna ploha &ija je orijentacija dana jedini¢nim
normalnim poljem N. Endomorfizam

W,:T,S - T,S,
W,(X) = —d,N(X).
se naziva Weingartenovo preslikavanje.

Primjer 1.1.19. Neka je S = {(x,y,0)"|x,y € R} x-y ravnina, N(x,y,z) = (0,0, 1)". Tada
Jje N konstantna i zato je W, = 0 za sve p € S.

Primjer 1.1.20. Neka je S = S' x R cilindar, N(x,y,z) = (x,y,0)7.
Tangencijalna ravnina T,S u tocki p = (x,y,z)" € S razapeta je vektorima (=y,x,0)" i
(0,0, )T. Racunamo

0 0 d X
W,|0|=~d,N|0|= =N | y (1.5)
1 1 P oletd)l
--= =lo|.
o, o

Kako bi izracunali W,(=y, x,0)7, odaberimo t, € R, tako da je (cos(ty), sin(ty)) = (x,).
Tada za c(t) := (cos(t + ty),sin(t + ty),z)" imamo da je c¢(0) = (x,y,2)" = pi¢(0) =
(—sin(ty), cos(tp), 0)" = (—=y, x,0)7. Slijedi da je

-y -y d cos(t + 1)
W,,[x]: —de[x]: _EIN sin(t+t0)]
0 0 -0
cos(t + 1y) sin(ty) -y
= —— | sin(z + to)] = [— cos(to)] = [ X ] (1.6)
0 =0 0 0
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Matricni zapis preslikavanja W), s obzirom na bazne vektore (=y,x,0)" i (0,0,1)7 je

-1 0
0 0)
Propozicija 1.1.21. Nekaje S C R? orijentirana regularna ploha sa Weingartenovim pres-

likavanjem W, : T,S — T,S, p € §S. Tada je W, samo-adjungirano s obzirom na prvu
fundamentalnu formu.

Iz linearne algebre znamo da ako je V kona¢nodimenzionalni realni vektorski prostor
sa euklidskim skalarnim produktom (-, -), onda je samoadjungiranom endomorfizmu W na
V jedinstveno pridruzena bilinearna forma 8 na V. Veza izmedu Wi je

BX,Y)=(W(X),Y), X, YeV

Definicija 1.1.22. Bilinearna forma pridruZena Weingartenovom preslikavanju W), se zove
druga fundamentalna forma (plohe S u tocki p):

IL,(X,Y) = L(W,(X),Y),  X,Y€T,S.

Neka je (U, F, V) lokalna parametrizacija regularne plohe S oko tocke p. Neka je u :=
F~'(p). Neka su

oF
Xy :=D,F(e)) = a—ul(u)

or
X, :=D,F(ey) = @(M)

pripadni vektori baze za T),S . Vrijedi

<%(u +tej), N(F(u + tej))> =0.

Deriviranjem ove jednakosti po ¢ dobivamo

d [OF
= E <%(l/l + t€j), N(F(M + l'ej))> »

oF
. ,N(p)> + <;(M),deO DuF(ej)>
=0 u

’F
= <au10ui (u),N(p)> + (X, =W, (X))
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Slijedi
2

o°F
hij(u) = Ip(Xi’ Wp(Xj)) = (X, Wp(Xj)> = <W,N(P)>-

Sada je h;j(u)); j=1, simetriCna matrica pridruZena drugoj fundamentalnoj formi. Nadalje,
imamo maticu (w](u)); ; pridruZzenu Weingartenovu preslikavanju tako da vrijedi:

2
Wy(DuF(e)) =: Y wlwD,Fle)).

J=1

Zakrivljenost

Neka je S C R? orijentirana regularna ploha sa glatkim jedini¢nim normalnim poljem N,
p € S.Nekajec: (—¢,&) — S krivulja parametrizirana duljinom luka takva da je c¢(0) = p.
Promatrana kao krivulja u R3, krivulja ¢ u to¢ki 0 ima zakrivljenost «(0), koja je u slu¢aju
k(0) # 0 je dana sa

¢(0) = x(0) - n(0),

gdje je n normala na c. Sada Zelimo razdvojiti tu zakrivljenost na dio koji je posljedica
zakrivljivanja krivulje ¢ unutar S, i dijela koji je odraz zakrivljenosti plohe u R*. Stoga
razdvajamo n(0) na dio koji je tangencijalanna S i dio koji je okomitna S :

n(0) = n(0)"* + n(0)",
gdje n(0)* = (n(0), N(p))N(p). Dakle, imamo
¢(0) = «(0) - n(0) = x(0) - n(0)"* + (0) - (n(0), N(p))N(p).
Kako nas zanima dio koji je odraz zakrivljenosti plohe u R?, definiramo

k(0) - (n(0), N(p)), ako je k(0) # 0,

Knor := ((0), N(p)) = { 0 ako je x(0) =0

Za k,, kazemo da je normalna zakrivljenost od S u tocki p u smijeru ¢(0).

Teorem 1.1.23 (Meusnierov teorem). Neka je S C R3 orijentirana regularna ploha sa
Jjedini¢nim normalnim poljem N i drugom fundamentalnom formom II. Neka je p € S.
Neka je c : (—¢,&) — S krivulja parametrizirana duljinom luka takva da je c(0) = p. Tada
za normalnu zakrivljenost k,,, od c imamo:

Knor = II(C(O)’ C(O))

Posebno, sve krivulje parametriizirane duljinom luka u S koje prolaze korz p sa istim
tangencijalnim vektorom imaju i iste normalne zakrivijenosti.
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Iz propozicije |1.1.21{ Weingartenovo preslikavanje W, : T,§ — T,S je uvijek samo-
adjungirano. Stoga, moZemo naci ortonormiranu bazu X;, X, od T,S. koja se sastoji od
svojstvenih vektora operatora W,

Wp(Xi) =K;- X,' i= 1,2
Definicija 1.1.24. Svojstvene vrijednosti k; i k, zovu se glavne zakrivljenosti od S u tocki
p. Pripadni svojstveni vektori +X, i £X, su smjerovi glavne zakrivljenosti.

Primjer 1.1.25. Neka je S = R? x {0} x-y ravnina u R>. Kako je W = 0, imamo da je
k1 = ko = 0 pa znaci da je svaki smijer smijer glavne zakrivljenosti.

Primjer 1.1.26. Nekaje S = S' xR cilindar, p = (x,y,z)". Kao §to je pokazano u primjeru
[1.1.20} Weingartenovo preslikavanje W, s obzirom na unutarnje jedinicno normalno polje
i bazu X; = (—y,x.0)" i X, = (0,0, 1)" ima matricni zapis

-1 0
0 o)
To znaci da su X, i X, smijerovi glavnih zakrivljenosti za glavne zakrivljenosti k, = 1 i

K2:O.

Definicija 1.1.27. Neka je S C R? orijentabilna regularna ploha, neka je p € S. Neka su
K1 I ko glavne zakriviljenosti od S u tocki p. Tada je

K(p) := k1 - ko = det(W,)

Gaussova zakrivljenost od S u p. Nadalje,

nazivamo srednja zakrivljenost od S u p.

1.2 Unutarnja geometrija ploha

Izometrije

Definicija 1.2.1. Neka su S, i S, regularne plohe u R>. Glatko preslikavanje f : S| — S»
Jje lokalna izometrija, ako je za svaku tocku p € S| diferencijal

dpf 2 TpS1 = Trp)S2
linearna izometrija s obzirom na prvu fundamentalnu formu, t.j.
(dpf(X).dyf(Y)) = (X.T)
zasve X,Y € T,S,.
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Primjer 1.2.2. Neka je S| = R? x {0} x-y ravnina, i S, = S' X R cilindar. Tada je
preslikavanje

f:81 =8, f(x,90) = (cos(x),sin(x),y)"

lokalna izometrija.

Sve Sto moZemo “mjeriti” unutar plohe, t.j. duljine krivulja koje leZe na plohi ili ku-
tovi izmedu dva tangencijalna vektora, ovisi o prvoj fundamentalnoj formi. Znaci, ako
postoji lokalna izometrija, onda je kut izmedu dva vektora u slici isti kao kut izmedu dva
tangencijalna vektora u originalu. U tom smisli , “male” otvorene podskupove U C S
ne mozemo razlikovati od njihovih izometri¢nih slika f(U) C S,. Zbog toga geometrijske
vrijednosti koje se ne mijenjaju u lokalnim izometrijama nazivamo vrijednosti unutarnje
geometrije.

Ako je geometrijska vrijednost funkcija Fs : S — R na plohi, npr. Gaussova zakrivlje-
nost ili srednja zakrivljenost, tada ovo znaci da svaka lokalna izometrija f : §; — §»
zadovoljava

FS| :ngof.

Primjer 1.2.3. Srednja zakrivljenost H nije vrijednost unutarnje geometrije, jer je za rav-
ninu H,gppina = 0, dok je za cilindar H. jjingar = % Neka je f lokalna izometrija iz primjera
[1.2.2] tada bi H. jingar = Hrawmina © f trebalo vrijediti kada bi srednja zakrivljenost bila
vrijednost unutarnje geometrije.

Bududi da srednja zakrivljenost nije vrijednost unuternje geometrije ,ni glavne zakriv-
ljenosti ne mogu biti vrijednosti unutarnje geometrije.

Vektorska polja i kovarijantne derivacije

Definicija 1.2.4. Neka je S C R? regularna ploha. Vektorsko polje na S je preslikavanje
v:S — R3 tako da je v(p) € T,S zasve p €S.

Primjer 1.2.5. Neka je f : S — R glatka funkcija. Kako je prva fundamentalna forma
nedegenerirana, za cvrstu tocku p, postoji jedinstveni vektor v(p) € T,S sa svojstvom

d,f(X) = 1(v(p), X)
za sve X € T,S. Na taj nacin smo definirali gradientno vektorsko polje v := gradf.

Diferencijabilnost vektorskog polja mozemo provijeriti koriStanjem lokalne parametri-
zacije. Neka je (U, F, V) lokalna parametrizacija regularne plohe S. Tada za svaku tocku
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p € S NV vektori (OF/0u")(F~'(p)) i (OF/du*)(F~'(p)) tvore bazu od T,S. Dakle, vek-
torsko polje v na § se za svaki p € § N V moZe na jedinstven nacin prikazati u sljedeCem
obliku:

2 . OF
v(p) = ;} () F(p))
Kako su bazna vektorska polja (OF /0u’)(F~'(p)) glatka, imamo da je v na VNS neprekidno,
diferencijabilno ili glatko, ako i samo ako funkcije
&:V-oR
imaju pripadno svojstvo.

Primjer 1.2.6. Provjerim da je gradijentno vektorsko polje glatke funkcije f : § — R
glatko. Neka je (U, F,V) lokalna parametrizacija. Tada je f := fo F : U — R takoder
glatka funkcija.

Y (ri(p) = pf( (F (p)))

—I(gmdf(p) OF (p- <p>))

2
(Zf(p)aj (F'®). 5 (‘1<p>)] (1.7)

j=1
2

= D € (F' ).
j=1

Slijedi da je
EoF = Z w91 af |

Znaci funkcije & su glatke, pa je i gradf glatko vektorsko polje.

Definicija 1.2.7. Neka je S regularna ploha, p € S tocka, X, € T,S tangencijalno vektor-
sko polje i f 1 S — R glatka funkcija. Tada

Ox,f = dpf(Xp) = I(gradf(p), X,) € R

nazvamo usmjerena derivacija od fu smijeru X,. Ako je X vektorsko polje na S, onda je

Oxf:S >R, xf(p):=0dxpf

usmjerena derivacija od f u smijeru vektorskog polja X.
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Definicija 1.2.8. Neka je S C R? regularna ploha, i neka je ¢ : I — S parametrizirana
krivulja. Vektorsko polje na S duz c je preslikavanje v : I — R?, takvo da je v(t) € TS
zasvet €l

Definicija 1.2.9. Neka je S C R? regularna ploha, neka je ¢ : I — S parametrizirana
krivulja, i neka je v : I — R* diferencijabilno vektorsko polje na S duZ c. Neka je 11,
R* — T,S ortogonalna projekcija za svaki p € S, t.j. ako je N(p) jedini¢na normala na S
u tocki p, onda

IT,(X) = X — (X, N(p))N(p).
Tada

\Y
d_tv(t) .= I (W(2)),

t € I, nazivamo kovarijantna dervacija od v.

Kovarijantnu derivaciju moZemo izraCunati koriStenjem lokalne parametrizacije (U, F, V)
na S. U tu svrhu izrazimo vektore (0> F/0u'0u’)(u) € R? preko baznih vektora (OF /du')(u),
(OF [0u®)(u) i N(F(u)) :

(92

S = F,lj(u) (u) +T7 (u) (u) + hiiN(F(u)). (1.8)

Definicija 1.2.10. Funkcije
I“f.‘j :U - R,

1 <1, j,k <2, nazivamo Cristoffelovi simboli.

Neka je ¢ : I — S parametrizirana krivulja. Ako je potrebno mozemo smanjiti / tako
daje c(I) c V. Postavimodaje & := F—1oc: T — U.Nekajev : I — R3 glatko vektorsko
polje na S duz c. Izrazimo v u bazi danoj sa parametrizacijom,

) = ¢ (t) ( ) +& (t)—(C(t))
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Racunamo

\Y
Ev(f) = Iy (W(9))

2

D [5 (Do (E0) + £ Z g J(C(t))cj(t)J)

=1

= 1_Ic(l,‘)

2
>é <r)—<c<z>> + Z rt f(t)c’(t)—(c(t))

i=1 i,jk=1

2
= [5 (0 + Z ri@ne <r)c<r>] L (E(0).

k=1 i,j=1
Sada na kovarijantnu derivaciju moZemo gladati kao na preslikavanje
1 £l 2 TL@)&d
(52) - (i N g ) |
&) 7\E + 21 T

Kovarijantna derivacija je vrijednost unutarnje geometrije posto ju mozemo izraziti u
terminima prve fundamentalne forme.

Lema 1.2.11. Cristoffelovi simboli zadovoljavaju sljedece:

(agjm N 08im agij)gmk

ou! ouw  Ooum
Dokaz. Racunamo

ogim 8 |OF OF
ou' oui

- oui’ dum
CE_OF\ [oF F
ouloul’ Oum oul” duidum
2 2
OF OF oF oF
e OF OF\ [OF N~ OF
<Z ’Jﬁuk’ﬁum>+<8u1 kzz; ’mﬁu">

k=1

2
(g + Thi) (1.9)
k=1
Analogno dobijemo
2

0 im
%o _ ; (T g + T 0
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68!1 : k
o Z mlgkj+rmjgki)-

Slijedi da je
2

agjm agtm aglj

MnoZenjem sa inverznom matricom (g"") rijeSavamo jednadzbu po I'; i dobivamo tvrdnju
leme. O

Definicija 1.2.12. Neka je S regularna ploha, v diferencijabilno vektorsko polje na S i
w, € T,,S tangencijalni vektor. Tada je kovarijantna derivacija V,, v € T,S od v u smijeru
w,, definirana na sljedeci nacin:

odaberemo parametriziranu krivulju c : (—¢g,&) — S tako da je ¢(0) = w), i stavimo

\Y
V,,vi= d_t(v o ¢)(0).
Definicija 1.2.13. Za vektorska poljaviw na S, definiramo vektorsko polje V,,v na sljedeci

nacin:
(VWV)(P) = Vw(p)v-

1.3 Riemannov tenzor zakrivljenosti

Definicija

Ako su v, w1 z vektorska polja na regularnoj plohi S, onda mozemo kovarijantno derivirati
vektorsko polje V,,z u odnosu na v. Ali na taj nacin se pojavljuje i derivacija vektorskog

polja w u odnosu na v. Zato, ako nas zanima samo druga derivacija od z u smijerovima v i
w, onda moramo neutralizirati tu pojavu.

Definicija 1.3.1. Druga kovarijantna derivacija od z s obzirom na v i w je definirana na
sljedeci nacin:
Vi, = Vu(Vy2) = Vy,z.

Lema 1.3.2. Neka je S regularna ploha i v,w i z vektorska polja na S. Neka je (U, F, V) lo-
2

kalna parametrizacija od S . Ako v izrazimo u bazi danoj parametrizacijom, v = Z VI(OF [ou'),
i=1
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i analogno za vektroska polja w i z.
Tada u bazi OF [du™ imamo koeficjente od V3, z

[Z auaulij+zr”6 k(vfw + viwd) — Zrua - Viw

i,k

i,j.k

m=1,2

Prva suma je dva puta primjenjena kovarijantna derivacija, u smjerovima (v!,v*)7 i
(u',u*)™ . Takoder moZemo primjetiti da se u gornjim izrazima ne pojavljuju derivacije od
OCLHDT W )T

Korolar 1.3.3. Druga kovarijantna derivacija Vg’wz u tocki p € S ovisi samo o v(p), w(p)
i o derivacijama od z do reda 2.
Stoga, za vektorsko polje z na S moZemo definirat drugi kovarijantni diferencijal

Vz:T,SxT,S - T,S,

Wy wp) = (V2,2) (p),
gdje su v i w vektorska polja na S za koje je v(p) = v, i w(p) = w

Kako prva kovarijantna derivacija ovisi samo o unutarnjoj geometriji plohe, tako isto
vrijedi 1 za drugu kovarijantnu derivaciju.

Vrijednost druge kovarijantne derivacije ovisi o poretku deriviranja. Riemannov ten-
zor zakrivljenosti definiramo uprvao da mjeri razliku koja se javlja kod zamjene smjerova
deriviranja.

Definicija 1.3.4. Neka je S regularna ploha, p € S tocka, v, w, € T,S tangencijalni
vektori, i 7 vektorsko polje na S. Tada Riemannov tenzor zakrivljenosti, ili samo tenzor
zakrivljenosti, definiramo sa

— V2 2
Rvp,wp)z =V, \, 2=V, , 2.

Riemannov tenzor zakrivljenosti moZemo izraziti i u terminima lokalne parametriza-
cije. Neka je (U, F, V) lokalna parametrizacije nase regularne plohe, p = F(ug). Izrazimo
Vp, Wp 1z u terminima lokalne parametrizacije:

= Z —(Mo)
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OF
— § il
w, = j w 8uf(u0)’

oF
= Zkl Zk%(uo).

Lema 1.3.5. Oblik Riemannovog tenzora zakrivljenosti s obzirom na lokalnu parametriza-

ciju je
2
. OF
R(vy,wp)z = Z Rfjk(u())v WJZkﬁ(uo),
ijki=1
gdje je
1
! ark/ 6F5a'

Ry = o ow Zm: (Fﬁnirgf - rﬁ"-"rﬁ)'

Dokaz. Sviizrazi iz leme[l.3.2]koji sadrZe derivacije od z su simetri¢ni u odnosu na v, i w,
1 zato se poniStavaju. Nadalje iskoristimo Cinjenicu da je Cristoffelov simbol l"fj simetri¢an
u doljnjim indeksima i i j. O

Korolar 1.3.6. (a) Tangencijalni vektor R(v,, w,)z u tocki p € S ovisi samo o z(p), a ne i
o vrijednostima vektorskog polja z na S — {p}. Stoga je preslikavanje

R,:T,S XT,S XT,S - T,S,
R,(vy,wp)zp := R(v,, W)z,
dobro definirano, gdje je z vektorsko polje na S takvo da je z(p) = z,.
(b) R, je linearno po svakom argumentu.

(c) R, je koso-simetricno u prva dva argumenta,

R, (vp,wp)zp = =R, (Wp, v)Zp

Gaussov velicanstveni teorem

Teorem 1.3.7 (Gaussova jednakost). Neka je S C R? orijentirana regularna ploha, p € S.
Tada svakiv,w,z € T,S zadovoljava sljedece:

Rv,wyz=1Iw,2) - W(v) = II(v,z) - W(Ww).

S obzirom na lokalnu parametrizaciju to izgleda ovako:

— [ !
R,‘jkl = hjkW[ — ]’liij.
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Dokaz. Neka je (U, F, V) lokalna parametrizacija.Prisjetimo se iz[1.8}

ﬁuauf Zr”a g T (N F).

Deriviranjem ove jednakosti po u’ dobivamo
& Z O, oF . &°F
oulduidu’ au’ ok b Ao
ahu 5(N oF)
— Y (NoF)+ =~ 7
6 r )+ 6ul

orx. g F
= Z (a—u’[’ auk I; i Z rlka + komponenta uz normalu]
k

oF
+ komponenta uz normalu + A;; - (—W (—))

ou!

o, oF
Z [ — + Z rk - lel") Ew + komponenta uz normalu

Po Schwartzovom teoremu moZemo zamjeniti derivacije po u’ i u' ite dobivamo:

O’F _ O’F
oulduiou/  Ouldu'du’

" m
— Z (W — (ﬁ ; (FZF;Z - FZFZZ) - hijw}” + I’lle:n ;TI;

+ komponenta uz normalu

0=

oF

= Z (RZ.’J. = hijw" + J-w;") 2 komponenta uz normalu.
Mm

Slijedi da je

Rm

m m _
i~ hijwi’ + hujwit = 0.

To je tvrdnja do na zamjenu indeksa. O

Teorem 1.3.8 (Gaussov veliCanstveni teorem). Gaussovu zakrivljenost moZemo izracunati
iz Riemannovog tenzora zakrivljenosti na sljede¢i nacin: neka je p € S. Odaberemo orto-
normiranu bazu v,w za T,s. Tada je

K(p) = I(R,(v,w)w, V).

Posebno, Gaussova zakrivljenost je vrijednost unutarnje geometrije plohe.
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Dokaz. Prema Gaussovoj jednakosti imamo:

I(Rv,wyw,v) = IlI(w,w- W)= 1I(v,w) - Ww),v)
= Hw,w)II(v,v) = II(v,w)II(w,V)
= det(W)
=K.

O

Lema 1.3.9. Neka je S regularna ploha, p € S iv,w,x,y € T,S. Tenzor zakrivljenosti ima
sljedece simetrije:

1. Rv,w)x = —R(w,v)x;

2. I(R(v,w)x,y) = =I(R(v,w)y, x);
3. I(R(v,w)x,y) = I(R(x,y)v, w);
4. Bianchijev identitet:

R, w)x + R(x,v)w + R(w, x)v = 0.

Dokaz. Tvrdnja (c) slijedi iz Gaussove jednakosti:

I(Rv,w)x,y) =1I(w,x) - W) —1I(v,x)- W(w),y)
=1l(w,x) - 1I(v,y) = 1I(v,x) - [I(w,y),

zamjene v <> x 1w < yne mijenjaju gornji izraz. Tvrdnja (b) slijedi direktnom primjenom
(a) 1 (c). Tvrdnju (d) takoder moZemo izvesti iz Gaussove jednakosti:

R(v,w)x + R(x,v)w + R(w, x)v
= 1w, x)WW) — (v, x)W(w) + II(v, w)W(x)
=1, w)WQW) + H(x, vWWw) — II(w,v)W(x)
=0.

Lema 1.3.10. Neka je S regularna ploha,p € S. Za sve v,w,x € T,S imamo
Rv,w)x = K(p) - {(w, x)v — (v, x)w).
u lokalnim koordinatama imamo
Rl = K - (g0} — gad?).

Dokaz. O






Poglavlje 2

Definicija Riemannovog tenzora na
mnogostrukostima

2.1 Abstraktne mnogostrukosti

Definicija 2.1.1. Podskup M C R™* je n-dimenzionalna podmnogostrukost klase CP od
R™k ako, za svaki x € M, postoji okolina U € R™* oko x i C? submerzija f : U — RF
takva da je U N M = £~1(0).

(Za funkciju f kaZemo da je submerzija ako je njezin diferencijal u svakoj tocki surjekti-
van).

Propozicija 2.1.2. Sljedece je ekvivalentno:
(i) M je CP podmnogostrukost dimenzije n u R"™**.

(ii) Za svaki x € M, postoje otvorene okoline U,V C R"* redom od x i 0, i C? difeomor-
fizam f : U — V takav da je f(UN M) =V N R"x{0}).

(iii) Za svaki x € M, postoji okolina U C M od x, okolina QQ C R" koja sadrzi 0, i C?
preslikavanje g : Q — R™* tako da je (Q, g) lokalna parametrizacija od M N U oko
x (odnosno g je homeomorfizam iz Q na M N U i g'(0) je injektivan).

Definicija 2.1.3. C? atlas na Hausdorffovom topoloskom prostoru M je zadan sa:
i) otvorenim pokrivacem U;,i € I, od M;

ii) familijom homeomorfizama ¢; : U; — C; ( gdje su C; otvoreni podskupovi u R"),
takvih da za svaki i, j € I, homeomorfizmi ¢ o ¢~ su C? deifeomorfizmi iz ¢;(U; N\ U)
na ¢j(Ui N U])

21
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Za parove (U, ¢;) kazemo da su karte od M, a za funkcije ¢; o ¢J‘.1, i, j € I, funkcije
prijelaza.

Definicija 2.1.4. Dva C? atlasa na M, zadani sa (U;, ¢;) i (V;, ), su C? ekvivalentni ako
Jje njihova unija C? atlas, t.j. ako su ¢; o 1//1_.1 C? difeomorfizmi iz y j(U;\V;) na ¢;(U;N V).

Definicija 2.1.5. C? Diferencijabilna struktura na M je klasa ekvivalentnih C? atlasa. Di-
Sferencijabilna mnogostrukost je par Hausdorffovog topoloskog prostora i jednog atlasa.

Kada je M povezan topoloSki prostor, prirodni broj n iz definicije ne ovisi o izboru
karte i uzimamo ga za dimenziju mnogostrukosti M.

Definicija 2.1.6. Neka je M glatka mnogostrukost dimenzije d. Podskup N C M je podm-
nogostrukost od M ako za svaki n € N postoji karta (U, ¢) od M oko tocke n takva da je
o(U N N) podmnogostrukost otvorenog skupa ¢(U) N R".

Definicija 2.1.7. Za glatku mnogostrukost M kaZemo da je orijentabilna ako postoji atlas
za M takav da su jakobiani svih njegovih funkcija prijelaza pozitivni.

Definicija 2.1.8. Neka su X i Y C? mnogostrukosti. Neprekidna funkcija f : X — Y je
klase C*, za k < p, ako za svaki x € X postoje karte (U,$) i (V,\) za X i Y redom oko x i
f(x), f(U) CV, takve da je preslikavanje

Yofop™:g(U)— y(V)
klase C*.

Definicija 2.1.9. Glatka funkcija g : R" — R? je submerzija( imerzija) u x € R" ako joj je
diferencijal D.g u x surjekcija( injekcija) iz R" u R?.

Definicija 2.1.10. Neka su M i N glatke mnogostrukosti. Glatko preslikavanje f : M — N
je imerzija u tocki m € M ako je za kartu (U, ¢) od M oko tocke m, i kartu (V, ) od N oko
tocke f(m), funkcija @ o f o ¢~ imerzija.

Definicija 2.1.11. Preslikavanje f : M — N je submerzija( imerzija) ako je to u svakoj
tocki od M.

Preslikavanje f je difeomorfizam ako je bijekcija, i ako su i f~' glatki.

Preslikavanje f je smjeStenje ako je imerzija i ako je homeomorfizam na svoju sliku.
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2.2 Tangencijalni sveznjevi

Tangencijalni prostor podmnogostrukosti u R :

Definicija 2.2.1. Neka je M n-dimenzionalna podmnogostrukost u R"*, m € M i v € R"**,
Za v kaZemo da je tangencijalan na M u tocki m ako postoji krivulja ¢ sadrZana u M takva
daje c(0)=mic' (0) =v.

Teorem 2.2.2. Skup tangencijalnih vektora na M u tocki m je n-dimenzionalni linearni
potprostor od R™*, i oznacavamo ga sa T,,M.

Definicija 2.2.3. Neka je M abstraktna mnogostrukost i m € M. Tangencijalni vektor na
M u tocki m je klasa ekvivalencije ~ krivulja c : I — M, gdje je I interval oko nule takav
da je c(0) = m, a relacija ekvivalencije ~ je definirana na sljedeci nacin:

¢ ~ y ako i samo ako u karti (U, ¢) oko m,

vrijedi (¢ ©y)'(0) = (¢ 0 ¢)'(0).

Relacija ~ ne ovisio izboru karata

(@oc)(0) = od™') (¢p(m) (4o c)(0).

Tangencijalni prostor na M u tocki m, u oznaci T, M, je skup svih tangencijalnih vektora
na M u m. To je n-dimenzionalni linearni prostor, a linearna struktura se prenosi preko
karte (U, ¢) sa tangencijalnog prostora od R" u ¢(m). Za tangencijalni vektor na abstraktnoj
mnogostrukosti imamo jo$ jednu definiciju ekvivalentnu prvoj.

Definicija 2.2.4. Neka je M mnogostrukost, m € M, (U, ¢) i (V,¥) dvije karte za M oko
tocke m. Neka su u i v vektori u R" ( gledamo na njih kao na tangencijalne vektore u ¢(m)
i Y(m) respektivno). Definiramo relaciju

U, p,u) ~ (V,yp,v) akoisamo ako (o qS_l);(m) “u=v.

Sada definiramo tangencijalni vektor na M u tocki m kao klasu svih trojki (U, ¢, u) u relaciji

~

U prvoj definiciji vektor ¢ € T,,M je reprezentiran krivuljom c. U drugoj definicij
je taj vektor reprezentiran u karti (U, ¢) vektorom u € R”". Ekvivalneciju dviju definicija
dobijemo uparivanjem u = (¢ o ¢)’(0). Za zadanu kartu (U, ¢) oko tocke m, pomocu druge
definicije moZemo istaknuti sljedeéi izomorfizam izmedu R" i 7, M:

Ovpm - u — class(U, ¢, u).
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Definicija 2.2.5. Sa TM oznacavamo disjunktnu uniju tangencijalnih prostora na M po
svim tockama iz M. T M nazivamo tangencijalni sveZanj od M.

Teorem 2.2.6. Neka je M n-dimenzionalna C? mnogostrukost (p > 1). Tada njegov tan-
gencijalni svezanj TM moZemo kanonski snabdijeti strukturom 2n-dimenzionalne i CP™!
abstraktne mnogostrukosti.

Dokaz. Oznacimo san : TM — M preslikavanje koje vektoru & € T M pridruzuje toCku m
u kojoj je njegovo "hvatiste” ( odnosno ¢ € T,,M). Zasada T M nema topologiju. Za svaku
kartu (U, ¢) od M, definiramo “’kartu”(bijektivno, regularnost nemamo) (7~ '(U), ®) za TM
sa
D(&) = (¢ 0 (&), 0y 1 (©)) -

Sada na T M stavimo topologiju tako da svaki @ bude homeomorfizam. Za sustav okolina
oko & € n71(U) uzimamo slike inverznog preslikavanja ¢! okolina od ®(¢) € ¢(U) x R?".
Tako dobijemo Hausdorffovu topologiju. 7M sada ima strukturu topoloske (C°) mnogos-
trukosti. Obratimo sada paznju na funkcije prijelaza. Ako su (U, ¢) i (V, ) dvije karte za
M oko tocke m, funkcija prijelaza za njima pripadne karte (7~'(U), ®) i (7' (V), P) je

Pod!l:p(UNV)xR" = y(UNV)xR"

dana sa
Wod (p,u)=(¥od™ (p),Dpyrog™) - u).

Ta funkcija je iz CP~!. i

Definicija 2.2.7. Neka su E i B dvije glatke mnogostrukosti, i & : E — B glatko preslika-
vanje. Za (r, E, B) kaZemo da je vektorski sveZanj ranga n (E je totalni prostor, B je baza,
i R" viakno) ako:

(i) mje surjekcija;
(ii) postoji otvoreni pokrivac (U;),c; za B,i difeomorfizmi
h; : 7T_1(U,') — U; X R”,

takvi da za svaki x € U;:
hi(n'(x)) = x x R".

(iii) itakvida za i, j € J, difeomorfizmi
hioh;' : (UinU)xR" - (Uin U xR"

su oblika
h; o h;](X, y) = (x,8ij(x) - v),
gdje je gij : U;N U; — GI,R glatka funkcija.
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Svako vlakno 7~!(x) ima strukturu linearnog prostora. Preslikavanja h; se zovu triviali-
zacije vektorskog sveznja.

Definicija 2.2.8. a) Vektorski sveZanj ranga n, m : E — B, je trivialan ako postoji di-
feomorfizam h : E — B X R" koji ¢uva vlakna ( odnosno h : n7'(x) — {x} x R" je
izomorfizam vektorskih prostora).

b) Prerez sveZnja je glatko preslikavanje s : B — E takvo da m o s = Id (glatki odabir po
Jjednog vektora u svakom viaknu).

Neka su M i N dvije mnogostrukosti redom dimenzije ni k ,1 f : M — N glatka
funkcija. Nekam € M, 1 (U, ¢) i (V,¢) karte za M i N oko to¢ke m i f(m).

Definicija 2.2.9. Diferencijal od f u m je linearno preslikavanje
Tmf . TnM - Tf(m)N

koje je kao preslikavanje medu kartama zapravo diferencijal funkcije f takoder promatrane
kao funkcija medu kartama.

Teorem 2.2.10. Neka su M, N, P glatke mnogostrukosti, f : M — Nig: N — P glatka
preslikavanja. Za m € M vrijedi:

Tm(g © f) = Tf(m)g © Tmf

2.3 Vektorska polja

Definicija 2.3.1. Glatko vektorsko polje na mnogostrukosti M je glatki prerez tangencijal-
nog sveznja T M (odnosno glatko preslikavanje X sa M na TM takvo da, za svaki m € M,
X(m) € T,M). Sa I'(T M) oznacavamo vektorski prostor vektorskih polja na M.

Sada ¢emo definirati tangencijalni prostor na joS jedan nacin. Na skupu (neprekidnih,
CP?, glatkih, analitickih) funkcija definiranih na nekoj okolini to¢ke m € M (okolina ovisi o
funkciji) uvodimo relaciju ekvivalencije:

(f : U > R)~(g:V — R)akoisamo ako postoji
okolina W c U NV od m takva da je fiw = gw.

Definicija 2.3.2. Klase ekvivalencije u odnosu na ovu relaciju se nazivaju klice (germs)
(neprekidnih, C?, glatkih, analitickih) funkcija u tocki m. Prostore tih klasa oznacavat
éemo sa (C°(M), Ch(M), CX(M), i C2(M)).
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Napomena 2.3.3. Ako je M C? mnogostrukost, prostor Ch(M)(0 < p < o) je izomorfan
prostoru Cj(R"). Izomorfizam dobijemo tako da odaberemo kartu (U, ¢) za M oko tocke m,
i svakoj funkciji f definiranoj na okolini V tocke m pridruZimo funkciju f o ¢~' definiranu
na (U N'V).

Definicija 2.3.4. Derivacija na C' (M) je linearno preslikavanje 6 : Ch (M) — R takvo da
za f,g € Ch(M) vrijedi:
o(f - 8) = f(m)d(g) + g(m)d(f).

Skup svih derivacija oznacavamo sa Dh(M) ili D,,(M).
Lema 2.3.5. Neka je f funkcija klase C? oko O u R". Tada f ima zapis:

n

f@) = £0) = > hy(x),

=1
gdje su hj klase CP™'.
Dokaz.
'd
f(x) - f0) = f d—f(tX)dt
o at

1
—f(txl,...,txn)

=fZ—f< )d(tx) 0
:Z f( )(tx)dt

Teorem 2.3.6. Svaka derivacija od CS(R”)(p > 1) je oblika:

5(f) = Z&o@ﬂ
10

Dokaz. Nekaije f € Cy(R™), i f reprezentant od f. Vrijedi da je 5(f) = 6(f — £(0)), jer iz
definicije imamo 6(1 - 1) = 6(1) + 6(1) pa je 6(konst.) = 0. Iz prethodne leme imamo:

0
6@—Z&wmmgmw Mm(f)
|0

Ox/
j=1
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Preslikavanje f — %(O) ne ovisi o izboru reprezentanta f, i to preslikavanje je derivacija.
O

Analogni teorem vrijedi i za mnogostrukosti. Vektoru & € T,,M pridruZimo derivaciju
L; definiranu sa L:(f) = T,,.f - ¢ (Lieva derivacija u smjeru &).

Teorem 2.3.7. Preslikavanje & — Lg je linearni izomorfizam izmedu T,,M i D(M).

Dokaz. Neka je (U, ¢) karta za M takva da je ¢(m) = 0 € R", i (U, ¢,v) odgovarajuci
reprezentant za £(u smislu druge definicije za tangencijalni vektor). Tada

n . af
— -1 Ly = J| =L
Le(f) = d(f o ¢7)(0) - v = Z] v ( axj) (0).
Sada iskoristimo izomorfizam iz napomene2.3.3|i primjenimo prethodni teorem. O
Ako je (U, ¢) karta oko tocke m i (x!,. .., x") pripadne koordinatne funkcije, onda stav-

ljamo:

0 0
(—) () = (E)(f o ¢~ )(p(m)).
[m X

ox/

Zam € U, to su derivacije na C,,(M), ili po prethodnom teoremu, vektori u 7,, M.
Neka su sada X', ..., X" glatke funkcije na U, tada moZemo zadati vektorsko polje

n {0
X=) X'|—
2
1 preslikavanje Ly iz C*(U) u samoga sebe definirano sa:

Lyf(m) =} X'(m) (a—f) (2.1)
i=1 Im

U nastavku se koristi oznaka X.f := Lyf za derivaciju funkcije f u smijeru vektorskog
polja X.

Sada Zelimo poopciti prethodni teorem( sve promatrane mnogostrukosti i funkcije na
njima su glatke).

Definicija 2.3.8. Derivacija na M je linearno preslikavanje 6 sa C*(M) na samog sebe
tako da je :

za f,g € C™(M), o(f-8)=f-0(g)+g-o(f)
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Teorem 2.3.9. Preslikavanje X — Ly je izomorfizam vektorskog prostora vektorskih polja
I['(TM) i vektorskog prostora derivacija D(M).

Skup derivacija prirodno ima strukturu linearnog prostora. Ali kompozicija dviju deri-
vacija ne mora biti derivacija, jer

66'(fg) = f-(60'g) + (66" f) - g + (6/) - (6'8) + (6 f) - (68)
Iz ove formule mozemo odmah primjetiti sljedece svojstvo:
Lema 2.3.10. Ako su 6 i ¢’ dvije derivacije, tada je
606 —6 06
tekoder derivacija

Definicija 2.3.11. Operator Liejeve zagrade dvaju vektorskih polja X i Y, u oznaci [X, Y],
Jje vektorsko polje pridruZeno derivaciji LxLy — LyLy.

Prethodnu lemu moZemo dokazati i direktno. U lokalnim koordinatama imamo :

P "
X:;X’ﬁ i Y:;Y@.

Schwarzova lema za glatku funkciju f daje sljedece:

‘ Ox/ Ox/
J=1

=~ .0 )4 0X!
(LyLy — LyLy)f = ZZ’G—Q 7= Z (Xf— —y/ )
i=1

Lema 2.3.12 (Jacobijev identitet). Za vektorska polja X,Y i Z na M vrijedi:

(X, [Y,Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

2.4 Tenzorski sveznjevi

Za dani vektorski sveZanj E na mnogostrukosti M moZemo konstruirati razne sveZnjeve
E*, ®E,...sa odgovarajuima vlaknima E,, ®E,, u to¢ki m . konstrukciju provodimo za
E=TM.

Prvo definiramo ®”7T,,M i ® T M oponasanjem konstrukcije za T,,M i T M iz teorema[2.2.6|
Ako su (U, ¢) i (V,¥) dvije karte na M takve dajem € U NV i ¢(m) = Yy(m) = 0, i ako su
u,v € (R)®7, kazemo da su trojke (U, ¢, u) i ((V, ¢, v) ekvivalentne ako:

(Wos YO -u=v.
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Sada definiramo ®”T,,M kao skup svih klasa ekvivalencije gornje relacije i, kao u definiciji

preslikavanje u — [(U, ¢, u)] u oznaci Hﬁfﬁ’m je bijekcija. Ovo preslikavanje prenosi
strukturu linearnog prostora na ®”7,,M koja ne ovisi o izboru karte. Sada imamo "’ TM =
Upen P T,,M.

Na isti nacin definiramo 1 7*M , gdje na prostor E* gledamo kao na prostor transponiranih
vektora iz E. Trojke e ovdje biti ekvivalentne ako vrijedi

élwos™y | -n.

Kod definiranja sveznja (®’TM) ® (®T*M), relacija ekvivalencije na trojkama (U, ¢, r) 1
Vo, s) za
r,s € (®@R") ® (&(R")"),

dana je sa
®p

s=(wosy©) s ([@evyO]) -n

Definicija 2.4.1. Prostor T, M je kotangencionalni prostor na M u tocki m, a T*M je
kotangencijalni sveZanj.

Definicija 2.4.2. (p, q))-tenzor na M je glatki prerez sveznja T, gdje T, oznaka za (T M)®
(®1T*M),.

Izraz tenzor se koristi kao pokrata za tenzorsko polje”. Za (p, g)-tenzor se kaze da je
p (puta) kontravariantan i g (puta) kovariantan tenzor. Skup tenzora tipa (p, g) se oznacava
sa (T} M). To je realni vektorski prostor i C*-modul.

Za tenzore na vektorskim prostorima imamo algebarske operacije:

i) tenzorski produkt, t.j. za sve (p, g, p’, q¢’) prirodno bilinearno preslikavanje

E® @ (E"® @ E® @ (E*)®7 — E®PP) g (E*)®4+1),

Cij(X1® - ®x,®y® - ®Y,)
=YX ® - ®%5®  ®x, QY| ® - ®Y;® QY.

Primjer 2.4.3. Na EQE", sto je izomorfno sa EndE (A — V'-Aw), jedinstvena kontrakcija
je trag.

Produkt tenzora i kontrakcije na mnogostrukosti M definiramo na svakom vlaknu po-
jedinacno.
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Definicija 2.4.4. Unutarnji produkt vektorskog polja X i kovarijantnog tenzora tipa (0, p)
je tenzor ¢ (X ® S) ( tipa (0, p — 1)), definiran sa:

(xS )m(xp, -+, Xp—l) =8,X(m), x;,---, xp—l)-
Propozicija 2.4.5. Neka je ¢ : M — N glatko, i S (0, p)-tenzor na N. formulom
S;ln(xl’ U ’xp—l) = Sm(Tm¢ TXL Tm¢ ' -xp)a

(gdje jem € M i x; € T,,M) je definiran (0, p)-tenzor na M, nazivamo ga povlak od S po
@, i oznacavamo ¢*S.

Propozicija 2.4.6. a) Neka je ¢ : M — N glatko. Tada za « i B redom iz FTIQN i FT;)N,
P (a@®p) =P a¢p.

b) Ako jey : N — P drugo glatko preslikavanje, onda (y o ¢)* = ¢* o ",

Ako pretpostavimo da je ¢ difeomorfizam, onda mozemo definirati ¢* za sve tipove
tenzora. Za vektorsko polje ['(T'N), stavljamo da je ¢*X(m) = T¢(m)¢‘1 - X(¢(m)). Nadalje
prosirujemo ¢* do I'(T) M) uz uvjet da je zadovoljeno svojstvo a) iz prethodne propozicije.
Tako definirano preslikavanje ¢* komutira s kontrakcijama.

Primjer 2.4.7. Neka je {(U;, ¢;)} atlas na M. Za (p, q)-tenzor S na M, promotrimo tenzore
S: = (¢;")*S definirane na otvorenim podskupovima ¢;(U;) od R". Za svaki par (i, j) za
koji je U; N\ U; # 0, vrijedi sljedece:

(¢)0 ‘l’?l)* (S jigwinuy)

= Siguinv)-
Obratno, za zadanu familiju tenzora S ; na ¢ U;) koja zadovoljava prethodne uvjete, postoji
jedinstveni tenzor S na M takav da je

Si=(#)S.

Stoga, kad god su tenzori i povlak definirani na otvorenim skupovima u R", moZemo defi-
nirati tenzore na mnogostrukostima.

Propozicija 2.4.8. Neka je P R-linearno preslikavanje medu prostorima T(T) M) i T (T M).
Sljedece je ekvivalentno:

a) Pje C*(M)-linearan,

b) zas,s u F(TZM), i tocku m u M za koju je s,, = s,,, tada je (Ps), = (Ps).
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Neka je P : F(TSM) — C*(M) C*(M)-linearno preslikavanje. Za svako vektorsko
polje X i svaki m € M, prethodna propozicija osigurava da P(X),, ovisi samo o X,, € T, M.
Nadalje, jasno je da je X,, — P(X),, linearna forma na 7,,M. Sada moZemo, prelaskom na
lokalnu trivijalizaciju od T, M, pokazati da je tako dobivena sekcija sveznja T*M glatka.
Obratno, ako je & glatka sekcija od T*M, preslikavanje X — &(X) iz F(T(%M) u C*(M)
je C*(M)-linearno. Ovo je dio poopcenog slucaja gdje se iskoriste izomorfizmi E* ® F =
Hom(E,F)i(E®F)" = E*®F" (za kona¢nodimenzionalne vektorske prostore), i prethodna
propozicija , da se pokaze kako je ekvivalentno zadati C*-linearno preslikavanje iz ['(T} M)

na T(T7M), ili sekciju sveznja I'((T) M)* ® (T{M)), tj. (g + r, p + 5)-tenzor.

Primjer 2.4.9. Ako operator zagrade gledamo kao bilinearno preslikavanje iz T'(T M) X
['(TM) ul'(TM), onda to nije tenzor. Za X,Y e I'(TM) i f,g € C*(M), imamo:

[fX,gY] = f(XQ)Y —g(Y./))X + fg[X, Y] (2.2)
Izvod:

Lisxgr1 = LyxLey — LeyLyx
=Lsxg-Ly — Leyf - Lx
=f- (Lngy) -8 (LyfLx)
=f -(Lxg-Ly+g-LxLy)—g-(Lyf -Lx+ f - LyLx)
=f-Xg-Ly—g-Yf-Lx+ fg- Lixy

Primjer 2.4.10. MoZemo gledati na g-kovarijantni tenzor kao na q linearnu formu na
C*(M) modulu I'(TM)1. Ovaj nacin gledanja ¢e nam biti koristan u nastavku, gdje cemo
se susretati sa podsveZnjevima od Tg bilinearnih simetricnih formi, u oznaci S*M, pod-
sveZnjevima od T)M (k = 1,--- ,n = dim M) vanjskih k-formi, u oznaci A*M, i sa pripad-
nim prostorima prereza, bilinearnih simetricnih formi i vanjskih formi na M.

Definicija 2.4.11. Vanjska forma stupnja k na mnogostrukosti M je glatki prerez sveinja
AM.

Za vektorski prostor E, na ® E postoji operator antisimetrizacije, koji je definiran na
komponentinim tenzorima na sljedeci nacin:

Ant(x| ®---® x;) = Z Sign(8)xs1) ® * -+ ® Xy(k).

SESk

Na k-formama to izgleda ovako: za f € ® E* imamo

(ANO(x1, -+, x0) = ) sign()f (s =+ s Xago):

SES &
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vanjski produkt od f € A*E* i g € A'E* je (k + [)-antisimetri¢na forma definirana sa

1
fAg= mAHt(f@’g)-

Gornji pojmovi se proSiruju na podsveZzanj AfM, antisimetri¢nih tenzora iz T,?M .

2.5 Riemannova metrika

Teorem o egzistenciji

Definicija 2.5.1. Riemannova metrika na M je glatka i pozitivno definitna sekcija g sveZnja
S2T*M simetri¢nih bilinearnih formi na M.
0
Neka su ( 6xi)(1_gi§n)
u,v € T,,M sa zapisima

koordinatna vektorska polja u lokalnoj karti oko tocke m. Neka su

N0 N .0
= l—. 1 = l_‘ .
. ;uax’m ’ ;vaxﬂm
Tada je g,(u,v) = X ; gij(myu'v’, gdje je
0 0
gij(m) =g (@W, %W) .
oznacavati ¢emo g = 3, ; g dx' ® dx/, ili skraceno:
g= Z gijdxidxj.
bj

Kako bi dokazali teorem o egzistenciji za Riemannovu metriku, iskoristit ¢emo ska-
larne produkte definirane na otvorenim skupovima u R”, spojiti ih preko karti, te tako
dobiti skalarni produkt na cijeloj mnogostrukosti. Zato nam treba pojam particije jedinice.

Teorem 2.5.2. Neka je M glatka i prebrojiva u beskonacnosti( prebrojiva unija kompa-
kata). Neka je (U;)er otvoreni pokrivac za M. Tada:

i) postoji lokalno konacan otvoren pokrivac (Vi) ek, upisan pokrivacu (U;), odnosno:

a) svaki Vi je sadrZan u nekom U,

b) oko svake tocke m € M postoji otvoren skup W koji sijece samo konacan broj
skupova Vy,



2.5. RIEMANNOVA METRIKA 33

ii) postoji familija (ax)wek) realnih glatkih funkcija na M takva da je:

a) nosac od ay sadrzan u Vi,

b) a je nenegativna, i za svaki m € M, vrijedi:
D am =1,

(za fiksni m, suma je konacna). KazZemo da je (ay) particija jedinice upisana u pokrivac

Vo).

Sve mnogostrukosti koje promatramo u ovom radu su povezane i prebrojive u be-
skonacnosti. Uz ove predpostavke imamo sljedece:

Teorem 2.5.3. Na svakoj mnogostrukosti postoji barem jedna Riemannova metrika.

Dokaz. Neka je (Uy, fi)kek) atlas takav da je (Uy) lokalno konacan pokrivac za M, i neka
mu je (@) upisana particija jedinice. Za skalarni produkt g na R" (n = dimM) i k € K,
neka je g = f(q) (gx je Riemannova metrika na Uy) i g = >, axqy. q je glatka i pozitivno
definitna sekcija od S2T*M. Ako je m € M, postoji najmanje jedan j € K takav de je
a;(m) > 01 ako je u € T,,M nenul vektor, tada

gl 1) = ) ngulu, ) = a;(m)g,(u, 1) > 0.
k

Neka su (U, f)1(V, f’) dvije lokalne karte na M. Ako je g zadana sa (gx)(odnosno (g;;))
s obzirom na odgovarajuce koordinatne sustave (x;)( odnosno (y;)), tada je

Z oxk (?x 0
0y Gyf a0y 6y1 0x" ax)’

odnosno
(gi) = (@) (gu)(@7h,

gdje je @ jakobijeva matrica funkcije prijelaza (f’ o f71).
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Primjeri

Primjer 2.5.4. Euklidski prostor R* uz standardni skalarni produkt g veé ima Riemannovu
strukturu. Izracunajmo lokalne izraze za tu metriku u polarnim koordinatama.

%(r, 0) = (cosb, sinb) i %(r, 0) = (—rsinb, rcosH),

o 0 o 8
—. =1, g(—, — =r*
o 8
b :0’
85, 59

dakle g = dr* + r*d6’.
Primjer 2.5.5. Neka je na R"' dana kvadratna forma

(X, Xy = —Xg + 20+ + X

i neka je H" podmnogostrukost od R"*! definirana sa:

H' ={xeR"" :(x,x)=-1,x >0}
Bilinearna simetri¢na 2-forma

—dx} +dx} + ... +dx> e T(S’T*R™")

na H" inducira pozitivno definitan simetric¢an 2-tenzor g.

Za a € H", T,H" moZemo zadati kao ortogonalni komplement od a u odnosu na danu
kvadratnu formu {, ), a moZemo kao restrikciju od {, ) na taj podprostor. Kako je {a,a) < 0,
8a je pozitivno definitna forma.

Kovarijantne derivacije

Vektorsko polje ¥ na R” moZemo gledati kao glatko preslikavanje iz R"” na samog sebe.
Derivacij od Y u m € R" u smijeru vektora v € T,,R" ~ R" je vektor 7,,,Y - v = d,,Y - v.
Ako je X drugo vektorsko polje, derivacija od Y u tocki m u smijeru X, ¢e biti 7,,,Y - X,,.
Tako dobivamo vektorsko polje dY(X) kad m ide po R". Jasno je da, za svaki f € C*(R"),
dY(fX) = fdY(X), a raCun po koordinatama pokazuje da je dY(X) — dX(Y) = [X,Y].
Za mnogostrukosti ne postoji kanonski na¢in definiranja usmijerenih derivacija vektorskog
polja. Stoga radimo sljedece:

Definicija 2.5.6. Koneksija na glatkoj mnogostrukosti M je R-bilinearno preslikavanje sa
I'(TM)XT'(TM) u'(TM), koje zadovoljava sljedece uvjete :
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i) ZaX,Y e (TM) i f € C*(M), imamo
DixY = fDxY i Dx(fY)=(X.f)Y + fDyY,

gdje je X.f = Lxf derivacija funkcije f u smijeru vektorskog polja X (Lx je preslika-
vanje sa C*(M) na samog sebe definirano sa2.1)),

ii)
DyY — DyX = [X, Y.

Sljedeci rezultat je ”Deus ex machina” diferencijalne Riemannove geometrije.

Teorem 2.5.7. Na svakoj Riemannovoj mnogostrukosti (M, g) postoji koneksija koja je u
skladu sa zadanom metrikom, t.j. takva da tri vektorska polja X, Y, Z vrijedi:

X.g(Y,Z) = g(DxY.Z) + g(Y, DxZ).

Dokaz. X.g(Y,Z) = Lx(g(Y,Z)) je derivacije funkcije m — g,(Y, Z,,) u smijeru vektorskog
polja X. Tada
X.8(Y,Z) = g(DxY,Z) + g(Y, Dx2),

Yg(Z,X) = g(DyZ,X) + g(Z, DyX),
29X, Y)=g(DzX,Y)+ g(X,DzY).
ako zbrojimo prve dvije jednakosti i oduzmemo trecu,te iskoristimo svojstvo ii), onda do-
bijemo
28(DxY,2) =X : g(Y,Z2) + Y(Z,X) - Z.8(X,Y) (2.3)
+8([X, Y1, 2) - (X, Z]. Y) — g([¥. Z], X),

odakle dobivamo jedinstvenost za od D.

Kako bi dokazali egzistenciju od D, provijeri se (koriStenjem svojstva[2.2]operatora Liejeve
zagrade) da je desna strana u C*-linearna po Z. Iz propozicije|2.4.8| za zadana vektor-
ska polja X 1 Y, desna strana definira (0, 1)-tenzor, i DxY Ce biti vektorsko polje pridruzeno
tom tenzoru u metrici g. Na kraju se joS provijeri (koriste¢i da DxY zadovoljava svoj-
stva koneksije 1), ii). O

Definicija 2.5.8. Ova koneksija je Levi-Civita koneksija, ili kanonska koneksija, u odnosu
na metriku g.

Primjer 2.5.9. Kanonska koneksija Euklidskog prostora je DxY = dY(X).

Napomena 2.5.10.
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i) Prisjetimo se da ako imamo jednakost DyxY = fDxY, za svaku glatku funciju, onda
ona za zadani Y povlaci da (DxY),, ovisi samo o X,,. Stoga, na koneksiju D moZemo
gledati kao na familiju bilinearnih preslikavanja sa T,, M xXU(T M) u T,,M, indeksiranu
sam € M, i definiranu sa (v, Y) = (D, Y).

ii) (DxY),, ovisi, u svakoj koordinatnoj okolini(za X,, # 0), o vrijednostima od Y i njego-
vih "prvih derivacija” u tocki m.

Propozicija 2.5.11. Neka je g Riemannova metrika, i X, Y dva vektorska polja na mnogos-
trukosti M, zadan redom u lokalnum koordinatama sa

g:;gijdxi@)dxj, ;Xi(% i ;Yi%.

U ovim koordinatama imamo :

n n aYl n . . (9
_ J i yiyk
DyY = El El X £ + .kg 1l“ij Y o

= J= Jk=

i 0

. .. i . . 8 _ won . . 9
gdje su funkcije I definirane izrazom Dﬁﬁ = D Iy g Stavimo li za Ovgij = 378ij

onda imamo:

I = % ; g (5j8k1 + 0kg1j — algij) :

ProSirenje kovarijantnih derivacija na tenzore:

Propozicija 2.5.12. Neka je X vektorsko polje na M. Endomorfizam Dy od T'(T M) ima
Jjedinstveno prosirenje do endomorfizma na prostoru tenzora, koji ima istu oznaku Dy, te
cuva tip tenzora i zadovoljava sljedeca svojstva:

i) za svaki tenzor S € T(T})(za p > 01i g > 0), i bilo koju kontrakciju ¢ na T; M,
Dx(c(S)) = c(DxS).
ii) Za sve tenzore S i T,
Dx(S®T)=DxS ®T + S ® DxT.

Kako je Drx = fDx, za svaki tenzor S, (DxS§),, ovisi samo o vrijednosti vektor-
skog polja X u tocki m. Dakle, za svaki m € M imamo linearno preslikavanje sa 7,,M
u (®"T,,M)® (®T, M), odnosno glatki prerez sveznja T;’ M, atoje (p,q + 1)-tenzor.
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Definicija 2.5.13. Kovarijantna derivacija, u oznaci D, je familija linearnih preslikavanja
sa D(TYM) u FT;’HM definirana kao gore (0 < p,q < o00). Oznaka za D je zbog cinjenice
da za svaki tenzor S, tenzor DS ima kovarijantni stupanj(degree) za jedan veci od S .

Primjer 2.5.14. Ako je f € C*(M), onda iz imamo da je (0,2)-tenzor Ddf sime-
trican. Nazivamo ga Hessijan funkcije f.

2.6 Tenzor zakrivljenosti

Neka je Z vektorsko polje na Riemannovoj mnogostrukosti (M, g). Kovarijantna derivacija
(1, 1)-tenzora DZ je (1, 2)-tenzor definiran sa

(D3 ,)Zy = DADyZ)y — (Dp,yZ,,

gdje je Y vektorsko polje takvo de je Y, = y.
(D3,Z — D3, Z),, ovisi samo 0 Z,,.

Propozicija 2.6.1. Preslikavanje
(X,Y,Z) > D3, Z - D}, Z
sal'(TM)XT(TM) X IT(TM) uI'(TM) je C*(M)-linearno.

Dokaz. Linearnost u prva dva argumenta je posljedica same definicije kovarijantne deriva-
cije. Za treci, raspisujemo :

Dy yZ — DyyZ = DxDyZ — DpyZ — DyDxZ — Dp,x
= DxDyZ — DyDxZ — Dixy,Z.
Iskoristimo svojstvo ii), za koneksije, iz definicije 1 dobivamo
DiyfZ - DyyfZ = f(Dyy - Dix) + dZ.

gdje je a funkcija dana sa X.(Y.f) — Y.(X.f) — [X,Y].f . Iz definicije operatora Liejeve
zagrade dobivamo da je a = 0. O

Definicija 2.6.2. Tenzor zakrivljenosti Riemannove mnogostrukosti (M, g) je (1, 3)-tenzor
definiran sa
Rm(x’ y)Z = (D%/X - D?{YZ)m

= (Dy(DxZ) — Dx(DyZ) + Dix y\Z)m
gdje su X,Y,Z e I'(TM) takvi da je X,, = x,Y,, =y, Z,, = Z.
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Korisno je uvesti (0,4)-tenzor pridruzen tenzoru R. Oznacit ¢emo ga isto sa R, a de-
finiramo sa R, (x,y,2,1) := gu(Ru(x,y)z,t). Tocku m u oznaci ¢emo izostavljat ako to ne
dovodi do zabune.

Propozicija 2.6.3. Za x,y,z,t € T,,M, imamo
i) R(x,y,z,1) = =R(y, x,2,1) = =R(x, y, 1, 2);
ii) R(x,y,2,t) + R(y, 2, x, 1) + R(z, x,y,1) = 0;
iii) R(x,y,2,t) = R(z,t, x,y).

MoZemo spojiti svojstva i) i iii) kako bi pomocu R,, dobili simetri¢nu bilinearnu formu
om na AT, M. Dobijemo ju tako da stavimo

pm(x AY,ZA t) = Rm(x, V> 2, l)-

Sada moZemo A>T,,M snabdijeti skalarnim produktom koji je pridruZen skalarnom
produktu g, a tako da p,, moZzemo identificirat sa samoadjungiranim endomorfizmom na
A’T,,M, koji éemo zvati operator zakrivljenosti.

Taj skalarni produkt, koji takoder ozna¢avamo sa g,,, je zadan sa

gn(x.2) gulx, r))_

m(X Ay, zAt)=det
gn(x Ay ) (gm(y,z) gm(y,1)

Neka je G2 M 2-Grassmann od T, M, i
G*M = U,y G2 M
Ako je P 2-ravninau T,,M sa bazom (x,y), onda

Ru(x,y,x,y)
gn(Xx Ay, x Ay)

ne ovisi o izboru baze.

Definicija 2.6.4. Prerezna zakrivljenost Riemannove mnogostrukosti (M, g) je funkcija
P — K(P) na G*M koju smo zadali gornjim razlomkom. Prereznu zakrivljenost ravnine
Rx + Ry éemo oznaciti sa K(x,y). Ako je baza {x,y} ortonormalna , onda je K(x,y) =

R,.(x,y,x,y).

Teorem 2.6.5. Prerezna zakrivljenost u potpunosti odreduje tenzor zakrivljenosti.
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Promotrimo op¢i slucaj, 1 pretpostavimo da je K(P) konstantna na svakom Grassmanu
G2 M. Kako tenzor

R, 9, 2,0) = 8, )8 (s 1) = (X, Dgm(¥, 2)

ima sva svojstva navedena u propoziciji2.6.3|, 1z prethodnog teorema slijedi da je R = fR°,
gdje je f € C*(M).

Definicija 2.6.6. Za Riemannovu mnogostrukost kaZemo da je mngostrukost sa konstant-
nom zakrivljeno§éu( odnosno, sa pozitivnom, sa negativnom), ako je prerezna zakrivlje-
nost konstantna (odnosno pozitivna, negativna). Za Riemannovu mnogostrukost ¢iji tenzor
zakrivljenosti iS¢ezava kaZemo da je ravna.
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Sazetak

U ovom radu prvo navodimo neka svojstva regularnih ploha u R?, kao $to je pojam Riemannovog
tenzora definiran na tim plohama, i navodimo dokaz Gaussovog Velicanstvenog teorema.
Nakon toga navodimo osnove diferencijalnih mnogostrukosti ukljuujuéi i pojam Riemannove
metrike. Zatim obradujemo pojam Riemannovih mnogostrukosti i prou¢avamo neka nji-
hova svojstva.






Summary

In this thesis we first recall some properties of the regular surfaces in R?, like the notion
of the Riemann tensor of this surfaces and present a proof of the Gauss’s Theorema Egre-
gium. Afterwards we present basics of Differential manifolds including a concept of the
Riemannian metric on. Then we elaborate the notion of a Riemannian manifolds and study
some of its properties.
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