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Uvod

Ovaj rad se bavi proucavanjem izraunljivosti i srodnih pojmova na metri¢kim i topoloskim
prostorima. Sam pojam izracunljivosti koji je prirodno definiran na skupu prirodnih bro-
jeva se proSiruje i1 na cijele, racionalne i1 naposljetku realne brojeve. Nadalje, pokazani su
mnogi rezultati koji spajaju svojstva metrickih 1 topoloSkih prostora, kao Sto su neprekid-
nost, kompaktnost, otvorenost, zatvorenost i drugi, sa svojstvima kao §to su izracunljivost,
poluizraCunljivost, rekurzivna prebrojivost itd.

Osnovni znacaj ovog rada je Sto se poopcavaju rezultati iz ¢lanka [6l] napravljeni za izra-
cunljive metricke prostore na izraunljive topoloSke prostore.

Tijekom cijelog rada navedeni su svi pojmovi i definicije nuZne za cjelovitost 1 smislenost
rada, od onih elementarnih koji se obraduju na standardnim kolegijima tokom studija do
onih naprednijih vezanih za tematiku rada. Gotovo sve tvrdnje su detaljno dokazane i neke
odabrane potkrepljene slikama radi bolje vizualizacije. Za onih nekoliko tvrdnji koje nisu
dokazane navedena je literatura gdje se pripadni dokaz moZe pronaci.

Rad je logicki podijeljen u tri poglavlja. U prvom poglavlju govorimo opcenito o izraunlji-
vosti. Tako navodimo osnovne pojmove i definicije vezane za izraCunljivost koji se susrecu
u standardnom kolegiju Izracunljivost. Potom, razradujemo izracunljivost u skupovima Z,
Q 1 R Sto predstavlja osnovu za cijeli rad i1 razmatranja koja provodimo u ostalim poglav-
ljima.

U drugom poglavlju ,,Izra¢unljivi metricki prostori” krenuvsi od same definicije metrickog
prostora razradujemo teoriju i dolazimo do pojma izracunljivog metrickog prostora. Nada-
lje, govorimo o rekurzivnim brojevima, gustim nizovima, rekurzivno prebrojivim skupo-
vima, poluizraCunljivim skupovima i navodimo mnoge rezultate iz teorije metrickih pros-
tora s ciljem povezivanja sa svojstvom izraunljivosti. Takoder, ovdje uvodimo pojam r.r.o.
funkcije koji ¢e odigrati vaznu ulogu u dokazivanju mnogih tvrdnji u radu. Naime, is-
postavit ¢e se da se mnoge stvari bitno jednostavnije dokazuju upravo zahvaljujuci ovim
funkcijama. U potpoglavlju ,,Lokalna izracunljivost” uvodimo pojam izracunljivost do na
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skup koji je bitan za razvoj same teorije. Nadalje, bitni pojmovi koji se provlace kroz cijeli
rad a uvedeni su u ovom poglavlju su i formalna sadrZanost i formalna disjunktnost.

Nakon $to smo u drugom poglavlju detaljno objasnili i dokazali mnoge tvrdnje vezane za
lokalnu izracunljivost u metrickim prostorima, u treCem poglavlju pokusavamo te tvrdnje
traslatirati u topoloSke prostore i pokazati postojanje ekvivalentnih tvrdnji i rezultata i u
topoloSkim prostorima. Kre¢emo od samih osnovnih definicija topoloskih prostora pa pos-
tepeno gradedi teoriju dolazimo do mnogih rezultata koji povezuju topoloske prostore i
izracunljivost. Dosta rezultata iz same topologije ovdje su objasnjeni i dokazani. Uvedeni
su pojmovi kao npr. Chb—kompaktnost.

Na kraju, rad je ispunio svoju svrhu kao zavr$ni rad za diplomski studij racunarstva i ma-
tematike, ali je ujedno i premasio te okvire zbog originalnih elemenata koje sadrzava.



Poglavlje 1

Izracunljivost

1.1 Osnovni pojmovi i definicije
Nekasuk,ne N\ {0}te S4,...,S, € N¥. Neka su
g1:51—->N, g:8->N, ..., g.:5,—-N.
Nekaje T € N"te f: T — N. Definiramo k-mjesnu funkciju 4 sa
W) = flgi(D),....8(D), TeN-

Ovo znaci da je domena funkcije / skup

{esin...nS 1 (g1@),....8.(%) € T)}

i za ¥ iz tog skupa je
hx) = f(g1(), ..., g:(%).

Kazemo da je funkcija 4 dobivena kompozicijom funkcija f, g1, .. ., &u-

Nekajen € N\ {0} te f: N* — Nig: N**2 — N. Definiramo funkciju #: N**! — N sa

h(o’xl"--’xn) :f(-x’-l,"',xn)
h(y+ laxla"~axn) :g(h(y5-xl7~"7-xn)5y5-xla"'5-xn)'

Za funkciju h kazemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.
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Pojam da je & dobivena primitivhom rekurzijom od f i g na prirodan nacin proSirujemo i
naslu¢ajkadasu f: S - N, g: T —» N, gdjesu 7T C N*, § C N"*2; y tom slu¢aju domena
funkcije & je podskup od N*+!,

Nekaje n € N\ {0} te g: N**! — N. Definiramo

S:{(xl,...,xn)eN”

dy € N takav da je g(x1,...,x,,y) = 0}.
Neka je f: § — N definirana sa
JCos oo x) = py[g(xn, ..oy %0, y) = 0],
pri cemu uy [g(x1, ..., x,,y) = 0] oznacava najmanji y € N takav da je g(xy,...,x,,y) = 0.

Pisemo i f(¥) ~ puy[g(¥, y) = 0], ¥ € N".
Za funkciju f kazemo da je dobivena primjenom u — operatora na funkciju g.

Pojam, da je f dobivena primjenom u—operatora na g, na prirodan nacin prosirujemo i na
sludaj kadaje g: T — N, gdje je T € N1,

Neka su s,z: N — N funkcije definirane sa s(x) = x+ 1, z2(x) = 0. Zane€ N,n > 11
jel{l,...,n}nekaje I;?: N" — N projekcija na j-tu koordinatu, tj. I;?(xl, coXy) =X Za
funkcije s, z, I;? ,neN,n>1,je{l,..., n} kazemo da su inicijalne funkcije.

Definiramo skupove ¢,, n € N na sljedeci nacin:
e Neka je ¢ skup svih inicijalnih funkcija.
e Pretpostavimo da je n € N, te da smo definirali ¢,.

e Tada definiramo A kao skup svih funkcija koje se mogu dobiti kompozicijom i pri-
mitivnom rekurzijom od funkcija iz ¢,, te stavimo ¢,,; = A U ¢,

Za uniju U,cne, kazemo da je klasa primitivno rekurzivnih funkcija, a za elemente tog
skupa kazemo da su primitivno rekurzivne funkcije.
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Za x,y € N neka x—y oznaCava broj definiran sa

) x—y, akojex>y
xX—=y =
Y 0, inace

Funkciju N? — N, (x,y) — x—y nazivamo modificirano oduzimanje.

Neka su sg, sg: N — N funkcije definirane sa

) , x>1
sg(x) = "
& 0. x=0
_ 0, x>1
S2(X) = .
g(x) {1’ =0

MozZe se pokazati da su funkcije sg, sg i modificirano oduzimanje primitivno rekurzivne.
Nadalje, i sljedeée funkcije sa N u N su primitivno rekurzivne:

D (xxy)—x+y
2) ()P x-y
3) (x,y) — max{x, y}
4) (x,y) = min{x, y}

5) (x,y) =[x =)yl

Zaf:S — N, S C Nfkazemo da je totalna ako je S = NF,

Definirajmo skupove ¢y, ¢1, ¢, ... induktivno na sljedeci nacin:
e Neka je ¢ skup svih inicijalnih funkcija.

e Pretpostavimo da je m € N, te da smo definirali ¢,,.



6 POGLAVLIJE 1. IZRACUNLJIVOST

e Tada definiramo ¢,,,; kao skup svih funkcija oblika 4: § — N, gdje je S C Nf za
neki k > 1, tako da vrijedi jedno od sljedeceg:
— h je dobivena kompozicijom funkcija f, g1,..., 8, gdje su f, g1,...,8n € ¢m
— h je dobivena primitivnom rekurzijom od f i g gdje su f, g € ¢
— h je dobivena primjenom p-operatora na f gdje je f € ¢,
- hegp,.
(Jasno je da vrijedigy C1 € ... C @ S @1 S....)

Za funkciju f: S — N, gdje je S € N, k > 1 kazemo da je parcijalno rekurzivna ako je
f € ¢ zaneki m € N. Dakle U,,en¢,, je skup svih parcijalno rekurzivnih funkcija.

Vrijedi sljedece:

1) ako su f,gi,...,g, parcijalno rekurzivne funkcije i 4 dobivena kompozicijom od
f,&1,-..,8n, onda je i h parcijalno rekurzivna funkcija

2) ako su f 1 g parcijalno rekurzivne funkcije i 4 dobivena primitivnom rekurzijom od
f1g,onda je i h parcijalno rekurzivna funkcija

3) ako je g parcijalno rekurzivne funkcije i f dobivena primjenom p—operatora na g,
onda je i f parcijalno rekurzivna funkcija.

Za funkciju kaZemo da je rekurzivna ako je parcijalno rekurzivna i totalna.

Uocimo da je svaka primitivno rekurzivna funkcija rekurzivna.

Uod&imo sljedeée: ako su f, g: N*¥ — N funkcije, onda je funkcija f + g kompozicija funk-
cije N> - N, (x,y) — x + y i funkcija f i g. Stoga je f + g rekurzivna funkcija ako su f i

g rekurzivne.
Isto tako, f - g je rekurzivna ako su f i g rekurzivne.

Dokazi sljedecih dviju propozicija se mogu naéi u [[9]].
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Propozicija 1.1.1. Nekajen € N, n > 1. Neka su g: N""' — Nia, B: N* — N rekurzivne
funkcije. Neka je f: N" — N funkcija definirana sa

0, inace

= {z,i(?m 8.3, ako je a(%) < ()

Tada je f rekurzivna funkcija.

Propozicija 1.1.2. Nekajen € N, n > 1. Neka su g: N**' — Nia, B: N* — N rekurzivne
funkcije. Neka je h: N* — N funkcija definirana sa

h(%) = { '?:(i)(f) g(i, %), ako je a(X) < B(¥X)

1, inace

Tada je h rekurzivna funkcija.

Nekajek > 1,te S € N, Za skup S kaZemo da je rekurzivan ako je njegova karakteristi¢na
funkcija ys : N¥ — N rekurzivna:

1, ¥eS

Xs(f)={0’ Pes”

Neka je k € N te ¢,: N — N funkcija definirana sa ¢ (x) = k, Vx € N.

Lako se vidi da je ¢, primitivno rekurzivna funkcija za svaki k € N.

Propozicija 1.1.3. Neka je a € N te G: N> — N rekurzivna funkcija. Neka je f: N — N
funkcija definirana sa

fO)=a
fO+1)=G(f0),).

Tada je f rekurzivna.
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Dokaz. Nekaje f': N> — N funkcija definirana sa f'(y, x) = f(y).
Imamo

[0, %) = f(0) = a = cux)
FOo+Lx=f0+1)=G(f».y) =G(f'(¥.%),)

Definiramo funkciju H: N*> — N sa
H(a,b,c) = G(a,Db).

Uocimo da je H kompozicija funkcija G, I?, Ig, pa je rekurzivna.
Dakle vrijedi

(0, x) = cu(x)
fo+1L,x)=H(f'»,x,y,x).

Dakle, f” je dobivena primitivnom rekurzijom od ¢, 1 H, pa je f’ rekurzivna funkcija.
Imamo

J) = f(x, %)

pa je f rekurzivna kao kompozicija funkcija f7, I, I} . m

Propozicija 1.1.4. Neka sun, k € N\{0}. Nekasu F, ..., F,: N* — N rekurzivne funkcije.
Neka su S 1,...,S, € NF rekurzivni skupovi takvi da za svaki % € NF postoji tocno jedan
i€{l,...,n}takavdaje X € S,.

Neka je f: N* — N definirana sa

Fi(X), dakojeXe S,

Fy(%), akojeXeS,
="

F,(%), akojeXeSs,.
Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Za svaki X € NF vrijedi

FE) = Fi(®) - xs,(0) + Fa(® - x5,(8) + ... + Fo(2) - xs,(0).

Dakle f je rekurzivna funkcija kao konacan zbroj rekurzivnih funkcija. m|
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Zan € N, neka je p, (n + 1)-vi prosti broj. Dakle py = 2, p; = 3, p, =5, itd.
Neka je h: N?> — N funkcija definirana sa

hGii) {eksponent s kojim p; ulazi u rastav od j na proste faktore, akoje j >0
J1) = . .
1, j=0

Za j, i€ N broj h(j, i) oznacavamo sa {j);.

Neka je len: N — N funkcija definirana sa

len(x) najveli k € N takav da pglx, x>2
en(x) =
0, x=0ilix=1.

Funkcije N —» N, i = p;, N> = N, (j,i) — {j); te funkcija len su primitivno rekurzivne

(vidi [[9]]).

Neka je S € N. Za S kazemo da je rekurzivno prebrojiv skup ako je S = 0 ili ako postoji
rekurzivna funkcija f: N — N takva daje S = f(N).

1.2 Izracunljivost u Z

Neka je k € N\ {0} te neka je f : N* — Z. Za f kaZemo da je rekurzivna ako postoje
rekurzivne funkcije u,v : N¥ — N takve da je

f(x) = (=1)"Yu(x), VYxe N (1.1)

Lema 1.2.1. Neka je k € N\ {0} te f : N* — Z. Tada je f rekurzivna funkcija ako i samo
ako postoje rekurzivne funkcije a, b : N* — N takve da je f(x) = a(x) — b(x), ¥Yx € NF,



10 POGLAVLIJE 1. IZRACUNLJIVOST

Dokaz. Pretpostavimo da je f rekurzivna funkcija (kao funkcija u Z). Tada postoje funkcije
u,v : N¥ — N takve da f(x) = (—1)"Pu(x), Vx € N¥. Tada vrijedi

(=1)"u(x) = x2(v(0))u(x) = Y1 (0))u(x)

pa je jasno da traZene funkcije a i b postoje.

Obratno, pretpostavimo da postoje rekurzivne funkcije a,b : N¥ — N takve da je f(x) =
a(x) — b(x), Yx € N*, Vrijedi:

a(x) — b(x) = (—1)@(“(@417()6))

a(x) — b(x)|.

Iz ¢injenice da su funkcije sg, (x,y) = x=y i (x,y) — |x —y| rekurzivne slijedi da je f
rekurzivna. o

Propozicija 1.2.2. Neka je k € N\ {0} te neka su f,g : N* — Z rekurzivne funkcije. Tada
su rekurzivne i funkcije —f, f+g, f-g: Nt = Z.

Dokaz. Prema prethodnoj lemi postoje rekurzivne funkcije a, b, a’, b’ : N¥ - N
takve da je f(x) = a(x) — b(x), g(x) = a’(x) — b’'(x), Vx € NF,

Imamo:

—f(x) = b(x) - a(x)
J(x) + 8(x) = (a(x) + d'(x)) = (b(x) + b'(x))
f(x) - 8(x) = (a(x)d'(x) + b()b'(x)) = (a(0)b'(x) + b(x)a' (x)).

Koriste¢i &injenicu da su zbroj i produkt rekurzivnih funkcija N* — N rekurzivne funkcije,
iz ovoga i prethodne leme slijedi tvrdnja propozicije. O

Uocimo sljedece:

(1) Ako je f : N¥ — Z rekurzivna funkcija, onda je |f] : N* — N rekurzivna funkcija
(kao funkcija N* — N), jer je |f| = u(x), gdje je u funkcija iz (1.1). Posebno, ako je
Im f C N, onda je f rekurzivna kao funkcija N* — N.
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(2) Nadalje, ako je f : N¥ — N rekurzivna funkcija, onda je f rekurzivna i kao funkcija
N — Z (jer je f(x) = (=1)°f(x)).

1.3 Izracunljivost u Q

Neka je k € N \ {0} te neka je f : N¥ — Q. Za f kaZemo da je rekurzivna funkcija ako
postoje rekurzivne funkcije u,v,w : N¥ — N takve da je v(x) # 01 f(x) = (—1)W(’C)%,
Vx € NF,

Uoc&imo sljedeée: funkcija f : N¥ — Q je rekurzivna ako i samo ako postoje rekurzivne
funkcije u : N* — Ziv: N* — N takve daje v(x) # 01 f(x) = “2 Vx e NF,

v(x)?

Propozicija 1.3.1. Neka je k € N\ {0} te neka su f,g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada
su i funkcije —f, |fl, f+g, f-g: Nt — Q rekurzivne. Ako je f(x) # 0, Vx € N* onda je i
funkcija 1/f : N* — Q rekurzivna.

Dokaz. Buduéi da su f i g rekurzivne, postoje rekurzivne funkcije u, v’ : N¥ — Z i
v, v/ : N¥ — N takve da je

fx) = @ g(x) = u/(X)’ Vx € N-.
v(x) V'(x)
Imamo x) W)  uxV () + ' ()vx)
u(x)  uw(x u(x)v'(x) + u (x)v(x
f(x)+g(x) = ) + v (x) = V() (x)

pa iz propozicije [[.2.2] slijedi da je f + g rekurzivna funkcija. Analogno dobivamo da su
—f, |fl, f - g rekurzivne funkcije.
Bududi da je f rekurzivna, postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢ : N¥ — N takve da je b(x) # 0
if(x)= (—1)‘7(")%. Pretpostavimo da je f(x) # 0, Yx € N, Tada je a(x) # 0, Vx € N* te
vrijedi

L — (—l)c(x)@

f(x) a(x)

pa je ocito da je 1/f rekurzivna funkcija. m|
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Uocimo:

(1) Svaka rekurzivna funkcija f : N¥ — Z je rekurzivna i kao funkcija N* — Q (jer je
(-1)"@u(x) = (1)@ X2 odie je ¢, : N¥ — N konstantna funkcija s vrijedno$éu 1).

ci(x)’
(2) Pretpostavimo da je f : N¥ — Q rekurzivna funkcija takva da Im(f) € Z. Neka
su u,v,w : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je v(x) # 01 f(x) = (—l)w(x)%,
Vx € N¥. Neka je x € N*. Iz f(x) € Z slijedi da je “3 € N, pa je “3 = | 40|
Dakle
u(x)
v(x)|'

Iz &injenice da je funkcija N> — N, definirana sa

f(x) = (—1)W("){

4] b>1

b) —
@) {0 b=0

rekurzivna, slijedi da je f rekurzivna kao funkcija N¥ — Z,

Propozicija 1.3.2. Neka je f : N¥ — Q rekurzivna funkcija. Tada su skupovi
{xe Nt fx) > 0},

{xe k| fx) =0},
{xeNF| fx) > 0}
rekurzivni.

Dokaz. Neka su u,v,w : N* — N rekurzivne funkcije takve da je v(x) # 01 f(x) =
(—1)"90H2 Yy € NE,
Oznacimo prvi skup sa S, drugisa 7T, atre¢isa V.

Neka je x € N¥, vrijedi

wi(x) M(X)

v(x)
Nekaje S| = {x | u(x) > O} 15, = {x | w(x) € ZN}. Skupovi S| 1§, su rekurzivni jer je

xeS o (-1) >0 u(x) >0 1 wkx) € 2N. (1.2)

Xs,(xX) = sg(u(x)),
Xs,(X) = xan(w(x)).
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Prema (1.2)), vrijedi:
xeSoxeS ixeS,oxesS; NS,

Dakle, S = S, NS, paslijedi da je S rekurzivan skup.
Za svaki x € N¥ vrijedi:

)

v(x)

xeT & (-1)"W =0 u(x) =0,

stoga je
xr(x) = sg(u(x)).

Zakljucak: T je rekurzivan.
[z V =S UT slijedi da je i V rekurzivan. O

Korolar 1.3.3. Neka su f,g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada su skupovi
{xeN| fn) < g).

{xe N | f(x) = g},
fre N ] f(0) < o)

rekurzivni.

Dokaz. Oznacimo prvi skup sa S, drugi sa T, a tre¢i sa V. Neka je h : N¥ — Q de-

finiran sa h(x) = g(x) — f(x). Dakle h = g + (—f), pa iz propozicije slijedi da
je h rekurzivna funkcija. Oito je S = {xe N*|h(x) >0}, T = {xe N [h(x) =0} i

V= {x € N | h(x) > 0} pa tvrdnja korolara slijedi iz propozicije|1.3.2 O

Neka su k,n € N \ {0}. Za funkciju g : N¥ — N” kaZemo da je rekurzivna ako su kom-
ponente funkcije od g rekurzivne, tj. ako su funkcije gi,...,g, : N¥ — N takve da je
g2(x) = (g1(x), ..., g.(x)), Vx € N¥, rekurzivne.

Uog&imo sljedeée: ako su g : N¥ — N"i f : N — N rekurzivne funkcije onda je i funkcija
fog: NF— N rekurzivna. Naime, funkcija f o g je kompozicija funkcija £, g1, . . ., g, koje
su rekurzivne, pri ¢emu su gy, ..., g, komponentne funkcije funkcije g.
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Propozicija 1.3.4. Neka su k,n : N\ {0} te neka je g : N* — N" rekurzivna funkcija.
(1) Ako je f : N" — Z rekurzivna funkcija, onda je i f o g : N* — Z rekurzivna funkcija.
(2) Akoje f : N" — Q rekurzivna funkcija, ondajei f o g : N* — Q rekurzivna funkcija.

Dokaz. (2) Neka su u,v,w : N* — N rekurzivne funkcije takve da je v(y) # 01 f(y) =
(=1)"04D 'yy ¢ N, Tada Vx € N¥ vrijedi

v(y)’

(f 0 9)(x) = f(8(x))

=(=1 W(&’(X))M
D &)
(uo g)(x)
_ (1)) '
D (vog)x)

Bududéi da su funkcije uo g, vo g, wo g : N*¥ — N rekurzivne, funkcija f o g : N¥ — Q je
rekurzivna.
Analogno dokazujemo tvrdnju (1). O

1.4 Izracunljivost u R

Neka je k € N, k > 1 te neka je f : N¥ — R. Za funkciju f kaZemo da je rekurzivna (kao
funkcija N¥ — R) ako postoji rekurzivna funkcija F : N¥*! — Q takva da je

|f(x) = F(x,d)| <27, ¥x e N¥, Vie N.
Za funkciju F kazemo da je rekurzivna aproksimacija funkcije f.
Lema 1.4.1. Neka je f : N* — R funkcija te neka su F : N**!' — Qi H : N¥ - N
rekurzivne funkcije takve da je
|f(x) = F(x,d)| < H(x)- 27", Yx e N¥, Vie N. (1.3)

Tada je funkcija f rekurzivna.
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Dokaz. Nekasux € NfijeN.
Prema (L.3)) vrijedi

(0 = F(x, i + H))| < H(x) - 27(#H0)
H(x)
= DHM
<27

—i

Definirajmo G : N¥*! — Q sa G(x,i) = F(x,i + H(x)). Imamo dakle da je
|f(x) = G(x,i)| <27, Vx e NK, VieN.

Preostaje jo§ dokazati da je funkcija G rekurzivna. Definirajmo funkciju g : N¥! — N+
sa

g(x,i) = (x,i+ H(x)), xe Nf, i e N.

Funkcija g je rekurzivna jer su njene komponentne funkcije rekurzivne (prvih k& kompo-
nentnih funkcija od g su projekcije, a zadnja komponentna funkcija od g je zbroj projek-
cije 1 rekurzivne funkcije). Iz G = F o g i propozicije slijedi da je G rekurzivna
funkcija. O

Uo&imo sljedece: ako je f : N¥ — Q rekurzivna funkcija, onda je f rekurzivna i kao funk-
cija N¥ — R.

Naime, definiramo funkciju F : N*! — Q sa F(x,i) = f(x). Imamo F(x,i) = f(g(x,1)),
gdje je g : N**! — NF funkcija definirana sa g(x, i) = x, pa iz propozicije slijedi da
je F rekurzivna. Za svaki x € N¥ i za svaki i € N vrijedi | f(x) — F(x, i)| =0 < 27, prema
tome f je rekurzivna (kao funkcija N* — R).

Lema 1.4.2.

(1) Nekaje f: N* — Q rekurzivna funkcija. Tada postoji rekurzivna funkcija H: N¥ — N
takva da |f(x)| < H(x), Vx € Nk,

(2) Nekaje f : N¥ — R rekurzivna funkcija. Tada postoji rekurzivna funkcija H: N¥ — N
takva da | f(x)| < H(x), ¥x € N¥,
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Dokaz.

ey

2

Imamo da je f(x) = (—l)W(x)%, Vx € N, pri ¢emu su u,v,w : N¥ — N rekurzivne

funkcije (v(x) # 0). Slijedi da je
|f()| = % <u(x) <u(x)+1, YxeN-

Stoga mozemo uzeti H(x) = u(x) + 1.
Uocimo prije svega da za sve a, b € R vrijedi
lal — 161 < la — b (1.4)

(er lal = la — b + b| < |a — b| + |b)).
Neka je F : N¥! — Q rekurzivna aproksimacija od f. Tada Vx € N*i Vi € N vrijedi

|f(x) = Fx,i)| < 27,
pa posebno za i = 0 dobivamo

|f(x) - F(x,0)| < 1 (1.5)
Koriste¢i (1.4), iz slijedi

lf0)| - [F(x,0)] < 1,

paje
[f()| < |F(x,0)| + 1.

Funkcija N* — Q, x - |F (x, 0)| + 1 je rekurzivna, Sto slijedi iz propozicije i
¢injenice da je funkcija N¥ — Q, x — F(x, 0) rekurzivna (prema propoziciji|l.3.4).
Prema dijelu (1) postoji rekurzivna funkcija H : N* — N takva da je

|F(x,0)| + 1 < H(x), VxeN-

Stoga je |f(x)| < H(x), Vx € Nk,
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Teorem 1.4.3. Neka su f,g : N* — R rekurzivne funkcije. Tada su rekurzivne i funkcije
~fIfl, f+e f-g: N >R

Dokaz. Neka su F,G : N¥*! — Q rekurzivne aproksimacije od f i g. Za svaki x € N i
Vi € N vrijedi

(= f0) = (= F(x,)| = | - f(x) + F(x, D)
= |f(x) = F(x, i)

<27

Prema tome —F je rekurzivna aproksimacija od —f. Dakle, —f je rekurzivna funkcija.

Opéenito, za a,b € R vrijedi |la] — [b|| < |a — b|, $to slijedi iz la| — [b] < la—b] i
|b| — |a| < |b — a| = |a — b|. Neka su x € N¥ii € N. Vrijedi:

|1f1 ) = IFI (x, D] = |If )] = |1F(x, i) |
< |f(x) - F(x, i)

<27,
Prema tome, |F | je rekurzivna aproksimacija funkcije | f | Dakle, | f | je rekurzivna funkcija.
Za svaki x € N¥ i Vi € N vrijedi

|(f + &) = (F + G)(x, )| = | f(x) = F(x, ) + g(x) = G(x, )
< |f(x) = F(x,i)| + |g(x) = G(x, )|

<27 427

=2.27%
Dakle, |(f + £)(x) — (F + G)(x,i)| <227, pa iz leme slijedi da je f + g rekurzivna
funkcija.

Neka su x € N¥ii € N. Tada je
|G(x, i) - |g0)| < Js(x) - Gx, )| <27 < 1,

paje
|G(x, )| < [g(x)] + 1 (1.6)
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Imamo:

|(f - @) = (F - G)(x, )| = |f(x)g(x) = F(x, )G (x, i)
= |f(0)ex) = FOIG(x, i) + fFIG(x, i) = F(x, )G(x, i)
= [f(0(g(x) = G, D) + (F(x) = F(x, D)G(x, )|
< [f27 + 277G, i)
= (] + G e if) 2

@ (|f(x)| + |g(x)| + I)Z_i.

Prema lemi m postoji rekurzivna funkcija H : N¥ — N takva da je | f(x)| + |g(x)| +
1 < H(x).

Stoga je |(f - 2)(x) — (F - G)(x, i)| < H(x)-27". Iz leme slijedi da je f - g rekurzivna
funkcija. O

Propozicija 1.4.4. Neka su k,n € N\ {0} te neka su g: N¥ — N" i f: N* — R rekurzivne
funkcije. Tada je f o g: N¥ — R rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je F: N™*! — Q rekurzivna aproksimacija od f. Tada za svaki x € N¥ i svaki
i € N vrijedi

[£(s() = F(g(x). i) < 27, (1.7)
Neka je G: N**! — Q funkcija definirana sa G(x,i) = F(g(x),i). Tada je G rekurzivna
funkcija prema propoziciji[1.3.4](2), te iz (1.7) slijedi da je G rekurzivna aproksimacija od
fos O

Neka je k € N\ {0} te S C N¥. Za S kaZemo da je rekurzivno prebrojiv skup ako je S = 0 ili
ako postoji rekurzivna funkcija f: N — N &ija slika je jednaka S, tj. takvadaje S = f(IN).

Propozicija 1.4.5. Neka je k € N\ {0} te neka je S rekurzivan skup u N*. Tada je S
rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Ako je S = 0 tvrdnja je jasna.
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Pretpostavimo da je S # (. Odaberimo a € §. Imamo a = (ay, ..., a), ai,...,a; € N.
Definirajmo funkciju 2: N — N¥ sa h(x) = ((x)1,{x)2,...,{x)). OCito je da su kompo-
nentne funkcije od s rekurzivne. Dakle £ je rekurzivna.

Definirajmo f: N — Nt sa
h(x) ,akoje h(x)€ S
ﬂm={ o)
a ,inace.
Neka su fi,.. ., fr komponentne funkcije od f. Neka jei € {1,...,k}. Tada je

a; ,inacCe a; ,inacCe

(x); ,akoje h(x) €S (x); ,akojexeT
filx) = =
gdjeje T = {x e N | h(x) € S}.
Imamo da je yr(x) = xs(h(x)), dakle y7 = xs o h, pa je yr rekurzivna funkcija, od-
nosno 7 je rekurzivan skup.
1z propozicije slijedi da je funkcija f; rekurzivna. Prema tome, f je rekurzivna funk-
cija.

Dokazimo jos da je f(N) = S. Iz definicije od f je ocito da je f(N) € §. Neka je

s€S,s=(s1,...,5). Nekaje x = p{' -...- p*. Tada je h(x) = (s1,...,80), tj. h(x) = s.
Stoga je f(x) = h(x), tj. f(x) = s. Time smo dokazali § € f(N). Prema tome S = f(IN) 1
tvrdnja propozicije je dokazana. O

Neka su k, n, [ € N\ {0} te neka su g: N¥ — N"i f: N — N rekurzivne funkcije. Tada
jei fog: N¥ — N rekurzivna funkcija.
Naime, za svaki x € N¥ vrijedi

(f 0 )x) = f(g(x) = (Ai(g(0), ..., filg(x)))

iz Gega zakljuujemo da su f; o g,..., f; o g: N — N komponentne funkcije od f o g.
Budu¢idasu fi,..., fi: N” — N rekurzivne, funkcije f; o g, ..., f; o g surekurzivne, pa je
f o g rekurzivna funkcija.

Propozicija 1.4.6. Neka su k, n € N\ {0} te neka je f: N* — N" rekurzivna funkcija. Neka
je S rekurzivno prebrojiv skup u N¥. Tada je f(S) rekurzivno prebrojiv skup u N".
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Dokaz. Akoje S =0 ondaje f(S) =0, paje f(S) rekurzivno prebrojiv.

Uzmimo da je S # (. Tada postoji rekurzivna funkcija g: N — NF takva da je g(N) = S.
Neka je h = fog. Funkcijah: N — N” je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija.
Neka je z € N". Tada je

7€ f(S) & dy € S takav da z = f(y)
& dx € Ntakav da z = f(g(x))
< dx € N takav da z = h(x).

Iz ovoga zakljuCujemo da je h(N) = f(S). Prema tome f(S) je rekurzivno prebrojiv skup.
O

Teorem 1.4.7 (Teorem o projekciji). Neka su k, n € N\{0} te neka je T rekurzivno prebrojiv
skup u N¥*". Neka je S € N* takav da za svaki x € N* vrijedi

xeS & dyeN" takavdaje (x,y)eT.
Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.
Dokaz. Neka je p: N¥" — N* funkcija definirana sa
DXty ooy Xy V1o oo Vn) = (X150 ey Xp).

Ocito je p rekurzivna funkcija.

Tvrdimo da je S = p(T). Neka je x € S. Tada postoji y € N”" takav da je (x,y) € T.
Imamo x = p(x,y), paje x € p(T). Dakle S C p(T).

Obratno, ako je x € p(T) onda je x = p(ay,...,ar y1,-.-,Y) gdje je

(ar,...,aky1,...,y,) € T. Slijedi x = (ay,...,a;), a prema tome (X, yy,...,y,) € T. Dakle
postoji y € N” takav da je (x,y) € T, stogaje x € §.

Zakljucak: p(T) € S, tj. p(T) = S.

Iz propozicije [I.4.6]slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. ]

Teorem 1.4.8. Neka je k € N\ {0} te f: N* — R rekurzivna funkcija. Neka je S =
{x € N | f(x) > O}. Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.
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Dokaz. Neka je F: N¥*! — Q rekurzivna aproksimacija od f. Tada Yx € Nfi Vi € N
vrijedi

|0 = Fx, i) <27, (1.8)
Neka je x € N*, Pretpostavimo da je f(x) > 0. Tada postoji i € N takav da je f(x) > 2-27".
Slijedi f(x)—27" > 27" 1z slijedi f(x) — F(x,i) <27 paje f(x) — 27" < F(x,i). Stoga
je F(x,i) > 27"
Prema tome, ako je f(x) > 0 onda postoji i € N takav da je F(x,i) > 27".

Obratno, pretpostavimo da postoji i € N takav da je F(x, i) > 27'. Tada je F(x,i)—2" > 0.
1z (1.8) slijedi F(x, i) — f(x) < 2%, paje F(x,i) — 27 < f(x). Stoga je f(x) > 0.

Imamo sljedeci zakljucak:
f(x) >0 ¢ Ji € N takav da je F(x,i) > 27" (1.9

Neka je T = {(x,i) | F(x,i) > 27'}. Funkcija N*! — Q, (x,i) - 27 je rekurzivna, pa iz
korolara[I.3.3|slijedi da je T rekurzivan skup. Prema (1.9) vrijedi

x€S & dieNtakavda (x,i)eT.

Iz teorema o projekciji slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. m|

Korolar 1.4.9. Neka je k € N\ {0}, te neka su f, g: N* — R rekurzivne funkcije. Tada je
skup {x € N | f(x) < g(x)} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Definirajmo h: N¥ — R sa h(x) = g(x) — f(x). Iz teorema slijedi da je h
rekurzivna funkcija. Za x € N¥ o¢ito vrijedi 2(x) > 0 ako i samo ako f(x) < g(x). Tvrdnja
korolara slijedi iz teorema|l.4.8 O






Poglavlje 2

Izracunljivi metricki prostori

2.1 Metricki prostori

Neka je X neprazan skup te neka je d: X X X — R funkcija takva da za sve x, y, z € X
vrijede sljedeéa svojstva:

(1) dix,y) >0 & d(x,y) =0 x=y
(2) d(x,y) = d(y,x)
3) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).

Tada za d kazemo da je metrika na skupu X, a za uredeni par (X, d) kazemo da je metricki
prostor.

Primjer 2.1.1. Neka je d: R X R — R funkcija definirana sa d(x,y) = |x —y|. Tada je d
metrika na R.

Naime, svojstva (1) i (2) iz definicije metrike su ocita, a da vrijedi svojstvo (3) vidimo
na sljedeci nacin:

d(x,y) = |x—)l
=|x—z+z-)l
<lx—zl+ [z -yl
=d(x,2) +d(z,y).

Za d kaZemo da je euklidska metrika na R.

23
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Neka je (X, d) metricki prostor, neka je xo € X, te r € R, r > 0. Definiramo
K(xp,r) = {x eX | d(xg, x) < r}.
Za K(xy, r) kazemo da je otvorena kugla oko x, radijusa r.

Neka je (X, d) metricki prostor te U € X. Za U kaZemo da je otvoren skup u metrickom
prostoru (X, d) ako Yx € U Ir > 0 takav da je K(x,r) C U.

Primjer 2.1.2. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je xy € R te r > 0. Tada je
K(xo,r) = (xo — 1, X0 + 1).
Naime

x € K(xp,r) ©d(x,xp) <r
S x—xy|<r
S -—r<x—xyg<r
S X —r<x<xy+r

S xel{xg—rxg+r).

Dakle, otvorene kugle u metrickom prostoru (R, d) su oblika {a, b), gdje sua,b € R, a < b.

Obratno, ako su a,b € R, a < b, onda je {a,b) = {(xo — r, xo + 1), gdje je xo = (a + b)/2,
r=(®b-a)l2.

Prema tome, {a, b) je otvorena kugla u (R, d).

Propozicija 2.1.3. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada vrijede sljedece tvrdnje:
(1) 0 i X su otvoreni skupovi u (X, d).

(2) Ako je U,, a € A indeksirana familija otvorenih skupova u (X, d) onda je | U,
a€A

otvoren skup u (X, d).
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(3) Ako su U, V otvoreni skupovi u (X, d), onda je U NV otvoren skup u (X, d).
Dokaz.
(1) Tvrdnja je ocita.
(2) Neka je x € (Jyea U,. Tada postoji ag € A takav da je x € U,,. Buduci da je U,,
otvoren skup u (X, d) postoji r > 0 takav da K(x,r) C U,,. Slijedi da je K(x,r) C

(Uaes Uq. Prema tome | J,e4 U, je otvoren skup.

(3) Nekajex e UN V. Slijedidaje x € U1ix €V, papostoje r, s > 0 takvi da je
K(x,r) € U1iK(x,s) CV. Neka jet = min{r,s}. Tadajer < rit < s, paje oCito
K(x,1) € K(x,r)i1 K(x,t) C K(x, s), stoga je K(x,1) € K(x,r) N K(x,s) CUNV, 4.
K(x,t) C U N V. Prema tome U NV je otvoren skup.

‘ K(x,s)

Slika 2.1: Presjek otvorenih skupova je otvoren skup.
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Korolar 2.1.4. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je n € N te Uy,...,U, otvoreni
skupovi u (X,d). Tada je Uy N ... N U, otvoren skup.

Dokaz. Lako se vidi indukcijom iz prethodne propozicije o presjeku dva skupa. O

Propozicija 2.1.5. Neka je (X, d) metricki prostor, xo € X i r > 0. Tada je K(xy, r) otvoren
skup u (X, d).

Dokaz. Neka je x € K(xo,r). Tada je d(x, xy) < r. Definirajmo s = r — d(x, xy). OCito je
s > 0 te vrijedi s + d(x, x9) = r. Tvrdimo da je

K(x,s) C K(xg, 7). 2.1)
Neka je y € K(x, s). Imamo

d(y, xo) < d(y, x) + d(x, xo)
< s+d(x, xy)

=Tr.

Slika 2.2: Otvorena kugla je otvoren skup.

Dakle d(y, xo) < r, pajey € K(xo, r). Time smo dokazali da vrijedi (2.1).
Zakljucak: K(xy, r) je otvoren skup u (X, d). |
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Propozicija 2.1.6. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U C X. Tada je U otvoren
skup u (X, d) ako i samo ako je U unija otvorenih kugla.

Dokaz. Pretpostavimo da je U unija otvorenih kugla, j. da postoji indeksirana familija
B,, @ € A otvorenih kugla u metrickom prostoru (X, d), takva da je U = |J,es Bo. Tada iz

propozicija[2.1.3]i[2.1.5]slijedi da je U otvoren skup.

Obratno, pretpostavimo da je U otvoren skup. Tada za svaki x € U postoji r, > O ta-
kav daje K(x,r,) C U. Tadaje U = |,y K(x, 1y).

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

2.2 Izracunljivi metricki prostori

Neka je (X, d) metriCki prostor te neka je A C X. Za A kaZemo da je gust skup u (X, d) ako
za svaki x € X 1 svaki € > 0 postoji a € A takav da je d(x,a) < €.

Uocimo sljedece: skup A je gust u (X, d) ako i samo ako svaka otvorena kugla u (X, d)
sijece A.

Naime, ako je A gust te ako su xy € X, r > 0, onda postoji a € A takav da je d(xp,a) < r
Sto povlaci da je a € K(xy, r) pa imamo K(xy,7) N A # 0.

Obratno, ako svaka otvorena kugla u (X, d) sijeCe A onda za svaki x € X i svaki € > 0
vrijedi K(x, €) N A # 0, Sto povlaci da postoji a € A takav da je a € K(x, €), tj. d(x,a) < €.
Prema tome, A je gust skup u (X, d).

Propozicija 2.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A C X. Tada je A gust u (X, d)
ako i samo ako svaki otvoren neprazan skup u (X, d) sijece A.

Dokaz. Pretpostavimo da je A gust u (X,d). Neka je U otvoren neprazan skup u (X, d).
Odaberimo x € U. Tada postoji r > 0O takav da je K(x,r) € U. Budu¢i da je A gust vrijedi
da K(x,r)NA # 0. Stogajei U NA # (0. Obratno, ako svaki otvoren neprazan skup u
(X, d) sijeCe A onda posebno svaka otvorena kugla iz (X, d) sijece A, pa je A gust. O

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (x,) niz u X. Kazemo da je (x,) gust niz u (X, d)
ako je njegova slika, tj. skup {x, | n € N} gust u (X, d).
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Neka je (X, d) metricki prostor, te neka je @ = (a@,).en gust niz u (X, d) takav da je funk-
cijaN? - R, (i, j) — d(a;, «;) rekurzivna. Tada za uredenu trojku (X, d, @) kazemo da je
izracunljiv metricki prostor.

Primjer 2.2.2. Neka je d euklidska metrika na R. Uoc¢imo da je Q gust skup u (R, d).
Naime, ako su x € R i € > 0 onda postoji racionalni broj a takav da je

X—e<a<x+e

iz ¢ega slijedi da je
ae{x—¢€x+e€),
1.
|x —al < e,
4.
d(x,a) < €.

Definirajmo funkciju «: N — Q sa

(n)o

— (1)
a(n) =(-1) SR

Ocito je a rekurzivna funkcija (kao funkcija N — Q). Nadalje, « je surjekcija. Naime,
svaki element iz Q je oblika (—1)° 335, gdje sua, b, c €N, a (293059 = (=135 Stoga je
a gust niz u (R, d).

Neka je y: N* — Q funkcija definirana sa
y(l’ ]) = d(a/l’ a/j)

Imamo

G ) = |ai - a.
Neka su f,g: N* — Q funkcije definirane sa f(i, j) = a; g(i, j) = a;. Funkcije f i g su
rekurzivne jer je f = a OI]2 ig=ao 122. Stoga je i funkcija |f + (—=g)| : N> = Q rekurzivna,
noy = |f +(=g)|. Dakle, vy je rekurzivna funkcija pa je stoga rekurzivna i kao funkcija
N? — R.
Zaljucak: (R, d, @) je izracunljiv metricki prostor.
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Neka je (X, d) metricki prostor, a € X te (x,) niz u X. Za niz (x,) kazemo da teZi ili konver-
gira prema a u metrickom prostoru (X, d) i piSemo x, — a ako Ve > 0 dny € N takav da je
d(x,,a) < €, ¥n > ny. U tom slucaju za a kaZzemo da je limes niza (x,).

Lema 2.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su a, b € X, a # b. Neka je r = @.
Tada je K(a,r) N K(b,r) = 0.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tada je K(a,r) N K(b,r) # 0.
Odaberimo ¢ € K(a,r) N K(b, r). Tada je d(a,c) < rid(c,b) < r. Imamo
2r =d(a,b) < d(a,c) +d(c,b) <r+r=2r
Kontradikcija. Dakle, K(a,r) N K(b,r) = 0. |

Propozicija 2.2.4. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je (x,) niz u X te neka su a, b € X
takvida x,, — ai x, — b. Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo da je a # b. Neka je r = @. Prema lemi vrijedi
K(a,r) N K(b,r) = 0. (2.2)

Buduci da x,, — a postoji ny € N takav da je d(a, x,) < r, Vn > ng, tj. x,, € K(a,r), VYn > ny.
Nadalje, iz x,, — b slijedi da postoji m € N takav da je x,, € K(b,r), Yn > my.

Odaberimo n € N takav da je n > nyin > my. Tada je x, € K(a,r) i x, € K(b,r), §to je u
kontradikciji sa (2.2)). Prema tome a = b. i

Neka je x € R. Za x kazemo da je rekurzivan broj ako postoji rekurzivna funkcija
f: N — Q takvadaje |x — f(k)| < 27%, Vk e N.

Uoc¢imo: svaki racionalan broj je rekurzivan.
Lema 2.2.5. Nekajek € N, k > 1 te S € N**! rekurzivan skup takav da za svaki x € NF

postoji y € N takav da je (x,y) € S. Tada postoji rekurzivna funkcija ¢: N* — N takva da
je (x,¢(x)) € S, Vx € NF,
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Dokaz. Definirajmo funkciju ¢: N¥ — N tako da je

o(x) = puy((x,y) €85).

Funckija ¢ je rekurzivna jer je

@(x) = uy(@m (x,y)) = 0)-

Ocito je (x, ¢(x)) € S, Vx € N¥, m|

Primjer 2.2.6. Broj V2 je rekurzivan.

Neka je € > 0. Tada postoji pozitivan racionalan broj r takav da je
V2-e<r< V2

iz Cega slijedi
r< V2<r+e.

Neka je x: N — Q funkcija definirana sa

o= (Yo
RGeS

Ocito da je x rekurzivna funkcija te da je {x; | i € N} = Q N (0, o).
Neka je k € N. Tada postoji r € Q, r > 0 takav da je
r<V2<r+27*

pa postoji i € N takav da je
X, < V2 < x;+ Z_k
iz Cega slijedi da je
2
xi2<2<(x,-+2_k) .

Neka je S = {(k, i) | X <2< (x,- + 2"‘)2 } Imamo dakle da za svaki k € N postoji i € N

takav da je (k,i) € S. Skup S je rekurzivan kao presjek skupova S| = {(k, i) | xi2 < 2} i
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S, = {(k, i) | 2 < (xi + 2—’<)2} koji su rekurzivni prema korolaru|l.3.3

Prema lemi postoji rekurzivna funkcija ¢: N — N takva da je (k, ¢(k)) € S, Yk € N.
Neka je k € N. Oznacimo i = ¢(k). Imamo (k,i) € S, pa je

X <2< (x,- + 2"‘)2
iz ¢ega slijedi

X< V2 <x+27*,

Stoga je
0< V2—x; <27

pa je

‘ V2 - X; ‘ <27k
Dakie | V2 - x| < 27 VK e N

Neka je f: N — Q funkcija definirana sa f(x) = x,u. Tada je f rekurzivna funkcija
kao kompozicija funkcija x i ¢ i vrijedi ‘\/5 - f(k) ' < 27% Yk € N. Prema tome V2 je
rekurzivan broj.

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Neka je xo € X. Za xy kazemo da je
izracunljiva tocka u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija f: N — N takva da je

d(af(k), Xg) < Z_k, Vk € N,

Propozicija 2.2.7. Neka je d euklidska metrika na R te neka je a niz iz primjera Neka
je x € R. Tada je x rekurzivan broj ako i samo ako je x izracunljiva toc¢ka u izracunljivom
metrickom prostoru (R, d, ).

Dokaz. Pretpostavimo da je x rekurzivan broj. Tada postoji rekurzivna funkcija f: N — Q
takva da je
|x - flo)| <27, VkeN. (2.3)

Nekaje S = {(k, i) | lf(k+ 1) —a < 2‘("“)}. Tada je S rekurzivan skup prema korolaru
[1.3.3] te za svaki k € N postoji i € N takav da je (k,i) € S. Prema lemi [2.2.5] postoji
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rekurzivna funkcija ¢: N — N takva da je (k, ¢(k)) € S, Yk € N.

Uzmimo k € N. 1z (k, p(k)) € S slijedi
[flk+ 1) — agq| < 270D
Prema vrijedi
|x = flk+ D] < 27%,
Sada je

|x - a@(k)l < |x - f(k + 1)| + |f(k + 1) - a¢(k)|
< 2—(k+1) + 2—(k+1)
=27

Dakle d (x, a¢(k)) < 2% Yk € N. Prema tome, x je izraCunljiva tocka u (R, d, @).

Obratno, pretpostavimo da je x izracunljiva tocka u (R, d, @). Tada postoji rekurzivna funk-
cijap: N — N takva da je d(x, %(k)) <27* Vk e N. Nekaje f =aogp,tadaje f: N — Q
rekurzivna funkcija i |x - f (k)| < 27% ¥k € N. Prema tome x je rekurzivan broj. O

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Neka sui € Nte r € Q, r > 0. Tada za
K(a;, r) kazemo da je racionalna kugla u (X, d, @).

Neka je g: N — Q neka (fiksirana) rekurzivna funkcija takva da je Img = (0,00) N Q
(takva funkcija postoji, npr. g(i) = (ig’l%). Nadalje, neka su 71, 7,: N — N neke (fiksirane)
rekurzivne funkcije takve da je { (r1(x), 72(x)) | x € N} = N? (takve funkcije postoje, npr.

71(x) = (x)0 1 T2(x) = (X))

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Za i € N definiramo

I; = K(@r,3i)> Grs(i))-

Uocimo da je {/; | i € N} familija svih racionalnih kugla u (X, d, @).

Neka je (X, d) metricki prostor te F C X. Za F kazemo da je zatvoren skup u (X, d)
ako je F¢ otvoren skup u (X, d).

Neka je (X, d, @) izraunljiv metri¢ki prostor. Neka je S zatvoren skup u (X,d). Za S
kaZzemo da je izracunljivo prebrojiv skup u (X,d,a) ako je {i e N | I; N S # 0} rekurzivno
prebrojiv podskup od N.
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Za S kazemo da je koizracunljivo prebrojiv skup u (X,d, @) ako je § = X ili ako pos-
toji rekurzivna funkcija f: N — N takvadaje X \ S = U;aq 1)

Za S kaZzemo da je izracunljiv zatvoren skup u (X,d,a) ako je S izraCunljivo prebrojiv
1 koizracunljivo prebrojiv u (X, d, ).

Neka su o: N> - Nin: N — N neke (fiksirane) rekurzivne funkcije takve da je
{(cr(i, 0),....0(i.n0))|ie N}

skup svih konac¢nih nizova u N, tj. skup

{(ao,...,a,,) n €N, ao,...,aneN}.

Takve funkcije o 1 i postoje, naime, moZemo uzeti
o(i, ) = D);=1,

n(i) = len(i).

Tadazan € Niay,...,a, € N vrijedi da je (O'(i, 0),...,0(, n(i))) = (ao, . . ., ay), pri ¢emu

ap+1 a,+1

jei=p, cert Do
Za i, j € N ¢emo umjesto o (i, j) pisati (i);, a umjesto 7(7) cemo pisati i.
Dakle svaki konacan niz u N je oblika ((i)o, e, (i);) zanekii € N.

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metriCki prostor te neka je (x;) niz u X. Za (x;) kazemo
da je izracunljiv niz u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija F: N> — N takva da je
d(Xi, a’F(i,k)) < 2_k, Vi, k € N.

Uocimo sljedece: ako je (x;) izraCunljiv niz u (X,d, @) onda je x; izraCunljiva tocka u
(X,d, @) za svakii € N.

Propozicija 2.2.8. Neka je d euklidska metrika na R te neka je a niz u R definiran sa
a(n) = (=D™*(n)o/((n), + 1). Neka je (x;) niz realnih brojeva. Tada je (x;) rekurzivan niz
u R (tj. rekurzivna funkcija N — R) ako i samo ako je (x;) izracunljiv niz u izracunljivom
metrickom prostoru (R, d, ).
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Dokaz. Pretpostavimo da je (x;) izracunljiv niz u (R, d, @). Tada postoji rekurzivna funkcija
F: N? > N takva da je
d(Xi, a’F(i,k)) < 2_k, Vi,ke N (24)

Definirajmo funkciju G: N> — Q sa G(i,k) = arix (oCito je G rekurzivna funkcija).
Prema (2.4)) vrijedi
|xi - GG, )| < 27*, Vi,keN.

Stoga je (x;) rekurzivan niz realnih brojeva.

Obratno, pretpostavimo da je (x;) rekurzivan niz realnih brojeva. Tada postoji rekurzivna
funkcija G: N?> — Q takva da je

|xi — GG, )| <27*, VikeN. (2.5)

Neka su i, k € N. Tada postoji j € N takav da je a; = G(i, k).

Neka je S = {(i, k, j) e N’ | a; = G(, k)}. Prema korolaru [1.3.3[S je rekurzivan skup, pa
bududi da za sve i, k € N postoji j € N takav da je (i, k, j) € S, postoji rekurzivna funkcija
F: N? — N takva da je (i, k, F(i,k)) € S, Vi, k € N (lema[2.2.5).

To znadi da je arix = G(i, k), Vi,k € N pa iz slijedi

d(xi, apip) <275, Vi k€N,

Sto znaci da je (x;) izracunljiv niz u (R, d, ). O

Primjer 2.2.9. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Tada je niz @ = («;) izracunljiv
u((X,d, a).

Naime, vrijedi d(a;, apip) = 0, Vi,k € N, pri cemu je F = 112.
OpCcenitije, ako je f: N — N rekurzivna funkcija onda je niz (@ r)) o izracunljivu (X, d, ).
U ovom slu¢aju imamo d(a sy, @rip) = 0, Yi,k € N, pri demu je F: N*> — N definirana sa

F(@i, k) = f@).

Neka je (X, d) metricki prostor te neka su S 1 7 podskupovi od X takvi da je T podskup od
S. Za T kazemo da je gust podskup od S u (X,d) ako Vx € S i Ve > 0 dy € T takav da je
d(x,y) <e.
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Lema 2.2.10. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je S C X te neka je T gust podskup od
S. Neka je U otvoren skup u (X,d). Tada je U NS # O ako i samo ako je UNT # (.

Dokaz. JasnojedaUNT #0=>UnNS #0.

Pretpostavimo U NS # (. Tada postoji x € § takav da je x € U. Bududi da je U
otvoren skup, postoji r > 0 takav da je K(x,r) C U.

S druge strane postoji y € T takav da je d(x,y) < r, iz Cega slijedi da je y € K(x,r) pa je
yeU.

Zakljuak: UNT # 0. O

Lema 2.2.11. Neka je k € N\ {0}, neka je f: N*¥ — R te neka je F: N**' — R rekurzivna
funkcija takva da je | f(x) — F(x,i)| < 27/, Yx € NX, Vi € N. Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je G: N2 — Q rekurzivna aproksimacija od F. Tada zasve x € N, i, j € N
vrijedi _
|F(x,i) - G(x, i, j)| <27,

Posebno, za svaki x € N¥ i za svakii € N vrijedi
|F(x,i) - G(x,i,)| < 27
Neka su x € N*i i € N. Imamo

|f(0) = G(x,i, )| = |f(x) = F(x,i) + F(x,i) — G(x,1,1)|
< |f0) = FOx, )| + [F(x, i) — G, i, i)
<27 427
=2.27",
Dakle,
|f() = G(x,i, i) <2270,

Neka je H: N**! — Q funkcija definirana sa H(x, i) = G(x, i, i), x € N¥, i € N. Funkcija H
je rekurzivna te vrijedi .
|f(0) - Hx,h| <227

Prema lemi [[.4.1] f je rekurzivna funkcija. ]
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Lema 2.2.12. Neka je (X, d) metricki prostor, € > 0 te neka su x,y,a,b € X takvi da je
d(x,a) < €id(y,b) < €. Tada je |d(x, y) — d(a,b)| < 2e.

Dokaz. Imamo

d(x,y) <d(x,a)+d(a,y)
<d(x,a)+d(a,b) +d(b,y)
<d(a,b) + 2¢

paje
d(x,y) —d(a,b) < 2e.

Analogno dobivamo
d(a,b) —d(x,y) < 2e.

Prema tome je
|d(x,y) — d(a, b)| < 2e.

Propozicija 2.2.13. Neka je (X,d,a) izracunljiv metricki prostor te neka su (x;), (y;)
izracunljivi nizovi u (X, d, ). Tada je funkcija N* — R, (i, j) — d(x;,y;) rekurzivna.

Dokaz. Neka su F,G: N*> — N rekurzivne funkcije takve da je

—k
d(x;, @pix) <2

4 s Vi, jkeN.
d(yj, (k) <2
Posebno, za sve i, j, k € N vrijedi

d(xi, pgsn) < 27*D

d(yj, agijusy) < 27D
pa iz leme slijedi da je
|d(xi,y‘/) - d(CYF(i,k+1),CYG(j,k+1))| <2.27% D =7k
Neka je H: N* — R, H(i, j, k) = d(@r+1) @G(jk+1)). Imamo

|d(xi,y)) — HG, j, k)| <275, Vi, jk e N.
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Preostaje dokazati da je funkcija H rekurzivna, naime tada ¢e iz leme [2.2.11|slijediti da je
funkcija N* — R, (i, j) > d(x;,y;) rekurzivna.

Neka je K: N* — R, K(i, j) = d(@;,@;). Tada je K rekurzivna funkcija prema defini-
ciji izracunljivog metrickog prostora.

Imamo H(i, j, k) = K(F(i,k + 1),G(j, k + 1)) pa iz propozicije slijedi da je H rekur-
zivna funkcija.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Teorem 2.2.14. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je S zatvoren skup u
(X, d). Pretpostavimo da postoji izracunljiv niz (x;) u (X, d, @) takav da je skup {x; | i € N}
gust podskup od S. Tada je S izracunljivo prebrojiv skup u (X, d, ).

Dokaz. Neka je i € N. Tadaje I; NS # ( ako i samo ako ; N {x; | j € N} # 0 (prema
propoziciji [2.1.5]i lemi [2.2.10).

Stoga je:

NS # (IR= 3] € N takav daje Xj € I, & 3] € N takav daje d(a‘rl(i)’xj) < gry(i) (26)

Xj+1
¢
o ° X; )
o O ?Tl(zr)
o
o O
Q
X2
0
Q X1 I;

Slika 2.3: Tlustracija presjeka I; N §.

Neka je Q = {(i, j) € N? | d(@r,» X;) < gryp} te nekaje T = {i e N | ;NS # 0},

Prema (2.6) vrijedi da je I' = {i € N |dj € N takav da je (i, j) € Q}. Stoga je dovoljno
dokazati da je Q rekurzivno prebrojiv skup, naime tada ée iz teorema o projekciji sli-
jediti da je skup I" rekurzivno prebrojiv, a to ¢e znaciti da je S izraCunljivo prebrojiv skup
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u(X,d,a).

Imamo Q = {(i, 7)€ N? | B, j) < v(, j)}, gdje su B,y: N> — R funkcije definirane sa

B, j) = d(ar,), X;), Y(i, j) = Gryi)- Prema propoziciji [2.2.13]i primjeru 2.2.9] funkcija 3 je
rekurzivna.

Ocito je da je y rekurzivna kao funkcija N> — Q pa je rekurzivna i kao funkcija N> — R.
Iz korolara[I.4.9[slijedi da je Q rekurzivno prebrojiv skup.
Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Neka je (X, d) metricki prostor. Neka su A, B C X te neka je € > 0. PiSemo A <. B ako za
svaki a € A postoji b € B takav da je d(a, b) < €.
Ako vrijedi A <. Bi B <. A onda piSemo A ~, B.

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K € X. Neka je U neprazna familija otvore-
nih skupova u (X, d) takva da je K € |JU. Tada za U kaZzemo da je otvoreni pokrivac
skupa K u metrickom prostoru (X, d).

Za otvoreni pokriva¢ U skupa K u metriCkom prostoru (X, d) kaZzemo da se moZe reducirati
na konacan pokrivac¢ od K ako postojen € NiU,,...,U, € Utakvidaje K C UyU...UU,.

Neka je (X, d) metricki prostor te K € X. KaZzemo da je K kompaktan skup u metrickom
prostoru (X, d) ako se svaki otvoreni pokriva¢ od K u (X, d) moZe reducirati na konacan
pokrivac od K.

Primjer 2.2.15. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K konacan podskup od X. Tada
je K kompaktan skup u (X, d).

Dokazimo to. Ako je K prazan skup, tvrdnja je jasna. Inace imamo K = {xo,...,x,}.
Pretpostavimo da je U otvoreni pokrivac od K u (X,d). Neka je i € {1,...,n}. Imamo
x; € |JUU pa postoji U; € U takav da je x; € U,. Tada je {xy,...,x,} CUU...UU,, dakle
U se moZe reducirati na konacan pokrivac¢ od K. Prema tome K je kompaktan.

Napomena: Neka je (X, d) metricki prostor te a,b € X, a # b. Tada postoje otvoreni sku-
povi U, Vu(X,d)takvidajeac U,b e ViU NV = 0. To slijedi direktno iz leme [2.2.3]
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Teorem 2.2.16. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d). Tada
je K zatvoren u (X, d).

Dokaz. Ako je K = 0 tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da je K neprazan. Neka je x € K¢. Neka je y € K. Tada je x # y pa
postoje otvoreni skupovi Uy, V, u (X, d) takvi da je

xeU,, yeV,

Uy NV, =0.

Neka je
U=1{v,|yeKkj.

Tada je U otvoreni pokriva¢ od K u (X, d). Bududi da je K kompaktan postoje n € N i
Vi....,yn € K takvi da je

KCV,U...uV,.

Neka je W = Uy, Nn...N U,,. Tada je W otvoren skup u (X, d) (korolar [2.1.4) te je oCito
x€ W.Nekajeie{l,...,n}.
Tada je

WAV, =U,N...0U, NV, =0

jerje U, NV, =0.
Stoga je
WnKcwWn,u...uV)y=(WnVv,)u..uWwnyV,)=_0.

Dakle WN K = 0, paje W C K¢. Imamo da je x € W te da je W otvoren skup pa stoga
postoji r > 0 takav da je K(x,r) C W.
Tada je

K(x,r) € K€.

Time smo dokazali da je K¢ otvoren skup. Prema tome K je zatvoren skup. O

Neka je (X, d) metricki prostor te S C X. Za S kazemo da je omeden skup u metrickom
prostoru (X, d) ako postoje x € Xir > Otakvidaje S C K(x,r).

Propozicija 2.2.17. Aka je S omeden skup u metrickom prostoru (X, d) onda za svaki x € X
postoji r > 0 takav da je S C K(x,r).
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Dokaz. Budu¢i da je S omeden, postoje xo € X 1iry > 0 takvidaje S C K(xy,ry). Neka je
x € X. Definirajmo r = d(x, xo) + ry. Tvrdimo da je

K(xg,r9) C K(x,71). 2.7)

Neka je y € K(xg, o). Tada je d(y, xo) < rp.
Imamo
d(x,y) < d(x, xo) + d(y, xo) < d(x,x0) +ry=r.

Dakle d(x,y) < rpajey € K(x,r). Time smo dokazali da vrijedi (2.7) pa slijedi S C
K(x,r). O

Propozicija 2.2.18. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d).
Tada je K omeden skup u (X, d).

Dokaz. Odaberimo xy € X. Neka je U = {K(xo,r) | r > 0}. Tada je U otvoreni pokrivac
od K u (X, d). Naime, ako je x € K, odaberimo pozitivan broj r takav da je d(xg, x) < ri
tada je x € K(xo, r), tj. x € | J YU. Bududi da je K kompaktan, postojen € Niry,...,r, >0
takvidaje K C K(xg,r)U...UK(xg, r,). Nekaje r = max{r,...,r,}. Tadaje K C K(xo,r).
Prema tome, K je omeden skup. O

Iz teorema 1 propozicije [2.2.18|dobivamo sljedeci korolar.

Korolar 2.2.19. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d). Tada
Jje K zatvoren i omeden u (X, d). O

Neka je X neprazan skup te neka je d: X X X — R funkcija definirana sa

I, x#y

d(x,y)={0 iy’

Tvrdimo da je d metrika na X.

Jedino netrivijalno svojstvo koje treba provjeriti je nejednakost trokuta.
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Neka su x, y, z € X. Nejednakost
d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) (2.8)

ocito vrijedi ako je x = y.

Akoje x # yondaje z # xili z # y paimamo d(x,y) = 1 1 (d(x,z) = 1 i1lid(z,y) = 1) pa je
jasno da (2.8)) vrijedi.

Dakle d je metrika na X. Za d kaZzemo da je diskretna metrika na X.

Primjer 2.2.20. Neka je X neprazan skup te d diskretna metrika na X. Neka je xy € X te
r> 0. Ako je r < 1 onda je K(xy,r) = {xo}, a ako je r > 1 onda je K(xy,r) = X.

Primjer 2.2.21. Neka je X neprazan skup te d diskretna metrika na X. Tada je svaki pod-
skup od X otvoren u metrickom prostoru (X, d).

Naime, ako je U C X te x € U onda za r = /2 vrijedi da je K(x,r) = {x}, paje K(x,r) C U,
dakle U je otvoren u (X, d).

Uocimo da ovo povlaci da je svaki podskup od X ujedno i zatvoren u (X, d).

Primjer 2.2.22. Neka je X beskonacan skup. Odaberimo podskup S C X koji je takoder
beskonacan (npr. moZemo uzeti S = X). Neka je d diskretna metrika na X. Tada je S
zatvoren skup u (X, d) te je ujedno i omeden skup, naime, za svaki x € X i za svaki r > 1
vrijedi da je S C K(x,r) jer je K(x,r) = X.

Tvrdimo da S nije kompaktan skup u (X, d).

Pretpostavimo suprotno, tj. da je S kompaktan u (X,d). Neka je U = {{x} | x € S}. Tada
je U otvoreni pokrivac od S u (X, d). Buduci da je S kompaktan, U se moZe reducirati na
konacan pokrivac od S, tj. postojen € Nixy,...,x, €S takvidaje S C {x;}U...U{x,}.
Dakle S C {xy,...,x,}. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je S beskonacan skup.
Prema tome S nije kompaktan u (X, d).
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Prthodni primjer pokazuje da postoji skup koji je omeden 1 zatvoren, a nije kompaktan.

Propozicija 2.2.23. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A gust skup u (X, d). Neka je
K neprazan kompaktan skup u (X,d). Tada za svaki € > 0 postoji konacan podskup A" od
A takav da je K =, A’.

Dokaz. Neka je € > 0.
Neka je
U ={K(a.e)|acA, KaenK 0.

Tada je U otvoreni pokrivac od K u (X, d). Naime, ako je x € K onda postoji a € A takav da
je d(x,a) < € (jer je A gust skup) paje x € K(a,e)i K(a,e) N K # 0. Stoga je K(a,€) € U,
pajexe JU.

Bududi da je K kompaktan skup, postoje n € Niay,...,a, € A takvi da je
K C K(ag,e)U...U K(a,, €) (2.9)
i KN K(a,e) #0,Yie{0,...,n}.

Tvrdimo da je
K =, {ay,...,a,}. (2.10)

Dokazimo prvo da vrijedi K <, {ay,...,a,}.
Neka je x € K. Prema postoji i € {0,...,n} takav da je x € K(a;, €). Iz ovoga slijedi
d(x,a;) < €. Dakle K <, {ay,...,a,} vrijedi.

Obratno, neka je i € {0,...,n}. Iz K N K(a;, €) # 0 slijedi da postoji x € K takav da je
x € K(a;, €), tj. d(a;, x) < €. Prema tome {ay, .. ., a,} <. K. Time smo dokazali (2.10). O

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Za i € N definiramo

A,- = { Aiygs +++ » Q(i); }

Uocimo sljedeCe: Za svaki i € N A; je konacan podskup od {«; | j € N} i obratno, svaki
konaCan neprazan podskup od {«; | j € N} je oblika A; za neki i € N.
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Pretpostavimo da je K neprazan kompaktan skup u (X,d). Prema propoziciji [2.2.23| za
svaki € > 0 postoji konaCan neprazan podskup A C {«; | j € N} takav da je K ~. A, tj.
postoji i € N takav da je K ~, A;.

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d). Kazemo
da je K izracunljiv skup u (X,d,a) ako je K = 0 ili ako postoji rekurzivna funkcija
f:N — Ntakvadaje K ~y« Agp), Yk € N.

Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Ako je n € N te By, ..., B, racionalne otvo-
rene kugle u (X, d, @), onda ¢emo za uniju By U ... U B, reCi da je racionalan otvoren skup
u(X,d, ).

Uocimo da se svaki racionalni otvoren skup u (X, d, @) moZe zapisati u obliku ;, U...U;
gdje su iy, ...,i, € N.

n?

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Za j € N definiramo
Jj = I(j)o U... UI(]')T

Uocimo da je {J; | j € N} familija svih racionalnih otvorenih skupova u (X, d, ).

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor te K kompaktan skup u (X, d). Kazemo da je
K poluizracunljiv skup u (X, d, @) ako je skup {j € N | K C J;} rekurzivno prebrojiv u N.

Neka su k, n € N \ {0} te neka je ®: N¥ — P(N") funkcija gdje P(N") oznatava partitivni
skup od N". .
Definirajmo funkciju ®@: N¥" — N sa

D(x,y) = Xow®)-

Za ® kaZemo da je rekurzivna funkcija ako je @ rekurzivna funkcija.

Primjer 2.2.24. Neka su @, ¥: N — P(N) funkcije definirane sa
O(x)={yeN|y<ax}
W(x)={yeN|y=> .

Tada su ®, ¥ rekurzivne funkcije. Naime, za funkcije ®, ¥: N> — N vrijedi

1, yed(x) _{1, y<x

= sg(y—x),
0, inace 0, inace 80=)

D(x,y) = xow®) = {
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P(x,y) = 5g(x-y),

iz Cega je jasno da su ®, ¥ rekurzivne funkcije.

Zam € NnekajeN,, ={0,...,m}. Zan > 1 neka je
NP =Xy, x0) [ X0,y X, € N L

Za funkciju ®: N* — P(N") kaZemo da je rekurzivno omedena ako postoji rekurzivna
funkcija ¢ : N¥ — N takva da je

d(x) SN, YxeN-

Uo&imo da je u tom sludaju ®(x) konacan skup za svaki x € N¥,

Za funkciju ®@: N¥ — P(N") koja je rekurzivna i rekurzivno omedena kazemo da je r.r.o.
funkcija.

Primjer 2.2.25. Funkcija ® iz prethodnog primjera je rekurzivno omedena, Sto slijedi iz
Cinjenice da je ®(x) C Ny, gdje je p: N — N, p(x) = x. Stoga je @ r.r.o. funkcija.

Propozicija 2.2.26. Neka su ®, ¥: N¥ — P(N") r.ro. funkcije. Tada je funkcija A: N —
P(N") definirana sa A(x) = ©(x) U Y(x) r.ro.

Dokaz. Promotrimo funkciju A: N¥** — N. Za x € N¥, y € N” vrijedi

Ax,Y) = XawO)
= Xoourn ()
= 58(Xow ) + Xww ()
= 5g(D(x,y) + P(x,)),

Iz ovoga je jasno da je A rekurzivna funkcija, pa je i A rekurzivna funkcija.
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Dokazimo joS da je A rekurzivno omedena funkcija.
Postoje ¢, ¥ : N¥ — N rekurzivne funkcije takve da je

D(x) C NZ(X) Vr e N

P(x) C N,

Neka je A: N¥ — N funkcija definirana sa

A(x) = max{p(x), y(x)}.

Za svaki x € N vrijedi NZ(X) c Nﬁ(x) i Ng(x) C Nj(x), stoga je ®(x) U W(x) C Nﬁ(x), tj.
A(x) C N

Iz Cinjenice da je funkcija max rekurzivna slijedi da je i funkcija A rekurzivna. Stoga
je A rekurzivno omedena. Dakle A je r.r.o. O

Teorem 2.2.27. Neka su ®, ¥: N¥ — P(N") r.r.o. funkcije.
Neka je
S ={xe N | d(x) C P(x)).

Tada je S rekurzivan skup.
Dokaz. Neka je ¢: N¥ — N rekurzivna funkcija takva da je

O(x) CN" . Vxe N

@(x)?

Neka je h: N — N” funkcija definirana sa

h(i) = (D1, -5 (D).

Neka je x € NF,
Uocimo da za svaki m € N i svaki (yy,...,y,) € Ny, postojii € {0,...,p}"-...- p}'} takav
da je

015+ -+ ¥n) = h(D)

(naime, mozemo uzeti i = p}' -...- p)").
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Vrijede sljedece ekvivalencije:

®d(x) € Y(x) © ne postojiy € Ng(x) takavdajey € ®(x)iy ¢ ¥Y(x)

& ne postoji i € {0, ... ,p‘f(x) oo p?@9) takav da
je h(i) € ®(x) 1 h(i) ¢ Y(x)
& ne postoji i € {0, ... ,p‘f(x) oo .. pf9) takay da
je 58w (h@)) + xwe(h(@) = 0
Llp(X),m_ i()c)
o [T (o) + xwah)) =0
i=0
Stoga je
LA A B
ww=se ] (e(@0n)+ o))
i=0

Iz propozicije[I.1.2]slijedi da je ys rekurzivna funkcija, tj. da je S rekurzivan skup. o

Korolar 2.2.28. Neka su @, ¥: N* — P(N") r.r.0. funkcije. Tada je skup
{x e N'| O(x) = ¥(x)}

rekurzivan.

Dokaz. Ovaj skup je presjek skupova
{x e NF | ®(x) C P(x)}

fx e N ¥(x) € D(x)},

pa iz prethodnog teorema slijedi tvrdnja. O

Neka je g: N — N funkcija. Definiramo g™ : N — N sa

g™ (x) = max{g(i) | i € {0,...,x}}.
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Propozicija 2.2.29. Neka je g: N — N rekurzivna funkcija. Tada je i g™ : N — N
rekurzivna funkcija.

Dokaz. ITmamo
g"(0) = g(0)
g™ (y+ 1) = max {g(0),...,g(y + )}
= max {{g(0). ... ()} 80 + 1)}
= h(g™(y), gy + 1))

pri ¢emu je 4: N? — N funkcija definirana sa
h(i, j) = max{i, j}.
Definirajmo G: N> — N sa
Gla,y) = h(a, g(y + 1)).
Tada je G rekurzivna funkcija te za svaki y € N vrijedi

g™y +1) = G(™ ), y)
Prema propoziciji g™ je rekurzivna funkcija. O

Teorem 2.2.30. Neka su k,nm € N\ {0}. Neka je ®: N¥ — P(N") r.ro. funkcija, te
neka je f: N" — N™ rekurzivna funkcija. Neka je ¥: N* — P(N™) funkcija definirana sa
Y(x) = f(®(x)), tj. Y(x) = {f(y) | y € ®(x)}. Tada je ¥ r.r.0. funkcija.

Dokaz. Neka je ¢: N¥ — N rekurzivna funkcija takva da je ®(x) C NZ(X) za svaki x € NF,
Neka je h: N — N” funkcija definirana sa

h(i) = (D1, -5 (D).
Neka su x € N*i z € N™, Tada je
1, ze¥(x)

W(x,2) = X (@) :{ .
0, 1inace

{1, z € f(D(x)

0, 1inace

)1, z=f(y), zanekiy € O(x)
0, 1inace.
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Stoga je

¥(x,2) # 0 & Jy € O(x) takav da je z = f(y)
© dyeN]  takavdajey € P(x) iz = f(y)

o(x
e 3ie{0,...,p" ... pfY) takav da je h(i) € D(x) iz = f(h(i))

pslo(X) = pf(x)

e >, Xewh)-5g(|z = f(h)]) # 0.

i=0

Prema tome
@(x) ©(x)
1

T =se Y, D) 57|~ S0

i=0

Iz propozicije slijedi da je W rekurzivna funkcija, pa je i ¥ rekurzivna funkcija.
Nekasu fi,..., fn: N” — N komponentne funkcije od f. Neka je x € N, Tada je

P(x) = {f0) |y € D))
c{fo) 1y e}
(Ao a0 |y €N )
C{(AGD). ... Fulh D)) 17 € 0. pf - pi)

jer je

NZ(x) < {h(i) lief0,... ,pf(x) . pi(x)}}.

Prema tome
) S {((fi o @, (o D)D) i €40, pi - Y,

Neka je ¢: N¥ — N funkcija definirana sa

Yo = max {(fi o D)™ (P{7 - pE), s (o ™YL pE))

Iz propozicije 2.2.29]i Cinjenice da je max rekurzivna funkcija slijedi da je ¥ rekurzivna
funkcija.

Zasvakii € {0,... ,pf(x) oo pf9Y vrijedi

Silh@) < ¥(x), ..., fu(h(D) < ().
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Stoga je
{(AMR@D). ... fuh@)) i€ f0,....pt2 - ptY ey

Prema tome

W(x) € Ny,

Time smo dokazali da je ¥ rekurzivno omedena funkcija.

Zakljucak: V¥ je r.r.o. O

Propozicija 2.2.31. Neka sun, k, [ € N\ {0}. Neka je ®: N* — P(N") r.ro. funkcija te
neka je f: N — N¥ rekurzivna funkcija. Tada je ® o f: N' — P(N") r.r.o. funkcija.

Dokaz. ITmamo sljedeci dijagram:

N Ly N2y P

Ozna¢imo ¥ = @ o f. Za funkciju ¥: N*" — N vrijedi

P(z2,9) = xwo ) = Xorw) ) = D(f(2),y)

ZasvezeNliyEN”,tj. . B
P(z,y) = O(f(2),).

Iz &injenice da je @ rekurzivna funkcija slijedi da je i W rekurzivna funkcija. Dakle ¥ je
rekurzivna funkcija.

Nadalje, buduéi da je ® rekurzivno omedena, postoji ¢: N¥ — N rekurzivna funkcija takva

da je ®(x) € N" . zasvaki x € N¥. Posebno za svaki z € N vrijedi ®(f(z)) € N

. .
o(x)? () U

(@) € Nigopyo)-

Funkcija ¢ o f: N/ — N je rekurzivna pa slijedi da je ¥ rekurzivno omedena funkcija.
Prema tome Y je r.r.o. O
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Lema 2.2.32. Neka je n € N\ {0} te neka je T rekurzivno prebrojiv skup u N". Tada postoji
r.ro. funkcijal': N — P(N") takva da je I'(i) C T za svaki i € N te takva da za svaki

konacan podskup T' C T postojii € N takav da je T C I'(i).

Dokaz. Ako je T = () onda funkcijaI': N — P(N") definirana sa I'(i) = (), za svaki i € N,

oCito zadovoljava traZzene uvjete.

Pretpostavimo sada da je 7' # (). Tada postoji rekurzivna funkcija g: N — N” takva da je

T = g(N).
Definirajmo I': N — P(IN") sa
I'G) = {g0),..., g}
Neka je @: N — P(N) funkcija definirana sa
®@G) ={0,...,i}.
Prema primjeru[2.2.25| ® je r.r.o.

Nadalje, za svaki i € N vrijedi
['() = g(@()
pa iz teorema [2.2.30|slijedi da je I r.r.o. funkcija.
Ocito je
TG)C T, VieN.

S druge strane, ako je 7’ konacan neprazan podskup od 7" onda je 7’ = {ay, . .

., ax}, zaneki

keNiag,...,a €T. Buduéidaje T = g(N) imamo ay = g(jo),--.,ax = g(jx), gdje su

](),...,jkEN.
Neka je i = max{jo, ..., ji}. Tada vrijedi g(jo),...,g(x) € I'(), t.
T’ CTG).

Time je tvrdnja leme dokazana.
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Teorem 2.2.33. Neka su k, n € N\ {0} te neka je ®: N* — P(N") r.r.0. funkcija. Neka je

T rekurzivno prebrojiv podskup od N". Neka je
S ={xeN|d(x) C T}

Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Prema lemi [2.2.32] postoji r.r.o. funkcijaI': N — P(N") takva da je I'(i) € T za
svaki i € N te takva da za svaki konaCan podskup od 7T postoji i € N takav da je 7° C I'(D).

Neka je x € N*, Buduéi da je ®(x) konacan skup vrijedi
®(x) € T & di € N takav da je O(x) C I'(D).

Neka je
Q= {(x, i) e N*! | x e NF, i e N, @(x) C F(i)}.

Definirajmo funkcije @', I : N¥*! — P(N") sa

D'(x,i) = D(x),
I(x,i) =T0).

Tada su @ i I" r.r.o. funkcije prema propoziciji[2.2.31] a o€ito vrijedi da je
Q={yeN""|&'() cI'()]
pa iz teorema [2.2.27] slijedi da je Q rekurzivan skup.
1z definicije skupa Q1 (2.11) slijedi da je
x €S8 & di e Ntakav da je (x,i) € Q.

Iz teorema o projekciji|l.4.7|slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup.

Za i € N oznacavamo sa [i] skup {(i)o, . .., (0);}.

Uocimo da je svaki konacan neprazan podskup od N oblika [i], za neki i € N.

(2.11)

Naime, svaki konacan neprazan podskup od N je oblika {ay,...,a,}, gdje je n € N i
ap,...,a, € N. Neka je i € N takav da je (ag,...,a,) = ((i)o,...,(i); (takav i sigurno

postoji). Tada je ocito {ay, . .., a,} = {(Do, ..., [}, 4.

{ag, ..., a,} = [i].
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Nadalje, ako je (X, d, @) izracunljiv metric¢ki prostor onda za svaki j € N vrijedi

Ji=Jn.

i€[j]

Propozicija 2.2.34. Funkcija ®: N — P(N) definirana sa ®(i) = [i] je r.r.o.
Dokaz. Zasvaki i € N vrijedi

(@) = {(Do, - .., (@)}
(o0, 0),.... 00, )}
o({G.0),....G D))
o({(.0)..... (.0} )-

Definirajmo ¥: N — P(IN?) sa

Y@ ={G0),.... (M)}

Dakle, za svaki i € N vrijedi
@(i) = o(V()).

Stoga je prema teoremu [2.2.30] dovoljno dokazati da je ¥ r.r.o. funkcija.

Neka su i, a, b € N. Vrijedi

¥(i,a,b) = xwe(a,b)
_{L(mmewm

0, 1inacCe
1, a=i,b<i
0, 1inace

paje _
Y(i,a,b) = sg(la —il) - sg(b-n()).

Iz ovoga je jasno da je ¥ rekurzivna funkcija. Prema tome, ¥ je rekurzivna funkcija.
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Neka je ¢ : N — N funkcija definirana sa

(i) = max {i, n()} .
Tada je ¢ rekurzivna funkcija (jer je max rekurzivna) te za svaki i € N vrijedi

P(i) € Ny

Prema tome, W je rekurzivno omedena funkcija. Dakle W je r.r.o. funkcija.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 2.2.35. Neka su k, n, m € N\ {0} te neka su ®: N — PIN") i ¥: Nf — P(N™)
rr.o. funkcije. Neka je A: N¥ — PIN""") funkcija definirana sa A(x) = ®(x) x ¥(x). Tada
je A\ rro. funkcija.

Dokaz. Promotrimo funkciju A : NF+" — N. Neka su x € N¥, y € N, z € N". Tada je

A(x,,2) = Xaw () 2)
L (3,2 € D(x) x P(x)
B 0, 1nace
L yed(x), z€Y(x)
B 0, 1inace
= Xow () - Xy (2)
= O(x, y) - Y(x,2).

Stoga je A rekurzivna funkcija, tj. A je rekurzivna funkcija. Nadalje, buduéi da su @ i ¥
rekurzivno omedene, postoje rekurzivne funkcije ¢, : N¥ — N takve da je

D(x) € N7

@(x)

Y(x) SN}, VYxeN-

Neka je A: N*¥ — N funkcija definirana sa

A(x) = max {g(x), Y(x)} .



54 POGLAVLIE 2. IZRACUNLJIVI METRICKI PROSTORI

Tada je A rekurzivna funkcija te je

O(x) S N s
Y(x) € N,

paje
D(x) X W(x) € N7,
tj.
A(x) € NE.
Time smo dokazali da je A r.r.o. funkcija O

Lema 2.2.36. Neka su k, n € N\ {0} te neka su f, g € N* — N" rekurzivne funkcije. Tada
je skup S = {x eNF| f(x) = g(x)} rekurzivan.

Dokaz. Nekasu fi,..., f,1g1,...,8, komponentne funkcije od f 1 g.
Tada je

S ={x e N[ (AR),.... /) = (1), ..., gu(0)))}
=[x eN | 10 = 210, -, ful®) = ()
= e N AW = af N0 {r e N £ = gu(@).

Iz korolara [1.3.3]slijedi da je S presjek konacno mnogo rekurzivnih skupova. Stoga je S
rekurzivan. o

Propozicija 2.2.37. Neka su k, n € N\ {0}, neka je f: N* — N" rekurzivna funkcija te
neka je S rekurzivno prebrojiv skup u N". Tada je f~'(S) rekurzivno prebrojiv skup u N*.

Dokaz. Ako je S = 0, tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da je S # 0.
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NVZ
Nk
g(N)
f
) S
S
g \
f
i N

Slika 2.4: Vizualizacija djelovanja funkcija.
Tada postoji rekurzivna funkcija g: N — N” takva da je g(IN) = S.
Neka je x € N*, Tada vrijedi

xe 1§ e fx)es
& di € N takav da f(x) = g(i)
o dieNtakavda (x,i) e T
pri ¢emu je
T ={(x.i) e N | xe N, i e N, f(x) = g()}.
Skup T je rekurzivan prema lemi
Dakle, vrijedi
xe f'(S)e JieNtakavda (x,i) € T

pa iz teorema o projekciji slijedi da je f~'(S) rekurzivno prebrojiv skup. O

Teorem 2.2.38. Neka su k, n € N\ {0} te neka je S € N¥*" rekurzivno prebrojiv skup takav
da za svaki x € N postoji y € N" takav da je (x,y) € S. Tada postoji rekurzivna funkcija
¢: N¥ — N" takva da je (x, p(x)) € S, za svaki x € NF,
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Dokaz. Buduci da je S rekurzivno prebrojiv skup (te je o€ito neprazan) postoji rekurzivna
funkcija g: N — N takva da je
S = g(N).

Neka su g, ..., gwn: N — N komponentne funkcije od g. Neka je x € N¥. Tada postoji
y € N" takav da je (x,y) € § iz Cega slijedi da postoji i € N takav da je

(x,y) = g(@).

Iz ovoga slijedi da je x = (g:(i), . .., gx(i)). Dakle, za svaki x € N* postoji i € N takav da je

x=(gi1(0), ..., &)

Neka je
T ={(xi) e N [ xe N, i €N, x=(g1()..... &)}

Neka su F, G: N¥*! — N¥ funkcije definirane sa

F(xy,...,x,0) = (x1,...,X),
G(.X1, e ooy Xk l) = (gl(l)9 .o ’gk(l))

Ocito su F' 1 G rekurzivne funkcije, a prema definiciji skupa 7" vrijedi
T ={zeN"'| F(2) = GQ)}.

Iz leme [2.2.36|slijedi da je T rekurzivan skup. Vidjeli smo da za svaki x € N* postoji i € N
takav daje (x,i) € T.

Prema lemi postoji rekurzivna funkcija h: N* — N takva da je (x, i(x)) € T za svaki
x € N¥, Stoga za svaki x € N¥ vrijedi

x= (8110, )
Definirajmo ¢: Nf¥ — N” sa
#) = (8t (OO, gran ().
O¢ito je ¢ rekurzivna funkcija te za svaki x € N¥ vrijedi

(. 0(x) = (gl(h(x», o2 8, g (), ... ,gk+n(h(x))) = g(h(x)) € 5.

Dakle, (x, ¢(x)) € S za svaki x € N¥, O
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Propozicija 2.2.39. Neka je k € N\ {0} te neka su S i T rekurzivno prebrojivi podskupovi
0od NF, Tada su S UT i S 0T rekurzivno prebrojivi podskupovi od NF,

Dokaz. Akoje S =0ili T = 0 tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da je S # 0 i T # 0. Tada postoje rekurzivne funkcije f, g: N — N takve
da je
fMN) =81 gMN)=T.

Definirajmo #: N — N* sa

%J) , X paran
x=1

_[r(
hlx) = {g (L—J), X neparan.

2

Jasno je da je h rekurzivna funkcija.

Nadalje, ocito je h(IN) € S U T'. Obratno, ako je y € S onda je y = g(i), zaneki i € N pa je
y =g(i),zanekii € Npajey = h(2i),aakojey e T ondajey = g(j), zaneki j € N pa je
y=h2j+1). Prematome S UT C h(N) pa je

hN)=S UT.

Dakle S U T je rekurzivno prebrojiv skup.

Neka je x € N*, Tada je

xeSNToxeS ixeT
& di,jeN takvidaje x = f(i), x = g(j)
& 1i,jeN takvidaje (x,i,)) € Q,

pri cemu je

Q = {(x,i, j) e N*?| x = f(0), x = g(j)}-
Skup Q je prema lemi [2.2.36] presjek dva rekurzivna skupa pa je i sam rekurzivan.
Dokazali smo da je

xeSNT o yeN takavdaje (x,y) € Q.

Iz teorema o projekciji (teorem [[.4.7) slijedi da je S N T rekurzivno prebrojiv skup. |



58 POGLAVLIE 2. IZRACUNLJIVI METRICKI PROSTORI

Teorem 2.2.40. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je K poluizracunljiv i
izracunljivo prebrojiv skup u (X, d, @). Tada je K izracunljiv skup u (X, d, ).

K S
7~ \

/“/ [ ) [ ] \.\~
k = aT](l
\ . @
\ v . 5 < 2k
Va . g
< N
K b [ ] [ ] [ ] \
\)
N £
\.\.\‘; / \

Slika 2.5: Vizualizacija ideje dokaza teorema.

Dokaz. 1deja dokaza je, neformalno govore(i, sljedeca.
Za dani k € N Zelimo naci j € N takav da vrijedi:

(1) KcJ;
(2) Svaka kuglica I;, i € [j], ima radijus manji od 27%.
(3) Svaka kuglica I;, i € [/], sijecCe K.
Tada bi konacan skup A, koji se sastoji od sredista tih kuglica, trebao aproksimirati K s

to¢noscu 27%, j.
K -k A

Formalno, postupamo na sljedeci nacin.
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Ako je K = 0, tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je K # 0.

Neka je
S={ieN|LNnK=+0}.

Skup § je rekurzivno prebrojiv jer je K izraCunljivo prebrojiv.

Neka je
T={jeN|LnK=+0, VYieljl}.

Vrijedi

T={jeN|ieSs, Vie[jl}
={jeN|[[jlcS}
={jeN|D()cS},

gdje je @: N — P(N) funkcija definirana sa
@) = [jl-

Funkcija @ je r.r.o. prema propoziciji [2.2.34{pa je T rekurzivno prebrojiv skup prema te-
oremu

Neka je
V={kj) €N | gr <27, Vie L]}

Tvrdimo da je V rekurzivno prebrojiv skup. Neka je
V' ={(i.k) € N? | gry < 27},

Prema korolaru[I.3.3|V’ je rekurzivan skup.

Vrijedi
V={k. ) eN?| (i.k) e V', Vi e [}
={(k. ) eN?|ae V', Va e [j]x k)]
= {(k. j) e N? | [j] x {k} € V'}.
Prema tome,

V ={(k, j) e N? | (k. j) € V'} (2.12)
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gdje je funkcija ®@: N? — P(N?) definirana sa
O(k, j) = [j] x {k}.

Iz propozicije [2.2.35] propozicije [2.2.34] i propozicije [[.3.4] slijedi da je ® r.ro. funkcija
(lako se vidi da je funkcija N — P(N), k +— {k} r.r.0.).

Sada iz (2.12) i teorema[2.2.33|slijedi da je V rekurzivno prebrojiv skup.

Neka je
Q={k,)eN’|KCJ; LNK %0, gy <27 Vi [j]}.
Tada je
Q=0,Nn%LNV (2.13)

gdje je

Q ={k.j) e N | K C J}},

Q ={(k. ) eN? | LNK #0, Vie[j]}.
Vrijedi

Q= |k, j) €N | j € T
=k, j) e N* | Bk, j) € T
= () (1)

pa iz propozicije slijedi da je Q, rekurzivno prebrojiv skup.

Koristeci ¢injenicu da je skup { JEN|KCJ j} rekurzivno prebrojiv (Sto je posljedica €injenice
da je K poluizracunljiv skup) na isti nacin dobivamo da je Q; rekurzivno prebrojiv.

Sada iz (2.13) i propozicije [2.2.39slijedi da je Q rekurzivno prebrojiv skup.
Dokazimo sada da za svaki k € N postoji j € N takav da je (k, j) € Q.

Neka je k € N. Budu¢i da je {a; | i € N} gust skup u (X, d) prema propoziciji|2.2.23| postoji
konacan podskup A’ C {a; | i € N} takav da je

K ~y, A
Dakle, postoje n € N'i py,..., p, € N takvi da je
K %, {apy, ..o, } (2.14)
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Neka je [ € {0, ...,n}. Buduci da je 2/2 pozitivan racionalan broj postoji i; € N takav da je

(@p, 7/2) = (@0 Grati)-
Tvrdimo da vrijedi sljedece:
(1) Kc,u...Ul,
2) KN, #0,¥1€{0,...,n}
(3) Gy <275, V1 €H0,...,n}.
Ocito je da (3) vrijedi.

Dokazimo (1). Neka je x € K. Prema (2.14) postoji I € {0,...,n} takav da je d(x,a,) <
2%/2. Stoga je x € I,,. Dakle, (1) vrijedi.

Dokazimo (2). Neka je [ € {0,...,n}. Prema (2.14) postoji x € K takav da je d(x, ap,) <
2*/>. Imamo x € I;, i x € K paje I, N K # (. Dakle, (2) vrijedi.

Odaberimo j € N takav da je

(igs -+ in) = ((Dos - - ()3)-

Tada je
[J1 = {io, - ... 0n}

paiz (1), (2)i(3)slijedidaje K CJ;, N K # 0 i gryi) < 27, za svaki i € [j]. Prema tome
(k, j) € Q.

Zakljucak: za svaki k € N postoji j € N takav da je (k, j) € Q.

Stoga, prema teoremu postoji rekurzivna funkcija ¢: N — N takva da je
(k, (k) € Q, VkeN.

Uocimo sljedece, ako su k, j € N takvi da je (k, j) € Q onda je

K 2 @y @eipys -+ i) - (2.15)

Naime, ako je x € K onda zbog K C J; postoji i € [j] takav da je x € I; §to povlaci da je

d(x, a"rl(i)) < gr,(i)-
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Zbog (k, j) € Q vrijedi
Grsy < 27F

pa je
d(x, ., q) < 275

Uotimo da je i = (j);, gdje je [ € {0,...,j}. Obratno, ako je [ € {0,..., j} onda zbog
(k, j) € Q vrijedi

pa postoji x € K takav da je x € [, 4.
—k
d(X, @z, () < ey <27

Dakle, (2.15) vrijedi.
Neka je k € N. Tada je (k, ¢(k)) € Q pa iz (2.15) zakljuCujemo da je

K %t (@, ot @ty -+ %«wk»@)} : (2.16)

Neka je @: N — P(N) funkcija definirana sa

©K) = {11 (@)0). 1 (@D, ... 71 (PR3]
Uoc¢imo da je
k) = 71 ([p0)]). (2.17)
Funkcija N — P(N), k — [¢(k)] je r.r.0. prema propoziciji|[2.2.34]1 propoziciji[2.2.31

Sada iz (2.17) i teorema [2.2.30]slijedi da je @ r.r.o.

Uoc¢imo da je za svaki k € N skup ®(k) neprazan i konacan. Stoga za svaki k € N postoji
[ € N takav da je
O(k) = [1].

Skup
{(k,D) e N* | D(k) = 11}

je rekurzivan prema korolaru [2.2.28
Stoga, prema lemi [2.2.5] (ili teoremu [2.2.38)) postoji rekurzivna funkcija f: N — N takva

da je
®(k) = [f(k)], VkeN.
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1z ovoga, (2.16) i definicije od @ slijedi
~pr e(D(K)) = a([f(K)]) = Agw,
tj.
K =5 Af(k), Vk € N.

Prema tome, K je izraCunljiv skup u (X, d, @). O

2.3 Lokalna izracunljivost

Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka su A, B C X takvida je A C B. Kazemo
da je A izracunljiv do na B u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija f: N — N takva da
je

A <5k Af(k) 1 Af(k) <5+ B

za svaki k € N.

Uocimo sljedece: ako je K kompaktan, neprazan skup u (X, d) onda je A izracunljiv skup
u (X, d, @) ako i samo ako je A izraCunljiv do na A u (X, d, ).

Propozicija 2.3.1. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka su A, B, S C X takvi
daje A CS iBCS tetakvida su A i Bizracunljivido na S. Tada je i AU B izracunljiv do
nas.

Dokaz. Buduci da su A 1 B izraCunljivi do na S postoje rekurzivne funkcije f, g: N — N
takve da je
A <ok Af(k) <p-k S

B <p-k Ag(k) <5-k S
za svaki k € N.

Uocimo da opcenito vrijedi sljedece:
ako su Cy, C,, Dy, D, € X1 € >0 takvida je

C1 <e Dl 1 C2 <e D2

onda je
CiUCy <. Dy UD,.
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Stoga, za svaki k € N vrijedi
AU B <5 Af(k) U Ag(k) <5k S. (2.18)
Vrijedi

Afiy U Agy = ([ f(k)]) U a([g(k)])
= a([f(k)] U [g(k)]).

Neka je @: N — P(N) funkcija definirana sa

O(k) = [f(K)] U [gK)].

Prema propoziciji ® je r.r.o. funkcija. Buduci da za svaki k € N postoji / € N takav
da je
O(k) = [/]
te buduci da je skup
{(k, D) | D(k) = [11}

rekurzivan (prema korolaru[2.2.28)) prema teoremu [2.2.38| postoji rekurzivna funkcijas: N —
N takva da je
®(k) = [h(k)], Yk eN.

Dakle,
Lf(O] U [g(k)] = [h(Kk)], YkeN.

Stoga je
Asgy U Agy = [h(k)] = Apgy, Yk € N.

Ovo, zajedno sa (2.18]), daje
AUB <7k Ah(k) <p-k S.

Prema tome, skup A U B je izraunljivdona §. O

Korolar 2.3.2. Neka je (X,d,a) izracunljiv metricki prostor, neka je S C X , neka je
n € N\ {0} te neka su Ay, ...,A, podskupovi od S takvi da je A; izracunljiv do na S za
svakii € {1,...,n}. Tada je skup A, U ...U A, izracunljiv do na S .

Dokaz. Ovo slijedi lako indukcijom iz prethodne propozicije. O
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Korolar 2.3.3. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je S kompaktan skup u
(X,d) te neka sun € N\ {0}iAy,...,A, podskupovi od S takvidajeS = A, U...UA, te
takvi da je A; izracunljiv do na S za svakii € {1,...,n}). Tada je S izracunljiv skup. O

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je Y neprazan podskup od X. Nekaje p: Y XY — R
funkcija definirana sa
pla,b) = d(a,b), Ya,beY,

(tj. p = d|yxy)- Tada je p o€ito metrika na Y.
Za metricki prostor (Y, p) kaZzemo da je potprostor metrickog prostora (X, d).

Propozicija 2.3.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je (Y, p) njegov potprostor. Neka
jeV C Y. Tada je V otvoren skup u (Y, p) ako i samo ako postoji otvoren skup U u (X, d)
takavdajeV =Y NU.

Dokaz. Zaa € Y 1r > 0neka Ky(a, r) oznaCava kuglu oko a radijusa r u metrickom pros-
toru (¥, p).

Nekajeae Yir > 0. Tada je
Ky(a,¥) =Y N K(a,r).
Naime, ako je b € Ky(a,r)ondajeb € Yip(a,b) <rpajeid(a,b) <r,tj.be YNK(a,r).
Obratno, akoje b € YNK(a,r)ondaje b € Yid(a,b) < rpajeip(a,b) <rtj. b e Ky(a,r).
Pretpostavimo da je V otvoren skup u (¥, p). Tada za svaki a € V postoji r, > 0 takav da je
Ky(a,r,) C V.

Tada je
V= U Ky(a, ro).

acV

Neka je U = ey K(a, r,). Tada je U otvoren skup u (X, d) te vrijedi
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Slika 2.6: Vizualizacija dokaza.

YﬂU:YﬂUK(a,ra)

aeV

= U YNnK(a,r,)

acV

= J&via,r)

=V

Ky(a,r) B2224
Ky(a,r,) €22
K(Cl, ra) E—
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Dakle
Vv=YnU.

Obratno, pretpostavimo da postoji otvoreni skup U u (X, d) takav da je V = Y N U. Zelimo
dokazati da je V otvoren u (Y, p).

Nekajea e V. Tadajea € Yia € U papostoji r > 0 takav da je K(a,r) C U. Slijedi
YNK@r)cYnU,
tj.
Ky(a,r) C V.

Prema tome, V je otvoren skup u (Y, p). O
Neka je (X,d) metric¢ki prostor, x € X i N € X. Kazemo da je N okolina tocke x u

metriCkom prostoru (X, d) ako postoji otvoren skup U u (X, d) takavdajex € U C N.

(X, d)

Slika 2.7: Prikaz okoline to¢ke x u metrickom prostoru (X, d).

Neka je (X, d) metricki prostor, S € X, x € S te N C S. Kazemo da je N okolina tocke x u
S (u metrickom prostoru (X, d)) ako je N okolina tocke x u metrickom prostoru (S, d|gys)-
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(S, dlsxs)

Slika 2.8: Prikaz okoline to¢ke x u metrickom prostoru (S, d|gs)-

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor, neka je S € X te x € §. KaZzemo da je skup S

izracunljiv u tocki x (u (X, d, @)) ako postoji okolina N tocke x u S takva da je N izraCunljiv
skupdona§.

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor te neka je S € X. Kazemo da je S lokalno
izracunljiv skup u (X, d, @) ako je S izraCunljiv u tocki x za svaki x € §.

Uocimo sljedece: ako je S izraCunljiv u (X, d, @) onda je S 1 lokalno izraCunljiv u (X, d, a).

Propozicija 2.3.5. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je S lokalno izracunljiv

skup u (X, d, @). Pretpostavimo da je S kompaktan skup u (X,d). Tada je S izracunljiv u
(X.d, ).

X.d)

~~~~~

Slika 2.9: Vizualizacija dokaza.
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Dokaz. Neka je x € S. Tada postoji okolina N, od x u S takva da je skup N, izracunljiv do
na S. Dakle, N, je okolina od x u metriCkom prostoru (S, d|s.s) pa postoji otvoren skup
Veu (S, d|gys) takav da je

xeV,CN,.

Prema propoziciji [2.3.4] postoji otvoren skup U, u (X, d) takav da je
Vi=8SnU,.
Ocito je x € U,.
Uoc¢imo da je {U, | x € S} otvoreni pokriva¢ skupa S u metri¢kom prostoru (X, d). Budu¢i
da je S kompaktan postoje n € N \ {0} 1 xy,...,x, € S takvi da je
ScU,U...uUy,.
Iz toga slijedi da je
S=U,v...uU0,)NS
=SNnU,V...uSNnU,

=V, U...uV,
CN,U...UN,,.

Dakle
SCN,U...UN,
pa je
S=N,U...UN,
Iz korolara[2.3.3|slijedi da je S izraCunljiv skup. m|

Lema 2.3.6. Neka je (X, d) metricki prostor, x,y € X ter, s > 0 takvida je r + s < d(x,y).
Tada je K(x,r) N K(y, s) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno.
Tada postoji z € X takav da je z € K(x,r) N K(y, s). Slijedi z € K(x,r)1z € K(y, 5), pa je
d(z,x) <rid(z,y) < s. Slijedi

d(x,y) <d(x,z2) +d(z,y) <r+s,

dakle
dix,y)<r+s

Sto je u kontradikciji s pretpostavkom leme. Dakle K(x,r) N K(y, s) = 0. O
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Primjer 2.3.7. Obrat prethodne leme ne vrijedi.

Naime, pretpostavimo da je X skup te da su x, y € X takvi da je x + y.

Neka je d diskretna metrika na X. Neka je r = s = 1. Imamo K(x,r) = {x}, K(y, s) = {y}.
Stoga je K(x,r)NK(y, s) = 0. No, broj r + s nije manji ili jednak od d(x,y), jer jer+s = 2,
ad(x,y) = 1.

2.4 Formalna disjunktnost i formalna sadrzanost

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Neka su i, j € N. KaZemo da su /; 1 [;
formalno disjunktni ako je

Gy F Grajy < A(@ry(is Ury()-

Uocimo da je ovo relacija izmedu brojeva i, j € N, a ne izmedu skupova /; 1 [;.

Iz prethodne definicije i leme [2.3.6) odmah slijedi da ako su i, j € N takvi da su I; i I;
formalno disjunktni, onda je I; N [; = 0.

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Neka su u, v € N. Kazemo da su J, i J,
formalno disjunktni ako su I; i I; formalno disjunktni Vi € [u] 1 Vj € [v].

Uocimo da je ovo relacija izmedu brojeva u, v € N a ne izmedu skupova J,, i J,.
Nadalje, ako su u, v € N takvi da su J,, i J, formalno disjunktni onda je ocito J, N J,, = 0.

Propozicija 2.4.1. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor.

(1) Nekaje S = {(i, j) € N* | I, i I; formalno disjunkini}. Tada je S rekurzivno prebrojiv
podskup od N.

(2) Nekaje T = {(u,v) € N*| J, i J, formalno disjunktni}. Tada je T rekurzivno prebro-
jiv podskup od N,
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Dokaz.

6]

2)

Neka su 7, j € N. Tada je (i, j) € S ako i samo ako su /; i I; formalno disjunktni, tj.
(i, ) €S © qryi) + Gra(jy < d(@ry(i) Ury()- (2.19)
Neka su f, g: N> — R funkcije definirane sa
T ) = G + 4o
8(i, J) = d(ar ) @, ()

Funkcija f je rekurzivna kao zbroj rekurzivnih funkcija, a funkcija g je rekurzivna

prema propoziciji Prema vrijedi
S ={G, j) e N* | f(i, )) < g(, )}

pa iz teorema [[.4.9slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup.
Vrijedi

T = {(u,v) € N? | I; i I; formalno disjunkini, Vi € [u], ¥, € [v]}
={w.v) eN*| (i, j) €S, Vi€ [u], Vje M
= {.v) e N? [ [u] x [v] € S}
= {w.v) e N? | A(u,v) € S|
pri ¢emu je A: N? — P(N?) funkcija definirana sa

A(u,v) = [u] X [v].
Vrijedi
A(u,v) = ©(u,v) x Y(u,v),

gdje su @, ¥: N? — P(N) funkcije definirane sa

O(u,v) = [u]
Y(u,v) = [v].

Funkcije @, ¥ su r.r.o. prema propoziciji [2.2.34]1 propoziciji 2.2.31] stoga je A r.r.o.
prema propoziciji [2.2.35] Dobili smo da je

T = {(u.v) € N? | A(uw,v) C S|
pa iz teorema [2.2.33|slijedi da je T rekurzivno prebrojiv skup.
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Propozicija 2.4.2. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka su x, y € X, x # y.
Tada postoje i, j € N takvida je x € I; iy € I; te takvi da su I; i I; formalno disjunkini.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, P y
d(x,y) =4r
a, r
4 \

Slika 2.10: Ilustracija dokaza.

Dokaz. Neka je
d(x,y)
1
Ocito je r > 0. Odaberimo k € N takav da je ¢, < r. Budu¢i da je @ gust niz u (X, d)
postoje u, v € N takvi da je

dix,a,) < q; 1 d(y,a,) < qy.
Iz ovoga slijedi

X € K(au’ Qk) i ye€ K(a'v’ Qk)
Postoje i, j € N takvi da je

(u, k) = (11D, 72()) 1 (v, k) = (T1()), 12())-

Stoga je
x € K(r,6) 4ry) 1 Y € K(r,()s Grs)»

6.
XEIiiyEIj.

Tvrdimo da su /; i I; formalno disjunktni, tj. da je
Qo) + oty < d@r(iy, Ury(j)-

Ovo je ekvivalentno sa
gk + gk < d(au’ a'v)- (220)
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Dokazimo (2.20). Pretpostavimo suprotno, da je
d(am av) < ZQk
Tada je

d(x,y) <d(x,a,) + d(ay,,y)
<d(x,a,) +da,a,) +da,,y)

< i +2q; + g
=4q; < 4r =d(x,y),

tj. d(x,y) < d(x,y), kontradikcija.

Prema tome @) vrijedi, dakle /; i I; su formalno disjunktni. Time je tvrdnja propozicije
dokazana. O

Lema 2.4.3. Neka je (X, d) metricki prostori. Neka su x, y € X te r, s > 0 takvi da je
d(x,y)+r < s.Tada je K(x,r) C K(y, s).

Slika 2.11: Ilustracija dokaza.
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Dokaz. Neka je z € K(x,r). Tada je d(z, x) < r. Imamo

d(z,y) < d(z,x) +d(x,y)
<r+d(x,y)
<s.

Dakle, d(z,y) < s paje z € K(y, s). Prema tome K(x,r) C K(y, s). O

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Neka su i, j € N. Kazemo da je I; formalno
sadrZan u I 1 piSemo I; Cr I; ako je

d(ar 4y, Xry () + Grat) < Gra()-

Uocimo sljedece: ako su i, j € N takvida je I; Cp I; ondaje I; C I; (lema|2.4.3).

Propozicija 2.4.4. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka sui, je Nix € X
takvi da je x € I; N 1;. Tada postoji k € N takav da je x € I, I Cp I; i I Cp 1.

Dokaz. Imamo x € ;1 x € I; paje
d(X, 7)) < Gryiy 1 d(X, 7,(j) < Gro(j)-
Tada postoji pozitivan racionalan broj r takav da je
d(x, az, @) + 2r < g, (2.21)

d(x, a‘r.(j)) +2r < 9v,(j)-

Budu¢i da je e gust niz u (X, d) postoji u € N takav da je d(x,a,) < r. Odaberimo v € N
takav da je g, = r. Dakle d(x, @,) < ¢, pa je x € K(a,, gq,). Odaberimo k € N takav da je
(u,v) = (11(k), T2(k)). Tada je x € K(@r,x)> Grrt))» tj- X € L.

Dokazimo da je I; Cr ;.
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I
Slika 2.12: Ilustracija dokaza.
Vrijedi
d(@r, 4> Ury(1) + Graky = d(@us i) + Gy
< d(aua x) + d(xa aﬂ(i)) + qv
<r+dx a,g) +r
< 4>
dakle
d(@ry k), i) + Gty < Gratis
tj.
Iy Cr 1.
Posve analogno dobivamo i I Cr I;. O

Propozicija 2.4.5. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka su k, i, j € N takvi
dajely Cr 1;i1; Cr 1. Tada je Iy Cr 1.
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Dokaz. Vrijedi

d(@r1ys Uy () + Gy < Grati (2.22)
d(@z)> ry(j) + Gratiy < Gra()- (2.23)
Imamo
d(@ry()> Xry () + Gryty < d(@ry k)5 Uryi) + Ay i) Ay () + Gy
@ d(az, i), @2, (j) + Grri)
< Gn())-
Prema tome, I Cr I;. O

Propozicija 2.4.6. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka su k, i, j € N takvi
da je I Cr I, te takvi da su I; i I; formalno disjunktni. Tada su I} i I; formalno disjunkitni.

Dokaz. Buduéida je I Cr I; vrijedi
d(a@r, iy, Xry0) + Gray < st

paje
Grs ) < Grs(iy — Az, (iy> Ay 1)) (2.24)

Iz Cinjenice da su /; 1 I; formalno disjunktni slijedi

Gra(iy + Gy < A,y Xry()
< d(q i)y Oy 0) + d(@ry 1), Uy ()

.
Gy T Gra(p) < A(@ri)s Ary) + d(@ry 15 @y ()
paje
Gratiy — A(Qr (i) U ) + Gra() < A(Ury 1) Ury()- (2.25)
Prema (2.24)) vrijedi
Gort) + Gr() < Gra) — A @y (i)s X)) + G- (2.20)

Iz (2.25)) 1 (2.26) slijedi

Grak) F Gro) < A(Qry (1) Xy (j)-

Dakle, I; i I; su formalno disjunktni. m]
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Korolar 2.4.7. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor, neka je n € N, iy, ...,i, € N
te neka je x € I, N ...N 1, . Tada postoji k € N takavdajex € I i Iy Cp I, ..., Iy Cr I;,.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n.
(B) Uzmimo n = 0.

Neka je iy € N takav da je x € [;,. Tada je x € I;, N I, pa iz propozicije [2.4.4] slijedi
da postoji k € N takav daje x € Iy 1 [y Cr I;,.

(P) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

(K) Nekasuip,...,i,r; € Ntakvidajexe [, n...NL NI, . Tadajexel,,N...N1I;
pa iz induktivne pretpostavke slijedi da postoji k € N takav da je x € Iy, Iy Cr I,
oI CF I

n

Imamo x € I, N [ ,,, paiz propozicije slijedi da postoji / € N takav da je x € ],
1L, Cr I, I CF 1

n+l°

Prema propoziciji [2.4.5] vrijedi

LCrly,... . I Cr 1

n*

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Neka su i, u € N. KaZemo da su [; i J,
formalno disjunktni ako su I; i I; formalno disjunktni za svaki j € [u].

Propozicija 2.4.8. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor, neka je K kompaktan ne-
prazan skup u (X, d) te neka je x € X tocka takva da x ¢ K. Tada postoje i, u € N takvi da
jexel, KCJ,tetakvida sul;iJ, formalno disjunktni.
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ly[

Slika 2.13: Ilustracija dokaza propozicije.

Dokaz. Neka je y € K. Tada je x # y pa postoje iy, j, € Ntakvidajex € I;,y € I; i [; i

iy
I;, su formalno disjunktni.

Neka je
U=l |yeck].

Tada je U otvoreni pokrivac od K pa bududi da je K kompaktan postojen € Niyg,...,y, €
K takvida je
Kcl u...Ul; . (2.27)

Imamo x € [; N...N1I; paprema korolaru postoji k € N takav da je

xel 1 [, Cr 1

iy »

N A A

Akojel € {0,...,n},tadaje Iy Cr I; , al; i1, suformalno disjunktni pa iz propozicije
@ slijedi da je I; formalno disjunktan sa I, .

Odaberimo u € N takav da je
{yos -+ s Jyu} = [ul.

Imamo dakle da je I; formalno disjunktan sa /;, za svaki j € [u] pa je I; formalno disjunk-
tan sa J,,.

Iz (2.27) slijedi da je K C J,. o
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Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Neka su u, v € N. KaZzemo da je J, formalno
sadrZan u J, 1 piSemo J, Cr J, ako za svaki i € [u] postoji j € [v] takav da je I; Cp I;.

Uocimo sljedece: ako su u, v, i € N takvi da je J, Cf J, 1 1; 1 J, formalno disjunktni, onda
su [; i J, formalno disjunktni (to je posljedica propozicije[2.4.6).
Nadalje, ako su u, v, w € N takvi da je J, Cr J,1J, Cf J,, onda je J, Cr J,, (propozicija

2.4.5).

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor te neka su i, v € N. Kazemo da je I; formalno
sadrZan u J, 1 piSemo I; Cr J, ako postoji j € [v] takav da je I; Cr 1.

Uocimo da za u, v € N vrijedi J, Cr J, ako i samo ako je I; Cr J,, za svaki i € [u].

Propozicija 2.4.9. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor, neka je K neprazan kom-
paktan skup u (X, d) te neka su u, v € N takvi da je K C J, N J,. Tada postoji w € N takav
dajeKCJ,teld, CpJ,id, CrJ,.

Dokaz. Neka je x € K. Tada postoje i € [u], j € [v]takvidajex e ; N]; jerje K C J, i
K cJ,).

Prema propoziciji 2.4.4| postoji k. € N takav da je x € I, I, S I;i Iy, Cr I;. Slijedi
Ikx Crd, 1 Ikx Cr J,.

Ocito je {I;, | x € K} otvoreni pokriva¢ od K. Budu¢i da je K kompaktan, postoje n € N i
X0, - .., X, € K takvi da je
KCIl, U...Ul

= X0 xn

Odaberimo w € N takav da je

(W] = {Kygs - - s ki, }-
Tadaje K C J, teje J,, Cp J, 1 J,, CF J,. O
Korolar 2.4.10. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor, neka je n € N te neka su

Uy, ...,u, € N. Pretpostavimo da je K kompaktan neprazan skup u (X, d) takav da je
KcJ,n...0nJ,,. Tada postoji w € N takav da je K C J,, i J,, € Jyys ... » Jw CF Sy,

Dokaz. Analogno kao korolar 2.4.7 O
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Propozicija 2.4.11. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka su K i L neprazni
disjunktni skupovi u (X, d). Tada postoje u, v € N takvida je K C J,, L C J, teda su J, i
J, formalno disjunkitni.

Dokaz. Neka je x € K. Tada x ¢ L pa prema propoziciji postoje i, u, € N takvi da
jexel,,LcJ, 1l 1J, formalno disjunktni.

Familija
{I,, | x € K}
je otvoreni pokriva¢ od K pa postoje n € N1 xy, ..., x, € K takvi da je
K<l U.. .Ul . (2.28)
Vrijedi

LCJ,, N...0Jy,
pa prema korolaru |2.4.10| postoji w € N takav da je

LCJyi JyCrdugseesdy Cr du,-

Neka je [/ € {0,...,n}. Imamo J,, Cp Ju”, a vrijedi da su Iix, i Jux, formalno disjunktni.
Stoga su I;, i J,, formalno disjunktni.

Odaberimo v € N takav da je
{ivgs - ol } = VL.

Tada je I; formalno disjunktan sa J,, za svaki i € [v]. Prema tome J, i J,, su formalno
disjunktni. 1z (2.28) slijedi da je K C J,. O

Lema 2.4.12. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je K kompaktan skup u
(X, d). Tada postoji u € N takav da je K C J,,.

Dokaz. Ako je K = () tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je K # 0.
Uocimo prije svega sljedece:

Vxe X dieN takavdaje x € [,.
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Stoga
Vxe K Ji, €N takavdaje x € ;.

Bududi da je K kompaktan postoje n € N i x, ..., x, € K takvi da je

Kcl, uU...ul

Xn

Odaberimo u € N takav da je
[u] =iy, .-y, )

Tada je K C J,,. O

Napomena: Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka su u, u’, v/ € N takvi da
je Ju CF J, te takvi da su J,, 1 J,, formalno disjunktni.
Tada su J, 1 J,, formalno disjunktni. Nadalje, ako je v € N takav da je J, Cr J,» onda iz
istog razloga imamo da su J, i J, formalno disjunktni.

Slika 2.14: Tlustracija uz napomenu.
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Teorem 2.4.13. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor, n € N te neka su K, . .., K,
kompaktni neprazni skupovi u (X, d). Tada postoje brojevi uy, . .., u, takvi da je K; € J,,
za svaki i € {0,...,n} te takvi da za sve i, j € {0,...,n}, i < j, vrijedi sljedece: ako je
K;NK; =0, onda su J,, i J,, formalno disjunkini.

Dokaz. DokaZimo ovo indukcijom po n.
(B) Zan = 0 tvrdnja slijedi iz leme |2.4.12
(P) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

(K) Neka su Ky, ..., K,, K,,;; kompaktni neprazni skupovi u (X, d). Prema induktivnoj
pretpostavci postoje brojevi uy, . . ., u, € N takvi da je

Ko CJur-... K, CJ,,

te takvi da su J,, 1 J,; formalno disjunktni kad god su i, j € {0,...,n}, i < j, takvi da
je K,' N Kj =0.

Nekajei € {0,...,n}. Akoje K;N K,,; # 0 odaberimo w; € N takav da je K,,;; C J,,,
te definirajmo v; = u;. Ako je K; N K,;; = 0, prema propoziciji [2.4.11| postoje v;,
w; € N takvidaje K; € J,,, K1 € J,,, te da su J,, 1 J,, formalno disjunktni.

Imamo
Kyt Cdy,N.o.NJy,

pa prema korolaru [2.4.10| postoji / € N takav da je
Ko €011 J1Cp g oo s S CF e
S druge strane, za svaki i € {0, ...,n} imamo
K CJ,NJ,
pa postoji u; € N takav da je K; C Jus Jw SF i Ju € Jy,.

Neka je u/,, = [. Tada su u,...,u , trazeni brojevi. Dakle, tvrdnja vrijedi i za
n + 1, ¢ime je teorem dokazan.
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Neka su (X, d) i (Y,d") metricki prostori te neka je f: X — Y funkcija. Neka je xy € X.
Kazemo da je f neprekidna u tocki xy, s obzirom na metrike d i d’, ako za svaki € > 0
postoji 0 > 0 takav da za svaki x € X vrijedi

d(x, x0) < & = d'(f(x), f(x0)) < €.

Za funkciju f kaZemo da je neprekidna, s obzirom na metrike d i d’, ako je f neprekidna u
Xp, Sobziromna did’, za svaki xy € X.

Propozicija 2.4.14. Neka su (X,d), (Y,d") metricki prostori te f: X — Y. Tada je f
neprekidna s obzirom na d i d' ako i samo ako za svaki otvoreni skup V u (Y,d") vrijedi da
je (V) otvoren skup u (X, d).

(X, d) Y. d’)

Slika 2.15: Vizualizacija dokaza.

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna.

Neka je V otvoren skup u (Y,d’). Zelimo dokazati da je f=(V) otvoren skup u (X, d).
Uzmimo xy € f~(V). Tada je f(xo) € V pa buduéi da je V otvoren postoji € > 0 takav da
je

K(f(x0),€) C V.

Sada Cinjenica da je f neprekidna funkcija u x, povlaci da postoji 6 > 0 takav da vrijedi

d(x,x9) <6 = d'(f(x), f(xp)) < €. (2.29)
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Neka je x € K(xp,0). Tada je d(x, xy) < & pa je prema d'(f(x), f(x0)) < €, Sto znaci
daje f(x) € K(f(xo),€) paje f(x) € V. Dakle, za svaki x € K(xy, ) vrijedi da je f(x) € V,
tj. x € (V). Prema tome

K(x9,0) C f(V).

Time smo dokazali da je f (V) otvoren skup.
Obratno, pretpostavimo da je f (V) otvoren skup u (X, d) za svaki otvoren skup V u (Y, d").

Dokazimo da je f neprekidna funkcija. Neka je xy € X te neka je € > 0. Neka je

V = K(f(x0), €).

Tada je V otvoren skup u (¥,d’) pa je f~(V) otvoren skup u (X, d). OCito je f(xy) € V pa
je stoga xo € f(V), iz Cega slijedi da postoji 6 > 0 takav da je

K(x0,6) € f7(V).
Tada za svaki x € X vrijedi

d(x, xg) < 6 = x € K(xg,0)
=>xe (V)
= f(x)eV
= f(x) € K(f(x0), €)
= d'(f(x), f(x0)) < €.

Dakle
d(x, x0) <0 = d'(f(x), f(x)) < €.

Zakljucak: f je neprekidna funkcija. O

Propozicija 2.4.15. Neka su (X,d) i (Y,d") metricki prostori te neka je f: X — Y funkcija
neprekidna s obzirom na metrike d i d’. Neka je K kompaktan skup u (X, d). Tada je f(K)
kompaktan skup u (Y,d").

Dokaz. Neka je V otvoreni pokrivac od f(K) u metrickom prostoru (¥, d’). Neka je

U={f"V)|VeV}.
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Tada je U otvoreni pokriva¢ od K u (X, d).

Naime, za svaki V € V vrijedi da je V otvoreni skup u (Y, d’), pa je f~(V) otvoreni skup
u (X, d) prema propoziciji 2.4.14] S druge strane, ako je x € K, onda je f(x) € f(K) pa
postoji V € V takav da je f(x) € V, iz Cega slijedi x € f(V).

Budu¢i da je K kompaktan, postoje n € N1 Vj,...,V, € V takvi da je
KCf(Vo)U...U f(V,).

Tada je
f(K)TVoU...UV,.

Zakljucak: f(K) je kompaktan skup u (Y, d"). O






Poglavlje 3

Izracunljivost u topoloskim prostorima

3.1 Topoloski prostori

Neka je X neprazan skup te neka je 7 familija podskupova od X. Za 7 kazemo da je
topologija na skupu X ako vrijede sljedeéa svojstva:

(1) 0, XeT

(2) Ako je (U,)qea indeksirana familija elemenata od 7, onda je
U U,eT.

3) AkosuU,VeT ondajeUNV eT.

Ako je 7 topologija na skupu X onda za uredeni par (X, 7) kazemo da je topoloski prostor.

Primjer 3.1.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Sa T, oznacimo familiju svih otvorenih
skupova u metrickom prostoru (X, d).

Iz propozicije slijedi da je T, topologija na skupu X.

Za T, kazemo da je topologija inducirana metrikom d.

Primjer 3.1.2. Neka je X skup. Tada su P(X) i {0, X} topologije na X.

87
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Za P(X) kazemo da je diskretna topologija na X, a za {0, X} kaZemo da je indiskretna to-
pologija na X.

Primjer 3.1.3. Neka je X skup koji ima barem dva elementa. Postoji li metrika na X koja
inducira indiskretnu topologiju na X, tj. postoji li metrika d na X takva da je T4 = {0, X}?

Pretpostavimo da takva metrika d postoji.

Neka su a, b € X, a # b (takvi a i b sigurno postoje). Neka je r = d(a,b). OCcito je r > O.
Neka je U = K(a,r). Tada je U otvoren skup u metrickom prostoru (X,d), tj. U € T,.

Slijedi da je U € {0, X} paje U = 0ili U = X. No, U # 0 jer je a € U, s druge strane,
U+#Xjerjebe Xib¢U.

Prema tome, ne postoji metrika na X koja inducira topologiju {0, X}.

Za topoloski prostor (X, 7°) kazemo da je metrizabilan ako postoji metrika na X koja indu-
cira topologiju 7.

Primjer 3.1.4. Vidjeli smo u primjeru[3.1.3|da toploski prostor (X, {0, X}) nije metrizabilan
ako je X skup koji ima barem dva elementa. S druge strane, ako je X bilo koji neprazan
skup onda je topoloski prostor (X, P(X)) metrizabilan.

Naime, ako je d diskretna metrika na X onda je svaki podskup od X otvoren u metrickom
prostoru (X, d) prema primjeru2.2.21|pa je T4 = P(X).

Za topoloski prostor (X, 7°) kazemo da je Hausdorffov ako za sve a, b € X, a # b postoje
U,VeT7 takvidajeac U,becViUNV =0.

Uocimo da topoloski prostor (X, {0, X}) nije Hausdorffov ako je X skup koji ima barem dva
elementa. Dakle postoje topoloski prostori koji nisu Hausdorffovi.

Propozicija 3.1.5. Svaki metrizabilan topoloski prostor je Hausdorffov.
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Dokaz. Neka je (X, 7) metrizabilan topoloski prostor. Tada postoji metrika d na X takva
daje 7 =7,

Nekasua, b € X,a # b. Neka je

d(a,b)

r=—
ocito je r > 0. Neka je U = K(a,r), V = K(b, r). Pretpostavimo da postoji ¢ € X takav da
jeceUNYV.Tadajed(c,a) < rid(c,b) < r. Imamo

d(a,b) < d(a,c) +d(c,b)

<r+r

=2r

=d(a,D),

tj. d(a, b) < d(a, b), kontradikcija. Prema tome, U NV = 0.

Nadalje, ocito jedajea € U, b € V te dasu U i V otvoreni skupovi u (X, d). To znaci da
sulU,VeT, pasulU,V e 7. Time smo dokazali da je (X, 7") Hausdorffov prostor. O

Neka je X skup te neka je 7 topologija na X. Neka je B familija podskupova od X takva
da je 8 C 7 te takva da se svaki neprazan element od 7~ moZe napisati kao unija nekih
elemenata od B, tj. za svaki U € 7, U # 0 postoji indeksirana familija (B,),c4 €lemenata
od B takvih da je U = | J,c4 Bo. Tada za B kazemo da je baza topologije T .

Primjer 3.1.6. Neka je X neprazan skup te neka je B familija svih jednoc¢lanih podskupova
od X.

Tada je B baza topologije P(X).

Primjer 3.1.7. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je B familija svih otvorenih kugla u
metrickom prostoru (X, d).

Tada je B baza topologije T, (propozicija2.1.6).
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Propozicija 3.1.8. Neka je X skup, T topologija na X te neka je B podfamilija od T . Tada
Jje B baza topologije T ako i samo ako za svaki U € T i svaki x € U postoji B € B takav
dajexe BCU.

Dokaz. Pretpostavimo da je B baza topologije 7.

Pretpostavimo da je U € 7 te da je x € U. Vrijedi

U=|)B.,

€A

pri ¢emu je (B, ).eca neka indeksirana familija elemenata od B. 1z x € U slijedi da je x € B,,
zaneki a € A.

Dakle x € B, C U.

Obratno, pretpostavimo da za svaki U € 7 1 svaki x € U postoji B € B takav da je
xeBCU.Nekaje U eT,U # 0. Zasvaki x € U postoji B, € Btakavdajex € B, C U.
Tada je U = |,y Bs-

Zakljucak: 8 je baza topologije 7 . O

Propozicija 3.1.9. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A gust skup u (X,d). Neka je
B={K(a,q)|acA, geQ, g>0}. Tada je B baza topologije T .

Dokaz. Ocito je BC 7.

Neka je U € 7, te neka je x € U. Tada postoji r > 0 takav da je K(x,r) € U. Odaberimo
pozitivan racionalan broj g takav da je ¢ < r. Tada je K(x,q) € U. Buduci da je A gust
skup u (X, d) postoji a € A takav da je d(x, a) < 4/2. Slijedi da je x € K(a, 9/2).

Dokazimo da je K(a, 4/2) C U. Neka je y € K(a,4/2). Tada je
d(x,y) <d(x,a)+d(a,y)

< 4/2+4/2
=gq.
Dakle, d(x,y) < gpajeye€ K(x,q),tj. ye U.
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Slika 3.1: Vizualizacija dokaza.

Zakljucak: x € K(a,4/2) € U, anaravno K(a, 4/2) € 8.

Prema propoziciji B je baza topologije 7. O

Korolar 3.1.10. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor. Tada je {I; | i € N} baza
topologije T ,.

Dokaz. Znamo da je {a; | i € N} gust skup u (X, d) pa je prema propoziciji familija

svih racionalnih kugla u (X, d, @) baza topologije 7,. No, {I; | i € N} je upravo familija
svih racionalnih kugla u (X, d, ). m]

3.2 Izracunljivi topoloski prostori

Neka je (X, 7) topoloski prostor i U C X. Kazemo da je U otvoren skup u topoloSkom
prostoru (X,7) akoje U € T .

Neka je (X, 7") topoloski prostor te neka je (I;),ey niz u 7 takav da je {I; | i € N} baza
topologije 7.
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Za (X, T, (I;)in) kazemo da je izracunljiv topoloski prostor ako postoje rekurzivno prebro-
jivi podskupovi FD i FS od N? takvi da vrijedi sljedece:

(1) Akoje (i,j)€ FDondaje ;N 1; = 0.

(2) Akoje(i,j) € FS ondajel; C I;.

(3) Akoje (i, j) € FD onda je (j,i) € FD. (simetricnost relacije FD)

(4) Akosu (i, j), (j,k) € FS onda je (i,k) € F'S. (tranzitivnost relacije FS)

(5) Akoje (k,i) € FS i(i,j) € FD onda je (k, j) € FD.

(6) Za sve x, y € X takve da je x # y postoje i, j € N takvi da je (i, j) € FD te x € I,
y € Ij

(7) Zasvei, j € Nisvakix € I; N I; postoji k € N takav da je x € I; i (k,1), (k, j) € FS.

Napomena: Ubuduce ¢emo kada govorimo o izracunljivom topoloSkom prostoru (X, 7, (1;))
pod F'S 1 FD podrazumijevati skupove iz gornje definicije.

Primjer 3.2.1. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Tada je (X, T 4, (I;)) izracunljiv
topoloski prostor.

Naime, {I; | i € N} je baza topologije T, prema korolaru |3.1.10, Nadalje, definirajmo
skupove FD i FS na sljedeci nacin:

FD = {(i, HeEN|I i I; formalno disjunktni} ,
FS =) e N | I p 1.
Skupovi FD i FS su rekurzivno prebrojivi prema propoziciji

Iz definicije skupova FD i FS je ocito kako svojstva 1), 2) i 3) iz prethodne definicije
vrijede. Svojstva 4), 5), 6) i 7) iz prethodne definicije slijede redom iz propozicije |2.4.5]
propozicije propozicije i korolara2.4.7}
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Uocimo sljedece: ako je (X, 7, (I;)) izraCunljiv topoloski prostor onda je (X, 7 ) Hausdorf-
fov prostor. To slijedi iz svojstava 6) i 1) definicije izraCunljivog topoloskog prostora.

Ako je (X, T") topoloski prostor te ' € X onda za F kazemo da je zatvoren skup u (X,7T")
ako je FC otvoren u (X, 7), tj. F€ € T.

Ako je (X, d) metricki prostor te U € X onda je U otvoren u metrickom prostoru (X, d) ako
1 samo ako je U otvoren u topoloSkom prostoru (X, 7). 1z ovoga slijedi da je F zatvoren u
metriCkom prostoru (X, d) ako 1 samo ako je F' zatvoren u topoloSkom prostoru (X, 7).

Neka je (X, 7") topoloski prostor te K € X. Nekaje U € 7, U # 0. Za U kazemo da je
otvoreni pokrivac¢ od K u topoloSkom prostoru (X, 7") ako je K € |J U.

Za skup K kazemo da je kompaktan u topoloSkom prostoru (X, 7") ako za svaki otvoreni
pokriva¢ U od K u (X, 7") postoje n € Ni Uy,...,U, € Utakvidaje K S UyU...UU,.

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor i K C X onda je K kompaktan skup u
metri¢kom prostoru (X, d) ako i samo ako je K kompaktan u topoloskom prostoru (X, 7).

Primjer 3.2.2. Neka je X neprazan skup. Tada je svaki podskup od X kompaktan u to-
poloskom prostoru (X, {0, X}).

Stovise, svaki podskup od X je kompaktan u topoloskom prostoru (X, T") ako je (X,T") to-
poloski prostor takav da je T konacna familija.

U topoloskom prostoru (X, {0, X}) jedini otvoreni skupovi su O i X pa su stoga jedini zatvo-
reni skupovi takoder 0 i X.

Stoga, ako X ima barem dva elementa, postoji podskup K od X takav daje K # 0i K # X
te imamo da je K kompaktan skup u (X, {0, X}) ali nije zatvoren.
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Teorem 3.2.3. Neka je (X,T) Hausdorffov topoloski prostor te neka je K kompaktan skup
u(X,7). Tada je K zatvoren u (X, 7).

Dokaz. Ako je K = ( tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da je K neprazan. Neka je x € K¢. Na isti na¢in kao u dokazu teorema
2.2.16|dobivamo da postoji otvoreni skup W u (X, 7) takav da je x € W C K€. Dakle za
svaki x € K€ postoji W, € 7 takav da je x € W, C K€. Iz ovoga slijedi da je

K =) w.
xeK€

Stoga je K€ € 7, tj. K€ je otvoren skup u (X, 7") pa je K zatvoren. |

Neka su (X,7) i (Y, S) topoloski prostori te neka je f: X — Y funkcija. Za f kazemo
da je funkcija neprekidna s obzirom na topologije 7 1 S ako za svaki V € § vrijedi da je
WV eT.

Uocimo sljedece: ako su (X,d) i (¥,d’) metricki prostori te f: X — Y funkcija, onda je
f neprekidna s obzirom na metrike d 1 d’ ako 1 samo ako je f neprekidna s obzirom na
topologije 7,41 7. Ovo slijedi iz propozicije [2.4.14

Propozicija 3.2.4. Neka su (X,7T) i (Y, 8) topoloski prostori, f: X — Y funkcija nepre-
kidna s obzirom na topologije T i S te K kompaktan skup u (X, 7). Tada je f(K) kompaktan
skup u (Y, S).

Dokaz. Ova tvrdnja se dokazuje na isti na¢in kao tvrdnja propozicije [2.4.13] m|

Nekaje (X, 7, (I;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka je S zatvoren skup u (X, 7). KaZemo
da je S izracunljivo prebrojiv skup u (X, 7, (I;)) akoje {i e N | I; n' S # 0} rekurzivno pre-
brojiv podskup od N.

Neka je (X, 7, (1;)) izracunljiv topoloski prostor. Za j € N definiramo

Jj = I(j)() U "'Ul(j)7'
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Za kompaktan skup S u topoloskom prostoru (X, 7") kaZzemo da je poluizracunljiv skup u
izraCunljivom topoloSkom prostoru (X, 7, (1;)) ako je {j € N | § C J;} rekurzivno prebrojiv
podskup od N.

Propozicija 3.2.5. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor, neka jen € N, iy, . .., i, €
N te neka je x € I, N...N1,; . Tada postoji k € N takav da je x € I i (k, 1), ..., (k,i,) € FS.

Dokaz. Koristeéi svojstva 7) 1 4) iz definicije izracunljivog topoloSkog prostora, tvrdnju
propozicije dokazujemo na isti na¢in kao tvrdnju korolara[2.4.7] ]

Neka je (X, 7, ({;)) izraCunljiv topoloski prostor. Neka su i,u € N. Kazemo da su [; 1 J,
FD—disjunktni ako je (i, j) € FD za svaki j € [u].

Propozicija 3.2.6. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor, neka je K kompaktan
neprazan skup u (X,7T") te neka je x € X tocka takva da x ¢ K. Tada postoje i,u € N takvi
daje x € I;, K C J, te takvi da su I; i J, FD—disjunktni.

Dokaz. Koristeci propoziciju i svojstvo 5) iz definicije izracunljivog topoloskog pros-
tora, tvrdnju ove propozicije dobivamo na isti nacin kao i tvrdnju propozicije [2.4.8] ]

Neka je (X, 7, (I;)) izraCunljiv topoloski prostor te neka su i,v € N. Kazemo da je I; FS—
sadrZan u J, i piSemo I; Crs J, ako postoji j € [v] takav da je (i, j) € FS.

Neka je (X, 7, (I;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka su u,v € N. Kazemo da je J, FS—
sadrzan u J, 1 piSemo J,, Crs J, ako za svaki i € [u] postoji j € [v] takav da je (i, j) € F'S.

Jasno je da je J, Crs J, ako i samo ako je I; Cpg J, za svaki i € [u].
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Uocimo sljedece: ako su u,v,i € N takvi da je J, Cpg J, te I; 1 J, FD—disjunktni, onda su
I; i J, FD—disjunktni (to slijedi iz svojstva 5) definicije izraCunljivog topoloskog prostora).

Nadalje, iz tranzitivnosti relacije FS slijedi da ako su u,v,w € N takvi da je J, Crs J, i
Jv Crs JW ondaje Ju Crs JW.

Propozicija 3.2.7. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor, neka je K neprazan
kompaktan skup u (X, 7T") te neka su u, v € N takvi da je K C J, N J,. Tada postoji w € N
takavdaje K C J, te J,, Cps J, i J,, Crs J,.

Dokaz. Koristeci svojstvo 7) iz definicije izracunljivog topoloSkog prostora, tvrdnju ove
propozicije dokazujemo na isti na¢in kao i tvrdnju propozicije [2.4.9 m|

Iz prethodne propozicije lako indukcijom dokazujemo sljedecu tvrdnju.

Korolar 3.2.8. Neka je (X, T, (1)) izracunljiv topoloski prostor, neka je n € N te neka su
up,...,u, € N. Pretpostavimo da je K kompaktan neprazan skup u (X,7") takav da je
KcJ,n...NnJ,,. Tada postoji w € N takav da je K C J,, i J,, Cps Juys---» I CSrs Jy,. O

Neka je (X, 7, (1;)) izraCunljiv topoloski prostor te neka su u,v € N. Kazemo da su J, 1 J,
FD—disjunktni ako za svaki i € [u] 1 svaki j € [v] vrijedi da je (i, j) € FD.

Uocimo da su J, 1 J, FD—disjunktni ako 1 samo ako za svaki i € [u] vrijedi da su [; 1 J,
FD—disjunktni.

Koriste¢i propoziciju [3.2.6]i zadnji korolar dokazujemo sljedecu propoziciju na isti nacin

kao i propoziciju

Propozicija 3.2.9. Neka je (X, T, (1;)) izracunljiv topoloski prostor te neka su K i L ne-
prazni disjunktni skupovi u (X, 7). Tada postoje u, v € N takvidaje K C J,, LC J, te J, i
J, FD—disjunktni.
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Lema 3.2.10. Neka je (X,T ,(l;)) izracunljiv topoloski prostor te neka je K kompaktan
skup u (X, 7). Tada postoji u € N takav da je K C J,.

Dokaz. Familija {I; | i € N} je otvoreni pokriva¢ od K u topolo§kom prostoru (X, 7). Stoga
postoje n € N 1iiy,...,i, € N takvi da je

KCl,U...ul,

n*

Neka je u € N takav da je [u] = {io,...,i,}. Tadaje K C J,. O

Napomena: Iz svojstva 5) definicije izraCunljivog topoloSkog prostora lako zaklju¢ujemo
sljedece: ako je (X, 7, (I;)) izracunljiv topoloski prostor te ako su u,u’,v' € N takvi da je
J. Crs J te takvi da su J,, i J,, FD—disjunktni, onda su J, i J,, FD—disjunktni. Nadalje,
ako je v € N takvi da je J, Cpg J,» onda sui J, i J, FD—disjunktni.

Teorem 3.2.11. Neka je (X, T, (1)) izracunljiv topoloski prostor, n € N te neka su K, . .., K,
kompaktni neprazni skupovi u (X,T"). Tada postoje brojevi uy, . . . ,u, takvi da je K; € J,,

za svaki i € {0,...,n} te takvi da za sve i, j € {0,...,n}, i < j, vrijedi sljedece: ako je

K;NK; =0, onda su J,, i J,; FD-disjunkini.

Dokaz. Ovu tvrdnju dokazujemo na isti nacin kao tvrdnju teorema [2.4.13| pri ¢emu koris-
timo lemu [3.2.10}, propoziciju 1 korolar3.2.8 O

Propozicija 3.2.12. Neka je (X, 7T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka je
T ={(u,v) e N* | J, i J, FD—disjunktni}.

Tada je T rekurzivno prebrojiv podskup od N,

Dokaz. Vrijedi

T = {(u,v) eN?| (i, j) € FD, Vi € [u], ¥ € [v]}
= {(u.v) e N? | [u] x v] € FDJ.
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Dakle
T = {(u,v) e N2 | Adu,v) C FD},

gdje je A: N? — P(N?) funkcija definirana sa
A(u,v) = [u] X [v].

U dokazu propozicije [2.4.1 smo vidjeli da je A r.r.o. funkcija pa iz teorema [2.2.33] slijedi
da je T rekurzivno prebrojiv skup. O

Propozicija 3.2.13. Neka je (X, 7T, (1)) izracunljiv topoloski prostor.
(1) Skup T = {(i,v) € N* | I; Cps J,} je rekurzivno prebrojiv.
(2) Skup Q = {(u,v) € N? | J, Cps J,} je rekurzivno prebrojiv.
Dokaz.
(1) Nekasui,v € N. Tada je

(i,V) el I; Cps J,
& dje[v] takavdaje (i, )) € FS
& djeN takavdaje (i,j) € FS i je[v].

Neka je
I ={Gv. /) €N’ | (i, j) € FS, je ).

Dobili smo da je
G,v) el & AjeN takav daje (i,v, j) e T 3.1)
VrjediI” =S N T, gdje je
S ={Gi.jiv) e N? | (i, j) € FS},
T ={Gjv)eN|je .
Vrijedi S = p=(FS), gdje je p: N* — N? funkcija definirana sa p(i, j,v) = (i, j).

Ocito je p rekurzivna funkcija pa iz propozicije slijedi da je S rekurzivno pre-
brojiv skup.
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2)

Neka je ¢: N — P(N) funkcija definirana sa ¢(v) = [v].

Znamo da je ¢ r.r.o. funkcija.

Vrijedi 3
xr(, Jsv) = x01(J) = Xom(J) = o(v, j),

pa rekurzivnost funkcije ¢ povlaci rekurzivnost funkcije y7. Prema tome, T je rekur-
zivan skup, pa je i rekurzivno prebrojiv. IzI” = § N T slijedi da je 1 I rekurzivno

prebrojiv skup (propozicija[2.2.39).

Iz (3.1)) i teorema o projekciji (teorem[I.4.7)) slijedi da je I' rekurzivno prebrojiv skup.

Neka su u,v € N. Tada je

(u,v) e Qo J, Crs J,
oVielul I; Crs J,
oVielul (,v)el
S [u]l x{v} CT.

Dakle,
Q = {(u.v) € N? | p(u,v) C T}, (3.2)

pri ¢emu je ¢: N? — P(N?) funkcija definirana sa ¢(u, v) = [u] X {v}.
Vrijedi
¢(l/l, V) = lpl(u’ V) X wZ(u’ V), (33)

pri &emu su /1, ¥, : N? — P(N) funkcije definirane sa

Yi(u,v) = [ul, ¥r(u,v) ={v}h

Funkcije ¥ 1 ¢, su r.r.o. prema propoziciji 2.2.31| (funkcija N — P(N), v — {v} je
oCito r.r.o.).

Iz (3.3) i propozicije [2.2.35]slijedi da je ¢ r.r.0.

Sada iz (3.2)) i teorema[2.2.33|slijedi da je Q rekurzivno prebrojiv skup.
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Propozicija 3.2.14. Neka je (X, T") topoloski prostor.
(1) 0, X su zatvoreni skupovi u (X, 7).

(2) Ako je (Fy)aea indeksirana familija zatvorenih skupova u (X,T"), tada je (\yea Fo
zatvoren skup u (X, 7).

(3) Ako su F i G zatvoreni skupovi u (X,7T") onda je F U G zatvoren skup u (X, 7).
Dokaz.

(1) Ocito vrijedi.

(2) Imamo

() =

acA acA

pa slijedi da je

(ﬂFC,)CeT.

acA

Stoga je () ,es Fo zatvoren skup.

(3) Vrijedi
(FUG)® = FCnG®

paje
(FUG eT,

tj. F U G je zatvoren skup.

Propozicija 3.2.15. Neka je (X, T") topoloski prostor, neka je K kompaktan skup u (X, 7T)
te neka je F zatvoren skup u (X, 7)) takav da je F C K. Tada je F kompaktan skup u (X, 7).
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Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivac od F u (X, 7). Definirajmo
U =UUIFC).

Tada je U’ otvoreni pokriva¢ od K u (X, 7). Bududi da je K komapaktan postoje n € N i
Uy, ..., U, € Utakvidaje
KCcUyU...UU,UFC€.

Sada F C K povlatidaje F C UyU...U U, U FC¢, paje
FCcUyu...uU,.

Zakljucak: F je kompaktan skup u (X, 7). O

Lema 3.2.16. Neka je (X, 7, (1)) izracunljiv topoloski prostor. Tada postoji rekurzivna
funkcija f: N? — N takva da je J, U J, = J ) za sve u,v € N.

Dokaz. Neka su u,v € N. Imamo
Joodo=Jrol Jn= | &

i€lu] i€[v] i€[u]Ulv]

Neka je ¢: N? — P(N) funkcija definirana sa
Pu,v) = [u] U [v].
Iz propozicije [2.2.31]i propozicije [2.2.26] slijedi da je ¢ r.r.o. funkcija.

Za sve u,v € N je oCito ¢(u, v) neprazan konacan podskup od N. Stoga, za sve u,v € N
postoji k € N takav da je
P(u,v) = [k].

Neka je
S = {.v. k) e N* | p(u,v) = [k1}.

Iz korolara [2.2.28] (koriste¢i propoziciju [2.2.31)) slijedi da je S rekurzivan skup.

Bududi da za sve u,v € N postoji k € N takav da je (u,v,k) € S prema lemi postoji
rekurzivna funkcija f: N? - N takva daje (u,v, f(u,v)) € S, zasve u,v € N.

Dakle, za sve u,v € N vrijedi ¢(u, v) = [ f(u,v)], tj. [u] U [v] = [f(u, v)].
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Sada imamo

Joudv= | ti= | hi=Jrm

i€lu]Ulv] i€ f(u,v)]
Dakle, J, U J, = Jgu,) zasve u,v € N. O

Korolar 3.2.17. Neka je n € N\ {0}. Tada postoji rekurzivna funkcija f: N* — N takva
da je
Jo U UJg = Jr,n)

,,,,,

20 sve Xi,..., %X, € N,

Dokaz. Dokazimo ovo indukcijom po n.

Za n = 1 tvrdnja je oCita. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N \ {0}. Dakle
postoji funkcija f: N” — N takva da vrijedi

Jo U UJy, = Jre,n)-

Neka je ¢: N?> — N rekurzivna funkcija takva da je J, U J, = Jowy) zasve u,v € N (lema

B.2.16).
Zasve xi,...,Xx,+1 € N vrijedi
Jo U oUJo Ude s = e Y = Jo(f ) i)
Definirajmo g: N**! — N sa
8(x1s .y X)) = @(fCxr, e vy X)), X))
Tada je g rekurzivna funkcija i
Jo U oUJg = Jetnnnn)-

Time je tvrdnja korolara dokazana. O

Lema 3.2.18. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka je S poluizracunljiv
skup u prostoru (X,7,(l;)) te neka je m € N. Tada je S \ J, poluizracunljiv skup u
X, T, ().
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Dokaz. 1z Cinjenice da je svaki izracunljivi topoloski prostor Hausdorffov i teorema [3.2.3|
slijedi da je S zatvoren u (X, 7). Nadalje, ocito je J,, otvoren u (X,7) pa je stoga JC za-
tvoren.

Imamo S \ J,, = S N JC paslijedi daje S \ J,, zatvoren u (X, 7) kao presjek dva zatvorena

skupa (propozicija[3.2.14).
Ocito je S \ J,, € S pa iz propozicije [3.2.15|slijedi da je S \ J,, kompaktan u (X, 7).
Neka je
r={jeN|ScJ}.
Tada je I" rekurzivno prebrojiv skup (jer je S poluizracunljiv). Neka je
Q={jeN|S\J, .
Neka je f: N> — N funkcija iz leme [3.2.16, Neka je j € N. Tada je
JEQe S\J,CJ;
oS C Jj U J,
oS5 C Jf(j,m)
 f(j,m) el

Neka je g: N — N funkcija definirana sa g(j) = f(j,m). OCito je g rekurzivna funkcija.
Imamo

jeQ e f(jymel
eg(el
o jeg (D).
Stoga je Q = g~ (I') pa iz propozicije slijedi da je Q rekurzivno prebrojiv skup.

Zakljucak: S \ J,, je poluizracunljiv skup. O

3.3 Poluizracunljive mnogostrukosti s izracunljivim
rubovima

Neka je n € N\ {0} te neka je d: R" X R" — R funkcija definirana sa

d((X1s s %)y 1Y) = VT = Y12+ e+ (X — V)
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MozZe se pokazati da je d metrika na R" (vidi [8]).
Za d kazemo da je euklidska metrika na R". Za topologiju induciranu metrikom d kazemo
da je euklidska topologija na R".

Propozicija 3.3.1. Nekajen e N\ {0}, aec Rteie{l,...,n}. Tada su skupovi

F={(x,....,x,) eR"| x; 2 a},
G={(x1,...,x,) €eR"| x; < a}

zatvoreni u R (tj. u (R*,d), pri cemu je d euklidska metrika na R").

Dokaz. Nekajey € F€,y = (y1,...,y,). Imamo y ¢ F paje y; < a. Odaberimo € > 0
takav da je y; + € < a. Tvrdimo da je K(y, €) C F€.

Neka je x € K(y, €), x = (x1,...,x,). Imamo d(y, x) < € pa slijedi

i =yl < Vo =y)2 4+ (=) <
tj. [x; — yil < e paje x; —y; < € Sto povlaci da je
X <yi+e€<a.
Prema tome x ¢ F pa je x € F€ i time je dokazano da je K(y, €) C FC.

Zakljutak: F€ je otvoreni skup pa je F zatvoren.

Analogno dobivamo da je G zatvoren skup. O
Korolar 3.3.2. Neka je n € N\ {0} te neka su ay,...,a,, b,...,b, realni brojevi takvi da
jea; < b;za svaki i € {1,...,n}. Tada je [a,,b,] X [az,b2] X ... X [a,, b,] zatvoren skup u
R".

Dokaz. Zai€{l,...,n}nekasu

Fi:{(xlv-"’xn)ERn|xi2ai}’
Gi={(x,....,x) €eR" | x; < b} .
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Tada je
[a;,bi] X ... X|a,,b,l=FiNnGiNnF,NG,yN...NF,NG,.

Prema propoziciji[3.3.1|skupovi Fy, ..., F,,Gy,..., G, su zatvoreni u R” pa slijedi tvrdnja
korolara. o

Lema 3.3.3. Neka je n € N\ {0} te neka je M € R, M > 0. Tada je skup [—M, M]"* omeden
uR"

Dokaz. Nekaje (xy,...,x,) € [-M,M]". Tada za svakii € {1,...,n} vrijedi x; € [-M, M],
tj. |x;| < M. Stoga je

= VnM?
=M+n
<1+ M+n.
Prema tome
[-M,M]" S K((0,...,0), 1+ M<n).
Dakle [-M, M]" je omeden skup u R". O

Ranije smo vidjeli da je u metrickom prostoru svaki kompaktan skup omeden i zatvoren,
no da obratno ne mora vrijediti. U R"” medutim vrijedi i obrat. Navodimo tu ¢injenicu bez
dokaza (vidi [[8]).

Teorem 3.3.4. Neka je d euklidska metrika na R". Neka je K C R". Tada je K kompaktan
u (R", d) ako i samo ako je K zatvoren i omeden u (R", d). O

Sljedeca tvrdnja Ce biti vazna u dokazu ¢injenice da poluizracunljivi skupovi koji ,,lokalno
izgledaju kao R™” moraju biti izracunljivi. Za dokaz ove Cinjenice vidjeti [6], [S] 1 [4].
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Teorem 3.3.5. Nekajen e N\ {0}. Zaiec{l,...,n} neka su

A ={(x1,...,x,) € [-2,2]" | x; = =2},
B ={(x1,....,x,) €[-2,2]" | x; = 2}.

Tada ne postoje otvoreni skupovi Uy, ..., U, i Vy,...,V, u R" takvi da je
U,‘ﬂBi:@, ViﬂA,‘:(b I U,‘ﬁVl‘:@
za svakii € {1,...,n} te takvi da je

[-2,2]"CU,U...UU,UV,U...UV,.

Neka je (X, 7, (I;)) izraCunljiv topololoski prostor te neka je S € X. Kazemo da je S
izracunljiv skup u (X, 7, (1;)) ako je S poluizracunljiv 1 izracunljivo prebrojiv u (X, 7, (I;)).

Neka je (X, 7, (I;)) izraunljiv topoloski prostor te neka su A i S podskupovi od X takvi da
je A € §. Kazemo da je skup A izracunljivo prebrojiv do na S u (X, 7, (I;)) ako postoji
rekurzivno prebrojiv podskup € od N takav da za svaki i € N vrijede sljedece implikacije:

ieQ=ILnS #0.

Uocimo sljedece: ako je (X, 7, ([;)) izracunljiv topoloski prostor te S zatvoren skup u
(X,7) onda je S izraCunljivo prebrojiv u (X, 7, (1;)) ako i samo ako je S izracunljivo pre-
brojivdona S.

Propozicija 3.3.6. Neka je (X, T, (1;)) izracunljiv topoloski prostor, neka je k € N \ {0} te
neka su Ay, ...,AciS podskupovi od X takvi da su Ay, . .., Ay izracunljivo prebrojivi do na
S. Tada je A, U ... U Ay izracunljivo prebrojiv do na S .
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Dokaz. Zasvaki p € {1,...,k} neka je Q, rekurzivno prebrojiv podskup od N takav da za
svaki i € N vrijede implikacije:
IiﬂApi(D:>i€Qp
ieQ,=>LnS #0.
Tada ocito vrijede implikacije:
I,-ﬂ(AlU...UAk)¢0:>i€Qlu...UQk
i€ U...UQk:>Il~ﬂS # 0.

Sada tvrdnja propozicije slijedi iz ¢injenice da je skup Q; U ... U € rekurzivno prebrojiv.
O

Neka je (X, 7) topoloski prostor, x € X te N € X. Za N kazemo da je okolina tocke x u
(X,7") ako postoji U € 7 takavdajex € U C N.

Neka je (X, 7") topoloski prostor te nekaje Y C X, Y # 0. Nekaje S={UNY | U € T}.
Tada je S topologijana Y.

Dokazimo to: Imamo @, Y € S jerje0 =0NYiY = XN Y. Neka je (V,)qeca indeksirana
familija elemenata od 8. Tada za svaki @ € A moZemo odabrati U, € 7 takav da je
V,=U,NY. Imamo

NYeS

UVQ:U(UQOY):

a€cA a€cA

e

€A

jerje Upea Ua € T .

Akosu Vi, V,eSondajeVi=U NYiV,=U,NY gdjesu U, U, € T paje
V1ﬁVg:(Ule)ﬂ(Usz):(UlﬂUz)mY

pajeocito VinNnV, € S.

Za S kazemo da je relativna topologija na Y odredena topologijom 7, a za (¥, S) kazemo
da je potprostor topoloskog prostora (X, 7).
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Propozicija 3.3.7. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X,d). Tada je (Y,T,)
potprostor topoloskog prostora (X, T ).

Dokaz. Treba dokazati da je
T,={UNY|UE€T,

no ovo je direktna posljedica propozicije O

Neka je (X, 7") topoloski prostor, S € X i x € §. Za N kazemo da je (otvorena) okolina
tocke x u S (s obzirom na (X, 7)) ako je N (otvorena) okolina to¢ke x u topoloSkom pros-
toru (S, 7s), pri ¢emu je 75 relativna topologijana S.

Neka je (X, 7, (I;)) izraCunljiv topoloski prostor, S C X te x € §. Kazemo da je skup S
izracunljivo prebrojiv u tocki x (u (X, 7, (I;))) ako postoji okolina N tocke x u § takva da
je N izracunljivo prebrojiva dona §.

Neka je (X, 7, (I;)) izraCunljiv topoloski prostor te neka je S € X. Kazemo da je S lokalno
izracunljivo prebrojiv u (X, 7, (I;)) ako je S izraCunljivo prebrojiv u tocki x, za svaki x € S.

Uoc¢imo da je svaki izraCunljivo prebrojiv skup u (X, 77, (1;)) 1 lokalno izracunljivo prebro-
jiV u (X’ T’ (Il))

Propozicija 3.3.8. Neka je (X, 7T, (1;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka je S lokalno
izracunljivo prebrojiv skup u (X, 7, (I;)). Pretpostavimo da je S kompaktan skup u (X, 7).
Tada je S izracunljivo prebrojiv u (X, T, (I;)).

Dokaz. Neka je x € §. Tada postoji okolina N, od x u § takva da je skup N, izraunljivo
prebrojiv do na S. Neka je 7 relativna topologija na §. Bududéi da je N, okolina od x u
(S,7s) postoji V, € T takavdaje x € V, C N,.

Odaberimo U, € 7 takavdaje V, = U, N S. Tada je {U, | x € S} otvoreni pokrivac od S
u (X,7) papostojin € Nixp,...,x, €S takvida je

ScU,U...uU,.
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Iz ovoga na isti na¢in kao u dokazu propozicije zakljuCujemo da je
S=Ny,U...UN,.

Iz propozicije slijedi da je S izraCunljivo prebrojiv do na S. Time je tvrdnja propozi-
cije dokazana. O

Neka su (X, 7) i (¥, S) topoloski prostori te f: X — Y bijekcija takva da je f neprekidna
s obzirom na topologije 7 i Ste f~': ¥ — X neprekidna s obzirom na topologije Si 7 .
Tada za f kazemo da je homeomorfizam topoloskih prostora (X, 7) i (Y, S).

Primjer 3.3.9. Neka je X neprazan skup. Tada je id: X — X bijekcija neprekidna s ob-
zirom na topologije P(X) i {0, X} no id™", tj. id nije neprekidna s obzirom na topologije
{0, X} i P(X) ako X ima barem dva elementa.

Prema tome, neprekidna bijekcija ne mora biti homeomorfizam.

Neka su (X, 7)1 (Y, S) topoloski prostori te f: X — Y. Za f kaZzemo da je otvoreno pres-
likavanje topoloskih prostora (X, 7)1 (Y, S) ako je f(U) € S zasvaki U € 7, tj. ako f
otvorene skupove preslikava u otvorene skupove.

Propozicija 3.3.10. Neka su (X, 7") i (Y, S) topoloski prostori te neka je f: X — Y bijekcija
neprekidna s obzirom na topologije T i S. Tada je f homeomorfizam ako i samo ako je f
otvoreno preslikavanje.

Dokaz. Nekaje U C X. Tada je
fWy=(r")" . (3.4)
Naime, za svaki y € Y vrijedi
ye f(U) & dx e Utakavdajey = f(x)
& dxe Utakavdaje x = f'(y)
s fleU
sye(f) w.
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Pretpostavimo da je f homeomorfizam. Tada je f~! neprekidna s obzirom na topologije S
17 pazasvaki U € 7 vrijedi da je

() Wes.
Iz ovoga i (3.4) slijedi da je f otvoreno preslikavanje.
Obratno, ako je f otvoreno preslikavanje onda iz (3.4)) zakljuCujemo da za svaki U € T

vrijedi ( f‘1)<_ (U) € S. Stoga je funkcija f~! neprekidna s obzirom na Si 7 pa slijedi da
je f homeomorfizam. O

Lema 3.3.11. Neka je (X, 7T") topoloski prostor, x € X te N okolina tocke x u (X, 7). Neka
je Ty relativna topologija na N. Neka je V € Ty takva da je x € V. Tada je V okolina
tocke x u (X,7).

Dokaz. ITmamo V = NN U gdje je U € 7. UoCimo da je x € U. S druge strane, buduéi da
je N okolina od x u (X, 7") postoji W € 7 takav daje x € W C N. Iz ovoga slijedi

xeWnNUCNNU,

dakle x € W N U C V pa tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je W N U otvoren skup. O

Propozicija 3.3.12. Neka su (X,7), (Y,S) i (Z,R) topoloski prostori takvi da je (Y,S)

potprostor od (Z,R). Neka je f: X — Y funkcija. Tada je f neprekidna s obzirom na T i

S ako i samo ako je f kao funkcija sa X u Z neprekidna s obzirom na T i R.

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna s obzirom na 7 i S. Neka je W € R. Imamo
fTW)y=f~WnY)eT

jerieWnYeS.

Dakle, f je neprekidna kao funkcijas X u Z.
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Pretpostavimo da je f neprekidna kao funkcija s X u Z s obzirom na topologije 7 i R.
Neka je V € 8. Tada postoji W € Rtakav daje V = WN Y. Vrijedi

fCV)y={xeX| f(x) eV}
={xeX| f(x) e W}
= fCW)eT.

Prema tome f je neprekidna s obziromna 71 S. O

Za topoloske prostore (X, 7) i (Y, S) kazemo da su homeomorfni i pisSemo (X,7) = (Y,S)
ako postoji homeomorfizam izmedu ova dva topoloska prostora.

Napomena: Neka je (Y, S) potprostor topoloskog prostora (X,7 ) tenekajeZ C Y, Z # 0.
Neka je Sz relativna topologija na Z odredena sa S te neka je 77 relativna topologija na Z
odredena sa 7. Tada je S; = 7. Naime, akoje Ve Sondaje V=UNY, gdjejeU € T
pa imamo

VNZ=UnNnY)NZ
=UNYNZ)
=UNZ

Sto pokazuje da je Sy C 7.
Obratno, ako je U € 7 onda je

UNZ=UN({N2Z)
=UNY)NZeS,

jerjeUNY €8. Prematome 7, C S.

Propozicija 3.3.13. Neka su (X,7T), (Y,S) i (Z,R) topoloski prostori, neka je f: X — Y
funkcija neprekidna s obzirom na topologije T i S te neka je g: Y — Z funkcija neprekidna
s obzirom na topologije S i R. Tada je g o f: X — Z funkcija neprekidna s obzirom na
topologije T i R.
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Dokaz. Zasvaki W C Z vrijedi

(8o (W)= f~ (g (W)).
Akoje WeRondaje g (W)eSpaje f~(g"(W)) €T .Dakle (go f)=(W)eT.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Korolar 3.3.14. Neka su (X,7T), (Y,S) i (Z,R) topoloski prostori te neka su f: X — Y i
g: Y — Z homeomorfizmi pripadnih topoloskih prostora. Tada je g o f: X — Z home-
omorfizam.

Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji g o f: X — Z je neprekidna funkcija. O¢ito je g o f
bijekcija i

(gof) ' =f"og
pa iz Cinjenice da su f~' i g7! neprekidne funkcije i prethodne propozicije slijedi da je
(g o )" neprekidna funkcija. Dakle g o f je homeomorfizam. O

Lema 3.3.15. Nekajen e Ntea,b € R, a < b. Tada je {a, b)" otvoren skup u R".
Dokaz. Zaie€{1,...,n}nekaje

F,':{(Xl,...,xn)ERn|X,’Zb},
G, ={(x1,...,x) €ER" | x; < a}.

Prema propoziciji [3.3.1]skupovi F; i G, su zatvoreni u R" za svaki i € {1,...,n}. Vrijedi

R"\ {a,b)" = {(x1,...,x,) € R"| di € N takav da je x; < aili x; > b}

paje
R"\(a,b)":F1UG1UFZUGZU...UF,,UG,,.

Stoga je R" \ {a, b)" zatvoren skup pa je {a, b)" otvoren skup. O
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Propozicija 3.3.16. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je (Y,S) njegov potprostor.
Neka je F C Y. Tada je F zatvoren skup u (Y, S) ako i samo ako postoji zatvoren skup G u
(X,T) takavdaje F =GNY.

Dokaz. Pretpostavimo da je F zatvoren u (Y, S). Tadaje Y \ F' € S pa postoji U € 7 takav
dajeY\F=UnNY.Tadaje F =(X\U)NnY,askup X\ U je oCito zatvoren u (X, 7).

Obratno, pretpostavimo da je F = G N Y, gdje je G zatvoren skup u (X,7). Tada je
Y\F=X\G)NnYpaje X\ F €8. Dakle F je zatvoren skup u (¥, S). O

Korolar 3.3.17. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je (Y, S) njegov potprostor takav
da je Y zatvoren skup u (X, 7). Neka je F zatvoren skup u (Y,S). Tada je F zatvoren skup
u (X, 7).

Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji postoji zatvoren skup G u (X,7) takav da je F =
G N Y paje F zatvoren u (X, 7) kao presjek dva zatvorena skupa. O

Napomena: Neka je (X, 7, (I;)) izracunljiv topoloski prostor te neka je S poluizracunljiv
skup u (X, 7, (1;)). Tada je S zatvoren skup u (X, 7).

To slijedi iz Cinjenice da je S kompaktan u (X, 7°), Cinjenice da je (X, 7") Hausdorffov pros-
tor i teorema

Lema 3.3.18. Neka je n € N\ {0}, & euklidska topologija na R", (X, T") topoloski prostor
te x € X. Pretpostavimo da postoji homeomorfizam f topoloskih prostora (R",8) i (X, 7).
Tada postoji homeomorfizam g topoloskih prostora (R",E) i (X, T") takav da je

g@0,...,0) = x.

Dokaz. Budu¢i da je f surjekcija postoji a € R”, a = (ay,...,a,) takav da je f(a) = x.
Neka je ¢: R" — R” funkcija definirana sa ¢(y) = y + a, za svaki y € R".
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Neka je d euklidska metrika. UoCimo da zasve y,z € R", y = (y1,...,Y0)s 2= (215 -52n)
vrijedi

d((),¢(2) =d(y+a, z+a)

=d((On +ay,....,yn+ay),(z1+ay,...,z, +a,))
= VO =22+t O — 20
=d(y, 2).

Dakle, d(y, z) = d(¢(y), ¢(2)), za sve y.z € R".

Neka je y € R" te neka je € > 0. Uzmimo ¢ = €. Tada za svaki z € R” takav da je d(z,y) < 0
vrijedi d(¢(z), ¢(y)) < €. Ovo znaci da je ¢ neprekidna u tocki y, tj. ¢ je neprekidna
funkcija s obzirom na metriku d (tj. metrike d 1 d). Stoga je ¢ neprekidna s obzirom na
topologiju 7, tj. topologiju &.

Uocimo da je ¢ bijekcija te da je
¢ () =z—a=z+(-a),

za svaki z € R" iz ¢ega na isti na¢in zakljuCujemo da je ¢! neprekidna s obzirom na topo-
logiju &.

Prema tome, ¢ je homeomorfizam topoloskih prostora (R, E) 1 (R", E).

Definirajmo g: R" — X sa g = f o ¢. Prema korolaru [3.3.14] g je homeomorfizam to-
poloskih prostora (R", &) 1 (X, 7)), a vrijedi

8@0,...,0) = f(¢0) = f(a) = x.

Lema 3.3.19. Neka je n € N\ {0} te neka je d euklidska metrika na R". Neka je a € R",
a=(a,...,a,) ir>0. Tada postoji € > 0 takav da je

[ai —€,a1+€]X...X[a,—¢€,a,+€] CK(a,r).

Dokaz. Neka je
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Tvrdimo da tada vrijedi

l[a —€,a1+€]X...X[a,—¢€,a,+ €] CK(a,r). (3.5)
Neka je
(X1,...,xy) €Ela; —€,a; + €] X...X[a, —€,a, + €].
Tada je
X1 —ai| < €...,|x, —a, <€
paje
d((x1, ..., %), (@, a) = N —a)? + ..+ (x5 — a,)’
< Ver+...+ €
_ Vo
=evVn
T
2
<r.
Stoga je (x1, ..., x,) € K(a, r). Prema tome, (3.5)) vrijedi. O

Lema 3.3.20. Postoji rekurzivna funkcija ¢: N — N takva da je I; = J ).

Dokaz. Neka je B

S ={G, ) EN*| (j)o=1iij=0}
Tada je S rekurzivan skup te za svaki i € N postoji j € N takav da je (i, j) € S (prema
svojstvu koje imaju funkcije o~ i 7). Stoga postoji rekurzivna funkcija ¢: N — N takva da
je (i,¢(i)) € S, za svaki i € N. To znaci da je ¢(i) = 01 (¢(7)), = i paje Jo; = I;, za svaki
i €N. O

Lema 3.3.21. Neka je (X, T, (1I;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka je n € N \ {0} te neka
Suly,...,A, By,..., B, E kompaktni neprazni skupovi u (X,7") takvi da je A; N\ B; = 0 za
svaki i € {1,...,n}. Pretpostavimo da sud,,...,d,,ci,...,c, | € N takvi da je

Aich,-» Bingi, VlE{l,,n} i ECU,.
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Tada postoje ay, . ..,a,,by,...,b,,e € N takvi da je
A ClJ,, BicJy, Yiel{l,....,.n} i ECJ,
te takvi da je

Jo, FD—disjunktan sa Jy,,
Jo; FS—sadrZan u J..,,
Jy, FS—sadrzanu Jg,, Vi€ {l,..., n},
J. FS—sadrZan u J,.
Dokaz. Prema teoremu (3.2.11|postoje brojevia,, ..., a,, b}, ..., b,,e" € N takvi da vrijedi
A; gJa;» B; ng;, Yi e {1,,1’1} 1 EC Jy

te takvi da je Ju FD—disjunktan sa Ji, za svakii € {l,...,n}

Nekajei € {l,...,n}. Imamo
A C Ja: N Jg,

pa prema propoziciji [3.2.7) postoji a; € N takav da je
A; € Jy te Jy; Crs Jo 1 Ja SFs Joe
Iz B; € Jy N J4; 1 propozicije slijedi da postoji b; € N takav da je
Bi € Jp, Jb Srs Iy 1 Ji; SFs Sy
Iz E C J, N J; slijedi da postoji e € N takav da je
EcJ, J.CrsJo 1 Jo Cps Ji.

Zasvakii € {l,...,n} imamo J,, Cpg Ja;, Jb, CFs J;,; i Ja; 1 Jh; su FD—disjunktni. Stoga su
Jo; 1 Jp, FD—disjunktni. m]

Teorem 3.3.22. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor, neka je S poluizracunljiv
skup u (X, 7, (I;)) te neka je x € S. Pretpostavimo da postoji otvorena okolina N od x u S
takva da je N = R" za neki n € N \ {0}. Tada je skup S izracunljivo prebrojiv u tocki x.
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Slika 3.2: Vizualizacija dokaza.

Dokaz. Nekaje f: R" — N homeomorfizam. Prema lemi [3.3.18 mozemo pretpostaviti da

., 0) =x.

—4,4)" otvoren u R” (prema lemi [3.3.15)),

)GTN.

logija na S odredena topologijom 7. Tada je prema lemi|3.3.11| 7y relativna topologija na

Neka je 7 relativna topologija na N odredena topologijom 7. Neka je H relativna topo-
N odredena topologijom H.

Bududi da je f homeomorfizam te da je skup (

ie £(0, ..

4"

4

f(—4,4)") je otvoren u (N, Tn), tj. f({—

Stoga postoji V € H takav da je

VNAN.

"

4)

b

f(-4

,4j. N € H paslijedi da je f ((—4,4)") € ‘H.

H)

Stoga je S \ f((—4,4)") zatvoren skup u (S, H).

2

Prema pretpostavci N je otvoren skup u (S

A7|slijedidaje S\ f ((—4,4)") zatvoren skup u (X, 7).

Iz prethodne napomene i korolara
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Ocitoje S\ f ({(—4,4)") C S paiz propozicije slijedidaje S \ f ((—4, 4)") kompaktan
skup u (X, 7).

Funkcija f je neprekidna i kao funkcija R" — X (prema propoziciji|3.3.12), a skup [-2,2]"
je kompaktan u R”" jer je zatvoren i omeden (prema korolaru [3.3.2] lemi [3.3.3|i teoremu
3.3.4) pa iz propozicije [3.2.4]slijedi da je f([-2,2]") kompaktan skup u (X, 7).

Dakle, S \ f ((—4,4)") 1 f([-2,2]") su kompaktni skupovi, a ocito su disjunktni. Iz propo-
zicije[2.4.11|slijedi da postoji my € N takav da je

S\NfK=4,4) S Juy 1 Iy N f([-2,2]") = 0.
Nekaje S’ =S \ J,,. Prema lemi [3.2.1§|skup S’ je poluizraCunljiv u (X, 7", (I;)), a vrijedi

F(=2,21) € §" € f([-4.4]").

Zaie{l,...,n}nekasu
Ci={(x1,....x) €[-4,4]" | x; < 1}
Di={(x1,....,x,) € [-4,4]" | x; > -1}
A ={(x1,.. ., x) €[-2,2]" | x; = =2},
B ={(x1,...,x,) € [-2,2]" | x; = 2}.
Zasvakii € {1,...,n} skupovi A;, B;, C;, D; su zatvoreni, kao presjeci zatvorenih skupova

(Sto dobivamo koristeci propoziciju [3.3.1} korolar i ¢injenicu da je presjek zatvore-
nih skupova zatvoren skup) i omedeni (Sto je posljedica leme[3.3.3)), stoga su i kompaktni.
Prema tome, skupovi f(A;), f(B)), f(C)), f(D;) su takoder kompaktni u (X, 7).

Nadalje, za svaki i € {1,...,n} vrijedi da su skupovi f(A;), f(D;) disjunktni (jer su A; i D,
disjunktni) te da su f(B;) i1 f(C;) disjunktni (jer su B; i C; disjunktni).

Iz propozicije 2.4.11|slijedi da za svaki i € {1, ..., n} postoje brojevi d;, ¢; € N takvi da je
FCYC I, i TN f(B) =0, (3.6)

fD) CJy 1 Jg0 f(A) =0. (3.7)

Neka je ¢: N — N rekurzivna funkcija takva da je I; = J,;, za svaki i € N (lema [3.3.20).
Pretpostavimo da je [ € N takav da je

LNnf(-1,11)#0
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Tada postoji v € [-1,1]", v = (vy,...,v,) takav da je f(v) € ;. 1z ovoga slijedi da je
v € f<(I)) pabududi da je f(1;) otvoren skup u R”, postoji r > 0 takav da je

K(v,r) < f).
Prema lemi [3.3.19|postoji € > O takav da je
vi—€evi+elX...X[v,— €V, +€] CK(,r).

MoZemo pretpostaviti da je € < 1.
Definirajmo
E=[vi—-€evi+e]lX...X[v,—€,v, +€].

Imamo
ECK(,r)C f~U),

tj. EC f~(I))paje f(E)C 1. Zaie {1,...,n} definirajmo skupove

A ={(x1,. ., %) €[-4,4]" | x; < v, — €},
B ={(x1,...,x,) € [-4,4]" | x; = v; + €}.

Uoc¢imo da je
A, CC;i B, cD, (3.8)

zasvakii € {1,...,n}. Nadalje, vrijedi

AlUB/U...UA,UB,UE = [-4,4]"

paje
FADUFBHU...U fA)U f(B) U f(E) = f([-4,4]"). (3.9)
Zasvakiie {l,...,n} vrijedi ANB =0 paje fA) N f(B) =0.
Prema (3.8) vrijedi f(4,) € f(C)i f(B)) C f(D,) paiz i slijedi
fA) Jo 1 f(B) Ji;s

zasvakii € {l,...,n}
Iz f(E) C I slijedi f(E) C Jyq).

UotimodasuA,,...,A,, B,...,B,, E neprazni kompaktni skupovi u R", stoga su
fAD, ..., fA), f(B)),..., f(B,), f(E) neprazni kompaktni skupovi u (X, 7).
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Prema lemi(3.3.2 1|postoje brojevi ay, ..., a,, by, ...,b,,e € Ntakvidazasvakii € {1,...,n}
vrijedi

fA) CJay f(B)C Ty, f(E)C U,
Ja,. Crs Jc,-a Jb,- Crs Jd,w Je Crs J‘,o(l) 1 Ja,- FD—disjunktan Sa Jb,-~

1S’ C f([-4,4]") i (B.9) slijedi
S'CJ,Udp U...UJ, UJ UJ,.

Dakle dokazali smo sljedee: ako je / € N takav da je I; N f([—1, 1]") # 0 onda postoje
ai,...,a,,by,...,b,,e € Ntakvida je

1) Jo, Crs Je;y Yie(l,... ,n}

2) Jp, Crs Ja, Yie{l,...,n}

3) Je Crs Jen)

4) J, FD—disjunktan sa J,,, Vi€ {l,...,n}
5) S'CJy,Udp U...UJ, UJ, UJ,.

Neka je I skup svih (L, ay,...,a,, b1,..., b, e) € N***2 takvih da vrijedi 1) - 5). Nada-
lje, neka je Q skup svih / € N za koje postoje ay,...,a,,by,...,b,,e € N takvih da je
(l,ay,...,a,,by,...,b,,e) € I'. UoCimo, ako je [ € N takav da je [; N f([-1,1]") # 0 onda
jele Q.

Pretpostavimo sada da je [ € Q. Dokazimo da je I; N f([-2,2]") # 0. Budué¢idaje [ € Q
postoje ay,...,a,,by,...,b,,e € N takvi da je (l,ay,...,a,,by,...,b,,e) € I'. Dakle, za
brojeve l,ay,...,a,,by,...,b,, e vrijedi 1) - 5).

Znamo da je f([-2,2]") € S’ paje prema 5)
fU=2,21"YCJ,, U Jp, U...UJ, UJp UJ,.
Slijedi da je
(2,21 C [T (J, Udp, U...UJ, UJ, UJ,),
tj.
[=2,2]" € [T U [T ) U U fT(Ua) U 7 (p) U (o). (3.10)

Nekajei € {1,...,n}, prema 1) vrijedi J,, C J,;, pa iz (3.6) zakljucujemo da je J,, N f(B;) =
0. Stoga je
[ Ua) N B =0. (3.11)
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Analogno iz 2) i (3.7)) zaklju¢ujemo da je

foUp)NA; =0. (3.12)
1z 4) slijedi da je
FUa) N ) = 0. (3.13)
Uocimo da su skupovi f“(Jy,)s ..., [T (Ja,)s [T (Up,), ..., fT(Jp,) otvoreni u R”.

Iz 3.11)), (3.12) i (3.13) i teorema [3.3.4]slijedi da
21" fTUa) U T Up) V. U fT(Ua) U 7 Us,).

1z ovoga i (3.10) slijedi da
[-2,2]" N f(J,) #0.

Ovo znaci da je f([-2,2]") N J, # 0 pa iz 3) zakljuCujemo da f([-2,2]") N J,q # 0, tj.
f(-2,21n 1L # 0.

Dakle, I; N f([-2,2]") #0paje ;NS # 0.

Rezimirajmo, za svaki [ € N vrijede sljedece implikacije:
D LNf-1,11#0=1€Q
i) leQ=ILNnS #0.

Uocimo daje f([—1, 1]") okolina tocke x u S'. Naime, f({—1, 1)") je otvoren skup u (N, Ty),
a ocito je x € f((—1,1)"). S druge strane, N je okolina od x u (S, H). Nadalje, 7 je rela-
tivna topologija na N s obzirom na H. Iz svega ovoga i leme slijedidaje f({(—1,1)")
okolina od xu §. Stoga je f([—1,1]") okolinaod xu S.

Ostaje jos dokazati da je Q rekurzivno prebrojiv skup. Naime, tada ¢e iz i) 1 ii) slijediti da
je f([—1, 1]") izraCunljivo prebrojiv do na S, a buduéi da je f([—1, 1]") okolinaod xu S to
¢e znaciti da je S izraCunljivo prebrojiv u tocki x.

U tu svrhu, prema definiciji skupa Q i teoremu o projekciji, dovoljno je dokazati da je I'
rekurzivno prebrojiv.
Vrijedi

l":l"lﬂ...ﬂl"s,
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gdje je,zak = 1,...,5, skup I'; definiran kao skup svih (/,ay,...,a,, by,...,b,,e) € N*'*2
takvih da vrijedi svojstvo k). Stoga je dovoljno dokazati da su I'y,...,T's rekurzivno pre-
brojivi skupovi.

Neka je
W = {(u, v) € N2 | J, Crs J}

Skup W je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji[3.2.13]
Zaie{l,...,n}nekaje
Ti = {(laab .. '7an’ b1’~ .. ’bn’ e) | Ja,- gFS JC,'}

te neka je ;: N?"*2 — N? funkcija definirana sa (I, ay, ..., a,, by, . .., by, €) = (a;, c;).

Ocito je ¥; rekurzivna funkcija te vrijedi

T.={(,ai,...,an,b1,...,by,e) | (a;,c;) € W}
= {z e N2 | yi(2) € W)
=y (W),

dakle
T; = W;_ (W)~

Iz propozicije |2.2.377|slijedi da je T; rekurzivno prebrojiv skup.
S obziromdajel'; =T, N...NT,, vrijedi da je I'; rekurzivno prebrojiv skup.
Analogno zaklju€ujemo da su I'; i I'; rekurzivno prebrojivi skupovi.

Koriste¢i da je skup {(u,v) € N? | J, i J, FD—disjunktni} rekurzivno prebrojiv, §to slijedi iz
propozicije [3.2.13] na isti na¢in dobivamo da je Iy rekurzivno prebrojiv skup.

Prema korolaru [3.2.17|postoji rekurzivna funkcija ¢’ : N***! — N takva da je
Ja; U Jb] u...u Ja,, U Jb,, U Je = Jt//’(a|,...,a,,,b|,...,b,,,e)

zasvedai,...,dp,b1,...,b,,e €N,

Definirajmo ¢ : N*"*2 — N sa

W(l’ala---aan’bl’---abnae) = w/(al’---9an9bl,---’bn9e)'
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Ocito je ¥ rekurzivna funkcija.
Neka je
w={jeN|s cI}.

Skup W je rekurzivno prebrojiv jer je skup S’ poluizracunljiv. Imamo

s ={(la.....anbi.....bne) e N2 |S" C J, UJ, U...UJ, UJp UJ|
={(Lai,....anbi,....bye) EN"S" C Iy, . arirrre))

2n+2
=il,ay,....anby,....b,,e) eNT| S C Jt//(l,al,..A,a,,,bl,...,b,,,e)}

Dakle, I's = ¢~ (W) pa slijedi da je I's rekurzivno prebrojiv skup. Time smo dokazali da je
I' rekurzivno prebrojiv skup pa slijedi tvrdnja teorema.
]

Neka je (X, 7) topoloski prostor te neka je n € N\{0}. KaZzemo da je (X, 7") n—-mnogostrukost
ako za svaku toCku x € X postoji otvorena okolina N od x u (X, 7") takva da je N = R".

Primjer 3.3.23. Neka je n € N\ {0}. Tada je R" (s euklidskom topologijom) ocito n—
mnogostrukost.

Teorem 3.3.24. Neka je (X, T, (1)) izracunljiv topoloski prostor te neka je S poluizracunljiv
skup u tom prostoru. Pretpostavimo da je S, kao potprostor od (X,T"), n—-mnogostrukost
za nekin € N\ {0}. Tada je S izracunljiv skup u (X, 7T, (I;)).

Dokaz. Neka je H relativna topologija na S s obzirom na 7. Imamo dakle da je (S, H)
n—mnogostrukost.

Stoga za svaki x € X postoji otvorena okolina N od x u (S, H) takva da je N = R". Pri
tome, na N gledamo kao na potprostor od (S, H). No, znamo da je to isto kao kada N
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gledamo kao potprostor od (X, 7).

Iz teorema [3.3.22] slijedi da je skup S izracunljivo prebrojiv u toc¢ki x. Zakljucujemo da je
S lokalno izracunljivo prebrojiv.

Skup S je kompaktan jer je poluizracunljiv pa iz propozicije[3.3.8]slijedi da je S izracunljivo
prebrojiv u (X, 7, (I;)). Stoga je S izraCunljiv skup. m|

Zan € N\ {0} neka je
H" = {(x1,...,x,) € R" | x, > 0}

te neka je
BdH" = {(x1,...,x,) € R" | x, = 0}.

O¢ito je BAH" C H".

Neka je n € N\ {0}, neka je S neprazan podskup od R", neka je d euklidska metrika na
R” te neka je p: S X S — R funkcija definirana sa p(x,y) = d(x,y) za sve x,y € S (4.
P = disxs).

Tada je p metrika na S te je (S, p) potprostor metrickog prostora (R", d). Za p kaZzemo da
Jje euklidska metrikana S .

Za topologiju 7, kazemo da je euklidska topologija na S . 1z propozicije slijedi: ako
je & euklidska topologija na S te & euklidska topologija na R” onda je (S, &) potprostor
topoloskog prostora (R”, &).

Lema 3.3.25. Neka je n € N\ {0}, & euklidska topologija na H", (X, T") topoloski prostor
te x € X. Pretpostavimo da postoji homeomorfizam f topoloskih prostora (H", &) i (X,T)

takav da je x € f(BAH"). Tada postoji homeomorfizam g topoloskih prostora (H",&) i
(X, T) takav da je g(0,...,0) = x te takav da je g(BAdH") = f(BdH").

Dokaz. Budu¢i da je x € f(BdH") postoji a € BdH" takav da je x = f(a).
Definirajmo funkciju ¢: H" — H" sa
p(y) =y +a,

za svaki y € H". Funkcija ¢ je dobro definirana, tj. za svaki y € H" vrijedi y + a € H", jer
je zadnja koordinata tocke a jednaka nula.
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Neka je p euklidska metrika na H". Na isti nacin kao u dokazu leme |3.3.18| dobivamo da
je ¢ neprekidna funkcija s obzirom na metriku p, stoga je ¢ neprekidna i s obzirom na
topologiju 7, tj. topologiju &.

Nadalje, o¢ito je ¢ bijekcija te je ¢~': H" — H" funkcija takva da je ¢~ '(y) = y — a, za
svaki y € H" pa slijedi da je ¢! neprekidna funkcija. Prema tome, ¢ je homeomorfizam

toploskih prostora (H", &) 1 (H", ). Uocimo da je ¢(BdH") = BAH".

Neka je g: H" — X funkcija definirana sa g = f o ¢. Tada je g homeomorfizam topoloSkih
prostora (H", &) i (X, 7)) te vrijedi

g0,...,0) = £ (e, ...,0) = f(a) = x.

Nadalje,
g(BdH") = (f o p)(BAH") = f(¢(BdH")) = f(BdH").

Lema 3.3.26. Neka je (Y, S) potprostor topoloskog prostora (X, 7). Pretpostavimo da je
K C Y te da je K kompaktan skup u (X, 7). Tada je K kompaktan skup u (Y, S).

Dokaz. Neka je V otvoreni pokriva¢ od K u (¥, S). Za svaki V € V vrijedi V € § pa
postoji Uy € 7 takavdaje V=UyNY.

Neka je U = {Uy | V € V}. Tada je U otvoreni pokriva¢ od K u (X, 7).
Buduci da je K kompaktan skup u (X, 7") postojin € NiV,...,V, € V takvi da je
KCUyU...UUy,.

Tada je
KCcVyu...UV,.

Naime, ako je x € Kondaje x € Uy, zanekii € {0,...,n}. Imamo K C Ypajex €Y, .
xeUyNY=V.

Prema tome, x € V;. Dakle, K C VyU...UV,. Time smo dokazali da je K kompaktan skup
u(Y,S). o
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Propozicija 3.3.27. Neka jen € N\ {0}. Zai € {1,...,n} neka je
B ={(x1,...,x,) € [-2,2]"' x [0,2] | x; = 2}.
Zaie€{l,...,n— 1} neka je

A =1{(x1,...,x) €[-2,2]" x[0,2] | x; = =2}

te neka je
Ay ={(x1, ..., x) € [-2,2]" % [0,2] | x, = O}.
Tada ne postoje otvoreni skupovi Uy, ...,U,, Vi,...,V, u H" takvi da je
UnNnB; =0, VinA;=0i UnV,=0
za svakii € {1,...,n} te takvi da je

[-2,2]" ' % [0,2]C U, U...UU,UV,U...UV,.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoje skupovi Uy,
s navedenim svojstvom. Definirajmo funkciju y: R" — H" sa

Zpt+2
(Z17'--,Zn—]7T, an_z

(Zla~--’zn—1a0)’ Zn < -2.

Y(Zl9""zn) :{

Neka je f: R — R funkcija definirana sa

B )
= 2 ’ -
F@ {o, X< -2,

Neka su x,y € R. Tvrdimo da je

1f() = fOI < Ix =yl

Imamo nekoliko slucajeva:

Slucaj 1. Neka su x,y < —2. Tada je f(x) — f(y) = 0 pa je oCito da @

(3.14)

(3.15)

LU, Vi,V

(3.16)

vrijedi.
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Slucaj 2. Neka su x,y > —2. Tada je

2 2
) = fO)] = x; —y%
R
2
<l|lx-yl.

Slucaj 3. Neka je y < -2 < x. Iz ovih nejednakosti odmabh slijedi x — (-2) < x — y, tj.
x+2<x-ypaje

X x—-y J|x-y
—+1< = }
2T s 2 ‘
Imamo 5 5
X+ X+ X xX—y
— = = = — 1 <|—=| < — .
£ - fl =[5 ‘ =SS ‘_Ix 3

Slucaj 4. Neka je x < =2 <y. Analogno kao u sluc¢aju 3. dobivamo da vrijedi (3.16).

Neka je d euklidska metrika na R” te p euklidska metrika na H". Neka su x,y € R”,
X=X, ., x)1y=01,...,Y,). Imamo

p()’(x)’ 7()’)) = P((X], ey xn—laf(xn))’ ()’17 e Yn-1s f(yn)))
= VO =y + e K = Y 1)? + (F(x) = fOn))?

< NG =y)2 o F Gt = Yn1)? + (X — yn)?
=d(x,y).

Dakle, p(y(x),y(y)) < d(x,y), zasve x,y € R".

Opcenito, ako su (X, g) i (Y, q") metricki prostori te g: X — Y funkcija takva da je

q'(g(x),8(») < q(x,y), Yx,yeX

onda je funkcija g neprekidna s obzirom na metrike ¢ i ¢’. Stoga je y neprekidna funkcija.

Lako se provjeri da je
y([-2,2]") = [-2,2]"" x [0,2].
Iz ovoga i (3.15) slijedi

[_2’ 2]” c ’)/(_([_2, 2]”—1 X [O, 2])
Cy " (UyU...UU,UVU...UV)
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paje
[-2,2]" €y~ (U U... Uy (U) Uy (V) U...Uy=(V,). 3.17)

Iz slijedi da za svaki i € {1,...,n} vrijedi
Y (WU Ny~ (V) = 0. (3.18)
Zaie{l,...,n}nekasu

Ai = {(xla- -"xn) € [_2’2]71 | Xi = _2}
Bi ={(x1,...,x,) €[-2,2]" | x; = 2}.

Uoc¢imo da za svaki i € {1,...,n} vrijedi
y(B)) € B; i y(A) C A
Stogazai€ (l,...,n}iz U;N B; = O slijedi U; N y(B;) = 0 pa je
Y (UH)NB: =0 (3.19)
te takoder iz V; N A; = 0 slijedi V; N y(4,) = 0 pa je
Y (V)NA;=0. (3.20)
Bududi da je y neprekidna, skupovi y~(U,), ...,y (U,),y=(V}),...,y=(V,) su otvoreni u

R”. Ovo je zajedno sa (3.17), (3.18), (3.19) i (3.20) u kontradikciji s teoremom [3.3.5] Time

je tvrdnja propozicije dokazana. O

Napomena: Ako je (Y, S) potprostor topoloskog prostora (X, 77) takav da je Y otvoren skup
u (X,7), onda je svaki otvoren skup u (Y, S) ujedno otvoren i u (X, 7). Naime, ako je V
otvoren u (Y,S)ondaje V = Y N U, gdje je U € 7 paje V otvoren u (X, 7") kao presjek
dva otvorena skupa.

Teorem 3.3.28. Neka je (X,T ,(I;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka su S i T polu-
izracunljivi skupovi u (X, 7T, (1)) takvi da je T C S te neka je x € S. Pretpostavimo da
postoji otvorena okolina N od x u S te homeomorfizam f: H" — N, za neki n € N takav
daje x € f(BdH") i f(BdH") = NN T. Tada je S izracunljivo prebrojiv u tocki x.
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Dokaz. Prema lemi [3.3.25| moZemo pretpostaviti da je x = f(0,...,0). Nekasu 7y i H
relativne topologije na N i § odredene topologijom 7.

Skup (—4,4)""! x [0,4) je otvoren u H" jer je
(—4,4)""' x [0,4) = (-4, 4)" N H",

a topoloski prostor H" je potprostor topoloskog prostora R”. Stoga je f({(—4,4)"! x [0, 4))
otvoren u (N, 7y). Buduéi da je N otvoren u (S, 7H) imamo da je f((—4,4)""' x [0,4))
otvoren u (S, H), a to povlacidaje S \ f({(—4,4)"! x [0, 4)) zatvoren skup u (S, H). Stoga
je S\ f({(—4,4) ! x [0, 4)) zatvoren skup u (X, 7). No, ocito je ovaj skup podskup od S pa
iz propozicije slijedi da je S \ f((—4,4)"" x [0, 4)) kompaktan skup u (X, 7).

Skup [-2,2]"! x [0,2] je kompaktan u R” jer je zatvoren i omeden. Stoga je kompaktan
iuH" (lema|3.3.26). 1z propozicije |3.2.4]i Cinjenice da je f neprekidna i kao funkcija sa
H" — X, slijedi da je f([-2,2]""! x [0,2]) kompaktan skup u (X, 7).

Bududidasu S \ f({(—4,4Y""!' x[0,4)) i f([-2,2]"! x [0, 2]) kompaktni disjunktni skupovi,
prema propoziciji [2.4.11] postoji m, € N takav da je

S\ f(=4,4Y"" X [0,4)) C Ty 1 Ty N f([=2,2]"" % [0,2]) = 0. (3.21)
Neka je
S"=8\ T
T =T\ Jy,.
Prema lemi [3.2.18|skupovi S’ i T’ su poluizraCunljivi u (X, 7, (1;)). Vrijedi

F([-2,21""' x[0,2]) € S’ C f([-4,41"" x [0, 4]). (3.22)

Zaie{l,...,n—1}nekasu

i = {1 x) € 4,417 x[0,4] | x; < 1
{ 4,41 % [0,4] | x> —1}

i = |G ) € [-2.217 % [0,2] | x; = -2
{

C
D; =1{(xy,...,x,) €
A

B; ={(x1,....x,) € [-2,2]" " x[0,2] | x; = 2}.

[_
[_
[_
[_
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Neka je
Co = {(x1..... %) € [-4,41"" X [0,4] | x, < 1}
B, = {(x1.....x,) € [-2,2]"" x[0,2] | x, = 2}
Skupovi A;, B;, C;, D;, zai € {l,...,n— 1} 1 C, 1 B, su zatvoreni i omedeni pa stoga i

kompaktni u R". Prema lemi [3.3.26ti skupovi su kompaktni i u H". Stoga su f(A;), f(B),
f(C), f(Dy),zaie(l,...,n—1}1 f(C,)1 f(B,) kompaktni u (X, 7).

Za svaki i € {1,...,n — 1} vrijedi f(A;)) N f(D;) = 0, f(B) N f(C;) = 0. Takoder
f(Bn) mf(cn) = 0.

Prema propoziciji[2.4.11]za svaki i € {1,...,n — 1} postoje brojevi d;, ¢; € N takvi da je
JC) S, 1 J, N f(B) =0, (3.23)
fD)CJy 1 JguNfA)=0 (3.24)

te takoder postoji ¢, € N takav da je
fcycJ, iJ.,nf(B,)=0. (3.25)

Neka je ¢: N — N rekurzivna funkcija takva da je I; = J,;, za svaki i € N (lema [3.3.20).
Pretpostavimo da je [ € N takav da je

Lo f(I-1117" % [0,1]) # 0

Odaberimo w € [-1,1]""! x [0,1], w = (wy,...,w,) takav da je f(w) € I,. Tada je w €
Sy, a f~()) je otvoren skup u H". Stoga postoji r > 0 takav da je

K(w,r;p) € [, (3.26)

gdje je p euklidska metrika na H". MoZemo pretpostaviti da je r < 1.

Definirajmo brojeve vy, ..., v, sa

. w, w,>0
VIi=Wieooy Vol = Wy1 1V = .y
r/2  inacCe.

Nekajev = (vi,...,v,). Tadajev € [-1,1]"! x [0,1], v, > 0i p(v,w) < 7/2 < r pa je
v e K(w,r; p). Iz (3.26) slijedi v € f(1;). Stoga postoji ' > 0 takav da je

K(v,r';p) € fU). (3.27)
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Neka je d euklidska metrika na R”. Prema lemi |3.3.19|postoji € > 0 takav da je
[vi—€evi+elxX...X[v,—€,v,+€] C K, r';d). (3.28)

MozZemo pretpostaviti da je € < v,.

Nekajex € [vi —e,vi +€] X ... X [v, — €V, + €], x = (x1,...,X,). Tada je v, — € < x,,
no v, —€ > 0 pajex, > 0. Stoga je x € H". 1z (3.28) slijedi da je x € K(v,r';d) pa je
d(x,v) < r'. Prematome p(x,v) < r pajex € K(v,r'; p). Iz slijedi x € f<(I;). Time
smo pokazali da je

vi—evi+telX...X[v,—€v,+€] C fU).

Definirajmo
E=vi—-¢vi+e]X...X[v,—€,v, + €]
Dakle E C f(I)) paje f(E) C I,.
Zaie€{l,...,n} definirajmo skupove
A ={0n,. o) € 4,417 X [0,4] | x; < vi — €],
B ={(x1.....x)) € [-4.41"" X [0.4] | x; > vi + €]

Zasvakiie{l,...,n— 1} vrijedi

A;CCii B;cD, te A,CC,. (3.29)
Nadalje, vrijedi
AlUB/U...UA,UB,UE =[-4,4]"""x[0,4]
paje
FANUFB)U...UfA)U FB) U FE) = f([-4, 41" x [0,4]). (3.30)

Zasvakii€ {1,...,n} vrijedi A; N B; = 0 paje f(A,) N f(B;) = 0.

Nekajei€ {1,...,n— 1}. Prema (3.29) vrijedi f(A,) C f(C)i f(B) C f(D;) paiz (3.23) i
(3.24) slijedi
fA)C I, i f(B)C Uy

Iz (3.29) slijedi f(A,) C f(C,) paiz (3.25) slijedi f(A,) C J.,.

Iz f(E) C I slijedi f(E) C J,.
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Tvrdimo da je
fBHINT =0. (3.31)

Imamo

fBINT = (fB)NN)NT’

C (f(Bn) mN) NT

= f(B)NWNNT)

= f(B,) N f(BdH")

= f(B, N BdH")

= f(0)

= 0.
Dakle, (3.31) vrijedi.
Neka je

A, = {(xl, LX) €[-2,21 % [0,2] | x, = 0}.

Iz A, C BAH" slijedi
f(A) C fFBAH) =NNT.

Stoga je f(A,) € T. Nadalje, iz (3.21)) slijedi f(A,) N Jpu, = 0. Stoga je f(A,) ST \ S, 4.
fA) T (3.32)

Posebno, 7’ je neprazan skup. Iz (3.31) i propozicije [3.2.9 slijedi da postoje brojevi
d,,t € N takvi da je f(B,) C Ja,, T' C J, te takvi da su J,;, 1 J, FD—disjunktni.

Skupovi Ay, ...,A,, By, ..., B,, E suneprazni i kompaktni u H". Stoga su
fA), ..., f(A), f(B)),..., f(B,), f(E) neprazni i kompaktni skupovi u (X, 7).

Iz leme [3.3.21] slijedi da postoje brojevi ay,...,a,,b;,...,b,,e € N takvi da za svaki i €
{1,...,n} vrijedi

fA) CJuy f(B)C Iy, f(E)C U,
Ja,- Crs JC,., Jb,. Crs Jd,-, Je Crs Jgo(l) i Ja,. FD—disjunktan Sa Jb,--

1z J;,, Crs J4, 1 J4, FD—disjunktan sa J; slijedi J;,, FD—disjunktan sa J,.
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Iz (3:22) i (3:30) slijedi

S'C fADU f(B)U...U fA) U f(B,) U f(E)
CJy Uy U...UJ, U, UL,

dakle
S'CJyUJp U...UJ, UJy UJ,.

Rezimirajmo, ako je [ € N takav da je I; N f([—1, 1]"! x [0, 1]) # 0 onda postoje
ai,...,a,,by,...,b,,e,t € Ntakvidaje

1) J,, Sps Jey, Vied{l,...,n}

2) Jp, Crs Jagp, Yie{l,...,n—1}

3) J. Crs Jo0)

4) J, FD—disjunktan sa J,,, Vie{l,...,n}
5) T CJ,

6) Jp, 1 J; FD—disjunktni

7S CJyUdp U...UJ, UJp UJ,.

Neka je I skup svih (I, ay,...,a,, by,...,b,e,t) € N**3 takvih da vrijedi 1) - 7). Na-
dalje, neka je Q skup svih [ € N za koje postoje ay,...,a,,b,...,b,,e,t € N takvih
daje (l,ay,...,a,,by,...,b,,e,t) € I'. Dokazali smo sljedece: ako je [ € N takav da je
LN f([-1,11"' x[0,1]) # 0 onda je [ € Q.

Pretpostavimo sada da je [ € Q. DokaZimo da je I; N f([-2,2]"' x [0,2]) # 0. 1z [ € Q

slijedi da postoje ay, . ..,a,, by,...,b,,e,t € Ntakvidaje (l,ay,...,a,,by,...,b,,e,1) €.
Dakle, za brojeve [, ay,...,a,,by,...,b,, e, t vrijedi 1) - 7).

Iz i 7) slijedi
F([=2,21"' % [0,2]) C J,, U Jp, U...UJ, UJ, UJ,
pa je
[-2,2]""' X [0,2] € f“(Ja) U f“Up) U... U fT(Ua) U fT(Up) U f(Ue).  (3.33)
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Neka je i € {1,...,n}. Imamo J,, C J, (prema svojstvu 1)) pa iz (3.23) i (3.25) slijedi da
je Jog, N f(B;) = 0. Stoga je
fTU,)NB; =0. (3.34)

Nekajeie{l,...,n—1}. 1z2) i (3.24) slijedi da je J;, N f(A;) = 0 pa je

fUp)NA; =0. (3.35)
Iz , 5)16) slijedi da je J,, N f(A,) = 0. Stoga je

J7Up)NA, =0.

Iz 4) slijedi da je
U )NfUp) =0, Yiell,..., n}. (3.36)

Ocito je da su skupovi f(Jy,), ..., f(Jo), f(p)s ..., f7(Jp,) otvoreni u H". 1z (3.34),

(3.35), (3.36) i propozicije slijedi da
[-2,21""' X [0,2] € f~(Jo) V... U fF () U fTUp) U ..U Uy,
Iz ovoga i slijedi da je
(I=2,21""" x [0,2]) N f(J.) # 0.
Stoga je J,N f([-2,2]"'%[0,2]) # O paiz 3)iJ,q = I slijedi ;N f([-2, 2] %[0, 2]) # 0.
Prema tome, ;N S # 0.

Dokazali smo da za svaki / € N vrijede sljedece implikacije:
D LNfF-L11'%x[0,1)£0=1eQ
i) leQ=15nNnS #0.

Skup (—1, 1)""! x [0, 1) je otvoren u H" jer je (—1,1)*"! x [0,1) = H" N (~1, 1)". Stoga je
f((~1, 1)1 x [0, 1)) otvoren skup u (N, Ty), a N je otvoren u (S, H).

Prema napomeni prije teorema, f({—1,1)"! x [0, 1)) je otvoren skup u (S, H). Iz x =
£(0,...,0) slijedi x € f((—1,1)"! x [0, 1)). Stoga je f([-1,1]*""! x [0, 1]) okolina od x u
(S, H).

DokaZimo sada da je Q rekurzivno prebrojiv skup. U tu svrhu je, prema definiciji skupa Q
1 teoremu o projekciji, dovoljno dokazati da je I" rekurzivno prebrojiv skup no to dobivamo
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analogno kao u dokazu teorema (3.3.22

Prema tome Q je rekurzivno prebrojiv skup pa iz implikacija i) 1 ii) slijedi da je skup
f([-1,1]""! x [0, 1]) izratunljivo prebrojiv do na S. Stoga je S izracunljivo prebrojiv u
tocki x. ]

Neka je (X,7") topoloSki prostor te neka je n € N \ {0}. Za (X,7) kaZzemo da je n—
mnogostrukost s rubom ako za svaku tocku x € X postoji otvorena okolina N od x u (X, 7")
takva da vrijedi jedno od sljedeceg:

1) N=R"

2) Postoji homeomorfizam f: H" — N takav da je x € f(BdH").

Neka je X n—-mnogostrukost s rubom. Definirajmo dX kao skup svih toCaka x € X koje
imaju otvorenu okolinu N sa svojstvom 2) iz definicije n—-mnogostrukosti. Za X kazemo
da je rub n—-mnogostrukosti X.

Neka su (X, 7)1 (¥, S) topoloski prostori, xy € X te f: X — Y funkcija. Za f kaZzemo da
je neprekidna u tocki x, s obzirom na topologije 7 i S ako za svaku okolinu V od f(x) u
(Y, S) postoji okolina U od xy u (X,7) takva da je f(U) C V.

Uocimo sljedece: f je neprekidna u xp ako 1 samo ako za svaku otvorenu okolinu V' od
f(xo) postoji otvorena okolina U od x, takva da je f(U) C V.

Propozicija 3.3.29. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te f: X — Y. Tada je f
neprekidna funkcija ako i samo ako za svaki xy € X vrijedi da je f neprekidna u x.

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna. Neka je xy € X te neka je V otvorena okolina
od f(xp). Definirajmo
U=f(V).

Buduc¢i da je f neprekidna, skup U je otvoren. 1z f(xq) € V slijedi xo € f~(V) tj. xo € U.
Prema tome U je otvorena okolina od xy. Iz definicije od U je jasno da je f(U) C V.
Zakljucak: f je neprekidna u tocki x,.
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Obratno, pretpostavimo da je f neprekidna u x, za svaki xy € X. Neka je V otvoren skup
u (Y, S). Zelimo dokazati da je f=(V) otvoren skup u (X,7). Neka je x € f~(V). Tada
je f(x) € V, V je otvorena okolina od f(x) pa bududi da je f neprekidna u tocki x postoji
otvorena okolina U, od x takva da je f(U,) C V. Iz ovogasslijedi da je U, C (V). Slijedi
da je

=) u
xef<(V)
Stoga je /< (V) otvoren skup. Prema tome f je neprekidna funkcija. O

Lema 3.3.30. Neka je n € N te neka je f: R" — R funkcija definirana sa f(x) = ||x||. Tada
Jje f neprekidna funkcija.

Dokaz. Neka su x,y € R". Imamo

[l = [l =y + yll < [l =yl + [[yll.

paje

llxll = 1yl < flx = ylI.
Analogno

VIl = llxll < {lox =l
paje

[ llxll = Iyl | < fle =yl (3.37)
Neka je p euklidska metrika na R te d euklidska metrika na R". Prema (3.37)) vrijedi

p(f(x), f() < d(x, ).

Iz ovoga slijedi da je f neprekidna funkcija. O

Propozicija 3.3.31. Neka je n € N. Neka su xo € R" i r > 0. Tada je K(xy,r) = R".
Dokaz. Definirajmo a: R" — R” sa
a(x) = x — xp.

Funkcija « je homeomorfizam te je a(K(xo, r)) = K(0, r). Stoga je K(xo, r) = K(0,r).
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Neka je 8: R" — R” funkcija definirana sa

1
B(x) = —x.

r

Funkcija S8 je neprekidna jer su joj komponentne funkcija neprekidne. Nadalje, S je bijek-
cijaiB7'(y) = ry pa zakljuujemo da je 5! neprekidna funkcija. Stoga je 8 homeomorfi-
zam. Uoc¢imo da je B(K(0, r)) = K(0, 1). Prema tome

K@, r) = K(,1).

Neka je f: [0, 1) — [0, co) funkcija definirana sa
X

Sx) = T—%

- X

Funkcija f je neprekidna kao kvocijent neprekidnih funkcija. Nadalje, f je bijekcija i
f71(y) = ¥/1+y pa iz istog razloga zakljucujemo da je i f~! neprekidna funkcija. Stoga je f
homeomorfizam.

Definirajmo g: K(0,1) — R" sa

=fdlzl), z#0
— J Il
8@ {o, 2=0.

Neka je z € K(0, 1), z # 0. Iz definicije funkcije g i leme [3.3.30|slijedi da su komponentne
funkcije od g neprekidne u tocki z. Stoga je g neprekidna u tocki z.

Dokazimo joS da je g neprekidna u 0. Neka je € > 0. Bududi da je f bijekcija postoji
0 € [0, 1) takav da je f(0) = ¢2. Uocimo da je 6 > 0 (jer je ¢2 > 0). Pretpostavimo da je
z € K(0,1) takav da je ||z—0|| < ¢. Tada je ||z]|< ¢ pa bududi da je f rastuéa funkcija vrijedi

€
fllzh < f©6) = <€
Dakle, f(|lzll) < e paje, zaz # 0,

l18(2) — (Ol = [Ig()l

Z
ﬁf(llzll)H
— £

< €.
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Dakle, ||g(z) — g(0)]| < €. Time smo pokazali da je g neprekidna u tocki 0. Prema tome g je
neprekidna.

Definirajmo h: R" — K(0, 1) sa

2N AD, y#0
h(y) = J b
) {0, y=0.

Tvrdimo da je & neprekidna funkcija. U tu svrhu dovoljno je provijeriti da je & neprekidna
u 0. Neka je € > 0, € < 1. Neka je ¢ € (0, co) takav da je f~!(6) = ¢2. Uocimo da je f!
rastuca funkcija (jer je f rastuca).

Nekajey € R", y # 0 takav da je |[[y — 0]| < ¢. Slijedi |[y|| < ¢ pa je

€

A < £710) = 5 <6

dakle £~'(|lyll) < €. Imamo

() = hO)]| = ]| = ]|”§—”f“<||y||>“ = i) < e

dakle ||h(y) — h(0)|| < €. Prema tome # je neprekidna u O pa slijedi da je & neprekidna
funkcija. Neka je z € K(0, 1). Ako je z = 0 onda je ocito h(g(z)) = z. Ako je z # 0 imamo

h(g(2)) = h (iﬂnzu))
Izl

el _1(
=
G|

S )

_ -1
= AR JflD)

ST,
Il

|

Prema tome h(g(z)) = z, za svaki z € K(0, 1), tj. h o g = idk(.1)-
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S druge strane, ako je y € R”, y # 0 onda je

g(h(y) = g (lf-%nyn))

Iy
A (Y1)
=l (H”y—”f“<||y||>”)
|t am]|” VI
- Mf(f‘l(ll )
RN v
_ Y
= = |
Il

:y.

Dakle, g o h = idg.. ZakljuGujemo da je g bijekcija te da je g~' = h. Stoga je g homeomor-
fizam. Time smo dokazali da je K(0, 1) = R". Rezimirajmo,

K(xo,7) = K(0,7) = K(0, 1) = R".

Prema tome K(xy,r) = R". m|

Navedimo sada, bez dokaza, jednu netrivijalnu ¢injenicu iz topologije koju ¢emo koristiti
u dokazu sljedece leme.

Teorem 3.3.32 (Invarijantnost domene). Neka je n € N \ {0}, neka je U otvoren skup u R"
te neka je f: U — R" neprekidna injekcija. Tada je f(U) otvoren skup u R". O

Lema 3.3.33. Neka je (X, T) topoloski prostor, n € N\ {0} te neka je x € X. Pretpostavimo
da postoje otvorena okolina N od x u (X,7) i homeomorfizam f: H'" — N takav da je
x € f(BdH"). Tada ne postoji otvorena okolina od x u (X, T") koja je homeomorfna sa R".

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji otvorena okolina N’ od x takva da je N = R".
Neka je g: R — N’ homeomorfizam. MoZemo pretpostaviti da je g(0, ..., 0) = x. Takoder
mozemo pretpostaviti da je f(0,...,0) = x. Neka je

V=N NN.
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Buduci da su N i N’ otvoreni u (X, 7)) imamo da je V otvoreniu N iu N’. Neka je
U=g~(V).

Slijedi da je U otvoren skup u R”. Uo¢imo da je (0,...,0) € U.

Promotrimo restrikciju giyv: U — V funkcije g. OCito je to neprekidna injekcija. Nadalje,
restrikcija f”‘,1 : V. — H" je takoder neprekidna injekcija.

Promotrimo kompoziciju
fl‘_/l oguv: U—H"

To je neprekidna injekcija a neprekidna je i kao funkcija sa U u R”". Iz teorema [3.3.32]
slijedi da je
Q= (fu_/] o guv)(U)

otvoren skup.

Imamo (0, ...,0) € Qjer je

(fiy' 0 gun)O,...,0) = f,'(x)
= ')
=(,...,0).

Stoga postoji r > 0 takav da je K((0,...,0),r;d) € Q gdje je d euklidska metrika na R".
Ocito je (0,...,0, —%) € K((O,...,0),r;d)paje (0,...,0, —%) € Q. Ovo je u kontradikciji
s ¢injenicom da je Q C H" (naime, iz definicije od Q je jasnodaje Q C Im f~! = H"). O

Propozicija 3.3.34. Neka je (X, T ) n—-mnogostrukost s rubom, gdje je n € N \ {0}. Neka je
xeX.

1) Ako postoji otvorena okolina N od x u (X, T") takva da je N = R", onda x ¢ 0(X,T).

2) Ako postoje otvorena okolina N od x u (X,7T") i homeomorfizam f: H'* — N takav
da x ¢ f(BdH"), onda x ¢ O(X, 7).

Dokaz. Tvrdnja 1) slijedi direktno iz definicije ruba mnogostrukosti i leme (3.3.33

Dokazimo 2). Pretpostavimo da postoji takva okolina N od x i takav homeomorfizam f.
Imamo x € N paje x = f(a), gdjejea € H", a = (ay,...,a,). No, x ¢ f(BAdH") pa slijedi
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a ¢ BdH". Stoga je a, > 0.

Odaberimo pozitivan broj r takav da je r < a,. Tvrdimo da je K(a, r;d) C H" pri Cemu je
d euklidska metrika na R". Neka je b € K(a,r;d), b = (by,...,b,). Tada je

by — ayl < by —a))? + ... + (b, — a,)?
=d(a, b)
<r.

Dakle, |b, — a,| < r, posebno a, — b, < r paje a, —r < b, Sto povla¢i O < b,. Prema tome,
b € H" 1 zakljuCujemo da vrijedi K(a, r;d) € H".

Skup K(a,r;d) je otvoren u R" pa je otvoren i u H". Budu¢i da je f: H" — N home-
omorfizam imamo da je f(K(a, r;d)) otvoren skup u N. No, N je otvoren u (X, 7). Stoga
je f(K(a,r;d)) otvoren u (X,7). Zbog x = f(a) imamo x € f(K(a,r;d)). Prema tome,
f(K(a,r;d)) je otvorena okolina od x u (X, 7). Imamo f(K(a,r;d)) = K(a,r;d) pa iz pro-
pozicije[3.3.31]slijedi f(K(a, r;d)) = R". Dakle, postoji otvorena okolina tocke x u (X, 7")
koja je homeomorfna s R” pa iz tvrdnje 1) slijedi da x ¢ o(X, 7). O

Teorem 3.3.35. Neka je (X, T, (I))) izracunljiv topoloski prostor, neka je n € N\ {0} te
neka je S poluizracunljiv skup u (X, 7, (I;)) koji ima sljedece svojstvo: S je, kao potprostor
od (X,T), n—mnogostrukost s rubom i dS je poluizracunljiv skup u (X, 7T, (I;)). Tada je S
izracunljiv skup.

Dokaz. Buduci da je S kompaktan dovoljno je dokazati da je S lokalno izracunljivo pre-
brojiv. Neka je x € S. Tada vrijedi jedno od sljedeceg:

1) Postoji otvorena okolina od x u S koja je homeomorfna s R".

2) Postoje otvorena okolina N od x u S i homeomorfizam f: H* — N takav da je
x € f(BdH").

Ako vrijedi 1) onda je prema teoremu [3.3.22] S izracunljivo prebrojiv u tocki x.

Pretpostavimo da vrijedi 2). DokaZimo da je
f(BdH") = NN oS. (3.38)

Ocito je f(BAH") C N. Ako je y € f(BdH") onda je y € N, dakle N je otvorena okolina od
yuS af:H"— N je homeomorfizam takav da y € f(BdH"). Slijedi y € dS. Prema tome
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y € NN dS. Time smo dokazali da je f(BdH") C NN aS.

Obratno, neka jey € N N dS. Imamo y € N pa kada bi vrijedilo da y ¢ f(BdH") onda bi
iz propozicije [3.3.34|slijedilo da y ¢ S Sto je u kontradikciji say € N N dS. Prema tome
y € f(BdH"). Time smo dokazali da vrijedi (3.38).

Sada iz teorema (3.3.28| slijedi da je S izracCunljivo prebrojiv u tocki x. Zakljucak: § je
lokalno izracunljivo prebrojiv pa slijedi da je S izracunljiv u (X, 7, (1))). |

3.4 Cb-kompaktni skupovi
Neka je (X, d) metricki prostor, xy € X te r > 0. Definirajmo
K(xo,7) = {x € X | d(x,x0) < 7}
Za E(xo, r) kazemo da je zatvorena kugla oko x, radijusa r.
Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Za i € N definiramo I = E(a/ﬂ@, Gryi))-

Napomena: Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Neka su i, j € N. Tada vrijede
sljedece implikacije:

1) I; formalno disjunktan sa /; = Iin fj =0
2) I; formalno sadrzanu I; = IclI e

Dokazimo to.
Oznac¢imo

X =)y = G

Y =q3), S = dnj)-

Uzmimo da je I; formalno disjunktan sa /;. Tada je d(x,y) > r + s. Pretpostavimo da je
I;n I; # 0. Odaberimo z € [, N ;. Tada je z € K(x,r) i z € K(, 5) pa slijedi

d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) <r+s
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Sto je u kontradikciji sa d(x,y) > r + 5. Prema tome Ini ;i =0.
Uzmimo sada da je /; formalno sadrzan u ;. Tada je d(x,y) + r < s. Nekaje z € I;. Tada je
7 € K(x,r) paslijedi

d(z,y) <d(z,x) +d(x,y) < r+d(x,y) <s.
Stoga je z € K(y, 5), tj. z € I;. Prema tome I c I;.

Akojei e Nter e Q, r> 0 onda za K(a;, r) kaZemo da je zatvorena racionalna kugla u
(X,d, ). Uocimo da je (I, |i e N} familija svih zatvorenih racionalnih kugla u (X, d, @).

Propozicija 3.4.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je svaka zatvorena kugla u (X, d)
zatvoren skup.

Dokaz. Neka su xo € Xir > 0. Neka je x € X \ K(xo,r). Tada je r < d(x, xo) pa postoji
s > 0 takav da je r + s < d(x, x¢). Tada je

K(x, s) € X \ K(xo, ). (3.39)
U suprotnom bi postojao y € K(x, s) takav da je y € K(xo, r) pa bismo imali

d(xo, x) < d(xo,y) + d(y, x)
<r+s

Sto je nemoguce.

Prema tome, |i vrijedi pa zakljuéujemo da je X \ K(xo, ) otvoren skup. Dakle K(xo, r)
je zatvoren skup. O

Neka je (X, d) metriCki prostor te neka je F' € X. Za F kazemo da je Cb—kompaktan skup
u (X, d) ako je F N K(xy, r) kompaktan skup za svaki xy € X i svaki r > 0.

Uocimo sljedece: ako je (X, d) metricki prostor onda je svaki kompaktan skup u (X, d)
ujedno i Cb—kompaktan skup u (X, d).

Naime, ako je K kompaktan skup u (X, d) onda je K i zatvoren pa je K N K(xo, r), za svaki
Xo € X i svaki r > 0, zatvoren skup kao presjek dva zatvorena skupa te iz K N K(xo,7) C K
1 teorema slijedi da je K N K(xo, r) kompaktan skup.
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Primjer 3.4.2. Neka je n € N\ {0} te neka je d euklidska metrika na R". Neka je F zatvoren
skup u (R", d). Tada je za sve xy € R" i r > 0, F N K(xo, r) zatvoren i omeden skup pa stoga
i kompaktan skup. To znaci da je F Cb—kompaktan skup. Dakle, svaki zatvoren skup u R"
je Cb—kompaktan.

Prethodni primjer pokazuje da Cb—kompaktni skupovi ne moraju biti kompaktni (naime,
R" je Cb—kompaktan u R", ali nije kompaktan).

Propozicija 3.4.3. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je F Cb—kompaktan u (X, d).
Tada je F zatvoren skup u (X, d).

Dokaz. Nekaje x € X\ F. Tadax ¢ F pax ¢ K(x,1)N F. Skup K(x, 1) N F je kompaktan
pa je i zatvoren, stoga je njegov komplement otvoren. Imamo x € X \ (K(x,1) N F) pa
postoji r > 0 takav da je

K(x,r) € X\ (K(x,1) N F).

Pri tome moZemo pretpostavimo da je r < 1. Slijedi K(x,r) N (K(x,1)N F) = 0. No,
Kx, N (Kx,HNF)=(Kx,r)nK(x,D)NF
=K, r)NnF.

Dakle K(x,r)NF =0 paje K(x,r) € X\ F. Zakljucak, X \ F je otvoren skup. Dakle, F je
zatvoren. O

Neka je (X, d, @) izraunljiv metricki prostor. Neka je S € X. Za S kazemo da je polu-
izracunljiv Cb—kompaktan skup u (X, d, @) ako je S Cb-kompaktan u (X, d) te vrijedi da je
skup

{i.peN?|snicy)

rekurzivno prebrojiv.
Ako je S poluizracunljiv Cb—kompaktan skup te ujedno i izraunljivo prebrojiv u (X, d, @),
onda kazemo da je S izracunljiv Cb—kompaktan skup u (X, d, ).

Neka je (X, 7)) topoloski prostor. Neka je Y skup te neka je co € Y \ X takavdaje ¥V =
X U {co}. Neka je

S=7T U{{eo}UU | U € T takav da je X \ U kompaktan u (X, 7))} .

Dokazimo da je S topologijana Y.
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1) Ocitojed € S,a{cjUuX eSjerjeX €7 iX\ X =0 je kompaktan skup u (X, 7).
2) Neka je (V,)qea indeksirana familija elemenata od S. Imamo tri slu¢aja.

1° Vrijedi V, € 7, za svaki a € A.
Tada je Jyea Vo € T paje Upes Vo € S.

2° Vrijedi V,, ¢ 7, za svaki a € A.
Tada za svaki a@ € A postoji U, € 7 takav da je V, = {oco0} U U,, pri tome je
X\ U, kompaktan skup u (X, 7). Tada je

UVQZ{OO}UUUQ.

a€A a€A

Jasno je da je | Jyep Uy € 7. Odaberimo @y € A. Imamo da je X \ (Uyes Ua)
zatvoren skup u (X, 7), a vrijedi

X\[UUQ]QX\U%.

a€A
Iz Cinjenice da je X \ U,, kompaktan skup u (X, 7") i teorema slijedi da
j& X \ (Ugea Un) kompaktan skup u (X, 7). Stoga je Uyea Ve € S.
3° Postoje a;, ar € AtakvidajeV, € T 1V,, ¢ 7. Tada je

ve={JVeuJVa

a€A a€cA a€cA
VaeT Va¢T

paje
UV(,: W U ({oo} U U)

acA

gdjesu U,W € 7 1 X \ U je kompaktan skup u (X, 7). Prema tome,

UVQ:{OO}U(WU U).

a€cA

Ocito je WU U € 7. Nadalje, X \ (W U U) je kompaktan skup u (X, 7") Sto
slijedi na isti na¢in kao u slucaju 2°. Dakle, | 4 Vo € S.

3) NekasuVy, V, € S. Akoje V, € 7 ili V, € 7 tada je oCito Vi NV, € T pa je
VinV, eS. Inace vrijedi V| = {oo} U U; 1V, = {0} U Uy, gdje su Uy, U, € T takvi
da su skupovi X \ U; i X \ U, kompaktni. Imamo

VinVy = ({eo} UU;) N ({o0} U U»)
={oo} U (U NU,).
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Ocito je Uy N U, € 7. Nadalje,

X\(UiNU) = U NS
=US U US
=X\UDUX\ V).
Lako je dokazati da je opéenito unija dva kompaktna skupa u topolosSkom prostoru
kompaktan skup. Stoga je X \ (U; N U,) kompaktan skup u (X, 7) pa zakljuCujemo
daje VinV,e S.

Za topoloski prostor (Y, S) kazemo da je jednotockovna ili Aleksandrovijeva kompaktifika-
cija topoloskog prostora (X, 7") preko tocke oco.

DokaZimo da je (Y, S) kompaktan topoloski prostor.

Neka je V otvoreni pokriva¢ ovog topoloskog prostora. Tada postoji V € V takav da je
oo € Vy. Slijedi Vy = {oo} U Uy, gdje je Uy € T takav da je X \ U, kompaktan skup u
(X,T). Zasvaki x € X \ U, postoji V € V takav da je x € V. 1z toga zakljuCujemo da za
svaki x € X\ Uy postoji W, € 7 takav daje x € W, te takavdaje W, € Vili {cc}UW, € V.

Tada je {W, | x € X \ Uy} otvoreni pokriva¢ od X \ Uy u (X,7). Stoga postoje n € N i
X0, ---,Xx, € X\ Uy takvi da je

X\Uyg S Wy U...UW,. (3.40)

Zai € {0,...,n} definirajmo skup W/ na sljedeCi naCin: ako je W,, € V nekaje W/ = W,,
inaCe neka je W/ = {oo} U W,. Tada su W, ..., W, € V te iz (3.40) slijedi

X\Uy S WjUu...UW,.
Stoga je

X U {eo} = (Up U {eo}) U (X \ Up)
CVoUWjU...UW,.

Dakle X U{co} je sadrZzano u kona¢no mnogo ¢lanova od V. Zakljucak: (¥, S) je kompaktan
topoloski prostor.
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3.5 Pseudokompaktifikacija izracunljivih metrickih
prostora

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Neka je Y skup te co € Y \ X takav da je
Y = X U {oo}. Neka je

S=7,U{{cc}UU | U otvorenu (X,d)i X \ U omeden u (X,d)}.

Tada za (Y, S) kazemo da je pseudokompaktifikacija od (X, d, @) (preko tocke o).

Lema 3.5.1. Neka je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor. Neka je S omeden skup u (X, d).
Tada postoji i € N takav da je S C I. Posebno, S C I..

Dokaz. Bududi da je S omeden postoje xo € X i r > 0 takvi da je
S € K(xo, ). (3.41)

Odaberimo v € N takav da je d(xy,@,) < 1. Nadalje, odaberimo w € N takav da je
r+ 1 < g,. Odaberimo i € N takav da je

v, w) = (1:1(D), 12(0)) .

Tada je
(@, qw) = (@265 Grat)
pa je
I, = K(ay, gy)- (3.42)
Tvrdimo da je
K(x0,7) € K(ay, q). (3:43)

Neka je x € K(x¢, r). Tada je d(x, xo) < r pa je
d(x,a,) < d(x,x0) +d(xo,@,) <r+1<gq,.

Stoga je x € K(a,, q,,). Prema tome (3.43)) vrijedi pa iz (3.41) i (3.42) slijedi S C I.. O

Propozicija 3.5.2. Neka je (Y, S) pseudokompaktifikacija izracunljivog metrickog prostora
(X,d, @) preko tocke . Tada je (Y, S) topoloski prostor. Nadalje,

{IilieN}U{{oo}U<X\fi)|ieN}

je baza topologije S.
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Dokaz. Ocitosu,Y € S.

Pretpostavimo da je (V,)qea indeksirana familija elemenata od S. Ako je V,, € 7, za svaki
ac€A,ondaje Jyes Ve € Tapaje Upes Vo € S.

Ako postoji a € A takav da V,,, ¢ 7, onda je
V(l/() = {OO} U U9

gdje je U € T, takav da je X \ U omeden u (X, d). Tada lako zakljucujemo da je

UVQ:({OO}UU)u[U VQ]

acA atag

={e}UUUW),

gdje je W € 7,. Ocito je U U W otvoren skup u (X, d), aiz X \ (U U W) C X \ U slijedi da
je X \ (U U W) omeden skup u (X, d). Stoga je | Jyeq Vo € S.

Nekasu Vi,V, € S. Akoje V, € T,4ili V, e Tyondaje ViNV, € T4, 1. ViNnV, € S. Inace
imamo V; = {oo} U Uy, V, = {oo} U U,, gdje su Uy, U, € T, takvi da su skupovi X \ U; i
X \ U, omedeni. Tada je

Vl ﬂVZ = {OO}U(U1 mUz).

Ocito je Uy N U, otvoren skup u (X, d), a vrijedi
X\WUiNnU)=X\UpUX\U,).

Opcenito, unija dva omedena skupa u metrickom prostoru mora biti omeden skup Sto lako
slijedi iz propozicije[2.2.17} Stoga je X \ (U; N U,) omeden skup. Prema tome V, NV, € S.
Dakle, S je topologijana Y.

Oznacimo
B:{IilieN}u{{oo}U(X\fi)|ieN}.

Dokazimo da je 8 baza topologije S.

Za svaki i € N je ocito I; € 7, dakle I; € S. Nadalje, za svaki i € N skup X \ [; je otvoren u
(X, d) prema propoziciji[3.4.1} a vrijedi X'\ (X \ f,) = I §to povlacidaje X'\ (X \ IAI) omeden
skup u (X, d). (Svaka zatvorena kugla u (X, d) je omeden skup. Naime, akosux € Xir >0
onda je K(x,r) C K(x,r + 1).)

Prema tome,

{m}u(X\ﬁ)eS.
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Zakljucak: B C S.

Da bismo dokazali da je B baza topologije S dovoljno je jo$ provjeriti da za svaki V € S'i
svaki x € V postoji B€ Btakavdajex e BC V. Nekaje Ve Stenekajex e V.

1. slucaj. Vrijedi V € 7,. Bududi da je {/; | i € N} baza topologije 7, postoji i € N takav
dajex € l; C V. Jasno, I, € 8.

2. slucaj. Vrijedi V ¢ 7,. Tadaje V = {oo} U U, gdje je U otvoren u (X, d) te takav da je
X\ U omeden u (X, d). Imamo x € {c0} U U.

Ako je x € U onda postojii € Ntakavdajexe ; CUpajexe; C V.

Pretpostavimo da je x = co. Prema lemiMpostoji i € Ntakav daje X \ U C I. 1z toga
slijedi da je X \ I; C U pa dobivamo

00 € {00} U (X \ I;) C {eo} U UL

Dakle, postoji B € B takav da je co € B C V. Zakljucak, B je baza topologije S. O

Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je (Y, S) pseudokompaktifikacija ovog
topoloskog prostora preko tocke co. Za i € N definirajmo

{I,-, ako je i € 2NN
Bi = 2

{0} U(X\ 1), akojeie2N+1

Lema 3.5.3. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka su x € X i i € N takvi da
x ¢ I;. Tada postoji j € N takav da je x € I; i takav da je I; formalno disjunktan sa I;.

Dokaz. 1z x ¢ I; slijedi g, < d(x, ar,;)). Odaberimo pozitivan racionalan broj r takav da
je gr,i) + 2r < d(x, a;,;y). Odaberimo k € N takav da je

d(a, x) <r. (3.44)

Tvrdimo da je
d(ak,a/ﬂ(i)) > 1+ gr)- (345)
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Pretpostavimo suprotno, tj. d(a@x, @+,i) < 7 + Gr,). Imamo

d(x, ar ;) < d(x, @) + d(ag, ar, i)
S
=21 + qr,i
< d(x, ar,),

kontradikcija. Prema tome vrijedi (3.45).

Odaberimo [/ € N takav da je r = ¢;. Nadalje, odaberimo j € N takav da je (k,l) =
(T1()), 72()))- Tada je

Azy(j) = ks
o) =q1=T.

Iz (3.44) slijedi x € K(ay, r) paje x € I;. Prema (3.43)) slijedi
d(r,(j)> Ur,() > Grat) T Gratiy-

Ovo znaci da su /; i I; formalno disjunktni. O

Lema 3.5.4. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka su i, j € N. Tada postoji
k € N takav da je I; formalno sadrZan u I te takav da je I; formalno sadrZan u I.

Dokaz. Uzmimo bilo koji n € N. Odaberimo / € N takav da je
max {d(an, i) + Gra(iys Ay () + Clrz(j)} <q.

Odaberimo k € N takav da je (n,l) = (11(k), 72(k)). Tada je

d(@r,ys Uy () + Qo) < Gra)
d(@r, (), Xr,(j) + Gra() < Grai)-

Prema tome, /; je formalno sadrZan u I, I; je formalno sadrzan u I;. m]

Teorem 3.5.5. Neka je (Y,S) pseudokompaktifikacija izracunljivog metrickog prostora
(X, d, @) preko tocke . Tada je (Y, S, (B;)icn) izracunljiv topoloski prostor.
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Dokaz. 1z definicije niza (B;);cy je jasno da je
(B;|ieN}={I|ieN}U{feo} U(X\ ;) |ieN]
pa iz propozicije [3.5.2]slijedi da je {B; | i € N} baza topologije S.
Definirajmo FD kao skup svih (i, j) € N? takvih da vrijedi jedno od sljedeceg:
1) i,je2Ni Ié- formalno disjunktan sa I%-
2) ie2N, je2N+1il i formalno sadrzan u / =]
3) ie2N+1, je2N1i I% formalno sadrzan u I%.
Nadalje, definirajmo FS kao skup svih (i, j) € N? takvih da vrijedi jedno od sljedeéeg:

4) i,je2Ni I%- formalno sadrzan u / i

5) i€2N, je2N+1 iI%- formalno disjunktan sa I%

6) i,j € 2N + 11 [,2 formalno sadrZan u It
2

Tvrdimo da su FD i FS upravo skupovi koji ,,pokazuju” da je (Y, S, (B;)ien) izracunljiv
topoloski prostor (u smislu definicije).

DokazZimo prvo da su FD i FS rekurzivno prebrojivi skupovi.

Neka su fd i fs podskupovi od N? definirani sa

fd = {(i, j) € N? | I, formalno disjunktan sa Ij}
fs= {(i, J) € N? | I; formalno sadrzan u Ij}

Zai€ {l,...,6) neka je I'; skup svih (i, j) € N? takvih da vrijedi svojstvo i) (iz definicije
skupova FD i FS). Tada je

FD:FIUFZUI}
FS :F4UF5UF6.

Dovoljno je stoga dokazati da su skupovi I'y, ..., I'¢ rekurzivno prebrojivi.
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Uocimo sljedeée: ako su S i T rekurzivni skupovi u N onda je S x T rekurzivan skup u N2,
Neka je f: N*> — N? funkcija definirana sa

(i1
=5} 5)
Ocito je f rekurzivna funkcija.

Neka su i, j € N, imamo

(i, j) ey & (i, j) € 2N x 2Ni f(, j) € fd
& (i, j) € 2N x 2Ni (i, j) € f(fd)
& (i, j) € @N x 2N) 0 £ (fd).

Stoga je
I\ = QN x2N) N f(fd),

pa zakljuCujemo da je I'; rekurzivno prebrojiv kao presjek dva rekurzivno prebrojiva skupa.
Posve analogno dobivamo (koristeci Cinjenicu da je fs takoder rekurzivno prebrojiv skup)
da su skupovi Iy, ..., Ts rekurzivno prebrojivi. Prema tome FD i F'S su rekurzivno pre-

brojivi skupovi.
DokaZimo sada da vrijede svojstva (1) - (7) iz definicije izraCunljivog topoloskog prostora.
(1) Nekasu i, j € N takvi da je (i, j) € FD.
Slucaj 1: (i, j) € I'y. Tadajelé- ﬂl% =0,aB; = I, Bj = I% paje BN B; = 0.

~

Slucaj 2: (i, j) € I',. Tada je Iy I% pa je posebno Ii €1 iz Cega slijedi da je
I; N ({oo} U (X \ i%)) = (. Stogaje B;N B, = 0.

2

Slucaj 3: (i, j) € I's. Analogno dobivamo B; N B; = 0.

(2) Nekasui,je Ntakvidaje (i, j) € FS.

Slucaj 1: (i, j) € I'y. Tada je I% - I%- paje B; C B;.



3.5. PSEUDOKOMPAKTIFIKACIJA 153

3)

“4)

(&)

Slucaj 2: (i, j) € T's. Tadajelé- :(Z)paJeIl C(X\I, 1) U {oco}. Dakle, B; C B;.

L
2

A

Slucaj 3: (i, j) € I'c. Tada je 1,1 - Ill pa je posebno ,T C I iz Cega slijedi
X\IA% gX\f%. Stoga je B; QB

Ocito je daiz (i, j) € FD slijedi (j,i) € FD.

Pretpostavimo da su i, j,k € N takvida su (i, j) € FS i (j,k) € FS.

Slucaj 1: (i, j) € I'y. Tada je I; formalno sadrzan u I_jf.

Podslucaj i: (j,k) € I'y. Tada je I J formalno sadrzan u I Slijedi da je I;
formalno sadrzan u Ik Stoga je (i, k) e FS.

Podslucaj ii: (j, k) € F5 Tada je 1 J formalno disjunktan sa / k1. Iz ovoga slijedi
da je /; formalno disjunktan sa Ik 1. Stoga je (i,k) € F'S.

Slucaj 2: (i, j) € I's. Tada je I; formalno disjunktan sa I%. Budu¢idaje j € 2N + 1
slijedi (j, k) € I's. Stoga je I k1 formalno sadrzan u / SN Stoga je I formalno disjun-
ktan sa I%. Slijedi, (i, k) € F'S.

Slucaj 3: (i, j) € I'¢. Tada je I, 1 formalno sadrZzan u /i1 =y Zbog j € 2N + 1 imamo
(jk) € I's paje i formalno sadrzan u I, SN Stoga je I 1 formalno sadrzan u /- 1 pa
slijedi (i,k) € F S

Pretpostavimo da su i, j, k € N takvi da je (k,i) € FS i (i, j) € FD.

Slucaj 1: (k,i) € I'y. Imamo / k formalno sadrzan u / i

Podslucaj i: (i, j) € I'y. Tada je I; formalno disjunktan sa I%. Stoga je Ig
formalno disjunktan sa / jpa slijedi da je (k, j) € F'D.

Podslucaj ii: (i, j) € I',. Tada je I i formalno sadrzan u / i Tada je I k formalno
sadrZzan u I% pa slijedi da je (k, j) € FD.

Slucaj 2: (k,i) € I's. Tada je Ig formalno disjunktan sa I% . Imamo, i € 2N + 1 pa
slijedi (i, j) € I'5. Stoga je I i formalno sadrzan u / i Tada je / k formalno disjunktan
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(6)

(7
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sa I%. Stoga je (k, j) € FD.

Slucaj 3: (k,i) € I'e. Tada je I-1 formalno sadrZzan u Ik%l. Slijedi da je (i, j) € I's

1
pa je I; formalno sadrzan u /: . Slijedi da je 1 J formalno sadrzan u [ k. Stoga je

4 ik
(k, j) € FD.

Pretpostavimo da su x,y € X U {oo}, x # y.

Slucaj 1: x,y € X. Tada postoje i, j € N takvidaje x € I;, y € I te takvidasu I;1 [;
formalno disjunktni. Slijedi x € By;, y € By;1(2i,2j) € FD.

Slucaj 2: jedna od tocaka x, y je jednaka co. Bez smanjenja opcenitosti uzmimo da je
y = o0. Jasno, tada je x € X. Odaberimo j € N takav da je x € ;. Tada postoji i € N
takav da je x € I; te takav da je /; formalno sadrzan u /;. Slijedi x € B,;, 00 € B,j,; te
(2i,2j+ 1) € FD.

Neka su i, j € N te neka je x € B; N B;.

Slucaj 1: i, j € 2N. Slijedi x € Ii N I%. Stoga postoji k € N takav da je x € I te
takav da je I; formalno sadrzan u / ite da je I; formalno sadrzan u / i Slijedi x € By,
(2k,1) € FS, (2k, j) € FS.

Slu€aj 2: i € 2N, j € 2N + 1. Tada je x € I; N (feo} U (X'\ IA%)). Slijedi x € I; i
x ¢ IA%. Prema lemi |3.5.3|postoji / € N takav da je x € ;i I; formalno disjunktan sa
ijl .

2

Imamo x € I; N1, pa postoji k € N takav da je x € I}, I; formalno sadrZan u I, Iy
formalno sadrzan u /;. Slijedi, /; formalno disjunktan sa / =P Dakle imamo x € By,
(2k,i) € FS, 2k, j) € FS.

Slucaj 3: i € 2N + 1, j € 2N. Ovaj slucaj se svodi na drugi slucaj.

Slucaj 4: i, j € 2N + 1. Tada je

e U (V1) st 0 (0 )

2
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Podslucaj i: x € X. Tada je

e (7)) (1)

paslijedi da x ¢ [ 1 1x¢ I, 1. Premi lemi [3.5.3| postoje brojevi 7', j € N takvi
dajex € Iy, I formalno dlsjunktan sa lio 1, X € I, I, formalno disjunktan sa
Tt

Imamo x € I; N 1; pa postoji k € N takav da je x € I, I; formalno sadrzan u I,

I formalno sadrzan u /.. Slijedi da su [y i [ 1 formalno disjunktni te da su /; i
I/ 1 formalno dls]unktm Imamo x € By, (2k i)e FS, (2k,j)e FS.

PodslucaJ ii: x = co. Prema lemi postoji k € N takav da je /1 formalno
sadrzan u [, te takav da je I] 1 formalno sadrzan u [;. Imamo co € By,1,

Rk+1,0)) e FS, 2k +1, ])EFS

Time smo provjerili da vrijedi svih sedam svojstava iz definicije izraCunljivog topoloskog
prostora. Zakljucak: (Y, S, (B))icv) je izracunljiv topoloski prostor. O

Napomena: Neka je (Y, S) pseudokompaktifikacija izracunljivog metrickog prostora (X, d, @).
Tada je (X, 7,) potprostor topoloskog prostora (Y, S).

Naime, ako je U € 7, onda je U € S (prema definiciji od §) pa zaklju€ujemo da postoji
V e S takav daje U = X N V (naime, moZemo uzeti V = U). Obratno, ako je V € S onda
je iz definicije od S jasnodaje X NV € 7.

Propozicija 3.5.6. Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor te neka je (Y, S) pseudo-
kompaktifikacija ovog prostora. Neka je S Cb—kompaktan skup u (X,d). Tada je S U {oo}
kompaktan skup u (Y, S).

Dokaz. Neka je V otvoreni pokrivac od S U {oo} u (¥, S). Tada postoji V € V takav da je
oo € V. Buduéidaje V € S imamo V = {co} U U, gdje je U otvoren skup u (X, d) takav da
je X \ U omeden u (X, d). Slijedi da postoje x € X 1 r > 0 takvi da je

X\ U CK(x,7r). (3.46)

Skup § N K(x,r) je kompaktan u (X,d) paiu (X,7,). Buduéi da je (X,7,) potprostor
od (Y, S) (prethodna napomena) iz leme slijedi da je S N K(x, r) kompaktan skup u
(Y, S). Nadalje, ‘V je otvoreni pokriva¢ od S U {0}, a S N K(x,7) C S U {co}. Stoga je V
otvoreni pokriva od S N K(x,r) u (¥, S).
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Slijedi da postoje n € N1 Wy, ..., W, € V takvi da je
SNK@x,rCWoU...UW,. (3.47)

Neka je y € S takav day ¢ K(x,r). Tada je y € U. U suprotnom, kada bi vrijedilo y ¢ U,

imali bismo y € X \ U pa bi iz | slijedilo y € K(x, r), §to je nemoguée. Prema tome,
y € U 1time smo pokazalidaje S \ K(x,r) C U. Izovoga 1 1) slijedi da je

S U {oo} = (s NK(x, r)) U (S \ K(x, r)) U {oo)
CWoU...UW,UU U {co}
=WyoU...UW,UV.

Zakljucak: S U {oo} je kompaktan skup u (¥, S). O

Neka je (X, d, @) izratunljiv metri¢ki prostor. Za [ € N definiramo L; = Iy, N ... N IA(,)T

Nekasui,/ € N. Za I; 1 L, kazemo da su formalno disjunktni ako postoji j € [/] takav da su
I; 1 I; formalno disjunktni.

Uocimo: ako su /; i L; formalno disjunktni onda je I; N L; = 0.

Propozicija 3.5.7. Neka je (X,d, @) izracunljiv metri¢ki prostor. Neka je T = {(i,]) € N? |
I; i L, formalno disjunktni}. Tada je I rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Neka je
fd ={(i.j) €N*| ;i I; formalno disjunktni} .
Neka su i,/ € N. Imamo
(i,) eI' & dj € [I] takavdasu [; i I; formalno disjunktni

& dje[l] takavda (i, j) € fd

& djeN takavda (i, j) € fd 1 jel[ll
Neka je

I ={G,L)eN |G, j)e fd i jelll).

Lako je zakljuciti da je I rekurzivno prebrojiv kao presjek dva rekurzivno prebrojiva

skupa. Imamo
(i,) el © djeN takavda (i1, j) eT".

Iz teorema o projekciji slijedi da je I rekurzivno prebrojiv skup. O
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Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor te neka su u,/ € N. Kazemo da su J, 1 L;
formalno disjunktni ako su I; 1 L; formalno disjunktni za svaki i € [u].

Uocimo: ako su J, i L; formalno disjunktni tada je J, N L; = 0.

Propozicija 3.5.8. Neka je (X,d, a) izracunljiv metricki prostor. Neka je Q = {(u,l) € N? |
J. 1 L; formalno disjunktni}. Tada je Q rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Neka je I skup iz prethodne propozicije. Neka su u,/ € N. Imamo

(u,)e Qo (i,))el, VYielu]
o ulx{}cr’
o O, CT,

pri ¢emu je @: N? — P(N?) funkcija definirana sa ®(u, [) = [u] X {{}. Jasno je da je ® r.r.0.
funkcija. Imamo
Q= {(u.l) e N’ | d(u, ) C T}

pa iz teorema [2.2.33]slijedi da je Q rekurzivno prebrojiv skup. i

Lema 3.5.9. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka sul € N i x € X takvi da
x ¢ L,. Tada postoji i € N takav da je x € I; te takav da su I; i L, formalno disjunktni.

Dokaz. 1z x ¢ L, slijedi da postoji j € [/] takav da x ¢ f j. Prema lemi postojii € N
takav da je x € I; i takav da su /; i I; formalno disjunktni. Slijedi da su /; i L; formalno
disjunktni. O

Lema 3.5.10. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je | € N te neka je K
neprazan kompaktan skup u (X, d) takav da je K N L; = (. Tada postoji u € N takav da su
J. i L; formalno disjunktni te takav da je K C J,.
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Dokaz. Neka je x € K. Tada x ¢ L; pa postoji i, € N takav da je x € [;, te takavdasu [; 1
L, formalno disjunktni.

Familija {/;, | x € K} je otvoreni pokriva¢ od K u (X, d). Stoga postoje n € N i x, ..., x, €
K takvida je
Kcl, U...UL, .

Odaberimo u € N takav da je [u] = {iy,, ..., i, }. Tadaje
J, = Uljzl,-m U...UI,.
J€lu]

Stoga je K C J,. Neka je j € [u]. Tada je j = i\, zaneki k € {0, ...,n}. Znamo da su Iixk i
L, formalno disjunktni. Stoga su /; i L; formalno disjunktni. Time smo pokazali da su J, i
L, formalno disjunktni. O

Teorem 3.5.11. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je S poluizracunljiv
Cb—kompaktan skup u (X,d,a). Neka je Q = {(I,j) € N* | S N L, C J;}. Tada je Q
rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Nekasu /, j € N. Tvrdimo da je

S ﬂngJjC)S ﬂf(l)o QJJ' ili
(Ju e N takavdasu J, i L; formalno disjunktnii S N f(z)o CJjUuJy.

Pretpostavimo da je
SNLCJ; (3.48)

Opcenito, ako je F zatvoren a U otvoren skup u (X, d), onda je F'\ U zatvoren skup, naime
F\U = FnUC¢paje F\ U zatvoren kao presjek dva zatvorena. Stoga je (S N f<l)0) \ J;
zatvoren skup (S N i(z)o je zatvoren jer je kompaktan).

1z (S Nl )\J; € S Ny, slijedi daje (S Ni,)\J; kompaktan skup. Neka je x € (S Nl )\J;.
Slijedi x € S i x ¢ J;. 1z (3.48) slijedi da x ¢ L;. Stoga je (S N Iy,) \ J) N L, = 0.

1. sluéaj: (S N Ip,) \ J; = 0. Tadaje S N Iy, S J;.

2. slucaj: (S N f(z)o) \ J; # 0. Prema lemi |3.5.10| postoji # € N takav da su J, i L; formalno
disjunktni te takav da je (S N fy,) \ J; € J,.. Slijedi S N Iy, € J; U J,.
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Prema tome, vrijedi implikacija = u promatranoj ekvivalenciji.

Obratno, ako je S N [, C Jiondaiz L; C Iy, slijedi S N L; C Jj.

Pretpostavimo sada da postoji # € N takav da su J, i L; formalno disjunktni i § N f(z)o C
J;UJ,. Iz J,NL; = 0 odmah slijedi S N L; C J;. Prema tome, vrijedi promatrana ekviva-
lencija.

Neka su

Qi ={(L.j) eN*|S NIy, € T}}.

Q, ={(1.j) eN* | Ju e N takavdasu J, i L, formalno disjunktnii § N ip, € J;UJ}.
Dokazali smo da za sve j,/ € N vrijedi ([, j)) € Q & (I, j) € Q ili (1, j) € Q,. Prema tome

Q = Q, UQ,. Stoga je dovoljno dokazati da su € 1 Q, rekurzivno prebrojivi skupovi.

Neka je

r={@j)eN|SnicJ.
Bududi da je S poluizraunljiv Cb—kompaktan skup, I je rekurzivno prebrojiv skup.

Neka je f: N> — N? funkcija definirana sa f(I, j) = ((I)o, j). O¢ito je f rekurzivna funk-
cija. Imamo

Qi ={(Lj) eN* [ (o, ) €T
={t.)eN | fU peT]
= (D).

Stoga je Q,; rekurzivno prebrojiv skup.
Neka je
Q; ={(l.ju) e N* | J, i L, formalno disjunktnii § N fy, € J;U L}

Vrijedi

Qy ={(1.j) eN* | Ju e N takav daje (I, j.u) € Qs}.
Da bismo dokazali da je €, rekurzivno prebrojiv dovoljno je prema teoremu o projekciji
dokazati da je €23 rekurzivno prebrojiv.

Neka je
" ={@DeN|J, i L, formalno disjunktni}.
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Prema propoziciji|3.5.8|skup I je rekurzivno prebrojiv.

Prema lemi [3.2.16| postoji rekurzivna funkcija ¢: N* — N takva da je J, U Jy = Jy@p), 2a
svea,b € N.

Neka su g, h: N* — N? funkcije definirane sa

gl jyu) = (u, )
h(l’ ja I/t) = ((l)()’ (10(.]9 I/l)) .

Jasno je da su g 1 & rekurzivne funkcije. Imamo
Qy ={(ljw) eN* | D) €T i S0y, € Ty}
={jw eN* | el i ((Do.¢(juw) €T}

={(. juw) e N* | g(l. j.u) €T i h(l, j,u) €T}
=g~ @) Nh=D).

Prema tome, Q3 je rekurzivno prebrojiv skup. Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Lema 3.5.12. Neka je ¥V: N — P(N) r.ro. funkcija. Tada postoji r.r.o. funkcija ¥’ : N —
P(N) takva da je Y’ (x) # 0 za svaki x € N te takva da je V' (x) = Y(x), za sve x € N takve
da je Y(x) # 0.

Dokaz. Neka je A: N — P(N) funkcija definirana sa

A = {{0}, W(x) =0

0, inace.
Za sve x,y € N vrijedi

— 1, =01 ¥Yx)=0
A6 Y) = Xaw() = { -
0, 1inace.

Iz ovoga slijedi da je A rekurzivna funkcija.

Nadalje, ocito je A rekurzivho omedena funkcija. Stoga je A r.r.o. funkcija. Tada je
Y: N — PN), ¥ (x) = Y(x) U A(x) traZena funkcija. O
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Lema 3.5.13. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor takav da je metricki prostor
(X, d) neomeden, tj. takav da skup X nije omeden u (X, d). Tada postoji rekurzivna funkcija
v: N — N takva da su I; i I formalno disjunkini za svaki i € N.

Dokaz. Nekaje i € N. Tada je [; # X pa postoji x € X takav da x ¢ [;. Iz leme slijedi
da postoji j € N takav da je /; formalno disjunktan sa I;.

Dakle, za svaki i € N postoji j € N takav da je (i, j) € fd, gdje je
fd = {(i, j) e N? | I; 1 I; suformalno disjunktni}.

Skup fd je rekurzivno prebrojiv pa stoga postoji rekurzivna funkcijay: N — N takva da je
(i,y(i)) € fd zasvaki i € N. To znaci da su I; 1 I,; formalno disjunktni za svakii €e N. 0O

Propozicija 3.5.14. Neka su k,n € N \ {0} te neka su ®,¥: N* — PN") r.ro. funkcije.
Neka su S,S, € N rekurzivni skupovi takvi da je S NS, = 0i S, US, = N¥. Neka je
A: N — P(N") funkcija definirana sa

AGH {(I)(x), xeS,
Y(x), xe8,.

Tada je A r.r.o. funkcija.

Dokaz. Nekasu x € N¥iy e N, Tada je

Ax,y) = XA
_Jxoew(®), x€S8,
- {X‘I’(x)@)a x€S)
D(x, y), X€S8
B {@(x, y), XxX€S,.
Iz ovoga zaklju¢ujemo da je A rekurzivna funkcija. Nadalje, ako su ¢, : N¥ — N re-

kurzivne mede od @, ¥, onda je ¢ + ¢ rekurzivna meda od A. Prema tome A je r.r.o.
funkcija. O
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Teorem 3.5.15. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je (Y, S) pseudokom-
paktifikacija ovog prostora preko tocke oo. Pretpostavimo da je S poluizracunljiv Cb—
kompaktan skup u (X, d, @) takav da je S neomeden. Tada je S U {oo} poluizracunljiv skup
u (Y, S, (B)).

Dokaz. Prema propoziciji[3.5.6skup S U {0} je kompaktan u (¥, S). Za j € N definirajmo
Cj = B, U... U B.. Zelimo dokazati da je S U {co} poluizraCunljiv u (¥, S, (B))), tj. da
jeskup {j € N | § U {oo} C C;} rekurzivno prebrojiv.

Definirajmo funkcije ®,¥: N — P(N) sa
@(j) = [j1 N 2N,
Y() =LINEN+1).
Imamo za sve j, x € N da je
D(j, x) = Xa()(X)
= Xjinan(x)
= x1j1(X) - xan(x).
Iz ovoga i &injenice da je funkcija N — P(N), j — [j] r.ro. slijedi da je ® rekurzivna
funkcija. Stoga je ® rekurzivna. Nadalje, ocito je ®(j) C [j] pa kako je j — [/] r.r.0.

funkcija slijedi da je @ rekurzivno omedena. Prema tome @ je r.r.o. funkcija. Analogno
zakljuujemo da je ¥ r.r.o. funkcija.

Neka je j € N. Tada je [j] = ©(j) U P()) pa slijedi

ci={JB

i€[j]

UBiUUBi

ied(j) ie¥(j)

U 10 U (1011,

i€®(j) i€¥())

Stoga je
SufelcCioW(i#0isc | ]rnul ) (x\Ia)

i€d(j) ie¥(j)

SP(j)#0iSC Uléu[X\

i€d())
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Opcenito, akosuA,BC Xondaje S CAU (X \ B) © S NBCA. Stoga je

SU{oo}ng(:)‘I’(j)i(DiSﬁ[ﬂff-zu]gUlé. (3.49)
i€¥(j) i€®(j)
Neka je ¥": N — P(N) funkcija definirana sa
) -1, .
Y= > €Y.

Tada je ¥’ rro. funkcija. To slijedi iz teorema [2.2.30} Naime, funkcija 7: N — N,
h(i) = L%J je ocito rekurzivna i za svaki j € N vrijedi ¥'(j) = h(WY(j)). Iz definicije
funkcije ¥’ je jasno da je

[Vie= ()5

iEW(j) W (j)
Prema lemi [3.5.12] postoji r.r.o. funkcija ¥”: N — P(N) takva da je ¥”(j) # 0 za svaki
J € N te takva da je W”’(j) = ¥'(j) za svaki j € N takav da je ¥'(j) # 0. Iz ovoga slijedi da

Je
[Via= ()1

i€¥()) i€ (j)
za svaki j € N takav da je W(j) # 0.

Za svaki j € N imamo da je W (j) neprazan konacan podskup od N pa stoga postoji k € N
takav da je W' (j) = [k]. Dakle, za svaki j € N postoji k € N takav da je (j, k) € I', pri Cemu
je

T ={(,k) e N* | ¥"(j) = [k}
Skup I je rekurzivan pa postoji rekurzivna funkcija g: N — N taakv da je (j, g(j)) € I' za
svaki j € N. Dakle, W’ (j) = [g())], za svaki j € N. Neka je j € N takav da je ¥(j) # 0.

Tada je
(iv= () i= ) i= Lo

i€¥(j) i€ (j) i€[g(]

Dakle, Ny [zt = Ly za svaki j € N takav da je P(j) # 0.

=
Sada iz (3.49) slijedi da za svaki j € N imamo
SUfe} CCioP(N#01 SnLgc | )1 (3.50)
icd())
Neka je @": N — P(N) funkcija definirana sa
i

2

()= {5]ic 00},
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Tada je @’ r.r.o. funkcija te za svaki j € N vrijedi

U=

ic®(j) i€®’(j)

Neka je y funkcija iz leme[3.5.13] Definirajmo funkciju @”: N — P(N) sa

P L )2 D'(j) # 0
Q7()) = , e
ty (o)}, ¥'(j)=0.

Funkcija A: N — P(N), A(j) = {y((g(/)o)} je r.r.o. $to slijedi iz teorema[2.2.30] Naime,
imamo A(j) = w({;}) pri ¢emu je w: N — N funkcija definirana sa w(j) = y ((g(/))o)-

Sada iz propozicije[3.5.14] slijedi da je ®” r.r.o. funkcija.

Uocimo da je za svaki j € N skup ®”(j) neprazan pa kao 1 maloprije zakljuCujemo da
postoji rekurzivna funkcija f: N — N takva da je ®”(j) = [f(j)] za svaki j € N.

Neka je j € N. Pretpostavimo da je @(j) # 0. Tada je @'(j) # 0 te je O”(j) = D’(j). Stoga

Je
Ur=Ur=Un=Ur=s0
i€®d(j) i€d’(j) i€’ (j) i€[f()]
Dakle,
U =750 (3.51)
i€®(j)

za svaki j € N takav da je @(j) # 0.

Pretpostavimo sada da je ®(j) = 0. Tada je ®’(j) = 0 pa je @”(j) = {y((g()o)} 4.
[F(D] = {y((g()))o)}. Stoga je

Jrip = U 1i = Lys(ino)-
iel7()

Znamo da su Lyg(jyy 1 Le(jy, formalno disjunktni. Stoga je Lo N legye = @ pa za-
kljucujemo da je J¢j N Lgj) = 0.

Neka je j € N. Pretpostavimo da je S U {oeo} C C;. Iz (3.50) slijedi da je ¥(j) # 0 i
SN Lyij © Uietb(j) 1 L
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Ako je O(j) # 0 ondaiz (3.51) slijedi S N Ly(j) € J¢(j). Ako je @(j) = Qondaje S NLy; S0
paje S N Ly = 0. Stoga je oCito S N Lgjy € J4(jy.

Dakle, u svakom slucaju vrijedi W(j) # 018 N Lyjy € Jg(j).

Pretpostavimo sada da je W(j) # 015 N Lyj) € Jy(j). Ako je @(j) # O ondaje S N Ly <

Ako je ©(j) = 0 onda je Lyjy N Jpjy = 0 paiz § N Ly € Jy(j slijedi daje S N Ly = 0.
Prema tome S N Ly € Usea()) I; paiz (3.50) slijedi § U {0} C C;.

Time smo dokazali da vrijedi ekvivalencija
SU{OO}QCJ@‘P(]);&@ i SﬂLg(j)g.]f(j). (352)

Neka je
Q={jeN|SU{o}cCl.

Nadalje, neka su
Q= {j €N | ¥()) # 0},
Qy ={j eN|S N Ly < Jyiph

Prema ekvivalenciji (3.52)) vrijedi Q = Q; N Q,. Skup Q, je rekurzivno prebrojiv sto
mozemo zakljuciti iz korolara [2.2.28

Neka je
F={LweN|snLcl}.

Skup I' je rekurzivno prebrojiv prema teoremu [3.5.11
Neka je h: N — N? funkcija definirana sa 4(j) = (g(), £(j)). Imamo

Q ={jeN|(g(), () el}
={jeN|h()) eI}
= h= (D).

Prema tome, €2, je rekurzivno prebrojiv skup. 1z Q = Q; N €, slijedi da je Q rekurzivno
prebrojiv. O
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Propozicija 3.5.16. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je (Y, S) njegova
pseudokompaktifikacija preko tocke co. Neka je S C X takav da je S U {oo} izracunljivo
prebrojiv skup u (Y, S, (B;)). Tada je S izracunljivo prebrojiv skup u (X, d, @).

Dokaz. Dokazimo prvo da je S zatvoren u (X, d). Imamo da je S U {oo} zatvoren u (¥, S) a
znamo da je (X, 7,) potprostor od (¥, S). Iz propozicije|3.3.16(slijedi da je tada (S U{co})NX
zatvoren skup u (X, 7,). Dakle, S je zatvoren u (X, d). Neka su

Q={leN|LNnS 0},
IF'={ieN| B N(S U{oo}) # 0}.

Znamo da je I' rekurzivno prebrojiv skup. Neka je f: N — N funkcija definirana sa
f(@) = 2i. Neka je i € N. Tada vrijedi

iceQoelnS #0
S ByiN(S U{oo}) #0
2iel
e f()el
oie f).

Prema tome, Q = f(I') pa zakljuCujemo da je Q rekurzivno prebrojiv. Dakle, S je
izracunljivo prebrojiv skup u (X, d, @). O

Propozicija 3.5.17. Neka su (X, T") i (Y, S) topoloski prostori te neka je f: X — Y funkcija.
Tada je f neprekidna ako i samo ako za svaki zatvoren skup G u (Y, S) vrijedi da je f(G)
zatvoren skup u (X, 7).

Dokaz. Zasvaki G C Y vrijedi
X\ f7(G) = f~(Y\G). (3.53)

Pretpostavimo da je f neprekidna funkcija. Neka je G zatvoren skup u (¥, S). Tadaje Y\ G
otvoren u (Y, S) paje f~ (Y \ G) otvoren skup u (X, 7). Iz (3.53)) zakljuCujemo da je f(G)
zatvoren u (X, 7).

Obratno, pretpostavimo da je f“(G) zatvoren skup u (X, 7) za svaki zatvoren skup G u
Y. 8).
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Neka je V otvoren skup u (¥, S). Neka je G = Y \ V. Tada je G zatvoren u (¥, S). Imamo
da je
WM =f¥\G) =X\ (G

pa zaklju€ujemo da je f (V) otvoren skup u (X, 7). Prema tome, f je neprekidna. O

Neka su (X, 7)), (¥, S) topoloski prostori te f: X — Y. Za f kazemo da je zatvoreno pres-
likavanje topoloskih prostora (X, 7"), (Y, S) ako za svaki zatvoreni skup F u (X, 7") vrijedi
da je f(F) zatvoren skup u (Y, S).

Propozicija 3.5.18. Neka su (X, T), (Y, S) topoloski prostori te neka je f: X — Y bijekcija
neprekidna s obzirom na topologije T i S. Tada je f homeomorfizam ako i samo ako je f
zatvoreno preslikavanje.

Dokaz. Ova propozicija se, koristeci propoziciju dokazuje posve analogno kao pro-
pozicija|3.3.10 O

Propozicija 3.5.19. Neka su (X, T), (Y, S) topoloski prostori pri cemu je (X, T") kompaktan
a (Y,8) Hausdorffov. Pretpostavimo da je f: X — Y neprekidna funkcija. Tada je f
zatvoreno preslikavanje.

Dokaz. Neka je F zatvoren skup u (X, 7). Iz propozicije [3.2.15|slijedi da je F kompaktan
skup u (X, 77) (ako uzmemo K = X). Iz propozicije[3.2.4]slijedi da je f(F) kompaktan skup
u (¥, S). 1z teorema [3.2.3] slijedi da je f(F) zatvoren skup u (¥, S). Dakle f je zatvoreno
preslikavanje. O

Korolar 3.5.20. Neka su (X,7), (Y, S) topoloski prostori, pri Cemu cemu je (X, T ) kom-
paktan a (Y, S) Hausdorffov. Pretpostavimo da je f: X — Y neprekidna bijekcija. Tada je
f homeomorfizam.

Dokaz. Ovo slijedi iz zadnje dvije propozicije. O
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Lema 3.5.21. Neka je (X,7") topoloski prostor te neka je (Y, S) njegov potprostor. Pret-
postavimo da je (X, 7)) Hausdorffov. Tada je (Y, S) Hausdorffov.

Dokaz. Nekasu yy,y, € Y, y; # y,. Budu¢i da je (X, 7°) Hausdorffov, postoje Uy, U, € T
takvidajey, €e U, y, e Ui U NU, =0. Nekaje Vi = YNU,;, V, =Y NU, Tada
su 'V, V, € §. Nadalje, ocitoje ViNV, =0tey € Vi iy, € V,. Prema tome, (Y,S) je
Hausdorffov prostor. O

Lema 3.5.22. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je S Cb—kompaktan skup u (X, d).
Neka je F omeden i zatvoren skup u (X,d). Tada je S N F kompaktan skup u (X, d).

Dokaz. Buduci da je F omeden, postoje x € X ir > Otakvidaje F C K(x,r). Slijedi da je
SNFCSNK(x,r).

Skup § N K(x,7) je kompaktan u (X,d), a S N F je zatvoren u (X, d) kao presjek dva
zatvorena skupa. Stoga je § N F kompaktan skup. i

Propozicija 3.5.23. Neka je (Y,S) pseudokompaktifikacija izracunljivog metrickog pros-
tora (X, d, @) preko tocke . Neka je S Cb—kompaktan skup u (X, d). Neka je T, topologija
na S takva da je (S, 7) potprostor topoloskog prostora (X, T ).

Nadalje, neka je S| topologija na S U {co} takva da je (S U {0}, S}) potprostor topoloskog
prostora (Y, S).

Neka je (S U {x},T) jednotockovna kompaktifikacija od (S, T1) preko tocke *. Dakle,

T{=T17U{{x}uU|UeT, takavdaje S\ U kompaktanu (S,71)}. (3.54)

Tada je funkcija f: S U {*} — § U {oo} definirana sa f(x) = x, za svaki x € S, f(x) = oo,
homeomorfizam topoloskih prostora (S U {x},7]) i (S U {0}, S)).

Dokaz. Ocito je f bijekcija. Nadalje, (S U {*}, 7)) je kompaktan topoloSki prostor.

S druge strane, (S U {c0}, S) je kao potprostor Hausdorffovog prostora i sam Hausdorf-
fov, prema lemi ((Y, S) je Hausdorffov prostor jer je (Y, S, (B;)) izracunljiv topoloski
prostor). Stoga je dovoljno dokazati da je funkcija f neprekidna, naime, tada Ce iz korolara
[3.5.20]slijediti da je f homeomorfizam.

Neka je W € S;. Tada postoji V € Stakavdaje W = (S U{co}) N V.
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VeT, TadajeVC XpajeW =S nNVpaje f(W)=W. 1zV € 7, slijedi
SNVeT;. StogajeS NV eT/|. Dakle W € 7. Prema tome f~ (W) € 7.

V = {0} U U gdje je U otvoren skup u (X, d) takav da je X \ U omeden u (X, d). Tada
je
W =(§ Ufoo}) N ({0} U V)
=l NU)U{co}.

Stoga je
JTW) = NnU) U+ (3.55)

Zelimo dokazati da je f<(W) € T 1z lb 1 1) vidimo da je dovoljno pokazati
dajeS NU €T tedajeS \ (S NU)kompaktan skup u (S,77). Imamo U € 7, pa
slijediS NU € 77. UoCimodaje S \ (S NU)=S Nn(X\U).

Skup X \ U je omeden i zatvoren u (X, d) pa iz leme [3.5.22]slijedi daje S N (X \ U)
kompaktan u (X,d). Dakle S \ (S N U) je kompaktan u (X,d) paiu (X,7,). 1z
leme slijedi da je S \ (S N U) kompaktan u (S, 7). Time smo dokazali da je
fCW)eTy.

Zakljucak: funkcija f je neprekidna. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
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Sazetak

Ukratko, rad je logicki podijeljen u tri poglavlja. U prvom poglavlju govorimo opéenito o
izracunljivosti.

U drugom poglavlju govorimo o izracunljivim metrickim prostorima. Nadalje, govo-
rimo o rekurzivnim brojevima, gustim nizovima, rekurzivno prebrojivim skupovima, polu-
izracunljivim skupovima i navodimo mnoge rezultate iz teorije metrickih prostora s ciljem
povezivanja sa teorijom izracunljivosti.

U tre¢em poglavlju poopéavamo neke rezultate za izraCunljive metricke prostore na izra-
cunljive topoloske prostore.






Summary

This paper is logically divided into three chapters. In the first chapter, we talk generally
about computability.

In the second chapter, we talk about computable metric spaces. Furthermore, we talk
about recursive numbers, dense sequences, recursively enumerable sets, semi-computable
sets and we state many results from the theory of metric spaces in order to establish some
connections with the theory of computability.

In the third chapter, we generalize some results for computable metric spaces to computable
topological spaces.
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