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Uvod

Jedan od glavnih zadataka primijenjene matematike jest prevodenje promatrane fizikalne
pojave u matematicki model. To najcesce znaci pretvaranje dostupnih informacija, dobi-
venih mjerenjem u sustav jednadZzbi koje opisuju taj problem. Te jednadZbe mogu biti
linearne, diferencijalne, nelinearne, i sl. Ponekad su te jednadZbe zapisane u komplicira-
nom obliku, kao Sto je npr. sustav diferencijalnih jednadzbi velike dimenzije. S njima ne
mozemo efikasno raditi na racunalu. Stoga je ponekad potrebno kompliciranije jednadZzbe
svesti na jednostavnije raznim transformacijama kako bismo problem sveli na vise jed-
nostavnijih jednadzbi koje znamo rijeSiti obi¢nim algebarskim operacijama. Konkretnije,
kao matemati¢ki model promatranog fizikalnog problema, dobit ¢emo sustav diferencijal-
nih jednadZzbi prvog ili viSeg reda. Njih éemo Laplaceovim transformacijama prebaciti
u sustav algebarskih jednadZzbi, pri ¢emu ¢e nam od vaznosti biti funkcija prijelaza koju
¢emo kasnije objasniti. Funkcija prijelaza nam omogucava da nakon izvrSavanja algoritma
odgovaraju¢im metodama dobivene rezultate prebacimo natrag u oblik diferencijalnih jed-
nadzbi, Sto ¢e nam dati priblizno rjeSenje pocetnog sustava. U ovom radu ¢emo definirati
dinamicki sustav i pojmove vezane uz njega, te dati fizikalne primjere gdje se on koristi.
Dinamicki sustav je sustav diferencijalnih jednadzbi koje opisuju na$§ matematicki model i
iz kojih moZemo iscitati rjeSenje promatranog problema u svakom vremenskom trenutku.
Ako na$ dinamicki sustav opisuje gibanje satelita, mi smo u mogucnosti iz sustava isCitati
poziciju satelita u bilo kojem vremenskom trenutku. Na kraju éemo opisati metodu raci-
onalne aproksimacije u smislu najmanjih kvadrata kojom iterativno rjeSavamo nas sustav,
te ¢emo u programskom paketu MATLAB predstaviti dobivene rezultate i vidjeti kako me-
toda radi u praksi.



Poglavlje 1

Dinamicki sustav i prostor stanja

U ovom poglavlju dat ¢emo neke osnovne definicije dinamic¢kog sustava, te primjere jed-
nostavnih gibanja opisanih u prostoru stanja.

1.1 Osnovni pojmovi

Dinamicki sustav je sustav diferencijalnih jednadzbi koji opisuje dinamiku promatrane fi-
zikalne pojave. Promotrimo dinamicki sustav definiran sljede¢im sustavom obi¢nih dife-
rencijalnih jednadZbi prvog reda:

x(t) = Ax(t) + Bu(1); x(ty) = xo (1.1.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (1.1.2)

Varijable predstavljaju
e x(f) je n-dimenzionalni vektor, stanje sustava
e u(t) je m- dimenzionalni vektor (m < n), ulaz (kontrola)
e (1) je r-dimenzionalni vektor, izlaz (opaZanje)

Vektor x(#;) je poCetni uvjet sustava. Komponente vektora x(f) su varijable stanja. Matrice
A, B,C i D su konstantne u vremenu ¢, redom dimenzijan X n,n X m,r X nir X m. Ovakva
reprezentacija sustava naziva se vremenski invarijantan neprekidan dinamicki sustav u
prostoru stanja. U zadanom trenutku ¢, varijable koje ulaze u sustav su ulazne varijable
(input), one unutar sustava tvore stanje, dok sve ostale koje se mogu izmjeriti direktno
tvore izlaz (output).
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Definicija 1.1.1. Prostor X C R" u kojem se nalaze sva stanja za svaki t > 0 zove se
prostor stanja, jednadzba (1.1.1) zove se jednadzba stanja, a jednadzba (1.1.2)) zove se
izlazna (output) jednadZba ili jednadZba opaZanja.

Ako je m = r = 1, sustav se zove single-input single-output (SISO) sustav. Njime
¢emo se baviti u narednim poglavljima. Analogno se definira multi-input multi-output
(MIMO) sustav.

Postoje dva pristupa modeliranju i analizi linearnih sustava:

e vremenska domena
o frekvencijska domena

U vremenskoj domeni se nalaze diferencijalne jednadzbe prvog reda koje opisuju mate-
mati¢ki model promatranog problema. Za numeriku nam treba nesto drugaciji pristup zbog
ogranicenosti raCunala. Stoga diferencijalne jednadZzbe iz vremenske domene prevodimo u
frekvencijsku domenu u kojoj se koriste osnovne algebarske operacije. Dakle, sa kompli-
ciranog zapisa diferencijalnih jednadzbi prelazimo na zbrajanje i mnoZenje. Kasnije ¢emo
pojasniti kako to radimo. Pojam stanja dinamickog sustava je glavni pojam u fizici. Bitno
je imati na umu da je evolucija dinamickog procesa u potpunosti odredena njegovim tre-
nutnim stanjem. To moZemo shvatiti kao bazu za apstraktnu defniniciju stanja dinamickog
sustava:

Definicija 1.1.2. Stanje dinamickog sustava je skup fizikalnih veli¢ina Cije specifikacije u
potpunosti odreduju evoluciju sustava.

PonaSanje dinamickog sustava opcenito je zadano sustavom obic¢nih diferencijalnih jed-
nadzbi; kazemo da one tvore matematicki model fizikalnog procesa. Ponasanje fizikal-
nog procesa predvidamo rjeSavanjem diferencijalnih jednadzbi koje modeliraju taj proces.
Kako bismo dobili rjeSenje tog sustava, potrebno je zadati skup pocetnih uvjeta. Broj
potrebnih pocetnih uvjeta definira red sustava. Dinamicke varijable koje se pojavljuju
u sustavu jednadzbi prvog reda zovu se varijable stanja. Shematski, model dinamickog
sustava prikazan je na Slici|l.1

Slika 1.1

ulaz u(t) izlaz y(t)

—— Linearni sustav —

!

stanje x(t)
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1.2 Primjeri jednadZzbi u prostoru stanja

Promotrimo sljedece primjere koji ilustriraju prostor stanja nekih jednostavnih sustava.

Primjer 1.2.1. (Paralelni RLC krug). Promotrimo paralelni RLC krug pobuden izvorom
struje u(t) sa izlazom y(t) (Slika[1.2)).

Slika 1.2

uty (1) L — ¥(0)

e R= otpor
o L=induktivnost
o C= kapacitet
o u(t) = ukupna struja kroz izvor
e ig=struja kroz otpornik
e i, = struja kroz zavojnicu
e ic = struja kroz kondenzator
® ¢c = napon
Kirchhoffov prvi zakon nam daje ig + iy + ic — u(t) = 0.

Ohmov zakon kaZe da je jakost struje u strujnom krugu proporcionalna naponu, a obrnuto

. —_ . —_ lL
proporcionalna otporu, odnosno ec = Rig = L7¢.

Struja ovisi o brzini promjene napona na kondenzatoru i o njegovom kapacitetu, odakle
imamo ic = C ddif.
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Odatle dobivamo sljedece jednadibe strujnog kruga:

u lp T 1 +1IC lc dr €c dr IR
Definirajmo stanja sa x| := i i X, := ec.
Slijedi:
ec :Lx'l = RlR
. _€ec X
SNE=ET ST (1.2.1)
. X2
= Ir :E
lc :CX2
ooy = ic u—ig—ip U—IR—X] _
R=cTT ¢ T ¢ ° (12.2)
_u- %2 XU X X
- C C RC C
Jednadzbe stanja i izlaza su
X =Ax+ bu; y=cx
gdje je x = [x1, x,]",
1
A:[Ol Ll], b:[(l) ], c=[0,1].
~C TRC c

Primjer 1.2.2. (Sustav masa na oprugama). JednadZbe ovog gibanja reprezentirane su
diferencijalnim jednadZbama drugog reda. Pokazat cemo kako se one prevode u diferenci-
Jjalne jednadzbe prvog reda u prostoru stanja. Promotrimo sustav opruga prikazan na Slici
[1.3l Koeficijenti rastezanja obje opruge jednaki su k, a mase redom m, i my. Na masu m
primijenjena je sila f,, a na masu m sila f.

Jednadzbe gibanja ovog sustava su:

mZy(1) + k[z,(1) — 22(0)] + kz,(2) = f1(?)

.. (1.2.3)
my25(t) — k[z1(t) — 22(D] + kz2(2) = f2(2)

ili u matricnom obliku:

my 0 Zl(l‘) 2k —k Zl(t) 3 ﬁ(t)
[0 mz] [z"z(t) ]+[_k 2k] [ZZ(;) ]_[fz(l‘) ] (1.2.4)
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Slika 1.3

//////////////////////////////////////
//////////////////////////////////////
//////////////////////////////////////

//////////////////////////////////////
//////////////////////////////////////

Stavimo:

Tada imamo
Mz(t) + Kz(t) = f(2),

gdje je

M = diag(m;, m,); K = [2k _k]; f() = [

-k 2k
Napravimo sljedecu zamjenu varijabli:
x1(1) = z(1); xo(1) = 2(1);
U terminima novih varijabli, jednadZbe gibanja postaju

X1 (1) = x2(2)
Mx(1) = =Kx;(2) + f(2)

odnosno matri¢no
0 1

() = [_ e O] x(0) +

]WO—I] f@®
gdje je
x(®) = [x1(0), 201" = [2(0), 2()]"

S
bA0)

(1.2.5)

Jednadzba (1.2.5)) je reprezentacija sustava ODJ drugog reda (1.2.4) u ODJ prvog reda.
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Primjer 1.2.3. (Balansiranje stapa). Promotrimo jednostavan problem balansiranja stapa
na ruci, kao na Slici Varijabla L predstavlja duljinu stapa, M je masa Stapa koncen-
trirana na vrhu. Ulazna varijabla u(x) je pozicija ruke. Tada je pozicija vrha Stapa dana
sa

x(f) = Lsin6(t) + u(t)

Slika 1.4

"

Okretni moment (sile koja utjece na rotaciju tijela) zbog djelovanja gravitacije na masu
je MgLsin6(t). Moment inercije mase na Stapu je ML*0(t). Pomak momenta inercije je
i(r)ML cos 6().

Slijedi jednadzba gibanja

MgLsin6(t) = ML*6(t) + ii(t)M L cos 6(t).
U sljedecoj tablici navodimo fizikalne velic¢ine i mjerne jedinice iz gornje formule.

Tablica 1.1: Fizikalne veliine 1 pripadne mjerne jedinice

fizikalna veli¢ina mjerna jedinica
M=masa kg
g=gravitacijsko ubrzanje 5

L=duljina Stapa m

6(t)=kut otklona od vertikalne osi | rad

6(t)=kutno ubrzanje ol
u(t)=pozicija ruke m
itl(t)=horizontalno ubrzanje ’s"—z
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Uocimo da se fizikalne velicine sin 6(t) i cos 6(t) takoder izraZavaju u radijanima.
Gornje jednadZbe su ocito nelinearne. Linearizirat cemo ih uz pretpostavku da 6 ima
malu vrijednost. Tada vrijedi cos (t) ~ 1 i sin0(t) ~ 6(t). Slijedi

x(t) = LO(t) + u(r) (1.2.6)
i
MgLO(t) = ML*6(t) + ii(t)ML. (1.2.7)
Izrazimo 0(t) iz jednadzbe (|1.2.6)):
_x(®) —u(?)
0(t) = —7
odakle slijedi ) )
o(r) = M

To uvrstimo u jednadZbu (1.2.7) i dobijemo

x(1) = (g/L)(x(1) — u(®)).

Uz zamjenu v(t) = x(t), sustav moZemo zapisati u obliku obicnih diferencijalnih jednadZbi

prvog reda:
x| 1] [x(0) 0
ol =[5 ollo] o[ 5o

Sl O
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Svojstva dinamickih sustava

Pozabavimo se nasim sutavom jednadzbi (I.1.1)) i (I.1.2):

x(r) = Ax(¥) + Bu(r), x(ty) = xo
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Prisjetimo se, vektor u zovemo ulazni (input) vektor, vektor x je vektor stanja sustava, a
vektor y zovemo vektor opazanja(output). Uocimo da su to vektori u matematickom smislu,
ali ne nuZznom i u fizikalnom. Na primjer, komponente fizikalnog vektora su opéenito pro-
jekcije fizikalne veli€ine (brzine, sile) duz koordinatnih osi. Komponente vektora stanja
dinamickog sustava openito nemaju ovu reprezentaciju i ne moraju uopce predstavljati
isti tip fizikalnih veli¢ina. Iz prethodnih primjera je vidljivo da smo u komponente vektora
stanja stavili poloZaj i brzinu promatranog objekta.

Buduéi da promatramo vremenski invarijantan sustav, matrice A, B,C i D su konstantne
matrice, odnosno ne ovise o vremenskoj varijabli ¢. Prisutnost matrice D u jednadZbi
(I.1.2)) znaci da postoji direktna veza izmedu ulaza u(f) i izlaza y(f), bez intervencije stanja
x(t). Najc¢eS¢e u matematickim modelima matricu D ne koristimo, §to dodatno olakSava
numeriku problema. Stoga ¢emo u vecini buduéeg promatranja dinamickog sustava pret-
postaviti da je D = 0.

Vektor ulaza u reprezentira skup svih fizikalnih veli¢ina koje utjeCu na ponaSanje stanja.
Postoje dva tipa ulaza: kontrolirani ulaz i ”egzogeni” ulaz. Egzogeni ulaz je obi¢no prisu-
tan u fizikalnoj okolini promatranog problema (npr. sila trenja) i ne moZemo ga kontrolirati
unutar sustava, $to nije od interesa naseg razmatranja. Mi ¢emo se koristiti samo kontrolira-
nim ulazom buduci da promatramo sustav u kojem je u praksi jedina dostupna informacija
niz vrijednosti dobivenih mjerenjem.

Buduc¢i da dinamickim sustavom opisujemo gibanja koja se dogadaju u fizikalnom, real-
nom svijetu, bitno je da na$§ matematicki model (pa tako i sustav dobiven iz njega) Sto
vjernije opisuje promatrane realne fizikalne pojave. Izraz ’dinamicki sustav” u pravom
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smislu opisuje dinamiku promatranih fizikalnih veli¢ina i iz njega u svakom trenutku # mo-
ramo biti u mogucnosti o€itati izlazne vrijednosti.

Osim toga, na$ je zadatak ne samo promatrati neko gibanje, nego i utjecati na njega uko-
liko bi moglo dovesti do nepozeljnih posljedica. Kako smo ve¢ rekli, tri osnovna dijela
dinamickog sustava su ulazna varijabla u, varijabla stanja x te izlazna varijabla y. Imajmo
na umu Sliku te zamislimo da zadamo sustavu vrijednost ulazne varijable (ili vise
njih, ovisno o promatranom problemu), te izmjerimo vrijednost izlazne varijable (ponovno,
jedne ili viSe njih). U ovom trenutku poznate su nam samo te dvije informacije, bez zna-
nja o tome Sto se dogada u sustavu i na koji naCin se tamo jednadzbe gibanja modeliraju,
te kasnije rjeSavaju. Kako bismo Zeljeli na neki nacin 1 utjecati na promatrano gibanje,
bitno nam je znati u kojoj mjeri je na$ sustav upravljiv, odnosno koliko nam je dopusteno
sudjelovati u promjeni gibanja. Isto tako nam je vazno znati kako na$ utjecaj djeluje na
dinamiku sustava.

U naredna tri potpoglavlja definirat éemo dva osnovna pojma dinamickih sustava: osmo-
trivost 1 upravljivost- dat ¢emo kriterije osmotrivosti 1 upravljivosti, te re¢i nesto o proble-
mima koji nastaju kada teoriju primijenimo u praksi, zbog ogranicene numerike racunala.

2.1 Upravljivost dinamickog sustava

Definicija 2.1.1. Za sustav

Xx(t) = Ax(t) + Bu(?), (2.1.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

kaZemo da je upravljiv ako, pocevsi od proizvoljnog pocetnog stanja x(0), sustav moZemo
dovesti u proizvoljno zavrsno stanje x| = x(t;) u nekom konacnom vremenu t,, odabiruci
ulaznu varijablu u(t),0 < t < t; na odgovarajuci nacin.

Teorem 2.1.2 (Kriterij upravljivosti). Neka je A € R™" i B € R™" (m < n). Tada je
ekvivalentno:

1. Sustav 2.1.1) je upravljiv.

2. Matrica reda n X nm
Cy = (B,AB,A’B,A’B,...,A"'B)
Jje matrica punog ranga n.
3. Matrica |
We = fo BB M dt

je nesingularna za svaki t, > 0.
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4. Ako je (A, x) svojstveni par matrice AT, odnosno ako vrijedi x'A = Ax', tada je
x'B#0
5. Rang para (A — Al, B) = n za svaku svojstvenu vrijednost A od A

6. Svojstvene vrijednosti od A — BK mogu biti proizvoljno dodijeljene (uz pretpos-
tavku da se kompleksne svojstvene vrijednosti pojavljuju u konjugiranim parovima)
uz prikladan izbor matrice K.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti, moZemo pretpostaviti da je 7o = 0. Neka je x(0) = xo.
(1) =(@2)

Pretpostavimo da matrica Cy, nije punog ranga n. Citatelja se upucuje na poglavlje

gdje je opisan postupak nalaZenja rjeSenja diferencijalne jednadzbe x(r) = Ax(?) + Bu(?),

jer ¢emo sada iskoristiti formulu (3.2.6)):

]
x(ty) = exy + f A7) Bu(f)dt.
0

Nadalje, iz formule za red potencija eksponencijalne funkcije

A O (A
¢ _; Kl

dobivamo

11 A2
x(t) — e xg :f {I +A( -1+ 5(“ - +.. .}Bu(t)dt =
0 .

1 (tl _ t)2
2!

=B f Iu(t)a’t+AB f l(tl — Nu(r)dt + A*B u()dt + . ..
0 0

0
Iz Cayley-Hamiltonovog teorema (svaka kvadratna matrica zadovoljava svoju karakte-
risti¢nu jednadZbu) slijedi da je vektor x(;) linearna kombinacija stupaca B, AB, A’B,
..., A"1B. Buduéi da Cy nije punog ranga, ovi stupci ne ¢ine bazu za prostor stanja pa
stoga za neki trenutak #;, ne postoji stanje x(#;) = x; u koje bismo doveli dinamicki sustav.
Slijedi da sustav nije upravljiv.
2)=03)

Pretpostavimo da je matrica C), punog ranga n, ali da je matrica W¢ singularna. Neka je v
nenul vektor takav da vrijedi Wev = 0. Tada je i v Wev = 0. Stoga je

11
T
f vIeA"BBT e 'vdt = 0.
0
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Oznatimo sa ¢(r) = BT e 'v. Uogimo da je podintegralna funkcija nenegativna jer je oblika
cT(t)c(t). Stoga, da bi gornji integral bio jednak nuli, mora vrijediti

Vel B=0,0<r<t.
1z tog izraza, uzastopnim deriviranjem po ¢ za t = 0, dobivamo da vrijedi

VIAIB=0,zai=1,2,....n—1.

Slijedi da je vektor v okomit na stupce matrice Cy. Iz pretpostavke da je Cj ranga n,
dobivamo da je v = 0, Sto je kontradikcija s izborom vektora v.

=0

Zelimo pokazati da je x(t;) = x;. Odaberimo vektor u(f) oblika

T
u(t) = BT e? (“_t)WEI(—eA"xQ + x1).

1z jednadzbe (3.2.6) jednostavnim ra¢unom dobivamo da je x(#;) = x;. Odatle slijedi da je

sustav (2.1.1)) upravljiv.

2)=®
Neka je x svojstveni vektor matrice AT koji pripada svojstvenoj vrijednosti A, odnosno
vrijedi x” A = AxT. Pretpostavimo da je x” B = 0. Tada slijedi

x"Cy = (xX"B,Ax"B,’x"B,..., "' x"B) = 0.

Bududi da je matrica Cj, punog ranga, slijedi da je x = 0, Sto je kontradikcija.

“4)=(@2)
Pretpostavimo da nijedan svojstveni vektor od A” nije ortogonalan na stupce od B, te da je
matrica Cy, ranga k, k < n. Tada postoji nesingularna matrica 7" takva da vrijedi

A=TAT ' = [A(;l 212] ; B=TB= [%1], (2.1.2)
22

gdje je Apredan—k ak je rang matrice Cy,. Neka je v, svojstveni vektor od (Axp)T koji
odgovara svojstvenoj vrijednosti A. Tada vrijedi

- 0 AT 0 0 0 0
@ [vz] ) [Ai Agz] [Vz] - [Agzvz] =4 [Vz]. (2.1.3)

Nadalje,

|0,v]] B = [0,v]] [%] = 0. (2.1.4)
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Dakle, postoji svojstveni vektor od (A)”, ozna¢imo ga sa [0,1,]7, koji je ortogonalan na
stupce od B. To znaéi da par (A, B) nije upravljiv. To je kontradikcija jer matri¢na transfor-
macija slinosti ne mijenja upravljivost.

2)=)
Rang para (1l — A, B) < n ako i samo ako postoji nenul vektor v takav da vrijedi v (Al —
A, B) = 0. Ova jednadZba je ekvivalentna sljede¢im dvjema:

ATy = av; vIB=0. (2.1.5)

To znaci da je v svojstveni vektor matrice A7 koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A i
ortogonalan je na stupce od B. Sustav (A, B) stoga nije upravljiv po tvrdnji (4).

=00
Pretpostavimo da tvrdnja (5) ne vrijedi. Tada iz (4) slijedi

xI(B,AB,...,A"'B) =0,

odakle slijedi da je matrica Cj, ranga manjeg od n.

6) = (1)
Pretpostavimo da vrijedi (6), ali ne i (1). Tada sustav mozemo transformirati u oblik [2.1.3|
na nadin da je podsustav koji odgovara matrici Ay, neupravljiv, ¢iji svojstvene vrijednosti
stoga ne mozemo mijenjati kontrolom tog sustava. To je kontradikcija sa (6).

(1) = (6)
Ako je par (A, B) upravljiv, tada matricu K mozemo konstruirati tako da svojstvene vrijed-
nosti matrice (A — BK) budu na Zeljenoj lokaciji. Ovaj dio dokaza nije toliko relevantan za
naSa razmatranja, stoga ostavljamo Citatelju na volju pogledati dokaz u [[1].

O

Definicija 2.1.3. Matrica
Cy = (B,AB,A’B,A’B,..., A" 'B)
naziva se matrica upravljivosti.

Cesto se za upravljivost definiranu u Definiciji m jos kaZe kompletna upravljivost. Tu
se referira na ¢injenicu da su sva stanja upravljiva. Promotrimo sada jednu komponentu
u;(t) ulazne varijable u(t) = (u;(?),..., u,(t))". Upravljiva matrica za tu komponentu je
oblika C{Q = (bj,Abj,...,A"'b;), gdje je b; j-ti stupac od B. Rang matrice C{;,I odreduje
broj stanja koja su upravljiva pri ulazu u;(?).
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2.2 Osmotrivost dinamickog sustava

Definicija 2.2.1. Za vremenski neprekidan sustav (2.1.1)) kaZemo da je osmotriv ako postoji
t; > 0 takav da pocetno stanje x(0) moZe na jedinstven nacin biti odredeno iz poznavanja
ulazne varijable u(t) i izlazne varijable y(t) za sve t,0 < t < 1.

Uocimo da smo kod upravljivosti sustava zapravo promatrali upravljivost para (A, B). Kod
osmotrivosti promatramo osmotrivost para (A, C). Koncept osmotrivosti je dualan kon-
ceptu upravljivosti. To se vidi u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.2.2 (Kriterij osmotrivosti). Ekvivalentno je:
1. Sustav (2.1.1) je osmotriv.
2. Matrica osmotrivosti

C
CA
0y =| CA®

s
ima puni rang n.
3. Matrica .
Wo = fo A TCTCeNdr
je nesingularna za svaki t, > 0.
4. Matrica
[/U - A]
C
Jje ranga n za svaku svojstvenu vrijednost A od A.

5. Nijedan svojstveni vektor od A nije ortogonalan retcima od C, odnosno, ako je (1,y)
svojstveni par od A, tada je Cy # 0.

6. Postoji matrica L takva da se svojstvene vrijednosti od A + LC mogu dodijeliti pro-
izvoljno, pod pretpostavkom da se pojavijuju kao kompleksno konjugirani parovi.
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Dokaz ovog teorema ne¢emo navoditi, a moZe se naci u [[1].

Kao u slu¢aju upravljivosti, i ovdje moZemo govoriti 0 osmotrivosti po komponentama u
slu¢aju kada nisu sva stanja osmotriva odredenim izlazom y(¢). Promotrio matricu osmo-
trivosti

/le
N e
ci=|

n—1
CjA

gdje ¢; oznacCava j-ti redak matrice izlaza C. Rang matrice osmotrivosti C zlw odreduje broj
stanja koja su osmotriva pri izlazu y;(1).

2.3 Numericke poteSkoce s teorijskim Kriterijem
upravljivosti i osmotrivosti

Navedeni algebarski kriteriji za upravljivost i osmotrivost sustava navode nas da testiramo
potonje. Nazalost, mnogi od ti kriterija ne vode do numericki odrzivih testova. Navedimo
jedan primjer.

Kriterij (2) teorema je rekao da,ukoliko je sustav upravljiv, matrica reda n X nm

Cy = (B,AB,A’B,A®B,...,A"'B)

je matrica punog ranga n. Ovaj kriterij zahtijeva uzastopno mnoZenje matrica i odredivanje
ranga matrice reda n X nm. Poznato je da mnoZenje neortogonalnih matrica moze do-
vesti do neto¢nosti njihovog produkta. Stoga problem moZe postati mnogo osjetljiviji u
numerickom smislu. Pokazimo to na sljedecem primjeru:

g . %
271 1
A= 272 . B=1I1

277 1]

Uocimo da je matrica A reda 10 X 10 i da je par (A,B) upravljiv. Matrica upravljivosti
(B,AB,...,A°B) moZe se lako izraunati i zadrZati numericki tocnom. Buduéi da je A
dijagonalna matrica, i svaka njena potencija Ce biti dijagonalna matrica. U k-toj poten-
ciji matrice A na mjestu (i, i) ¢e stajati 2+D% Kada pomnoZimo proizvoljnu dijagonalnu
matricu s vektorom-stupcem koji sadrZi jedinice, rezultat ¢e biti vektor-stupac koji sadrzi
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dijagonalne elemente te matrice. Stoga ¢e umnoZak matrice A* i vektora B biti vektor
oblika

1
2(—1)k

AfB = 2721

2(—9)k

Stupce matrice osmotrivosti Cj, predstavljaju vektori gornjeg oblika.

1 1 1 1

1 2—1 (2—1)2 (2—1)n—1
Cu=1|. . : )

1 2—9 (2—9)2 (2—9)n—1

Dakle, na mjestu (i, j) matrice upravljivosti Cj; nalazi se element oblika 2¢-*+DU=D_ Po-
gledajmo kakve rezultate ¢emo dobiti u programskom paketu MATLAB, u decimalnom
zapisu dvostruke precinosti. Dobit ¢emo sljedece singularne vrijednosti matrice Cy;:

Tablica 2.1: Singularne vrijednosti matrice Cy,

prikaz na 4 decimale | prikaz za 32 decimale

3.6298 3.629836701134050932410774783137
2.4575 2.4575439566355434153422722379858
0.4494 4.4940265426046773523707362572621x10!
0.0622 6.2196714245294726160294508990246x 10>
0.0052 5.2086735654782295775841655760219x1073
0.0002 2.4488496134873464852781589679877x10~*
0.0000 6.0113716853301401350481262747971x107°
0.0000 7.1246969439680804391066224161675x1078
0.0000 3.6402556216408132211672578555274x1010
0.0000 6.128943630207164714556369812844x10~1*

U kracem prikazu, dobivamo da matrica Cj, ima Cetiri singularne vrijednosti jednake
nuli, odakle bismo zakljucili da je matrica numeri¢kog ranga manjeg od 10, Sto bi povlacilo
da je sustav neupravljiv.

Prisjetimo se, za matricu A reda n kazemo da ima numericki rang r ako izraCunate
singularne vrijednosti o;,i = 1,...,n zadovoljavaju oy > 05 > - 2 0, 20 > Tpyy =
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.-+ > 0y, gdje je o tolerancija. Dakle, numericki rang matrice je broj ”velikih” singularnih
vrijednosti koje se nalaze s iste strane najvece praznine izmedu svih singularnih vrijednosti
te matrice.

Uoc¢imo jo$ da je racunanje ranga matrice pomocu singularnih vrijednosti najtocnija
numeric¢ka metoda, a ovdje nam je propala. Spomenimo samo da su do sada implementirani
algoritmi koji uspjeSno testiraju upravljivost i zaobilaze ovakve probleme. ViSe o tome
moZe se naci u [1]].

2.4 Stabilnost dinamickog sustava

U praksi nam je bitno da fizikalni problem kojeg promatramo prevedemo Sto bolje na mate-
maticki jezik, te da matemati¢ki model ne “pobjegne” od stvarnog fizikalnog problema niti
u jednom trenutku. Takav model, ocito, nema smisla promatrati niti raCunati. U ovom pot-
poglavlju upoznat ¢emo se s terminima ekvilibrija sustava, stabilnosti dinamickog sustava,
te nekim karakterizacijama stabilnosti. Stabilnost sustava definira se u odnosu na ekvilibrij
stanja pa ¢emo prvo definirati ekvilibrij stanja sustava na koji ne djeluje sila (dinamicki
sustav bez ulaza), a zatim pogledati kako moZemo proSiriti definicije 1 karakterizacije na
sustav na kojeg djelujemo ulazom (sila, struja ili neki drugi podrazaj).
Promotrimo sustav na kojeg ne djeluje sila

x(1) = Ax(1), x(0) = xo, (24.1)
Definicija 2.4.1. Stanje ekvilibrija sustava (2.4.1) jest vektor x, koji zadovoljava
Ax, = 0.

Drugim rijeCima, sustav je u ravnotezi (ekvilibrij) ako je promjena po jedinici vremena
jednaka nuli, a Sto je upravo prva vremenska derivacija X, vektora x,. OCito, x, = 0 jest
trivijalno stanje ekvilibrija jer zadovoljava Ax, = 0 1 jedinstveno je ako i samo ako je ma-
trica A regularna, odnosno kada sustav jednadzbi Ax, = 0 ima jedinstveno rjeSenje. Dakle,
jedinstveno stanje ekvilibrija x sustava (2.4.1)) je jedinstveno rjeSenje linearnog sustava
jednadzbi Ax = 0.

Definicija 2.4.2. Stanje ekvilibrija x, je asimptotski stabilno ako se za svako pocetno
stanje x(0), vektor stanja x(t) pribliZava ekvilibriju x, kako se vrijeme t povecava.

Sustav (2.4.1) je asimptotski stabilan ako i samo ako je stanje ekvilibrija asimptotski
stabilno ( x(#) — 0 kada t — oo ). U sljedecem teoremu ¢emo reci nesto vise o karakteri-
zaciji asimptotske stabilnosti sutava (2.4.1).

Teorem 2.4.3. Sustav (2.4.1)) je asimptotski stabilan ako i samo ako sve svojstvene vrijed-
nosti matrice A imaju negativan realan dio.
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Dokaz. Neka je x, proizvoljan pocetni uvjet. Lako je provjeriti da je x(f) = e*x, opée
rjeSenje sustava (Z4.1). Stoga, x(f) — 0 ako i samo ako ¢’ — 0 kada t — co. Zelimo
pokazati da to vrijedi ako i samo ako svojstvene vrijednosti od A imaju negativan realan
dio. Neka je X"'AX = diag(J,, J»,...,J;) Jordanova kanonska forma matrice A. Tada
vrijedi
et = Xdiag(e’', e, ..., )X

Neka je A; svojstvena vrijednost pridruZena Jordanovom bloku J;. 1z [6] imamo formulu,
za A; = a + bi, &Y = ¢“(cos b + i sin b) odakle je ocito da ée taj izraz teZiti k nuli ako i samo
ako a — —oo, odnosno realni dio svojstvene vrijednosti A; je negativan. O

Napomena 2.4.4. Prisjetimo se Jordanove kanonske forme: za svaku kompleksnu kva-
dratnu matricu A postoji regularna matrica X takva da vrijedi

X'AX = J = diag(Jy,...,J),

gdje je
A1 0
A 1
J,':
0 R |
A

matrica reda m; X m;, gdje je m; kratnost svojstvene vrijednosti A; matrice A, te vrijedi
my +my + - - + my = n. Dakle, J; su blokovi koji, poslagani dijagonalno jedan do drugog,
cine blok-dijagonalnu matricu J koja na dijagonali sadrZi svojstvene vrijednosti matrice
A. Detalji se mogu naci u [/].

Definicija 2.4.5. Matrica A se zove stabilna matrica ako sve svojstvene vrijednosti od A
imaju negativan realni dio.

Spomenimo da se stabilna matrica u literaturi dinamickih sustava jo$ naziva i Hurwit-
zova matrica. Analogno, svojstvena vrijednost s negativnim realnim dijelom naziva se
stabilna svojstvena vrijednost. Bududi da asimptotska stabilnost sustava (2.4.1)) daje da
funkcija odziva tog sustava bez ulaza teZi k nuli eksponencijalno, asimptotska stabilnost se
ponekad joS$ naziva eksponencijalna stabilnost. Nadalje c¢emo sa R(z) oznacavati realni
dio kompleksnog broja z, a sa J(z) njegov imaginarni dio.

Definicija 2.4.6. Neka su Ay,..., A, svojstvene vrijednosti matrice A. Tada se udaljenost
min{—R(A;) : i = 1,...,n} do imaginarne osi naziva margina stabilnosti od A.
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Do sada smo u ovom potpoglavlju pojmove vezane uz stabilnost dinamickog sustava
definirali za sustav na koji nije djelovala sila, odnosno na sustav bez ulaza. Sada ¢emo
definirati analogne pojmove za sustav s ograni¢enim ulazom u(#) i ograni¢enim izlazom
y(t), te ogranicenim ulazom u(¢) i ograni¢enim stanjem x(z).

Definicija 2.4.7. Za vremenski neprekidan linearan sustav

x(t) = Ax(2) + Bu(u), (2.4.2)
y(1) = Cx(1)

kaZemo da je BIBO stabilan (bounded-input bounded-output) ako vrijedi da je, za svaki
ograniceni ulaz, izlaz takoder stabilan.

Ovdje nam je dobro spomenuti funkciju prijelaza H(s) = C(sI — A)"!'B dinamickog
sustava koja povezuje ulaz i izlaz sustava u frekvencijskoj domeni (vidi poglavlje ). Po-
lovi funkcije prijelaza H(s) su svojstvene vrijednosti matrice sustava A te vrijedi sljedeci
teorem.

Teorem 2.4.8. Sustav (2.4.2) je BIBO stabilan ako i samo ako svaki pol funkcije prijelaza
H(s) ima negativan realni dio.

Uocimo da (asimptotska) stabilnost sustava povlaci BIBO stabilnost: za (asimptot-
ski) stabilan sustav vrijedi da svojstvene vrijednosti matrice A imaju negativan realni dio.
Polovi funkcije prijelaza H(s) su svojstvene vrijednosti od A, stoga je sustav i BIBO sta-
bilan. Obrat opcenito ne vrijedi. Definirajmo stabilnost sustava s ograni¢enim ulazom i
ograni¢enim stanjem (BIBS stabilnost).

Definicija 2.4.9. Za sustav (2.4.2) kaZemo da je BIBS stabilan (bounded-input bounded-
state) ako je za svaki ograniceni ulaz odziv stanja takoder ogranicen.

Slijedi karakterizacija BIBS stabilnosti, u terminima svojstvenih vrijednosti matrice A
1 upravljivosti modova dinamickog sustava.

Teorem 2.4.10. Sustav (2.4.2) je BIBS stabilan ako i samo ako
o Sve svojstvene vrijednosti od A imaju nenegativne realne dijelove.

e Ako svojstvena vrijednost A; ima samo imaginarni dio, tada je potencija pripadnog
faktora u minimalnom polinomu od A nuZno jednaka 1.

e Mod koji pripada svojstvenoj vrijednosti bez realnog dijela mora biti neupravljiv.
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Spomenimo joS§ jedan bitan pojam vezan uz stabilnost. U praksi se moze dogoditi da
je matrica A stabilna po kriterijima nabrojanim do sad. Naime, moguce je da se ona na-
lazi jako blizu nestabilne matrice, odnosno, da malom promjenom samo jedne vrijednosti
u matrici (kao Sto je greSka zaokruZzivanja kod racunanja) dobijemo nestabilnu matricu.
Promotrimo sljedeci primjer:

5
5

> (2.4.3)

5

coocoo O

O = = = =
)

1 1 1
1 1 1
-0. 1 1
0 -05 1
0 0 -0
0 0 0

coo0oo0 o~

S

Matrica A ima sve svojstvene vrijednosti jednake -0.5, stoga je stabilna. No, kada joj
element na mjestu (6,1) iz nule promijenimo u € = 1/45, dobijemo sljedece svojstvene
vrijednosti: 0.2783, —0.8839, —0.3826 + 0.612i, —0.8146 + 0.3043i. Ova matrica je nesta-
bilna jer prva svojstvena vrijednost ima realni dio ve¢i od nule. Spomenimo jo$ da postoje
algoritmi za odredivanje udaljenosti stabilne matrice od nestabilne, a viSe o tome moZe se
naci u [1]].



Poglavlje 3

Prijelaz iz vremenske domene u
frekvencijsku domenu

Spomenuli smo na pocetku rada dva pristupa modeliranju linearnih sustava: vremenska
domena i frekvencijska domena. Kada polazimo od modeliranja fizikalnog problema,
koristimo poznate formule 1 zakone fizike koji su nam potrebni za opis odredenog giba-
nja (masa na opruzi, horizontalni hitac, njihalo i dr.). Promatramo gibanje kao promjenu
poloZaja tijela u vremenu- tu radimo u vremenskoj domeni i na$ dinamicki sustav opisan
je sustavom diferencijalnih jednadzbi. Iza toga postoji velika teorija o rjeSavanju, jedins-
tvenosti rjeSenja i slicno. Nas zanima kako uz pomo¢ racunala numericki rijesiti taj sustav
Sto brZe 1 to¢nije. Buduci da racunala ne znaju rjeSavati diferencijalne jednadzbe kao Sto
to radimo na papiru, potrebno je preformulirati problem u jednostavnije jednadzbe. La-
placeova transformacija nam tu bitno olakSava problem- ona na jedinstven nacin preslika
na$ sustav diferencijalnih jednadzbi u frekvencijsku domenu. Sto to zna&i? U frekvencij-
skoj domeni promatramo funkcije zapisane u obliku parcijalnih razlomaka, odnosno nase
diferencijalne jednadZbe tu postaju obicne linearne jednadzbe s kojima je lako raCunati, te
koristimo osnovne algebarske operacije. Kada jednom imamo sustav linearnih jednadzbi,
lako ga je rijesiti, na primjer, metodom najmanjih kvadrata. Po potrebi lako mozemo vratiti
dobivena rjeSenja natrag u vremensku domenu preko inverzne Laplaceove transformacije,
koja je naravno jedinstvena, te iSCitati rjeSenje pocetnog problema u vremenskoj domeni.
Prisjetit ¢emo se najvaznijih rezultata, vezanih uz Laplaceovu transformaciju, koje ¢emo
kasnije u radu Koristiti.

3.1 Laplaceova transformacija

Laplaceova transformacija je integralna transformacija funkcije. Funkciju pozitivne realne
varijable ¢ (najceSée vremenske) preslikava u funkciju kompleksne varijable s (frekven-

21
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cija). Detaljniji pregled funkcija kompleksne varijable moze se naci u [6].

Definicija 3.1.1. Neprazan otvoren skup Q0 C C zove se podrucje ako za bilo koje dvije
tocke a i b iz Q postoji konacno tocaka a = z9,21,...,2n-1,2n = b, takvih da spojnice
(20,211, [z1, 221 - - -, (201, 20 ] leZe u Q2.
Spojnica (z,7'] proizvoljne dvije tocke z,77 € C jest segment na pravcu kroz te tocke,
omeden tim tockama:

[2,Z]1=U0-0z+1t7 :0<t< 1.

Definicija 3.1.2. Ako za funkciju f : [0, 00) — C, za podrucje Q C Ci svako s € Q nepravi
integral

f(s) = fo e f()dt

konvergira, onda se funkcija kompleksne varijable f : Q — C naziva Laplaceova transfor-
macija funkcije f na podrucju Q, gdje kompleksan broj s = o + iw zovemo frekvencijski
parametar ili kompleksna frekvencija, sa realnim skalarima o i w.

Uobicajena oznaka Laplaceove transformacije funkcije f(¢) je -Z[f(?)], ili krace f (s). U
sljedecoj tablici dane su Laplaceove transformacije nekih funkcija koje ces¢e susreemo u
primjeni.

Tablica 3.1: funkcija f(r) i njena Laplaceova transformacija £(s)

f@®

P
2]
N—’

%Y
S
T

Hel

=

a

Q

e
+
—

te_at

sin at
cos at

O| 0| | O\ | | WD —
s>

S R
] 9 =
H|e i ||E
R
] ] |

Iz same definicije funkcije f(s) moZe se naslutiti da ¢e nam izraz e~ biti od vaZnosti.
Imajuéi to na umu, u iduca dva potpoglavlja upoznat ¢emo se s dva nova bitna pojma-
matricom prijelaza stanja i frekvencijskom matricom.
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3.2 Matrica prijelaza stanja
Laplaceova transformacija je iskoristiva za rjeSavanje nase pocetne jednadzbe (1.1.1))
x(t) = Ax(t) + Bu(1); x(ty) = xo

samo kada su matrice A i B konstantne u vremenu ¢, Sto je ionako nasa pretpostavka pro-
izaSla iz vremenske invarijantnosti sustava.
Promotrimo Laplaceovu transformaciju vremenske derivacije funkcije f(¢):

LLf(D] = f ~stdf dt—e“’f(t)' f —se” f(t)dt, (3.2.1)
0

gdje smo nakon drugog znaka jednakosti iskoristili parcijalnu integraciju.Stavimo da vri-
jedi

lime™ f(£) — 0.

t—o00

Tada jednadzba (3.2.1)) postaje

ZLIf(n] = Sfo e f(t)dt = £(0) = sf(s) = f(0) (3.2.2)

Uocimo da jednadzba (3.2.2)) vrijedi i kada je f(z) vektor, tada se jednostavno primijeni na
svaku od komponenti. Takoder, zbog homogenosti Laplaceove transformacije, vrijedi

Z[Ax(t)] = AX(s).

Kada prethodno primijenimo na jednadzbu (I.1.1]), imajuéi u vidu da su A i B konstantne
matrice, dobivamo sljedece:

sx(s) — x(0) = AX(s) + Bii(s)

odnosno
(sI — A)x(s) = x(0) + Bu(s)

Izrazimo iz prethodne jednadzbe %(s) 1 dobivamo
2(s) = (sI — A)~'x(0) + (sI — A)' Bii(s) (3.2.3)

Primjenom inverzne Laplaceove transformacije na %(s) u frekvencijskoj domeni, iz (3.2.3)
dobivamo Zeljeno rjeSenje za x(¢) u vremenskoj domeni. Uo¢imo da je X(s) suma dva ¢lana:
prvi dolazi iz po&etnog uvjeta x(0) pomnoZenog matricom (sI — A)~!, a drugi kao produkt
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te matrice i Clana Bii(s) iz ulaza.
Iz Tablice [3.1] vidimo da u skalarnom slucaju vrijedi

1
Lle"l=——=(s-a)" (3.2.4)
s—a
Analogna formula vrijedi i u slu¢aju kada je a matrica (matricu ¢emo oznaciti sa A)
LleM] = (s —A)™! (3.2.5)

Sada mozemo naci inverznu Laplaceovu transformaciju od (3.2.3) i dobivamo rjeSenje va-
rijable stanja u vremenskoj domeni

x(t) = e x(0) + f A Bu()da (3.2.6)
0

Nadimo sada Laplaceovu transformaciju za jednadzbu (I.1.2)). Iz homogenosti transforma-
cije i uvrstavanjem (3.2.3) slijedi

y(s) = CX(s) + Du(s) =
= C(sI — A)"'x(0) + C(sI — A)~' Bii(s) + Di(s).

Primjenom inverzne Laplaceove transformacije uz uvjet da su matrice A, B, C i D kons-
tantne, dobivamo rjeSenje varijable izlaza u vremenskoj domeni, oblika

y(t) = Ce™x(0) + f Ce* "™V Bu()dA + Du(t) (3.2.7)
0

Eksponencijalna matrica e*’ naziva se matrica prijelaza stanja. Njena Laplaceova

transformacija (sI — A)~! naziva se rezolventa od A, odnosno u terminima dinamickih
sustava, (karakteristi¢na) frekvencijska matrica.

3.3 Frekvencijska matrica

Prisjetimo se jedne od osnova matrica iz linearne algebre, Cramerovog pravila, koje kaze
da inverz matrice moZemo racunati kao kvocijent adjunkte i determinante poCetne matrice,
odnosno u terminima rezolvente od A:

(s - Ay

I-A)'= 2
(s ) |s] — Al
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Opcenito, za sustav reda n X n, matrica s/ — A bit Ce sljedeceg oblika

S —ai —ain —A1p
—aj S—dxy ... —ayy
sl —A =
—au —dp oo S = Ay

Pri racunanju determinante |s/ — A| jedan od ¢lanova u sumi bit ¢e produkt dijagonalnih
elemenata od s/ — A

(s—an)s—an)...(s—a,,) = 5" + ¢y s + -+ cy,

odnosno polinom stupnja n s jedini¢énim vode¢im koeficijentom. Ostali ¢lanovi sume e
biti ocito niZeg stupnja od n. Stoga determinantu moZemo zapisati kao polinom stupnja n

sl —Al=s"+a;s" '+ +a,. (3.3.1)

Ovaj polinom znamo kao karakteristicni polinom matrice A. On igra bitnu ulogu u
dinami¢nom ponasanju sustava. Nulto¢ke ovog polinoma zovemo karakteristi¢ni korijenti,
svojstvene vrijednosti, ili polovi sustava i odreduju stabilnost sustava koju smo obradili u
poglavlju[2.4
Adjunkta matrice reda nxn je takoder matrica reda nxn €iji elementi su kofaktori originalne
matrice. Svaki kofaktor se dobiva raunanjem determinante matrice koju dobijemo kada
obriSemo pripadni redak i stupac iz originalne matrice. Odatle slijedi da je svaki element
adjunkte (sI — A)* polinom maksimalnog stupnja n — 1. OCcito ne moze biti viSeg stupnja
buduc¢i da smo maknuli jedan redak i1 stupac poCetne matrice. Objasnimo to na primjeru.
Neka je adjunkta sljedeceg oblika

K]] K12 “ o Kll’l

. Ky Ky ... Ky
(sI-A)y =] . .

K. Ko ... K,

Izracunajmo kofaktor K;;. To je determinanta matrice (s/—A) kojoj smo obrisali prvi redak
1 prvi stupac, odnosno
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Pri raCunanju te determinante, mnoZenjem dijagonalnih elemenata od K;; dobit ¢emo po-
linom stupnja n — 1. To ¢e ujedno biti polinom najveéeg stupnja u navedenoj determinanti,
dok Ce ostali doprinosi iz determinante biti polinomi stupnja manjeg od n — 1. Stoga ko-
faktor K;; moZemo zapisati u polinomijalnom obliku kao

Kip=s"+eVs 24 r g4l
n n

gdje gornji indeksi oznacavaju da koeficijenti e(lij), s eiff)l pripadaju kofaktoru K;;, i, j =
I, ..., n. Analogno se racunaju ostali kofaktori K;;, i, j = 1,...,n.
Slijedi

. i) 2 i Do
[(sI-A)];j=K;j=s" +e§”)s" +---+enlf)2s+e:fl,z,]:l,...,n.

Odavde vidimo da matricu (s/ — A)* moZemo zapisati u obliku
(sI-A)Y =5""T+5"Ei+ -+ SE, 2 + E,y

gdjesu Ey, k =1,...,n— 1 matrice reda n oblika

[Exlij = €,(:j),i,j =1,...,n.

Dakle, frekvencijsku matricu (s/ — A)~' moZemo zapisati u sljedeéem obliku

S U+ s"?E +--+SE, >+ E,_;

(s -A)"! =
sS"+as" 4+ a,

(3.3.2)

Stoga, frekvencijska matrica se moze zapisati kao prava racionalna funkcija, ¢iji je brojnik
polinom stupnja n — 1, a nazivnik polinom stupnja n. Odavde se da naslutiti da ¢emo u
aproksimacijskoj metodi u poglavlju [5] koristiti funkciju ovakvog oblika, odnosno pravu
racionalnu funkciju.
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Veza izmedu ulaza i izlaza- funkcija
prijelaza

U frekvencijskoj domeni, zanimaju nas veze izmedu ulaza u i izlaza y. Cesto u analizi ovog
sustava pretpostavljamo da je x(0) = 0. U tom slucaju Laplaceova transformacija stanja
glasi

£(s) = (sI — A)~'Ba(s)

Ako je izlaz definiran sa
y(1) = Cx(?)
tada je njegova Laplaceova transformacija dana sa
y(s) = CX(s)
odnosno, uvrstivsi gore dobiveni X(s), dobivamo formulu
$(s) = C(sI — A)"'Bi(s) (4.0.1)

Matrica
H(s)=C(sI-A)'B (4.0.2)

koja povezuje Laplaceovu transformaciju izlaza s Laplaceovom transformacijom ulaza,
zove se matrica funkcije prijelaza i ona je klju¢an pojam ovog rada. Nas je cilj pronaci
najbolju aproksimaciju funkcije prijelaza, Sto ¢emo detaljno razraditi u narednim poglav-
ljima. Inverzna Laplaceova transformacija matrice funkcije prijelaza

H() = £ '[H(s)] = Ce'B (4.0.3)

zove se matrica odziva.
U vremenskoj domeni y(¢) mozemo izraziti kao konvoluciju matrice odziva sa ulazom

W) = f H(t — Du()dA = f Ce"YBu()dA (4.0.4)
0 0

27
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Kako smo ranije vidjeli, elementi adjunkte matrice s/ — A sureda n — 1. Stoga red matrice
funkcije prijelaza H(s) ne moze biti ve¢i od n — 1 (prisjetimo se, promatramo sustav u
kojem su A, B, C i D konstantne matrice). Posebno, za D = 0, matrica prijelaza ima oblik

H(s) =C(sI —A)'B = (4.0.5)
_CIE\s" "+ Exs"*+---+E,]B _
|s] — Al

CBs"' + CE;Bs"*+---+ CE,B
sS"+aps"l+ - +a, '

U ovom radu nadalje éemo matricu prijelaza ozna¢avati sa H(s) umjesto sa H(s), podrazu-
mijevat ¢emo da se radi o Laplaceovoj transformaciji matrice H(¢) buduéi da ¢emo daljnju
teoriju razvijati u frekvencijskoj domeni. U sljede€oj tablici imamo prikazane veze do sad
spomenutih najvaznijih pojmova: matrica prijelaza stanja, frekvencijska matrica, matrica
odziva, matrica funkcije prijelaza. Frekvencijska matrica je Laplaceova transformacija
matrice prijelaza stanja, a matrica funkcije prijelaza je Laplaceova transformacija matrice
odziva.

Tablica 4.1
vremenska domena frekvencijska domena = .Z[vremenska domena]
el (sl —A)~!
matrica prijelaza stanja | frekvencijska matrica (rezolventa)
CeMB = H(1) C(sI —A)"'B = H(s)

matrica odziva matrica funkcije prijelaza
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Racionalna aproksimacija u smislu
najmanjih kvadrata

Neka je zadan n—dimenzionalni sustav

x(t) =Ax(t) + Bu(t); x(0) = xg
y(t) =Cx(t) + Du(t)

sa funkcijom prijelaza H(s) = C(sI — A)"'B + D. U praksi je ponekad jedina dostupna
informacija o sustavu niz vrijednosti H(iwy),k = 1,..., 1, dobivenih mjerenjem. Na$ zada-
tak je identificirati sustav, odnosno odrediti funkciju prijelaza H, koja u smislu najmanjih
kvadrata najbolje aproksimira H.

Pretpostavimo da su nam zadane tocke u kojima smo obavili mjerenja od interesa, te iz-
mjerene vrijednosti u tim tockama. Trenutno je to jedina informacija s kojom raspolazemo.
Buducdi da su to najéeS¢e mjerenja iz naseg fizikalnog svijeta, zanima nas §to se dogada sa
sustavom i izmedu tih tocaka, kakva mu je dinamika. Na$ zadatak je matematickim me-
todama odrediti te vrijednosti, odnosno nac¢i dovoljno dobar matematicki opis gibanja iz
kojeg ¢emo moci vidjeti dinamiku sustava u svakom trenutku # > 0 od pocetka do kraja
gibanja.

5.1 Metoda najmanjih kvadrata

Neka su zadane tocke &, &, ..., & te vrijednosti u tim to¢kama dobivene mjerenjem,
H(&), H(&), ..., H(&). OznacCimo sa s niz tih to¢aka, odnosno stavimo s = (§,-)§=1. Zelimo
naci funkciju koja zadovoljava te zadane vrijednosti, te koja nam vjerno opisuje ponasanje
sustava u svim ostalim to¢kama od interesa. Intuitivno, aproksimacijska funkcija ¢ée biti
prava racionalna funkcija zbog prirode prijelaza iz vremenske u frekvencijsku domenu, Sto

29
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smo naveli na kraju poglavlja[3] Naravno, trebamo algoritam kojim ¢emo do¢i do najbolje
aproksimacije funkcije koja zadovoljava nasa mjerenja. NajlakSe je krenuti od metode
najmanjih kvadrata. U terminima podataka kojima raspolazemo, a to su tocke &, &, ..., &
te vrijednosti u tim to¢kama dobivene mjerenjem H(¢,), H(&), ..., H()), formalni pristup
daje sljedece.

Neka je sa R, oznacen skup pravih racionalnih funkcija reda r (to su funkcije ¢iji je
nazivnik polinom reda r, a brojnik polinom reda strogo manjeg od r). Neka su zadane
kompleksne tocke &1, &, . .., &, pripadne kompleksne vrijednosti H(), H(&), ..., H(&),
te tezinske vrijednosti p; > 0,i = 1,2,...,[. Pripadni problem najmanjih kvadrata glasi:
odrediti funkciju H,(s) € R, takvu da vrijedi

)
D pilHE) - HEP - min. (5.1.1)
j=1

Matematicari su se ovim pitanjem u teoriji dinamickih sustava bavili dugi niz godina. Neke
od pocetnih ideja bile su da uzmemo racionalnu aproksimaciju H, oblika

H.(s) = di ; gdie je n(s) = jz(;afjs]ld(s) =1+ Zﬁ,y (5.1.2)

Uocimo da ovaj problem moZemo zapisati u obliku (5.1.1)); dodatno, stavimo
p] = 1,j: 1,2,...,l

n) 2
Z'H@ HEDP = th(,;) HE)) (5.1.3)

Z d(E; )|2|”(§] — d()H()I? — min.
J

Jedna od daljnjih ideja bila je minimizirati problem izveden iz prethodnog, koji je jednos-
tavniji
!

Z In(€)) = d(€DHE)P. (5.1.4)

=1
To je problem najmanjih kvadrata koji je linearan u koeficijentima {«/}, {5;}, Sto nije bio
slu¢aj u (5.1.1)), odnosno sada imamo obi¢nu linearnu jednadZzbu kojoj je lako naci rjesenje.
Medutim, Sanathanan i Koerner su nasli primjere za koje ovo pojednostavljenje ne daje
zadovoljavajuée rezultate, te razvijajuéi dalje smjer ove ideje dosli do zakljucka da bi se u
iteracijama za rjeSavanje (5.1.1]) formulacija (5.1.4)) mogla iskoristiti u prvom koraku.
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5.2 Sanathanan- Koerner iteracije
Uocimo da u jednadzbi (5.1.4) nema teZinskog faktora m. Ocito je da taj ¢lan moze
davati razne doprinose problemu (5.1.3)) te varirati i njegovim izbacivanjem u pojednostav-
ljenju problema najmanjih kvadrata (5.1.4) moze doéi do neto¢nog rjesenja, buduci da smo
izbacili bitan faktor iz jednadZbe. Sanathanan i Koerner razvili su novi pristup rjeSavanju
spomenutog problema najmanjih kvadrata. Dodijelimo pocetnoj teZini vrijednost 1, kao
$to smo spomenuli, iskoristimo u prvoj iteraciji jednadzbu (5.1.4), d(s) = 1. RjeSavamo
sljedeci problem minimizacije, za k = 0, 1,2, ..., dok ne dobijemo dovoljno dobru aprok-
simaciju

d9s)=1 (5.2.1)

nt ) - d“ D EHE|
o)

— min.

!
i=1

Ovakvu iterativnu metodu zovemo SK iteracije. Problem (5.2.1)) zapi§imo u obliku
I 1 2
kD ey gk D) e ' )
Z‘ |d(k>(g,.)|2‘” &) —d (&)H(&)‘ — min.

Nakon uvrstavanja n**! = 377§ a/g.k”)sf id*D =1+3"_ ﬁ;k“)s-’ , dobivamo sljede¢i oblik

naSe tezinske metode najmanjih kvadrata:

IA®(By* D — B)|l, — min, (5.2.2)
gdje je y**D = [@f Vet MDD g DIT vektor nepoznanica koje trazimo

u (k + 1)-voj iteraciji, AW = diag(m)i=1 je tezinska funkcija dobivena iz prethodne ite-
SJ

racije, h = [H(&)H(&) ... H(&E)]T je vektor s egzaktnim, poznatim vrijednostima funkcije

H koju aproksimiramo, te

& & ... &Y —HENE —HENE ... —HE)E ]
1 & & ... &' -HEE —H&)éE ... —HE)E
B=|: i i i o s s s z
&o &, ... &) -HEEL -HEDE, ... —HEE
1 & & ... &' -HE¥ —Hé)é ... —HEE |

matrica sustava. Vektor y® sadr7i koeficijente polinoma {a'"}/-!, {,By‘)};:l, redom za broj-

nik n®(s) te nazivnik d¥(s), kao u (5.1.2).
Vidjeli smo jedan nacin prikaza aproksimacijske racionalne funkcije H,(s), no primi-
jetimo da u matrici B raCunamo puno potencija od tocaka &;,i = 1,...,[. To Cesto moze
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biti problemati¢no, pogotovo ako tocke & imaju male vrijednosti. MoZe se dogoditi da se
previSe pribliZimo nul-vrijednostima i da raCun postane netoCan pri uzastopnom potencira-
nju jako malih vrijednosti. Problem je i raCunanje inverza takve matrice. Zbog numerike je
zgodnije prikazati polinome n(s) i d(s) u baricentrickim koordinatama (Lagrangeov inter-
polacijski polinom), Sto ¢e pojednostaviti elemente matrice B, a stoga dati i to¢nije rjeSenje.

Izrazit ¢emo brojnik n(s) i nazivnik d(s) u Lagrangeovoj interpolacijskoj bazi. Prisje-
timo se, Lagrangeova interpolacijska baza je skup polinoma p;(x), p>(x),..., pi(x), gdje
je X = Xxi,X2,...,X,% # x;. Bazni polinomi p;,k = 1,...,] su medusobno okomiti u
smislu da su u tocki x; svi bazni polinomi jednaki nuli, osim pripadnog polinoma p;, gdje
vrijedi p;(x;) = 1. Dakle, p;(x;) = 0, zai # j Odaberimo proizvoljan skup medusobno
razlicitih skalara Ag, 44, . . ., 4, i definirajmo nodalni polinom w,(s) = [];_,(s — ). U ovim
terminima brojnik i nazivnik od H,, redom n(s) i d(s) kao ranije, postaju

: le’l(/lj) d W]d(/],])
= W, 5 d =W, +
n(s) = wils) ) == () =wa+ )~
Jj=1 J j=1 4
gdje jew; = Hk#(; —5 = vf((/l/;)o)) - djji)/le’ . Ovako definirani w; i @ redom osiguravaju

interpolaciju od H,(s) u toki s = A; te u tocki s = Ay. UoCimo da je @ # 0 dokle god
je d(s) polinomijalnog oblika. Stoga moZemo definirati ¢; = %n(/l Dl = %d(/l i), te
njihovim uvrstavanjem u prethodno definirane n(s) i d(s) dobivamo sljedecu formulu za
H,.(s):

7i(s) Yy
Hy(s) = 52 = b (5.2.3)
i) 143 =

Sada u svakom koraku SK iteracije (5.2.1), ratunamo ¢; i ¢; kao §to smo ranije racunali
{a,-}lf:‘(} 1 {;};_, u svakoj iteraciji. Dakle, za zadane interpolacijske tocke A4y, ..., A,, ulazne
vrijednosti sustava &, ..., &, izlazne vrijednosti H(¢), ..., H(&)), u k-tom koraku SK ite-
racije rjeSavamo teZinski problem najmanjih kvadrata

AP AX*D — R)|l, — min (5.2.4)
za funkciju H*(s) = Z;Ej) gdje je
il (s) = Z 4 ; dP(s)=1+ Z o . (5.2.5)
jzls—/lj jzls—/lj

Vektor nepoznanica dan je sa

k+1) _  p(k+1l) ((k+1) k+1) (k+1) (k+1) k+ 1T
XD = (@) L gl TN YT
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vektor /1 sadrzi kao i ranije vrijednosti H(&;),i = 1,...,1,

A® = dzag(m)jzl, a matrica A je oblika
1 1 1 —H(&) —H(&) —H() 1
Z-1 L a4, 1 f—dy " -1,
et o ey Sh i
&r-A H-b T &= &H-A &- T E-Ay
A=| : : : : : : N (5.2.6)
1 1 1 “H(¢-1)  -HE-) —H(-1)
L B L L < R S b\ T L R A L
1 1 1 —H(&) —H(&) —H(&)
L -4 & Y < e &-4 &— T &=,

Spomenimo da su navedene dvije reprezentacije- polinomijalna i baricentricka- ekviva-
lentne. Detalji o ekvivalentnosti mogu se pronaci u [3]].

Iz vidimo da se teZinski faktori A® = diag(lgz(k)l—(fj)l);:1 u svakom koraku iteracije
mijenjaju, odnosno mijenja se nazivnik aproksimacijske racionalne funkcije H,(s), a tu se
nalaze polovi od H,(s). U poglavlju o stabilnosti dinamickog sustava pokazali smo da je
sustav stabilan ako i samo ako se svaki pol funkcije prijelaza H(s) nalazi s lijeve strane
kompleksne poluravnine, odnosno ima negativan realni dio. Kako se polovi od H, u svakoj

iteraciji mijenjaju, potrebno je voditi racuna o stabilnosti sutava. O tome ¢emo detaljnije
reéiu

5.3 Vector fitting iteracije (VF)

Metoda vector fitting evoluirala je iz SK iterativne metode. Glavna razlika ovdje uvedena
jest da u svakoj iteraciji moZemo mijenjati interpolacijske tocke 4;,j = 1,...,r, buduci
da baricentri¢ke koordinate nisu jedinstvene. Bitna prednost ovakvog pristupa, uz dobro
odabrane «; u svakoj iteraciji, jest brza konvergencija metode.

Interpolacijske tocke ¢emo sada oznacavati sa /li.k), bududi da se mijenjaju u svakoj
iteraciji k. Kako nam te to¢ke ulaze u matricu A definiranu u (5.2.6)), matrica ¢e se takoder
mijenjati kroz iteracije pa ¢emo i nju oznaciti sa A® = A(A1%). Elementi matrice A® su
definirani kao i ranije u (5.2.6), samo umjesto A; stavimo /li.k).

Ponovimo, u svakoj novoj iteraciji mijenjamo /lik), zbog Cega se mijenja nazivnik (po-
lovi) od ka). Polovi od Hﬁk) su nultocke nazivnika od Hﬁk), odnosno nultocke od d?k), Cije
su vrijednosti upravo /l§k+1). ZapiSimo to:

(k) r (k+1)
~ a @ [T (s=A777)
(k) _ J _ J J
d¥(s)=1+ E 0 = T /l(k)) . (5.3.1)
; e y




POGLAVLIJE 5. RACIONALNA APROKSIMACIJA U SMISLU NAJMANJIH
KVADRATA 34

Sada minimizacijski problem (5.2.4) moZemo zapisati u obliku

||A(k)(A(k)x(k+1) _ h)||§ = (5.3.2)
I r (k+l) r (k+1) 2
1 ¢,‘ ¥j
= : - H(fl-)(l + —) =
k k
Z d®E)P Z ;=AY ,Zl &=y
! ®y 21 - 2
_ [T (&= 47) &) _HE) AR ()
& = A5 T & - 20 [T=i(& - A1)
(k+1)
gdje je p**V polinom stupnja r — 1 koji smo dobili raspisom sume razlomaka 3" j=1 ; - Pk
(k+1)
a g**! je polinom stupnja r koji smo dobili raspisom sume 1 + X'_, a P Pokratimo
j

sada u razlomcima produkte sa ¢lanovima /15. ) te vratimo zapis u termine suma parcijalnih
razlomaka:

[APAP XD — py||3 = (5.3.3)
! pE(E ~(k+1)( ¢, 2
- Z | (§l3k+l) —HE)— : (gl?km
i=1 1_[] l(é‘:l /1]‘ ) Hj:l(é:i_/lj )
l r ¢(k+1) r Qb(-](+l) 2
= —+ H(é:l)( j—+) =

— ||A(k+l) ~(k+1) _ h”z
ngeJe g+ — [¢(k+1)¢(k+1) ) (k+l)()0(1k+1)¢(2k+l) ) ~(k+1)]T a ¢(k+1) i ¢(k+1) su Varijable dobi-
vene iz raspisa produkta razlomaka na parcijalne sume razlomaka Te varijable su naravno
nepoznanice (k + 1)-ve iteracije i dobit ¢emo ih kao rjesenje sustava (5.3.3)) u vektoru *+1.

Dakle, jedan korak metode vector fitting odgovara rjeSavanju problema najmanjih kvadrata
oblika

A DD _ g2 - min, k= 0,1,2,... (5.34)

Iterativna metoda vector fitting se svodi na rjeSavanje linearnog sustava A®*Dxg*+D) = p
metodom najmanjih kvadrata s jedini¢nim teZinama. Sto smo pokazali prethodnim formu-
lama? U (5.3.4) imamo prikaz metode najmanjih kvadrata za pripadni problem. U pret-
hodnim formulama smo zapravo rekli da su /l’;.” nultocke od d®(s), a polovi od d**V(s)
su nultocke od d¥(s). 1z toga otekujemo da ée se polovi i nultotke pokratiti, te da éemo
dobiti problem najmanjih kvadrata s jedini¢nim teZinama. U praksi ponekad ne dobivamo
Zeljene rezultate buduci da je s teorijske strane pitanje konvergencije ove metode jos uvijek
otvoren problem.
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5.4 Realokacija nestabilnih polova

Kod stabilnosti dinamickog sustava spomenuli smo da je za samu stabilnost potrebno da
se polovi funkcije prijelaza H(s) nalaze s lijeve strane kompleksne poluravnine, odnosno
da imaju negativan realni dio. Kako smo vidjeli, polovi se u svakoj iteraciji mijenjaju te
se moZze dogoditi da u novoj iteraciji dobijemo pol koji ima pozitivni realni dio. Tu nastu-
paju problemi sa stabilnoS¢u naseg dinamickog sustava i kao rjeSenje moZemo dobiti jako
loSu aproksimaciju, ili ju ne dobiti uopée. Na srecu, postoji vrlo jednostavno rjesenje tog
problema- samo promijenimo predznak realnog dijela onom polu kojem je realni dio pozi-
tivan. Dalje nastavimo sa iteracijama vector fittinga s novim polovima kao da niSta nismo
mijenjali. U [3] se moZe naci neSto viSe o ekvivalentnosti takvih iteracija. Dakle, prebaci-
vanjem polova sa desne strane kompleksne poluravnine na lijevu stranu nismo poremetili
kvalitetu i to¢nost nasih iteracija. Takav postupak zovemo zrcaljenje nestabilnlih polova ili
realokacija polova.

Neka je 228 trenutna aproksimacija, neka su /li.k”) nultocke od d®, te neka su /li.lf”) oni
polovi koji se nalaze u desnoj kompleksnoj poluravnini, odnosno imaju pozitivan realni
dio. Pretpostavimo da takvih polova ima p, stogat = 1,...,p, p < r. Sada zamijenimo
polove /l;’f“) sa —/l(j’f“), a ostale ostavimo kako su bili. Oznac¢imo sada taj novi skup polova

A . .M 1 ik
sa /lg.k“), gdje je A%V = —/15.];+1),t =1,...,p. Nekaje %

odgovara ¢vorovima /lj.k“). Sada metoda vector fitting rjeSava problem najmanjih kvadrata

baricentri¢ka reprezentacija koja

A% DDy _ bl — min.



Poglavlje 6

Implementacija metode 1 prikaz
rezultata

U ovom poglavlju prikazat ¢emo neke rezultate prethodno opisanog algoritma u program-
skom paketu MATLAB. Konkretni detalji o algoritmu mogu se naéi u [S]], [4] 1 [2]. U
prethodnim poglavljima smo razmatrali kako naéi aproksimaciju H,(s) funkcije prijelaza
H(s). Sada ¢emo na konkretnim primjerima pokazati koliko dobro naSa numericka metoda
aproksimira H(s).

6.1 Greska aproksimacije

Novi pojam ovdje bit e root—mean— square error, odnosno rms error. To je veli¢ina koja
nam govori koliko blizu se naSa aproksimacija nalazi egzaktnom rjeSenju. Racuna se kao
drugi korijen aritmeticke sredine kvadrata razlika egzaktnog i aproksimativnog rjesenja.
Neka nam je poznata funkcija prijelaza H(s). Odaberimo niz od N podataka H(&,), H(é»),
..., H(éy). Neka je H,(s) aproksimacija od H(s) dobivena naSom numerickom metodom,
s = (&)Y ,. Formula za gresku aproksimacije, odnosno rms error je oblika

— \/[H(§1) - H,()P + [H(&) - H(&) + - + [H(Ey) — H(EW)]
N

Zadajmo polove i reziduale kao u tablici[6.I} Vidimo da svi pocetni polovi imaju nega-
tivan realni dio, Sto je teorijski u redu. Ispod tablice se nalazi pripadni Bode plot. Problem
smo rjeSavali sa tri iteracije 1 dobili greSku (root-mean-square error) rms = 0.1554E — 11.

36
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Tablica 6.1
polovi reziduali
-4500 -3000
-41000 -83000
100 5000 | -5 + 7000,
-120 = 15000 -20 + 18000,
-3000 + 35000 j | 6000 + 45000,
-200 £ 45000 j | 40+ 60000,
-2000+ 900005 | -5000 + 92000,
-1500 + 450005 | 90+ 10000
-500+ 70000 50000+80000 j
-1000 £ 730005 | 1000+ 45000
Egzaktno rieSenje
— — — Vector fitting aproksimacija
Devijacija
10°
A NN N~
100 ]
é 10®
s
10710
T T R SR
Frekvencija [Hz] x10%

Ako pokvarimo svojstvo da su svi polovi u lijevoj poluravnini i zamijenimo polove
—100+5000; sa 100 + 5000, te nadalje ne zrcalimo dobivene nepozeljne polove, sa tri ite-
racije dobit ¢emo greSku aproksimacije rms = 1.9970 Sto je jako velika greSka. Na iducoj
slici mozemo vidjeti da je aproksimacija najnetocnija upravo na tome dijelu gdje smo po-
remetili svojstvo stabilnosti polova, odnosno stabilnosti pripadnog dinamickog sustava.
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Egzaktno rjesenje
— — — Vector fitting aproksimacija
Devijacija

Magnituda

! ! ! ! ! ! ! ! !

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Frekvencija [Hz] <104

Pogledajmo sada Sto se dogada kada na aproksimacijsku funkciju H,(s) definiranu kao
u (5.2.3) dodamo Sum, odnosno kada pokvarimo aproksimaciju u svakoj iteraciji dodava-
njem proizvoljne vrijednosti funkciji H,(s). Funkciji ¢emo dodati random vrijednosti u
intervalu (-5, 5). Na sljede¢em Bode plotu vidimo $to se dogodi u 500 iteracija kada uba-
cimo Sum- greska je prilino velika. Uzmimo ipak u obzir da greska Suma koriStenog za
ovaj prikaz iznosi RMSnoise = 2.6558, dok greSka aproksimacije iznosi rms = 2.3623.
Koristili smo skup polova i reziduala iz tablice [6.1]

Egzaktno riesenje
— — — Vector fitting aproksimacija
Devijacija

102 f

Magnituda
_O‘_‘

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Frekvencija [Hz] x10%
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Sazetak

U ovom radu, proucavali smo kako modelirati analiti¢ki dinamicki sustav u frekvencijskoj
domeni.To nam je bilo od interesa jer s algebarskim jednadZbama moZemo raCunati na
ograniCenoj aritmetici raCunala. Kao pomoc¢ni alat tu nam je posluzila Laplaceova tran-
sformacija. Pomocu nje smo dobili funkciju prijelaza koja je od velike vaznosti za in-
terpretaciju rezultata poCetnog sustava diferencijalnih jednadzbi u frekvencijskoj domeni.
Definirali smo $§to je to dinamicki sustav, njegova vazna svojstva, te vidjeli primjere iz fizi-
kalnog svijeta gdje se dinamicki sustav koristi. Na kraju smo opisali iterativhu numeri¢ku
metodu vector fitting. Njome aproksimiramo funkciju prijelaza u smislu najmanjih kva-
drata. Prikazali smo neke rezultate u programskom paketu MATLAB.



Summary

In this thesis, we studied how to model analytical dynamical system in frequency domain.
That was of our interest because with the algebraic equations we can easily do the com-
puting on a limited computer arithmetic. Laplace transform was helpful auxiliary tool for
that purpose.With it , we get the transfer function which is of great importance for the in-
terpretation of the results of initial system of differential equations in frequency domain.
We defined what dynamical system is, its important characteristics , and we saw examples
from the physical world where dynamical system is used . Finally , we described the itera-
tive numerical method named vector fitting. It approximates transfer function in the least
square fit. We show some results in software package MATLAB.
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