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Uvod

Zeljeli smo prouditi svojstva razli¢itih struktura matematickih objekata kao to su kruZnica,
vrpca, Mobiusova vrpca, Kleinova boca i sli¢no. Takvi objekti se uobi¢ajeno demonstri-
raju rezanjem i lijepljenjem konopca 1 papira. Medutim, u svrhu opisivanja nastanka takvih
objekata na matematicki nacin, moramo definirati odgovarajuci topoloski prostor.

Zato ¢emo u ovom radu prvo definirati metri¢ke i topoloSke prostore i dati nekoliko pri-
mjera. Nakon toga ¢emo u topoloSkim prostorima inducirati kvocijentnu topologiju kvo-
cijentnim preslikavanjem i tako definirati kvocijentne prostore. Definirat ¢emo i produkt
dvaju topoloskih prostora.

Nadalje ¢emo razmatrati kompaktnost skupova i konvergenciju nizova u topoloSkim
prostorima.



Poglavlje 1

Metricki i topoloski prostori

Za pocetak definirajmo metricke, a zatim 1 topoloske prostore.

1.1 Maetricki prostori

Definicija 1.1.1. Neka je X neprazan skup te d : X X X — R funkcija takva da je

(1) d(x,y) >20,Vx,ye Xted(x,y) =0 x=y

(2) d(x,y)=d(y,x),¥x,ye X

(3) d(x,y) <d(x,2) +d(z,y),Yx,y,z€ X (nejednakost trokuta)

Tada za d kazemo da je metrika na skupu X, a za ureden par (X, d) da je metricki prostor.

Primjer 1.1.2.
Neka je d : R X R — R funkcija definirana sa d(x,y) = |x — y|. Tada je d metrika na R.
DokaZimo to.

Uvjeti (1) 1 (2) iz definicije metrike ocito vrijede.
Provjerimo uvjet (3).
Neka su x,y,z € R. Tada je

dx,y) = lx =yl = x—z+z-y < |x =zl + |z = y[ = d(x,2) + d(z,),

dakle d(x,y) < d(x,z2) + d(z,y).
(Ovdje smo koristili da za sve u, v € R vrijedi |[u + v| < |u| + |[v].)
Dakle, d je metrika na R.

Za funkciju d kazemo da je euklidska metrika na R.

2
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Primjer 1.1.3.
Neka je n € N, te neka je d : R" X R" — R funkcija definirana sa

d((X1s ey %)y D1y n) = A =912+ -+ (X = Yn)?

Za funkciju d kazemo da je euklidska metrika na R". Uocimo da je za n = 1 ova funkcija
upravo euklidska metrika na R.

(dxr, o x0) = Vo = y1)? = b = yl)

DokaZimo da je d zaista metrika na R".
Jedino netrivijalno svojstvo koje treba provjeriti je nejednakost trokuta.
Nekasux,y,ze R, x=(xX1,..., %),y = D15+ o5 Y0), 2= (215 - > Z0)-
Tada je nejednakost
d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) (1.1)

ekvivalentna sa

\/(xl _yl)2 +---t (xn _yn)2 < \/(xl _Zl)2 +---t (xn _Zn)2+ \/(Zl _y1)2 +-e (Zn _yn)2
(1.2)
Zai€{l,..., n}definiramo
u, = X; —3;
Vi =Zi —)Yi.
Uocimo da je
Up+vi=Xxi—Yi

zasvakii € {l,...,n}
Imamo da je (I.2) ekvivalentno sa

n n n
2 2
Z(ui +v;)? < u; + Vi
i=1 i=1 i=1
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Vrijede sljedece ekvivalencije:

n (i +vi)* < Y u? + Y V2
JZ JZ i J i

i=1 i=1

Z(ui+vi)222uf+2@@+zv?
Z(u?+2uiu,~+v,~2)f Se2 Y eSS
Y+2Z+YEY+2\/27\/27+Y

Za posljednju nejednakost dovoljno je dokazati da je
2
(Zui”i) SZ”?ZV? (1.3)

U tu svrhu definirajmo f : R — R sa
F@O = @t +v1)* + -+ Ut +v,)°

Ocito je f(r) > 0,Vt e R.
Imamo

F@) = it + 2uvit + V) + -+ (Ut + 2uvpt + V) =

=@+ U+ 2wy UVt (V)
Dakle, f je nenegativna kvadratna funkcija pa joj je je diskriminanta manja ili jednaka
od 0. Prema tome )
4(2 l/ll'l/ll') —4214[-2 : Zv,z < O,

pa slijedi (1.3)), a iz toga i (1.2)).
Time je nejednakost (|1.1)) dokazana.
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Primjer 1.1.4.
Neka je X neprazan skup. Neka je d : X X X — R funkcija definirana sa

I, x#0
d(x,y):{o i:o

Tada za d kaZemo da je diskretna metrika na skupu X. Funkcija d je zaista metrika na
skupu X.

Definicija 1.1.5. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je xy € X te r > 0. Definiramo
K(xg,r)={xe X :d(xy,x) <r}.
Za K(xy, r) kaZemo da je (otvorena) kugla oko x, radijusa r u metrickom prostoru (X, d).
PiSemo umjesto K(xy, r) 1 K(xo, r; d), ako Zelimo naglasiti o kojoj se metrici radi.

Definicija 1.1.6. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U C X. Za U kaZemo da je
otvoren skup u metrickom prostoru (X, d) ako vrijedi sljedece:

VYx € U 3r > 0 takav da K(x,r) C U.

Primjer 1.1.7. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je x € R, te r > 0.
Tada je K(x,r;d) ={(x—r,x+7r)

Naime, imamo
yeEKx,r) odx,y)<rey—x<re-r<y-x<re
SxX—r<y<x+reyel{x—-rx+r)

Svaka otvorena kugla u (R,d) je otvoreni interval. S druge strane, svaki otvoreni
(omedeni) interval je otvorena kugla, naime, ako su a,b € R,a < b, onda je

a+b b—-a a+b b-a
<a9b>_< 2 - 2 s 2 + 2 >’
to jest
a+b b-a
by =K , .
(a.b) ( b )

Skup [0, co) nije otvoren u (R, d) jer ne postoji r > 0 takav da je K(0, r) C [0, co0).

Propozicija 1.1.8.
Neka je (X, d) metricki prostor, neka je x € X te r > O.
Tada je K(x,r) otvoren skup u (X, d).

(Dakle, svaka otvorena kugla u (X, d) je otvoren skup.)
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Dokaz. Nekajey € K(x,r). Tada je d(x,y) < r, pa postoji s > 0 takav da d(x,y) + s < r.
Tvrdimo da je K(y, s) € K(x,r).
Neka je z € K(y, s). Tada je d(y, z) < s, pa imamo

dx,2) <d(x,y) +d(y,z) <d(x,y)+ s <r.

Dakle, d(x,z) < r, paje z € K(x,r). Prema tome K(y, s) C K(x,r).
Zakljucak: K(x, r) je otvoren skup. O

Propozicija 1.1.9. Neka je (X, d) metricki prostor.

(1) 01 X su otvoreni skupovi u (X, d).

(2) Ako je (U,)qen indeksirana familija otvorenih skupova, onda je | J U, otvoren skup.
a€A

(3) Ako su U 1V otvoreni skupovi, onda je U N V otvoreni skup.

Dokaz.
(1) Tvrdnja je jasna.

(2) Neka je (U, ) e indeksirana familija otvorenih skupova.

Neka je x € |J U,. Tada je x € U,,, gdje je ap € A. Buduci da je U,, otvoren skup,
a€A
postoji r > 0 takav da

K(x,r) C U,,.
No, tada je
K(x,r) C U U,.

a€A

Prema tome, (J U, je otvoren skup.
a€A

(3) Neka su U i V otvoreni skupovi. Uzmimodajexe UNV. Tadajexe Uix e V.
Bududi da su U i V otvoreni postoje r, s > 0 takvi da je

Kx,r)CUi1K(x,s)CV.
Neka je t = min{r, s}. Tadajet > 0it < s,t <r,paje
K(x,t) C K(x,s)1 K(x,t) C K(x,r).

Stoga je K(x,t) CU i K(x,t) CV,paje K(x,t)ycUnNV.
Dakle, U NV je otvoren skup. O
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Definicija 1.1.10.

Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori te neka je f : X — Y funkcija. Neka je x, € X.
KaZemo da je funkcija f neprekidna u tocki x, s obzirom na metrike p i q ako za svaki
€ > 0 postoji 6 > 0 takav da

Vx € X p(xo,x) <6 = q(f(x0), f(x) <e.

Za funkciju f kaZemo da je neprekidna s obzirom na metrike p i q ako je f neprekidna
u xo¥xo € X.

(Xp) (Yq)

Uocimo sljedece:
f je neprekidna u tocki xy s obzirom na p i g ako i samo ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0
takav da je

J(K(x0,6; p)) € K(f(x0), €:9) - (1.4)

Naime, pretpostavimo prvo da je f neprekidna u X. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0
takav da je g(f(x), f(x9)) < € za svaki x € X takav da je p(x, xyp) < 8. Tvrdimo da tada
vrijedi (T.4).

Neka je y € f(K(xo,0; p)). Tada postoji x € K(xo, 0; p) takav da f(x) = y.

Slijedi da je p(x, x¢) < 0, pa iz toga slijedi

q(f(x), f(x0)) < €.
Dakle, y € K(f(xo), €;q).
Time je dokazano (1.4).

Pretpostavimo sada da Ve > 0 36 > 0 takav da vrijedi (1.4). Zelimo dokazati da je f
neprekidna u tocki xy.
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Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da vrijedi (1.4). Neka je x € X takav da
p(x, xo) < 6.
Tada je x € K(x¢,0; p) paje

f(x) € f(K(xo,0; p)).

Iz (L.4) slijedi f(x) € K(f(x0), €; ), Sto povlaci g(f(x), f(x0)) < €.
Zakljucak: f je neprekidna u x.

Propozicija 1.1.11.

Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori, te nekaje f : X — Y.

Tada je f neprekidna s obzirom na metrike p i q ako i samo ako je za svaki otvoreni
skup V u (Y, q) skup =" (V) otvoren u (X, p).

(Xp) (Y9

)

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna s obzirom na p,g. Neka je V otvoreni skup u
(Y, ). Zelimo dokazati da je f~1(V) otvoreni skup u (X, p).
Neka je x € f~1(V). Tada je f(x) € V. Bududi da je V otvoren skup u (¥, g), postoji
r > 0 takav da
K(f(x),r;q) C V.

Buduc¢i da je f neprekidna u x, postoji 6 > 0 takav da

f(K(x,6;p)) € K(f(x),7;9).

Slijedi f(K(x,0; p)) € V, dakle K(x,0; p) € f~1(V).
Zakljutak, f~!(V) je otvoreni skup u (X, p).

Pretpostavimo sada da je za svaki otvoreni skup V u (Y, g) skup f~!(V) otvoren u (X, p).
Pokazimo da je f neprekidna s obzirom na p i g.
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Neka je xo € X i neka je € > 0. Zelimo naéi § > 0 takav da je

f(K(xo,8; p)) € K(f(x0), € q) (L4

Skup K(f(xp), €; q) je otvoren u (Y, g), pa je stoga praslika f~'(K(f(xo), €; ¢)) otvoren
skup u (X, p). Imamo
Xo € K(f(x0), € q),

pa stoga postoji 6 > 0 takav da
K(xo,6:p) € f1(K(f(x0). € )

Iz ovoga slijedi (T.4).
Zakljucak: f je neprekidna u tocki xo. Prema tome, f je neprekidna. O

1.2 Topoloski prostori

Definicija 1.2.1. Neka je X neprazan skup, te neka je T familija podskupova od X takva
da vrijede sljedeca svojstva:

(1) 0,XeT.

(2) Ako je (U,)qen indeksirana familija elemenata od 7, ondaje |J U, € T .
acA

(3) AkosuU,VeT,ondajeUNVeT.

Tada za T kazZemo da je topologija na skupu X, a za uredeni par (X,7T") kaZemo da je
topoloski prostor.

Primjer 1.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je T, familija svih skupova koji su
otvoreni u (X, d). Tada je T, topologija na skupu X. Naime, to slijedi iz propozicije[l.1.9

Za T, kaZemo da je topologija inducirana metrikom d.

Primjer 1.2.3. Neka je X neprazan skup. Tada je P(X) ocito topologija na X. Za P(X)
kaZemo da je diskretna topologija na X.
S druge strane, {0, X} je takoder topologija na X.

Za {0, X} kaZemo da je indiskretna topologija na X

Napomena 1.2.4. Ako je (X,T") topoloski prostor, n € N te Uy,...,U, € T, onda je
un---nU,eT.
Ovo se lako dobiva indukcijom po n.
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Definicija 1.2.5. Neka je (X,T) topoloski prostor. Za (X,T") kaZemo da je metrizabilan
topoloski prostor ako postoji metrika d na X takva da je T~ = T ,.

Propozicija 1.2.6.
Neka je (X, d) metricki prostor, te neka su a,b € X takvi da je a # b.
Tada postoje skupovi U i 'V otvoreni u (X,d) takvidajea e Ube V,te UNV = 0.

Dokaz. dab

Neka je r = %. Tadajer > Ojerjea # b. Nekaje U = K(a,r)te V = K(b,r).
Tada su U 1V otvoreni skupovi u (X, d), te jeoCitoac Uib e V.

DokaZimo joSdaje U NV = 0.
Pretpostavimo suprotno. Tada postojic € U N V.

Tadajece Uice V,pajed(a,c) <rid(,c)<r.
Imamo
2r =d(a,b) < d(a,c) +d(c,b) <r+r=2r,
dakle 2r < 2r. Kontradikcija.
Dakle, UNnV = 0. O

Definicija 1.2.7. Za topoloski prostor (X, T") kaZemo da je Hausdorffov ako za sve a,b € X
takve da je a # b postoje U,V € T takvidajeac U, be ViUNU = 0.

Korolar 1.2.8. Svaki metrizabilan topoloski prostor je Hausdorffov.

Dokaz.

Neka je (X, 7°) metrizabilan topoloSki prostor. Tada postoji metrika d na X koja inducira
topologiju 7. Neka su a,b € X,a # b. Prema propoziciji [1.2.6] postoje skupovi U i V
otvoreni u (X,d) takvidajeac U,be ViUNV =0.



POGLAVLJE 1. METRICKI I TOPOLOSKI PROSTORI 11

Jasnojedasu U,V € 7. O

Primjer 1.2.9. Neka je X skup koji ima bar dva elementa. Neka je T indiskretna topologija
na X, to jest T = {0, X}.
Tada ocito topoloski prostor (X, T") nije Hausdorffov.

Iz ovoga slijedi da (X, T") nije metrizabilan.

Definicija 1.2.10. Neka su (X,7T) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y. Za
funkciju [ kazemo da je neprekidna s obzirom na topologije T i S ako za svaki V € S
vrijedi da je f~'(V) € T.

Uoc¢imo da prema propoziciji vrijedi sljedeée:
Ako su (X, p) 1 (Y, g) metricki prostori te f : X — Y, onda je f neprekidna s obzirom na
metrike p i g ako 1 samo ako je f neprekidna s obzirom na topologije 7,1 7.

Definicija 1.2.11. Neka su (X,7) i (Y, S) topoloski prostori te neka je f : X — Y.

Za funkciju f kazemo da je homeomorfizam topoloskih prostora (X, 7T ) i (Y, S) ako je
f bijekcija, f neprekidna s obzirom na T i S, te f~! neprekidna s obzirom na S i T .

Za topoloske prostore (X,T") i (Y,S) kaZemo da su homeomorfni ako postoji home-
omorfizam topoloskih prostora (X, 7)) i (¥,S).
U tom slucaju pisemo: (X, 7T) = (Y, S).

Primjer 1.2.12.
(1) Neka je (X, 7T") topoloski prostor. Tada je funkcija id : X — X neprekidna s obzirom
na topologije 7 17 .

(2) Nekasu (X, 7)1 (Y,S) topoloski prostori, neka je yy € Y, te neka je f : X — Y funkcija
definirana sa f(x) = yy, Yx € X. Tada je f neprekidna funkcija s obzirom na topologije
T1i8.

Uocimo da iz prethodnog primjera moZemo zakljuciti sljedece:
(1) Ako je (X, p) metricki prostor onda je id : X — X neprekidna s obziromna p i p.

(2) Ako su (X, p) i (Y, qg) metri¢ki prostori, yy € Y, te f : X — Y funkcija definirana sa
f(x) =y9,Vx € X, onda je f neprekidna s obzirom na metrike p i gq.

Definicija 1.2.13.

Neka je (X, T") topoloski prostor. Za skup U C X kaZemo da je otvoren u topoloskom
prostoru (X,7) ako je U € T.

Neka je x € X te U C X. Za U kaZemo da je otvorena okolina tocke x (u topoloskom
prostoru (X,T) )akojexe UiU € T.
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Definicija 1.2.14.
Neka su (X, 7)) i (Y,S) topoloski prostori, neka je f : X — Y, te neka je xy € X.
Za funkciju f kaZemo da je neprekidna u tocki x, s obzirom na topologije 7 i S ako za

svaku otvorenu okolinu V tocke f(xo) u (Y, S) postoji otvorena okolina U tocke xo u (X, 7T")
takva da f(U) C V.

Propozicija 1.2.15.

Neka su (X, p) i (Y, q) metricki prostori, neka je f : X — Y, te neka je x € X.

Tada je funkcija f neprekidna u xo s obzirom na metrike p i q ako i samo ako je f
neprekidna u xy s obzirom na topologije T, i T .

Dokaz.

Pretpostavimo da je f neprekidna u x, s obzirom na p i g. Neka je V otvorena okolina
tocke f(xo) u (¥,7,), tada je V otvoren skup u metrickom prostoru (¥, g) koji sadrzi f(xo).

Stoga postoji € > 0 takav da je K(f(xp),€) C V.

Buducdi da je f neprekidna u x, s obzirom na p i g, postoji 6 > 0 takav da je

JF(K(x0,0)) € K(f(x0), €).
Slijedi da je
Sf(K(xp,0)) C V.
No, K(xy, 0) je otvorena okolina tocke xo u (X, 7).

Zakljucak, f je neprekidna u x, s obzirom na topologije 7,1 7.

Pretpostavimo sada da je f neprekidna u xy s obzirom na topologije 7, 1 7,. Neka je
€ > 0. Tada je K(f(xo), €) otvorena okolina tocke f(xo) u (¥, 7).
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Buduci da je f neprekidna u x, s obzirom na topologije 7, i 7,, postoji otvorena
okolina U tocke xj u (X, 7,) takva da je

fU) € K(f(x0), €).

Tada je U otvoreni skup u (X, p) koji sadrzi x, pa postoji 6 > 0 takav da vrijedi
K()C(), 5) cU.
Tada je
Jf(K(xo,0)) < f(U),
pa slijedi da je f(K(xg,0)) € K(f(xp), €).
Iz ovoga zakljucujemo da je f neprekidna s obzirom na metrike p i g. O

Lema 1.2.16.
Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je S C X skup koji ima sljedece svojstvo:

Vxe 8§ AU € T takavdajex € U CS.
Tada je S € T .

Dokaz.
ZaxeSnekajeU, e 7 takavdajexe U, CS.Tadaje S = | U,.

xeS

Naime, |J U, C S jerje U, C S,Vx€S.
xeS
S druge strane, S C |J U, jer za svaki x € S vrijedi da je x € U,.
x€S
Budud¢idaje |J U, € 7 imamoidajeS € 7. O
xeS

Propozicija 1.2.17.

Neka su (X, 7)) i (Y,S) topoloski prostorite f : X — Y funkcija.

Tada je funkcija f neprekidna s obzirom na topologije T i S ako i samo ako je f
neprekidna u xo s obzirom na topologije T i S za svaki x € X.
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Dokaz.

Pretpostavimo da je f neprekidna s obziromna 7 i S.

Neka je xy € X. Neka je V otvorena okolina od f(xo) u (¥,S). Neka je U = f~1(V). Iz
VeSslijedidaU € T, aiz f(x) € Vslijedi xp € U.

Dakle, U je otvorena okolina tocke xy u (X, 7"), pa vrijedi

fy=f(r'mcv.

Zakljucak: f je neprekidna u tocki xy s obziromna 7 i S.

Pretpostavimo sada da je f neprekidna u xy s obzirom na 7~ 1 S za svaki x; € X.
Neka je V € S. Dokazimo da je f~'(V) € 7.

Neka je x € f~1(V). Tada je f(x) € V, §to znaci da je V otvorena okolina tocke f(x)
u (¥, S). Bududi da je f neprekidna u tocki x s obzirom na 7~ i S, tada postoji otvorena
okolina U tocke x u (X, 7") takva da je

fo)cw

Iz ovoga slijedi daje U C f~1(V).
Zakljucak: Za svaki x € (V) postoji U € T takav da je

xeUcf v

Iz leme [1.2.16|slijedi da je f~1(V) € T.

Dakle, f je neprekidna s obziromna 7" i S. O



Poglavlje 2

Kvocijentni prostori

Da bismo precizno definirali kvocijentne prostore, krenimo od kvocijentnog preslikavanja.

2.1 Kvocijentno preslikavanje

Definicija 2.1.1.

Neka je (X, T") topoloski prostor. Neka je ¥ particija skupa X . Tada ocito za svaki
x € X postoji jedinstveni element od F koji sadrZi x.

Neka je q : X — F funkcija koja svakom x € X pridruZuje upravo onaj element od ¥
koji sadrZi x.

Za q kaZemo da je kvocijentno preslikavanje (pridruZeno particiji F ).
Uoc¢imo da je g surjekcija.

Neka je 7+ familija svih U C ¥ takvih sa je g~'(U) € 7. Tada je T+ topologija na F.
Dokazimo to.

Imamo ¢~ '(0) = 0,47 (F) = X, pasu(,F elementi od 7. Neka je (U,),c# indeksi-
rana familija elemenata od 7.
Zelimo dokazati da je

Jasno je da je

Imamo
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aq ' (U,) € T Va € A, pa je stoga

Ja'waeT,

€A

dakle ¢"'(|J U,) € 7. Prema tome |J U, € 7.

a€A a€A
Nekasu U,V € T#. Jasnojedaje UNV C F.
Vrijedi

g UnV)y=g'(U)ng ' (V),

ag ' (U)Nng ' (V)eT jersug '(U)iqg (V) elementi od 7.
Dakle, g /(U NV) € 7. Prematome U NV € T.
Zakljucak, 7# je topologija na skupu 7.
Za T kaZemo da je kvocijentna topologija na ¥ odredena s 7T .
Za (F,T«) kazemo da je kvocijentni prostor od prostora (X, T") odreden particijom F .

Uocimo da je funkcija g : X — ¥ neprekidna s obzirom na topologije 7 1 7.

Propozicija 2.1.2.

Neka je (X, T") topoloski prostor, F particija od X, q : X — F kvocijentno preslika-
vanje te neka je T kvocijentna topologija na . Nadalje, neka je (Y, S) topoloski prostor
te f : X — Y funkcija neprekidna s obzirom na topologije T i S koja je konstantna na
svakom Clanu od F (to jest, za svaki A € F i sve x,y € A vrijedi f(x) = f(y)).

Definirajmo f : F — Y sa f(A) = f(x), gdje je x € A,A € F.

Tada je f neprekidna s obzirom na T i S.
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Dokaz. _ _
Iz definicije f slijedidaje fog = f.
Neka je V € S. Tada je

'y =(Feq) W= (7 m).

no bududéi da je f neprekidna s obzirom na topologije 7 i S, imamo da je f~'(V) € 7. To
znati da je ¢! (7_1(V)) €T

Iz definicije topologije 7# slijedi da je ?_1 (V) eT.
—1
Dakle, za svaki V € S vrijedida je f (V) € T#.
Prema tome, f je neprekidna s obziromna 7# 1 S. O

Napomena 2.1.3. Ako je X skup i ~ relacija ekvivalencije na X, onda je skup
X/~ = {[x] | x € X} particija od X. Stoga, ako je T topologija na X, na X/~ imamo
kvocijentnu topologiju odredenu sa T .

Definicija 2.1.4. Neka su (X,7T) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y neprekidna
funkcija. Neka je X/ f = {f7({y) | y € Y} \ {0}. Tada je X/ f particija od X.

Naime, jasno je da je svaki element od X/ f neprazan skup te da je svaki x € X u nekom
¢lanu od X/f (x € f~{f(x)}). Nadalje, ako su y;,y, € Y te ako je f'{y;} N f{y.} # 0
onda

Axe 0 Tk
paje x € f~{yi}ix e f{ya), §to povladi f(x) = y; i f(x) = y2, dakle y; = y,, to jest

k=

Oznacimo sa 7y kvocijentnu topologiju na X/ f odredenu topologijom 7.

Uocimo da je funkcija f konstantna na svakom ¢lanu od X/ f.

Neka je f : X/f — Y definirana sa f(A) = f(x), gdje je x € A, A € X/f. Tada je prema
propoziciji f neprekidna funkcija s obzirom na topologije 7~ 1S,
Tvrdimo da je f injekcija.

Neka su A, B € X/ f takvida je A # B. Imamo

A=f"yLB= "l

gdje su y;, y; € Y takvi da je y; # y».
Tada je f(A) = y1, f(B) = ya.
Dakle, f(A) # f(B).
Ovime smo pokazali da je f injekcija.
Nadalje, uo¢imo da je Im(f) = Im(f). Stoga imamo sljedeéi zakljucak:
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Ako je f surjekcija, f : X/f — Y je neprekidna bijekcija.

Opcenito, neprekidna bijekcija izmedu dva topoloSka prostora ne mora biti homeomor-
fizam, to jest njena inverzna funkcija ne mora biti neprekidna.

Primjer 2.1.5.

Neka je X neprazan skup, neka je T = P(X) te neka je S = {0, X}. Nekaje f: X —- X
identiteta, to jest funkcija definirana sa f(x) = x,Vx € X.

Tada je f neprekidna s obzirom na topologije T i S, to jest f je neprekidna funkcija iz
topoloskog prostora (X, T ) u (X, S).

Jasno je da je f bijekcija te daje f~! = £, no f nije neprekidna s obzirom na topologije
Si7 (tojest, f~! nije neprekidna funkcija iz topolo§kog prostora (X, S) u (X, 7)) ako X
ima barem 2 elementa.

Definicija 2.1.6. Neka su (X,7), (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y funkcija.
Za f kazZemo da je otvoreno preslikavanje (s obzirom na 7 i S) ako za svaki U € T vrijedi
fU) esS.

Primjer 2.1.7.

Neka je f : R — R funkcija definirana sa f(x) = 0Vx e R.

Tada je f neprekidna funkcija (na R promatramo euklidsku topologiju E). No, f nije
otvoreno preslikavanje. Naime, R € &, no f(R) ¢ & jer je f(R) = {0}.

Propozicija 2.1.8. Neka su (X, T") i (Y, S) topoloski prostori te neka je f : X — Y bijekcija
neprekidna s obzirom na topologije T i S.
Tada je f homeomorfizam ako i samo ako je f otvoreno preslikavanje.

Dokaz. Nekaje S C X.

-1
Tada je praslika od S pri funkciji f~! : ¥ — X, to jest ( f‘l) (S), jednaka slici skupa

S pri funkciji f, to jest f(S).

Posebno, za svaki U € 7 vrijedi

(F )" W) = fwy 2.1)

Pretpostavimo da je f homeomorfizam. Tada je f~! : ¥ — X neprekidna funkcija s
obzirom na Si 7, pa zasvaki U € 7 vrijedi

(r) wes.

Iz (2.1)) zakljucujemo da je f otvoreno preslikavanje.
Obratno, ako je f otvoreno preslikavanje, onda iz (2.1) zaklju¢ujemo da je f~' nepre-
kidna s obzirom na S, 7, dakle f je homeomorfizam. O



POGLAVLIJE 2. KVOCIJENTNI PROSTORI 19

Lema 2.1.9. Neka su S, T i V skupovite nekasug:S — T ih: T — V funkcije pri cemu
je g surjekcija. Neka je f = ho g.
Neka je W C T. Tada je k(W) = f(g~'(W)).

S—>V

A,/

Neka je y € h(W). Tada postoji z € W takav da je h(z) = y. Buduci da je g surjekcija,
postoji x € S takav da g(x) = z. Imamo g(x) € W, paje x € g~'(W).
Imamo

Y =h(z) = h(g(x)) = (hog)x) = f(x).
Dakle, y = f(x)i x € g~'(W). Prema tome

y € fg”' (W)).
Obratno, pretpostavimo da je y € f(g~'(W)). Tada postoji x € g' (W) takav da
f(x) =y.
Imamo

y = f(x) = (hog)(x) = h(g(x)).

Bududi da je x € g~!(W), imamo g(x) € W . Sada je y = h(g(x)).
ZakljuCujemo y € h(W). O

Propozicija 2.1.10. Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y
neprekidna funkcija s obzirom na T i S, te ujedno otvoreno preslikavanje s obzirom na
TiS.

Tada je f = X/ f — Y otvoreno preslikavanje s obzirom na topologije T¢i8.

Dokaz. Neka je g : X — X/ f kvocijentno preslikavanje.

Tadaje f = f o gq.
Zelimo pokazati da je f otvoreno preslikavanje s obzirom na T718.
Neka je U € 7. Buduci da je ¢ surjekcija, prema lemi [2.1.9imamo

Wy =fg@).
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Iz U € T slijedi
q'(U)eT,

paje
fla'w)es

jer je f otvoreno preslikavanje. Dakle, fU) € S.
Zakljucak, f je otvoreno preslikavanje s obziromna 71 S. O

Korolar 2.1.11.

Neka su (X, 7)) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y neprekidna surjekcija
koja je otvoreno preslikavanje.

Tada je f : X/ f — Y homeomorfizam (s obzirom na Tr18).

Dokaz. Znamo da je f neprekidna bijekcija. Iz prethodne propozicije slijedi da je f otvo-
reno preslikavanje. _
Iz propozicije slijedi da je f homeomorfizam. O

2.2 Kvocijentna topologija

Definicija 2.2.1. Neka je X skup te neka je T topologija na X. Neka je B familija podsku-
pova od X takva da vrijedi sljedece:

(1) BCcT

(2) Svaki neprazan element od 7 se moZe napisati kao unija nekih elemenata od 8, to jest
ako je U € 7, U # 0, onda postoji indeksirana familija (B,),c# elemenata od B takva

dajeU = | B,.
acA

Tada za B kaZemo da je baza topologije T .

Propozicija 2.2.2.

Neka je (X, T) topoloski prostor te neka je B C T .

Tada je B baza topologije T ako i samo ako za svaki U € T i svaki x € U postoji
B € Btakav da je x € BC U.

Dokaz.
Pretpostavimo da je B baza topologije 7. Nekaje U € 7 te x € U.
Tada je U neprazan skup, pa postoji indeksirana familija (B,),c# €lemenata od B takva

da je
U=|JB.

aeA
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Iz x € U slijedi da postoji @ € A takav da x € B,,.
Ocito vrijedi da je B, € U. Dakle, xe B, CU 1B, € B.

Obratno, pretpostavimo da za svaki U € 7 i svaki x € U postoji B € B takav da je
xeBcU.

DokazZimo da je B baza topologije 7.
Prema pretpostavci propozicije, imamo 8 C 7. Nekaje U € 7,U # 0.
Za svaki x € U postoji B, € B takav da je

xeB, CU.

Imamo indeksiranu familiju (B,),.; elemenata od B 1 vrijedi

U:UBX.

xeU
Zakljucak: 8B je baza topologije 7. O

Primjer 2.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je B = {K(x,r) | x € X,r > 0}.
Tada je B baza topologije T ,.
Naime, iz propozicije[I.1.§|slijedi da je B C 7.

S druge strane, ako je U € 7, onda je U otvoren skup u (X, d), pa ako je x € U onda
postoji r > 0 takav da je
K(x,r) C U.

Jasno, x € K(x, r).
Dakle, postoji B € Btakavdajexe€ BC U.
1z propozicije slijedi da je B baza topologije 7.

Napomena 2.2.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U C X, U # 0.
Tada iz prethodnog primjera slijedi da je U otvoren skup u (X, d) ako i samo ako je U
unija nekih otvorenih kugli.

Primjer 2.2.5. Neka je (X, T") topoloski prostor. Tada je T baza topologije T .
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Propozicija 2.2.6.
Neka je X neprazan skup te neka je B familija podskupova od X takva da vrijedi
sljedece:

(1) UB=X
BeB

(2) Ako su By, B, € B te ako je x € B; N B, onda postoji B; € B takav da je
X€ B3 C B NB.

Tada postoji jedinstvena topologija T na X takva da je B baza topologije T .

Dokaz.

Dokazimo prvo da takva topologija mora biti jedinstvena.

Pretpostavimo da su 77 i 7, topologije na X kojima je 8 baza. Neka je U € 7. Ako je
U=0ondaje U € 7>.

Pretpostavimo da je U # (. Tada postoji indeksirana familija (B,),c4 €lemenata iz 8

takvadaje U = |J B,. No, bududi da je 8B baza topologije 7>, vrijedi B, € 7, za svaki
acA
a € A, pajestoga | J B, € T,. Dakle, U € 7.
a€A
Prema tome, 77 € 7. Analogno, 7, C 7, dakle 77 = 7>.

Dokazimo sada da postoji topologija na X kojoj je B baza.
Neka je 7~ familija svih podskupova U od X koji imaju sljedeée svojstvo:

Vxe U dB e Btakavdajexe BC U

Dokazimo sada da je 7 topologija na X te da je B njena baza.
Ocito @ € 7. Neka je x € X. Iz svojstva (1) slijedi da postoji B € B takav da je
x € BC X. Stoga je X € 7. Neka je (U,),ec# indeksirana familija elemenata od 7. Zelimo

dokazati da je unija |J U, € 7. Neka je x € |J U,. Tada postoji @y € A takav da je
aeA aeA
X € Uy,.

Bududi da je U,, € 7, postoji B € B takavdax € B C U,,.

Stogaje xe BC | U,.
a€A
Zakljucak: |J U, €T
a€A

Nekaje U,V € 7. Dokazimodaje UNV € 7.
Nekajex e UNV.Tadaje x € U1x € V. Stoga postoje By, B, € Btakvidajex € By C U
ixeB,cV.Izovogaslijedixe BBNB, cUNYV.

Prema svojstvu (2) postoji B; € B takav da je x € B; C B; N By, iz Cega slijedi da je
xeB;CUNYV.
Zaklju¢ak: UNVeT.
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Ovim smo dokazali da je 7 topologija X.

Iz definicije od 7 je ocito da je B C 7. Nadalje, ako je U € 7 1 x € U onda postoji
BeBtakavdajexe BC U.

Iz propozicije [2.2.2] slijedi da je B baza topologije 7 . ]

Definicija 2.2.7.
Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori. Neka je

B={UxV|UeT,VeS}

Tada je, ocito, | J B=X XY, naime X X Y € B.
BeB
Neka su B}, B, € Btenekajea € By N B;.

Tadaje Bi=U;xXV;,B, =U,; XV,, ngC suU;, U, ET, Vi, V, eS.
Stogaje BNB,=(U; xV)N (U, xV,)=(U;NU,) X (ViN V).
Jasno je da je

UlﬂUZE‘T,VlﬁVZES,

paslijedidaje By N B, € 8.

Neka je B; = B; N B,. Imamo, dakle, B; € Bia € B; C By N B,.

Iz propozicije slijedi da postoji jedinstvena topologija R na X X Y takva da je B
baza od R.

Za R kazemo da je produktna topologija na X X Y odredena topologijama 7 i S, a za
topoloski prostor (X X Y, R) da je produkt prostora (X,7) i (Y,S).

Propozicija 2.2.8.

Neka su (X, 7T) i (Y,S) topoloski prostori te neka je (X X Y, R) njihov produkt. Neka je
WcCcXXxY.

Tada je W € R ako i samo ako za sve x € X iy € Y takve da je (x,y) € W postoje
UeT iVeStakvidaje (x,y) e UXV CW.

Dokaz. Nekaje W € R. Nekasu x € X,y € Y takvida je (x,y) € W.
Iz propozicije slijedi da postoje U € 7 i V € S takvi da vrijedi
(x,y)eUxXVCW.

Obratno, pretpostavimo daje W C XX Y tedazasve x € X,y € Y takve daje (x,y) € W
postoje U € 71V € S sasvojstvom (x,y) e U XV C W.

Uocimodazasve U € 71V € Svrijedi UxV € R. Iz ovoga zakljucujemo da za svaki
z € W postoji Q € Rtakavdajeze Q C W.1zleme[l.2.16]slijedi W € R. i
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Propozicija 2.2.9.
Neka su (X, 7)) i (Y,S) topoloski prostori te neka je (X X Y, R) njihov produkt.
Neka je p : XX Y — X projekcija na prvu koordinatu, a q : X XY — Y projekcija na drugu
koordinatu, to jest
p(x,y)=x, qx,y) =y VY(x,y)eXXY.

Tada je p neprekidna s obzirom na topologije R i T, a q je neprekidna s obzirom na
topologije R i S.

Dokaz. Neka je U € 7. Tada je p~'(U) = U x Y, pa slijedi (buduéi da je Y € S) da je
p~'(U) € R. Dakle, p je neprekidna s obzirom na R i 7. Analogno dokazujemo da je ¢
neprekidna s obzirom na Ri S. O

Propozicija 2.2.10.

Neka su (X, 7)) i (Y,S) topoloski prostori te neka je (X X Y, R) njihov produkt.
Nekasup:XXY — Xiqg:XXY — Y projekcije.

Tada je p otvoreno preslikavanje s obzirom na topologije Ri T, a q otvoreno preslika-
vanje s obzirom na topologije R i S.

Dokaz. Neka je W € R. Zelimo dokazati da je p(W) € 7.
Ako je W = 0 onda je tvrdnja jasna.
Pretpostavimo sada da je W # 0.
Nekaje B={U XV |U €7,V €8}. Tada postoji indeksirana familija (B,),c# elemenata

iz B takva daje W = |J B,. Za svaki @ € A postoje U, € 7 1V, € S takvi da je
a€EA
B, = U, X V, 1 pri tome uzimamo U, =V, = 0 ako je B, = 0.

Tada je p(B,) = p(U, X V,) = U,, pa slijedi

p(W) = p(U Ba) = JrBo={JU..

aeA aeA aeA

Dakle, p(W) = | U, iz Cega slijedi p(W) € 7.
a€A
Zakljucak:  p je otvoreno preslikavanje s obzirom na Ri 7.

Analogno dobivamo da je g otvoreno preslikavanje s obzirom na Ri S. i

Uocimo sljedece:
Ako su X 1 Y neprazni skupovi, onda je {{x} X Y | x € X} particija skupa X X Y.

Teorem 2.2.11.
Neka su (X, 7)) i (Y,S) topoloski prostori te neka je (X X Y, R) njihov produkt.
Neka je F = {{x} X Y | x € X} te neka je Ry kvocijentna topologija na ¥ odredena s R.
Tada su topoloski prostori (F,Ry) i (X, T ) homeomorfni. Pri tome je homeomorfizam
f:F - Xdansa f({x} X Y) = x.
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Dokaz. Neka je p : X — Y projekcija na prvu koordinatu. Tada je p ocito surjekcija.
Nadalje, p je neprekidna funkcija s obzirom na R i 7 (propozicija [2.2.9), a prema
propoziciji [2.2.10] imamo da je p otvoreno preslikavanje s obzirom na R i 7. 1z korolara
slijedi da je p : (X X ¥)/p — X homeomorfizam s obzirom na R, i 7.
Prema definiciji skupa (X X Y)/ p 1imamo

XxV)/p={p (D1 xe X]\ 10} = (X} x YV |xe X} = F
Po definiciji, R, je kvocijentna topologija na (XxY)/, odredena s R, dakle to je kvocijentna
topologija na ¥ odredena s R, to jest R.
Zakljucak: p:F — X je homeomorfizam s obzirom na R i 7.

Uocimo da za svaki x € X vrijedi

p({x} x Y) = p(x,y),
gdje je y proizvoljni element od Y. Stoga je p({x} X Y) = x,Vx € X. O
Analogno dokazujemo sljedeci teorem.

Teorem 2.2.12.
Neka su (X, T) i (Y, 8) topoloski prostori te neka je (X X Y, R) njihov produkt.
Neka je G = {X X {y} | y € Y} te neka je Rg kvocijentna topologija na G odredena s R.
Tada su topoloski prostori (G, Rg) i (Y,S) homeomorfni. Pri tome je homeomorfizam
g:G — Ydansa g(X X {y}) =y

O

Definicija 2.2.13. Neka je (X,7T") topoloski prostor te neka je F C X. KaZemo da je F
zatvoren skup u topoloskom prostoru (X, T") ako je F€ otvoren skup u (X,T), to jest ako je
FCeT.

Propozicija 2.2.14.

Neka su (X, T) i (Y,8) topoloski prostori te neka je f : X — Y.

Tada je f neprekidna funkcija s obzirom na topologije 7 i S ako i samo ako je f~'(F)
zatvoren skup u (X, 7") za svaki zatvoren skup F u (Y,S).

Dokaz. Nekaje F C Y. Tvrdimo da je
c
(') =" (F°) (2.2)

Akoje x € ( f-l(F))C, ondajex e Xix¢ f'(F), pa f(x) & F tojest f(x) € FC iz ¢ega
slijedi x € £ (FF).
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Obratno, ako je x € £~ (F€), onda je x € X i f(x) € F, pa f(x) ¢ F. to jest x ¢ f~'(F),

dakle x € (f~(F))".
Dakle, (2.2) vrijedi.

Pretpostavimo da je f neprekidna s obziromna 7 i S.
Neka je F zatvoren skup u (¥, S) . Tada je F€ otvoren u (¥, S), paje (FC) otvoren

u (X, 7). Dakle, prema (2.2) skup (f‘l(F))C je otvoren u (X, 7). To znaci da je f~'(F)
zatvoren skup u (X, 7).

Pretpostavimo sada da je f~'(F) zatvoren skup u (X,7") za svaki zatvoren skup F u
(Y, S). Dokazimo da je f neprekidna s obziromna 7 i S.

Neka je V € S. Tada je (prema |D (f‘l(V))C =f! (Vc).
Bududidaje V € S, skup V¢ je zatvoren u (¥, S), stoga je f~! (Vc) zatvoren skup u (X, 7).

Dakle, (f‘l(V))C je zatvoren skup u (X, 7)), paje f~{(V) e T
Dakle, f je neprekidna s obziromna 7 i S. O

Definicija 2.2.15. Neka su (X, 7)) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y. KaZemo
da je f zatvoreno preslikavanje s obzirom na T i S ako je f(A) zatvoren skup u (Y,S) za
svaki zatvoren skup A u (X, 7).

Primjer 2.2.16. Neka je f : R — R funkcija definirana sa f(x) = 0Vx € R.
U primjeru2.1.7\smo vidjeli da f nije otvoreno preslikavanje. No, f je zatvoreno preslika-
vanje. Naime, ako je A C R onda je f(A) = {0} ili f(A) = 0, a {0} 1 @ su zatvoreni skupovi
uR.

Dakle, zatvoreno preslikavanje ne mora biti otvoreno.

Definicija 2.2.17. Neka su (X, d) i (Y, p) metricki prostori takvi da je
Y C X te p(a,b) =d(a,b) za sve a,b €Y.
Tada za (Y, p) kaZemo da je potprostor metrickog prostora (X, d).

Uocimo sljedece:
Ako je (X, d) metricki prostor te Y C Y, Y # 0 onda postoji jedinstvena metrika p na Y
takva da je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X, d).

Propozicija 2.2.18.

Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X, d).

Ako je U otvoreni skup u (X, d), onda je U N'Y otvoren skup u (Y, p).
Obratno, ako je V otvoren skup u (Y, p), onda postoji otvoreni skup U u (X, d) takav da je
Vv=UnY.
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Dokaz.
Uocimo, prije svega, sljedece: akosuye Yir>0ondaje
K(y,r;p) =K@y, r;d)nY (2.3)
Naime,

K(y,r;p) ={x € Y| p(y,x) <rl ={xeY|d(y,x) <r}=
={xeX|dy,x)<r}nY =
=K@y, r;d)ynY

Neka je U otvoren skup u (X, d). Dokazimo da je U N Y otvoren skup u (Y, p). Neka
jeyeUNY. Tadajey € U, pabuduci da je U otvoren u (X, d) postoji r > 0 takav da je
K(y,r;d) C U. 1z ovogaslijedida je K(y,r;d)NY CUNY. Iz (2.3) slijedi da je

Ky,rnpctuny.
Iz ovoga zakljucujemo da je U N Y otvoren skup u metrickom prostoru (Y, p).

Pretpostavimo da je V otvoren skup u (¥, p). Tada za svaki y € V postoji r, > 0 takav
daje K(y,ry; p) € V. Iz ovogasslijedidaje V = | K(y, ry; p).

yev
Neka je U = |J K(y,ry;d). Tada je U otvoren skup u (X, d) (jer je U unija otvorenih
yev
skupova u (X, d) ).
Imamo
uny=|{ JK@rgd)|ny =
yev
= U (K(y, ry;d) N Y) =
yev
= U K(y,rysp)=V.
yev
Dakle, UnY =V. O

Napomena 2.2.19. Nekaje S C R,S # 0. Neka je p : S XS — R funkcija definirana sa
p(x,y) =|x—yl, x,y €S. Tada je p metrikana S i (S, p) je potprostor metrickog prostora
(R, d), gdje je d euklidska metrika na R.

Za p kaZemo da je euklidska metrika na S .



POGLAVLIJE 2. KVOCIJENTNI PROSTORI 28

Primjer 2.2.20.

Neka je p euklidska metrika na {0, 1) te neka je d euklidska metrika na R. Neka je T
topologija na {0, 1) inducirana metrikom p te neka je & euklidska topologija na R, to jest
topologija inducirana metrikom d.

Neka je f : (0,1) — R funkcija definirana sa f(x) = x,¥x € (0,1). Tada je f
neprekidno i otvoreno preslikavanje s obzirom na topologije T i &, no f nije zatvoreno s
obzirom na T i E DokaZimo to.

Neka je V € &. Tada je V otvoren skup u (R, d). Imamo

V) ={xe0,1): f(x) e V) =
={xe(0,1):xeV}=
=0,1)NnV.

Prema propoziciji[2.2.18] skup (0, 1) N V je otvoren u (0, 1), p), to jest (0, 1)NV € 7.
Dakle, f~'(V) € 7 zasvaki V € &.
Prema tome, f je neprekidna s obzirom na topologije 7 1 &.

DokaZzimo da je f otvoreno preslikavanje. Neka je V € 7. Tada je V otvoreni skup u
({0, 1), p), pa prema propoziciji [2.2.14] postoji otvoren skup U u (R, d) takav da je

V=Un0,1).

No, (0, 1) je takoder otvoren skup u (R, d), pa je stoga V otvoren u (R,d). Prema tome
V e & Uocimo daje f(V) = V. Dakle, za svaki V € 7 vrijedi f(V) € &.

Zakljucujemo da je f otvoreno preslikavanje s obzirom na topologije 7 i &.

Skup (0, 1) je zatvoren u ({0, 1), 7"), no f({0, 1)) nije zatvoren u (R, &).
Naime, (0, 1)) = (0, 1), a skup R\ (0, 1) nije otvoren u (R, d).

Propozicija 2.2.21.

Neka su (X, T) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y bijekcija neprekidna s
obziromna T i S.

Tada je F homeomorfizam ako i samo ako je f zatvoreno preslikavanje.

Dokaz. Kao u dokazu propozicije [2.1.8|imamo da je

(f_l)_1 (S)=f(S) =zasvaki§S C X. @)

Pretpostavimo da je f homeomorfizam. Tada je f~! : ¥ — X neprekidna funkcija
s obzirom na S,7. Neka je F zatvoren skup u (X,7). Prema propoziciji [2.2.14| skup

-1
(f‘l) (F) je zatvoren u (Y, S). Dakle, f(F) je zatvoren u (Y, S).
Zakljucak: f je zatvoreno preslikavanje.
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Pretpostavimo da je f zatvoreno preslikavanje. Zelimo dokazati da je f homeomorfi-
zam. U tu svrhu, dovoljno je dokazati da je f~! neprekidna funkcija s obzirom na 7, S.

-1
Prema propoziciji 2.2.14] dovoljno je dokazati da je ( f7')  (F) zatvoren skup u (¥, S) za
svaki F koji je zatvoren u (X,7). No, to slijedi iz (2.1)) i ¢injenice da je f zatvoreno
preslikavanje. O

Propozicija 2.2.22.

Neka su (X,T) i (Y,8) topoloski prostori te neka je f : X — Y neprekidna funkcija s
obzirom na T i S, te ujedno otvoreno preslikavanje s obziromna 7 i S.

Tada je f : X/ f — Y zatvoreno preslikavanje s obzirom na T¢i8S.

Dokaz.

Neka je ¢ : X — X/ f kvocijentno preslikavanje. Tada je f = f o q.

Neka je F zatvoren skup u topoloskom prostoru (X/f, 7). Buduci da je g surjekcija,
iz leme [2.1.9[slijedi f(F) = f (q7'(F))-

Funkcija ¢ je neprekidna s obzirom na 7, S, pa je prema propoziciji 2.2.14, ¢~'(F)
zatvoren skup u (X,7). Sada iz Cinjenice da je f zatvoreno preslikavanje, slijedi da je
f (q‘l(F )) zatvoren skup u (Y, S). Dakle, ?(F ) je zatvoren u (Y, S).

Zakljucak:  f je zatvoreno preslikavanje s obziromna 71 S. O

Korolar 2.2.23.

Neka su (X, 7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y neprekidna surjekcija
koja je zatvoreno preslikavanje.

Tada je f : X/ f — Y homeomorfizam (s obzirom na T~ i S).

Dokaz. Funkcija f je bijekcija te je neprekidna s obzirom na 7 i, S. Prema prethodnoj

propoziciji [2.2.22] f je zatvoreno preslikavanje. Propozicija 2.2.21|sada povla¢i da je f
homeomorfizam. O

2.3 Kompaktnost

Definirajmo sada kompaktan topoloski prostor i kompaktan skup u topoloskom prostoru.

Definicija 2.3.1. Neka je (X, T") topoloski prostor, te neka je U familija otvorenih skupova
u (X,7) (to jest U C T ) cija je unija jednaka X, to jest | JU = X. Tada za U kaZemo da
Jje otvoreni pokrivac topoloskog prostora (X, T).

Definicija 2.3.2. Za topoloski prostor (X,7) kaZemo da je kompaktan ako za svaki otvo-
reni pokrivac U od (X, T") postojen e Ni Uy,...,U, € U takvidaje X = U, U...UU,.
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Primjer 2.3.3.

Neka je (X, T) topoloski prostor, pri Cemu je T konacan skup. Tada je (X, T ) kompak-
tan topoloski prostor.

Naime, ako je U otvoreni pokrivac od (X,T") onda je U konacan skup.
Posebno, ako je (X, T") topoloski prostor takav da je X konacan skup, onda je (X,T") kom-
paktan.

Primjer 2.3.4.

Neka je X beskonacan skup. Tada topoloski prostor (X, P(X)) nije kompaktan.

Naime, neka je U = {{x} | x € X}. Tada je U otvoreni pokrivac od (X, P (X)), no jasno
je da ne postojen e NiU,,...,U, € UtakvidajeX =U,U...UU,.

Definicija 2.3.5. Neka je (X, T") topoloski prostor, K C X te U neprazan podskup od T. Za
U kaZemo da je otvoreni pokrivac skupa K u topoloskom prostoru (X, T") ako je K C | JU.

Uoc¢imo da je U otvoreni pokriva¢ topoloskog prostora (X,7") ako i samo ako je U
otvoreni pokriva¢ skupa X u topoloSkom prostoru (X, 7).

Definicija 2.3.6. Neka je (X, T") topoloski prostor te K C X. Za K kaZemo da je kompaktan
skup u topoloSkom prostoru (X, T") ako za svaki otvoreni pokrivac U od K u (X, T") postoje
neNiU,...,U, e Utakvidaje K CU, U...UU,.

Uocimo sljedece: Topoloski prostor (X, 7°) je kompaktan ako 1 samo ako je X kompak-
tan skup u (X, 7).

Propozicija 2.3.7.
Neka je (X,T") kompaktan topoloski prostor te neka je F zatvoren skup u (X, 7).
Tada je F kompaktan skup u (X, 7).

Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivac od F. Nekaje U’ = UN{X \ F}.

Jasno je daje U’ C 7. Nadalje, akoje x € Xondajex € Filix e X \ F.

Ako je x € F, onda postoji U € U takav da je x € U, dakle x je sadrzan u nekom ¢lanu
od U, aisto vrijediu sluCajux e X \ Fjerje X\ F e U'.
Zakljucak: X C JU'.

Prema tome U’ je otvoreni pokrivac od (X, 7). Stoga postojen e N1 Uy,..., U, € U
takvi da je

X=UU...UU,UX\F).

Iz ovoga slijedidaje FC U, U...UU,.
ZakljuCak: F je kompaktan skup u (X, 7). O

Obrat prethodne propozicije opéenito ne vrijedi, Sto pokazuje sljedeci primjer.
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Primjer 2.3.8. Neka je X skup koji ima bar 2 elementa. Neka je K C X takav da je K # 0
i K # X. (Takav skup K sigurno postoji.)
Tada je K kompaktan skup u (X, {0, X}) koji nije zatvoren u tom topoloskom prostoru.

Naime, topologija {0, X} je konacan skup, pa je svaki podskup od X kompaktan u ovom
topoloskom prostoru, a K nije zatvoren jer je K¢ # 01 K¢ # X, to jest K nije otvoren.

Teorem 2.3.9.

Neka je (X,T") Hausdorffov topoloski prostor te neka je K kompaktan skup u ovom
prostoru.

Tada je K zatvoren skup u (X, 7).

Dokaz. Ako je K = 0, tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo sada da je K # (. Dokazimo da je K¢ otvoren u (X, 7).

Neka je x € K€. Tada za svaki y € K imamo x # y, pa postoje disjunktni otvoreni
skupovi U, i V, takvidaje x € U, iy € V,. Neka je

V={v,lyek}.

Tada je “V otvoreni pokriva¢ od K u (X, 7). Budu¢i da je K kompaktan skup, postoje n € N
iyy,...,y, € K takvi da je
KcV,u...uV,. (2.4)

Nekaje W =U, Nn...NU,,. Tadaje W € T, te je oCito x € W.

Dokazimo sada da je W C K€.
Neka je z € W. Pretpostavimo da je z € K.

Iz slijedi da je z € V), gdje je i € {1,...,n}. Noz € W povladi da je z € U,
Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da su skupovi Uy, 1 V,, disjunktni. Dakle, z ¢ K, to jest
z € K€. Ovime smo dokazali da je W C K€.

Zakljutak: Za svaki x € K€ postoji W € 7 takav daje x € W C K€,
Iz leme|1.2.16|slijedi da je K€ otvoren skup. Prema tome K je zatvoren skup. O

Propozicija 2.3.10.

Neka su (X, 7)), (Y,8) topoloski prostori te neka je f : X — Y neprekidna funkcija s
obzirom na topologije 7 i S.

Neka je K kompaktan skup u (X, T"). Tada je f(K) kompaktan skup u (Y, S).

Dokaz. Neka je V otvoren pokriva¢ od f(K) u topoloSkom prostoru (Y, S). Neka je
U={'(V)|VeV]

Dokazimo da je U otvoreni pokriva¢ od K u (X, 7). Jasno je da je svaki element od U
otvoren u (X, 7). DokaZimo jos daje K C | J U.
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Neka je x € K. Tada je f(x) € f(K), pa postoji V € V takav da je f(x) € V, pa je
x € f~1(V). Dakle, U je pokrivac od K u (X, 7).
Bududi da je K kompaktan u (X, 7)), postojen e Ni Vy,...,V, € V takvida je

Kcfivpu...ufrlwv.

Iz ovoga slijedida je f(K) SV, U---UV,.
Zakljucak: f(K) je kompaktan u (¥,S). O

Propozicija 2.3.11. Neka su (X,7) i (Y, S) topoloski prostori pri cemu je (X, T ) kompak-
tan, a (Y, S) Hausdorffov.

Neka je f : X — Y funkcija neprekidna s obzirom na 7 i S. Tada je f zatvoreno
preslikavanje.

Dokaz. Neka je F zatvoren skup u (X, 7). Po propoziciji skup F je kompaktan u
(X, 7). Prema propoziciji [2.3.10[skup f(F) je kompaktan u (Y, S). Stoga je f(F) zatvoren
u (¥, S) (Teorem2.3.9).

Prema tome f je zatvoreno preslikavanje. O

Definicija 2.3.12. Neka je (X, T) topoloski prostor, neka je (x,)nen niz u X, te neka je a € X.
KaZemo da niz (x,) tezi prema (konvergira k) a ako za svaku otvorenu okolinu U tocke

a u topoloskom prostoru (X, T") postoji ny € N takav da je x, € U Yn > n,.

Ako (x,) teZi prema a, pisemo x,, — a.

Definicija 2.3.13. Neka je (X, d) metricki prostor, a € X, te (X,)nen niz u X.
KaZemo da niz (x,) teZi prema (konvergira k) a u metrickom prostoru (X,d) ako za
svaki € > 0 postoji ng € N takav da je d(a, x,) < € za svaki n > ng

Propozicija 2.3.14. Neka je (X, d) metricki prostor, a € X te (x,), nizu X.
Tada niz (x,), teZi prema a u metrickom prostoru (X, d) ako i samo ako (x,), tezi prema
a u topoloskom prostoru (X, T ;).

Dokaz.

Pretpostavimo da x, — a u metrickom prostoru (X, d).

Neka je U okolina tocke a u (X, 7). ToznaCidajea e Ui U € 7,. U je otvoren skup
u (X, d), pa postoji r > 0 takav da K(a,r) C U. Tada postoji ny € N takav da x, € K(a, r),
za svaki n > nyg.
ZakljuCujemo da je x, € U VYn > ny.

Dakle, x,, — a u topoloSkom prostoru (X, 7).

Obratno, pretpostavimo da x,, — a u topoloskom prostoru (X, 7).
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Neka je € > 0. Tada je K(a,e) € T4, pa je K(a,€) otvorena okolina tocke a u to-
poloskom prostoru (X, 7). Stoga postoji ny € N takav da je x, € K(a, €) za svaki n > ny.
Ovo znaci da je d(a, x,) < € za svaki n > ny.

Dakle, x, — a u metrickom prostoru (X, d). O

Ako x, — a unekom topoloskom ili metrickom prostoru, onda za a kazemo da je limes
niza (x,) (u tom topoloskom ili metrickom prostoru).

Primjer 2.3.15.

Neka je X neprazan skup, a € X te (x,,) nizu X. Tada niz x, — a u topoloskom prostoru
(X,{0, X}).

Naime, jedina otvorena okolina to¢ke a u ovom topoloskom prostoru je X. Dakle, svaki
niz u ovom topoloskom prostoru konvergira prema svakoj tocki.

Prethodni primjer pokazuje da limes niza u topoloSkom prostoru ne mora biti jedins-
tven.

Propozicija 2.3.16.

Neka je (X,T") Hausdorffov topoloski prostor, neka je (x,) niz u X te neka su a,b € X
takvida x,, = a i x, — b.

Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da a # b.

Tada postoje otvoreni disjunktni skupovi U 1 V takvida je a € U,b € V. Skupovi U 1
V su ocito otvorene okoline tocaka a odnosno b.
Buduci da x,, — a, postoji n; € N takav da x, € U za svaki n > n;.
Buduci da x,, — b, postoji n, € N takav da x,, € V za svaki n > n;.

Neka je ny = max{n;,n,}. Sljedi da je x,, € U 1 x,, € V, no to je u kontradikciji sa
¢injenicom da su U 1 V disjunktni.

ZakljuCujemo da je a = b. O

Prethodna propozicija kaze da je u Hausdorffovom prostoru limes niza, ako postoji,
jedinstven.

Definicija 2.3.17.

Neka je (X, T") topoloski prostor, (x,) nizu X te a € X. KaZemo da je a gomiliste niza
(x,) u topoloskom prostoru (X,7") ako za svaku otvorenu okolinu U tocke a i za svaki
n € N postoji m € N,m > n takav da je x,, € U.

Ako je (X, d) metricki prostor, (x,) niz u X te a € X, onda za a kaZemo da je gomiliste
niza (x,) u metrickom prostoru (X, d) ako je a gomiliste niza (x,) u topoloskom prostoru
(X, T a)-
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Uocimo sljedece:
Ako je (X, 7) topoloski prostor, (x,) niz u X te a € X takav da x, — a onda je a gomiliSte
niza (x,).

Teorem 2.3.18. Neka je (X, T ) kompaktan topoloski prostor te neka je (x,) nizu X.
Tada je (x,) ima gomiliste u (X, T), to jest postoji a € X takav da je a gomiliste od (x,).

Dokaz.

Pretpostavimo suprotno. Neka je a € X.

Tada a nije gomiliSte niza (x,), pa postoji otvorena okolina U, tocke au (X, 7 )in, € N
takvi da ne postoji m € N takav da je

m>n,ix,¢€U,.

To znaci da za svaki m € N takav da je m > n, vrijedi x,, ¢ U,.

Nekaje U ={U, | a € X}.
Tada je U otvoreni pokriva€ od (X, 7). Buduéi da je (X, 7°) kompaktan, postoje k € N
iap,...,a; € X takvi da
X=U,VU...uU,. (2.5)

Neka je n = max{n,,,...,n,}. Tadajen > n,,,...,n > n,,paimamodax, ¢ U,,,...,x, ¢
U,.
Dakle, x, ¢ U,, U...U U,, §to je u kontradikciji sa (2.5)) jer je x, € X.

Zakljucak: Niz (x,) ima gomiliSte u (X, 7). m|

Definicija 2.3.19. Neka je (X, d) metricki prostor te S C X.
Za skup S kaZemo da je omeden u metrickom prostoru (X,d) ako postoje xy € X i
r > 0 takvida je S C K(xy,r).

Propozicija 2.3.20. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S omeden skup u (X, d). Neka
je x € X.
Tada postoji r > 0 takav da je S C K(x,r).

Dokaz.

Buduci da je S omeden, postoje xop € X i ry > 0 takvi daje S € K(xp,r). Neka je
r =ro+ d(x, xo). Tvrdimo da je K(xo, r9) € K(x, 7).

Neka je y € K(xg, ro). Tada je d(xo,y) < ro. Imamo

d(x,y) < d(x,xp) + d(xp,y) <d(x,x0) +ro=r.

Dakle, d(x,y) < r, to jest, y € K(x, r).
Prema tome, K(xy, r9) € K(x,r), paje S C K(x,r). O
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Korolar 2.3.21.
Neka su (X,7) i (Y,S) topoloski prostori te neka je f : X — Y surjekcija neprekidna s
obzirom na topologije T i S. Pretpostavimo da je (X,7T") kompaktan, a (Y, S) Hausdorffov.
Tada je f = X/ f — Y homeomorfizam (s obzirom na T, riS).

Dokaz. Ovo slijedi iz propozicije [2.3.11|1 korolara [2.2.23 O

Definicija 2.3.22.

Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Neka je S C R",S # 0. OCcito je
dlsxs : S XS — R metrika na S.

Za d|sxs kaZemo da je euklidska metrika na S .

Za topologiju induciranu euklidskom metrikom na S kazemo da je euklidska topologija
nasS.

Propozicija 2.3.23. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Neka je (X, p)
metricki prostor, xo € X te f : X — R" funkcija.

Neka su fi,...,f, : X = R" komponentne funkcije od f, to jest funkcije takve da je
J) = (fi(x), ..., fulx)).

Tada je f neprekidna ako i samo ako su funkcije fi, ..., f, neprekidne u x.

Dokaz.
Pretpostavimo da je f neprekidna u x.
Nekajeie€ {l,...,n}. Nekaje x € X.
Tada je

) = o)l £ i) = filxo) + - + (00 — fulxo))

to jest
|fi(x) = filxo)l < d(f(x), f(x0)). (2.6)
Neka je € > 0. Bududi da je f neprekidna u x, postoji 6 > 0 takav da za svaki x € X
vrijedi
p(x,x0) <6 = d(f(x), f(x0)) < €.
Iz zakljuCujemo da za svaki x € X vrijedi
p(x, x0) <6 = |fi(x) — filxo)| < €.

ZakljuCak: funkcija f; je neprekidna u x.



POGLAVLIJE 2. KVOCIJENTNI PROSTORI 36

Obratno, pretpostavimo da su fi, ..., f, neprekidne u xy.
Neka je € > 0.
Tada za svaki i € {1,...,n} postoji §; > 0 takav da za svaki x € X vrijedi

P, x0) < 8; =] f(x) = filxo) < —.

vn

Neka je 6 = min{dy,...,d,}. Tada za svaki x € X takav da je p(x, xy) < ¢ vrijedi

d(f(x), f(x0)) = \/(f1 () = fix0)* + -+ (falx) = fulx0))* <

€’ €2
<y/— 4+ —=¢€
n n

Dakle, za svaki x € X vrijedi

p(x, x0) <6 = d(f(x), f(x0)) < e.

Prema tome, f je neprekidna u x. O
2.4 Primjeri

Uvodimo oznaku za jedini¢nu kruznicu S! = {(x, y)ER? | ¥ +y? = 1}.

Uzmemo li konopac i spojimo krajeve, dobit ¢emo objekt slican kruznici.
U sljedecem primjeru dajemo precizan smisao izjavi da identificiranjem krajnjih tocaka
segmenta dobivamo kruznicu.

Primjer 2.4.1.

Neka je h : R — R? funkcija definirana sa h(x) = (cos 27rx, sin 27x).

Iz prethodne propozicije slijedi da je h neprekidna funkcija s obzirom na pripadne
euklidske metrike. Stoga je funkcija g : R — S definirana sa g(x) = h(x) neprekidna s
obzirom na euklidske metrike na R i d, gdje je d euklidska metrika na S'.

Iz ovoga slijedi da je funkcija f : [0,1] — S definirana sa f(x) = g(x) neprekidna s
obzirom na metrike p i d, gdje je p euklidska metrika na [0, 1].
Za svaki x € [0, 1] vrijedi f(x) = (cos 2nx, sin 27x).
Uocimo da je f surjekcija. Imamo da je f neprekidna s obzirom na topologije 7,1 7 4.
Sada koristimo Cinjenicu da je topoloski prostor ([0, 1],7,) kompaktan. (Dokaz se
moze naci u knjizi Sutherland, Introduction to metric and topological spaces [3]].)
Ocito je da je (S !, 74) Hausdorffov.
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1z korolara slijedi da je ? :[0,11/f — S homeomorfizam (s obzirom na (Tp)ri
Ta4).- Nekaje E=7T,18& = T,. Dakle, & je euklidska topologija na [0, 1], a & je euklidska
topologijana S'.

Imamo sljedeci zakljucak: ([0, 11/£.&;) = (S1,&).

Nekaje F ={{t} |t €(0,1) }U{{0,1}}.
Uocimo da je [0, 1]/f = F. Stoga je & = E.

Prema tome, (F,Ef) = (S 1,8’).

U sljedeé¢im primjerima istraZzujemo neke matemati¢ke objekte koji se mogu zorno pri-
kazati (ili ¢iji model moZemo konstruirati) lijepljenjem rubova pravokutnog komada pa-
pira.

Primjer 2.4.2.
Neka je X = [0, 1] X [0, 1] te neka je & euklidska topologija na X.
Neka je

F={{t,)}t€0,1),se€[0,1]}U{{0,s),(1,1-95)}]|se[0,1]}.

Tada je F particija od X.
Za topoloski prostor (7, EF) kaZemo da je Mobiusova vrpca.

Rezultat je moguce prikazati u trodimenzionalnom euklidskom prostoru.

[T

Slika 2.1: Preuzeto sa http://paulbourke.net [1]
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Primjer 2.4.3.
Neka je X = [0, 1] x [0, 1] te neka je & euklidska topologija na X.

Neka je

F ={{t,9)} |1 €(0,1),s €(0,1) }U
{(0,9), (1, )} [ s €{0, 1} } U {{(z,0),(5, D} | 1 € {0, 1} JU

U {
U{{(0,0),(0,1),(1,0),(1, D} }.

Tada je ¥ particija od X.

Za topoloski prostor (7, EF) kaZemo da je torus.

Parametrizacija torusa u trodimenzionalnom prostoru izgleda ovako:

Slika 2.2: Preuzeto sahttp://commons.wikimedia.org/


http://commons.wikimedia.org/
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PokuSajmo sada papir zalijepiti malo drugacije. Okrenimo smjer identificiranja dvije
nasuprotne stranice.

Primjer 2.4.4.
Neka je X = [0, 1] X [0, 1] te neka je & euklidska topologija na X.
Neka je
F ={{(t,9)}|t€(0,1),s€(0,1)}U
U0, 9),(1,1 =9} [ s €{0,1} } U {{(z,0),(z, D} | 1 € {0, 1} }U
U{{(0,0),(0,1),(1,0),(1, D} }.

Tada je ¥ particija od X.
Za topoloski prostor (¥, E¢) kaZemo da je Kleinova boca.

PokuSaj parametrizacije Kleinove boce u tri dimenzije izgleda ovako.

Slika 2.3: Preuzeto sahttp://en.wikipedia.org/wiki/Klein_bottle|[4]

Uocimo da u slu¢aju torusa i Kleinove boce identificiramo dva para paralelnih stranica
kvadrata [0, 1] x [0, 1]. Kod torusa, oba para stranica identificiramo u istom smjeru, dok
kod Kleinove boce jedan par stranica identificiramo u suprotnim smjerovima. Takoder,
tocke u kutu pravokutnika smo ostavili za kraj 1 sve ih Zelimo slijepiti zajedno.


http://en.wikipedia.org/wiki/Klein_bottle
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Sazetak

U radu su istraZena svojstva topoloskih prostora kojima je topologija inducirana kvoci-
jentnim preslikavanjem.

Ispitani su dovoljni uvjeti (korolar 2.3.21)) na prostore X i Y te funkciju f : X — Y da
inducirano preslikavanje f bude homeomorfizam.

Na primjeru kruznice uoceno je da kvocijentna topologija F ukazuje na izbor toCaka
koje se identificiraju ili “spajaju”. Ostali primjeri (Mobiusova vrpca, torus i Kleinova boca)
su konstruirani direktno, zadavanjem kvocijentne topologije.



Summary

This paper investigates the properties of topological spaces where the topology is indu-
ced by a quotient map.

Sufficient conditions on spaces X and Y and a map f : X — Y so that the induced map
f is a homeomorphism are found. (Corollary .

The example with a circle shows that quotient topology # indicates the choice of the
points to be identified or “glued” together. Other examples (Mdbius strip, torus and Klein
bottle) are constructed directly, by giving the quotient topology.
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