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Uvod

Tema ovog diplomskog rada je taxicab geometrija. Ta geometrija jedna je od neeuklid-
skih geometrija, no veoma je bliska euklidskoj te je stoga lagana za razumijevanje, Sto je
¢ini pogodnom za proucavanjem u srednjoj Skoli. MoZe se promatrati kao metricki sustav u
kojem su tocke zapravo krizanja ulica u zamisljenom gradu gdje ulice idu samo vertikalno
1 horizontalno te nema jednosmjernih ulica (odatle i naziv taxicab geometrija).

Zamislimo li sada takav grad te Zelimo pozvati taksi kako bismo dosli iz jedne tocke u
drugu $to je brze moguce, prvo moramo izracunati udaljenost od jedne do druge tocke. Za
to se neCemo posluziti euklidskom geometrijom, koja raCuna zra¢nu udaljenost, nego ¢emo
koristiti taxicab geometriju. Njome ¢emo izracunati broj blokova koje moramo prijeci kako
bismo dosli na naSe odrediSte. Formula za udaljenost u taxicab geometriji je d(T,T,) =
|x2 — x1| + |y2 — y1|. Taxicab geometrija joS je poznata pod nazivima Manhattan geometrija,
L, geometrija, city block geometrija i pravokutna geometrija.

Taxicab geometrija moZe se primijeniti na razne stvarne probleme, a neki od njih
razradeni su u prvom poglavlju. Cilj ovog rada je prouciti osnovne geometrijske pojmove
1 konstrukcije u taxicab geometriji. Stoga su u drugom poglavlju uredeni osnovni objekti
(krug i kruZznica, elipsa, hiperbola i parabola) te su izvedene njihove jednadzbe. Usporedeni
su pojmovi najkrace spojnice dviju toCaka iz euklidske i taxicab geometrije. U tre¢em po-
glavlju je malo detaljnije razradena tema spojnice dviju tocaka, ali i skup polovisnih tocaka
dviju toCaka. Taj skup u euklidskoj geometriji je zapravo simetrala tih dviju to¢aka. U taxi-
cab geometriji je ,,poloviSni”’ skup malo kompliciraniji te ovisi o poloZaju tih dviju tocaka.
Cetvrto poglavlje bavi se temom kuta, odnosno njegovom mjerom te dijeljenjem kuta na n
dijelova. Vidjet ¢emo da, za razliku od nerjeSivosti tog problema u euklidskoj geometriji, u
taxicab geometriji ovaj problem ima rjeSenje. U petom poglavlju bavimo se malo opSirnije
konikama. Izvedena je opca jednadzba za konike, te su konike klasificirane po svojim svoj-
stvima. A na kraju su prikazane i graficki. Zadnje poglavlje posveceno je uvodenju taxicab
geometrije na nastavu matematike u srednjoj Skoli.



Poglavlje 1

Povijest i primjene

Pocetkom 20. st. Hermann MinkowskiE] objavio je cijelu familiju ,,metrika”, tj. pri-
mjera prostora u kojima je udaljenost definirana tako da vrijede aksiomi metrickog prosto-
ra. Jedna od tih metrika naziva se ,taxicab metrika”. Ona mjeri udaljenost koju vozac tak-
sija mora prijeci u idealno oblikovanom gradu, sastavljenog od blokova, gdje su sve ulice
u smjeru sjever-jug ili istok-zapad. Tako je nastala taxicab geometrija, €iji je naziv prvi
puta upotrijebio Karl Menger 1952. na izlozbi geometrija u Muzeju znanosti i industrije u
Chicagu. Nakon toga, taxicab geometrija krenula se razvijati 1975. god. kada je Eugene
Krause objavio knjigu ,,Taxicab Geometry: An Adventure in Non-Euclidean Geometry”.
Ta knjiga joS i danas sluzi za upoznavanje s taxicab geometrijom. Moderna istrazivanja
krenula su se sporadi¢no javljati tek 80-tih godina proslog stoljeca, a kontinuirano nakon
1997. Razvoju te geometrije pridonijeli su Kevin Thompson 1 Rustem Kaya ([3]]), koji su
radili, zasebno, na kutovima i trigonometriji u taxicab geometriji (prema ¢lanku [2]).

Taxicab geometrija je neeuklidska geometrija u Sirem smislu tog pojma (tj. nije euk-
lidska), ali koja se zapravo i ne razlikuje puno od euklidske. Tocke i pravci su isti kao
u euklidskoj, ¢ak se 1 kutovi mogu mjeriti na isti naCin. Bitna razlika je formula za uda-
ljenost. U euklidskoj geometriji udaljenost izmedu dviju tocaka P = (x;,y1) 1 Q(x2,y2)
defininirana je kao:

d(P,Q) = \(x2 — x> + (2 — y1)%,

dok je u taxicab geometriji definirana kao:

d(P, Q) = |xo — xi| + [y2 = yil.

'Roden 1864. u Rusiji. Bio je ucitelj mladog Alberta Einsteina.
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Kako svaka norma definira udaljenost (metriku), imamo formulu za p-normu:

n 1/p
dw) = (Z W) :
i=1

zav € R”. Primijetimo, da je euklidska udaljenost zapravo 2-norma, tj.

2
dX,Y) = | D =yl
k=1

za svaki X, Y € R?, a taxicab udaljenost je 1-norma, tj.

1
dX,Y) = )" 1 = il
k=1

zasvaki X, Y € R.

Minimalna udaljenost izmedu dvije tocke u euklidskoj geometriji duljina je jedinstve-
nog najkraceg puta, tj. duzine koja spaja te dvije tocke. Za razliku od toga, u taxicab
geometriji postoji viSe puteva od jedne do druge tocke, koji su svi jednakih duljina. Uda-
ljenost izmedu dvije tocke P i Q duljina je najkraceg puta od P do Q, sastavljenog od
duZina paralelnih i okomitih na x-os.

Primjerice, odredimo udaljenost izmedu tocaka A(2,3) 1 B(3,7):

dA,B)=13-=-2|+[7T=-3|=|1|+14] =5

dok je

d,(A,B)= J3-22+(7-32= V1+16 ~4.1231

Graf je prikazan na Slici [I.1] Postoje jos tri puta jednake udaljenosti (5).

Pogledajmo sada Sliku Zadane su toc¢ke A(2,1) 1 B(5,5). MoZemo primijetiti kako
postoji vise razlicitih putova od A do B, svi jednakih duljina (7).

Primijetimo da je d(P, Q) = d,(P, Q) kada je P, = Q, ili P, = Q,.

1.1 Kada koristimo taxicab geometriju?

Proucit ¢emo sada tri situacije iz stvarnog Zivota:

1. Dispecer u policiji Idealnog Grada dobiva izvjes¢e o nesreci na mjestu X(—1,4). U
tom podrucju su dva policijska automobila. Automobil A na (2,1) i B na (—1,-1). Koji
automobil treba poslati?
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Slika 1.1: T-udaljenost tocaka A i B

Slika 1.2: Razliciti putovi od to¢ke A do B

2. U Idealnom Gradu postoje tri Skole. Roosevelt na (2, 1), Franklin na (-3, 3) i Je-
fferson na (-6, —1). Potrebno je nacrtati granice oko Skola tako da svaki ucenik tog grada
polazi Skolu koja mu je najblize.

3. Telefonski operater Zeli postaviti telefonske govornice tako da svatko tko Zivi unutar
dvanaest blokova od centra grada se nalazi unutar Cetiri bloka od telefonske govornice, na
nacin da postave najmanji moguci broj tel. govornica.
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Ova tri problema su zanimljiva, jer ih ne Zelimo rijesiti koriStenjem zracne linije, ve¢
Zelimo ostati na gradskim ulicama. Stoga ne moZemo koristiti euklidsku geometriju, jer
nam njena formula za udaljenost ne¢e pomoci. Upravo u ovim situacijama upotrijebit ¢emo
taxicab geometriju. Krenimo na rjeSavanje problema.

Prvi problem

Dispecer u policiji Idealnog Grada dobiva izvjeS¢e o nesreéi na mjestu X(—1,4). U tom po-
drucju su dva policijska automobila. Automobil A na (2, 1)1 Bna (-1, —1). Koji automobil
treba poslati?

Slika 1.3: Prvi problem

Problem je smjesten u koordinatni sustav (vidi Sliku [I.3). S obzirom da je grad sa-
stavljen od blokova te se policijski automobili ne krecu kroz kuce, ne mozemo Kkoristiti
euklidsku geometriju, ve¢ ¢emo upotrijebiti taxicab geometriju. Najjednostavniji nacin da
rijeSimo ovaj problem jest da izracunamo udaljenosti jednog, odnosno drugog automobila
do mjesta nesrece te zatim poSaljemo onog koji je blize.

Pogledajmo udaljenost automobila na mjestu A do mjesta nesrece X:

dX,A) =[(-1,4,2, D] =2-(-DI+1 -4 =3+|-3[=3+3 =6,
te udaljenost automobila na mjestu B do mjesta nesreée X:
dX,B)=[(-1,4),(-L,-Dl=-1-(-DI+|-1-4] =0 +] -5 =5.

Dakle, dispecer treba poslati policijski automobil s mjesta B.
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Drugi problem

U Idealnom Gradu postoje tri Skole. Roosevelt na (2, 1), Franklin na (-3, 3) i Jefferson na
(=6, —1). Potrebno je nacrtati granice oko skola tako da svaki ucenik tog grada polazi Skolu
koja mu je najbliZe. I ovaj problem je smjesten u koordinatni sustav (vidi Sliku [T.4).

5

4

Franklin
L[]

L]
Roosevelt

L]
Jefferson

Slika 1.4: Drugi problem

S obzirom da ucenici moraju prolaziti gradskim ulicama da bi dosli do svoje Skole
oCito je da ¢emo primijeniti taxicab geometriju. Ovaj ¢emo problem podijeliti na nekoliko
manjih problema: prvo ¢emo gledati granicu izmedu Franklina i Jeffersona, zatim Fran-
klina i Roosevelta, a potom Roosevelta 1 Jeffersona. Na kraju moramo protumaciti rezultate
gledajuci presjek ova tri dijela.

Prvi dio:

Gledamo granicu izmedu Franklina i Jeffersona. Na granici se nalaze tocke T'(x, y) koje
su jednako udaljene od tih dviju Skola, tj. vrijedi

d(Jefterson, T') = d(Franklin, T")

d[(=6,-1), (x,y)] = d[(-3,3), (x,y)]
x+6|+y+1]=|x+3+y—3|

Sada rjeSavamo dobivenu jednadZbu s apsolutnim vrijednostima prema tablici (1.1
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Tablica 1.1: Tablica slu€aja za prvi dio

[ -1<y<3 y<-1 y>3

—-6<x<-3| Il.slucaj 4.slucaj 7. slucaj
x< -6 2.slu¢aj  5.slucaj 8. slucaj
x> -3 3.sluaj 6. slucaj 9. slucaj

Krenimo rjesavati:

I.sluCaj: -1 <y<3i-6<x<-3
Uvazavajuéi ove uvjete rjeSavamo pocetnu jednadzbu:

x+6|+y+1]=|x+3|+[y—3|

X+6+y+1=-x-3-y+3
2y ==-2x-17
7

y=-x-3

2
Ispunit éemo tablicu za x iz zadanog intervala:

-6 | 5/2
=51 3/2
-4 1 1/2
=31 -1/2

Tocke koje ocitamo iz tablice jednako su udaljene od skola Franklin i Jefferson. Dakle,
dobili smo dio granice izmedu tih dviju Skola.

2slucaj: -1 <y<3ix<-6

Za ove uvjete pocetna jednadzba izgleda ovako:

x+6|+|y+1]=|x+3+[y-3|

-x—-6+y+1=-x-3-y+3

—x+y—-5=-x-y
5
Y=3

Ispunit ¢emo tablicu za x iz danog intervala:
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=715/2
-8 15/2
-9 15/2

3.sluCaj: -1 <y<3ix>-3
Pocetna jednadZba sada izgleda ovako:

xX+6+y+1=x+3-y+3

X+y+T7=x-y+6
2y =-1
1

)’:—5

Ispunit éemo tablicu za x iz zadanog intervala:

3 [-1/2
2 =12
1| -1/2
0 | —-1/2

4.-9. slu¢aj: nemaju rjeSenja. Pogledajmo Sliku Gledamo 1i treéi i Cetvrti kva-
drant moZemo primijetiti kako ¢e ucenici koji Zive ispod linije granice biti bliZe Jeffersonu.
Isto tako, svi ucenici koji Zive iznad linije granice, u prvom i drugom kvadrantu su blize
Franklinu.

Drugi dio:

Gledamo granicu izmedu Franklina i Roosevelta, tj. liniju koju ¢ine tocke T'(x, y) koje
su jednako udaljene od ovih dviju Skola. Imamo:

d(Franklin, T') = d(Roosevelt, T')

d[(=3,3), (x,y)] = d[(2, 1), (x, y)]
43+ [y =3 =lx=2[+[y-1I.
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Franklin
L]

.Roosevelt

Jefferson

-4

Slika 1.5: Drugi problem - prva granica

Tablica 1.2: Tablica slu€aja za drugi dio

I1<y<3 y<l y>3
-3 <x<2| 1.slucaj 3.slucaj 4. slucaj
x <=3 5. slucaj 2. slucaj 6. slucaj
x>2 7.slucaj 8. slucaj 9. slucaj

Sada imamo devet slucaja iz Tablice [[.2]

I.sluCaj: 1 <y<31-3<x<2

UvaZzavajuci ove uvjete rjeSavamo pocetnu jednadZzbu :

lx+3+y=3l=lx=2[+[y-1]

xX+3-y+3=—x+2+y-1

X—y+6=—x+y+1

Ispunit ¢emo tablicu za x iz danog intervala:

—2y=-2x-5
i
=X+ —
Y 2
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X1y
0 ]5/2

-113/2

2.slucaj: x < 31y <1
Sada pocetna jednadzba izgleda ovako:

—x-3-y+3=—x+2-y+1
—Xx—-y=-x-y+3
0=3
No, to nije istina, tj. 0 # 3. Stoga ova jednadZba nema rjeSenja za x < -31iy < 1.

3.sludaj: -3<x<2iy<1.
Pocetna jednadZzba izgleda ovako:

X+3-y+3==x+2-y+1

X—y+6=—-x—-y+3

2x = -3

3

X = —5.
x |y
-3/2 | 1
=-3/2| 0
-3/2 | -1
-3/2 | -2

4.sluCaj: -3 <x<2iy>3
RjeSavamo jednadZbu pod zadanim uvjetima:

xX+3+y-3=—x+2+y-1

x+y=—-x+y+1
2x =1

1
2

X =



POGLAVLIJE 1. POVIJEST I PRIMJENE 11

X1y
1/2 13
1/2 | 4
1/2 15
6 4
5 4
41
Franklin
L]
2 4
Roosevelt
11 °
. ]
9 8 7 6 5 4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6
° 1
Jefferson
2]
_3 4
_4 4

Slika 1.6: Drugi problem - prva i druga granica

5.-9. slucaj: nemaju rjeSenja. Da bismo se uvjerili u to, pogledajmo Sliku [1.6f Gle-
dajuci prvi 1 Cetvrti kvadrant vidimo da svi ucenici koji Zive u vanjskom dijelu su blize
Rooseveltu, a gledajuci drugi i treci kvadrant primjecujemo da svi ucenici iz tog podrucja
Zive blize Franklinu.

Treéi dio
Preostalo nam je naci granicu izmedu Roosevelta i Jeffersona, tj. trazimo sve tocke

T(x,y) za koje vrijedi:
d(Jefferson, T') = d(Roosevelt, T'),

t.
dl(=6 — 1), (x,y)] = d[(2,1), (x,y)]
x+6l+[y+1=[x—-2[+|y—1]
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Tablica 1.3: Tablica slucaja za treci dio

| y<-1 -1<y<1l y>1

—6<x<2| l.slucaj 2.slucaj 3. slucaj
x>2 4.slu¢aj  5.slucaj 6. slucaj
x< -6 7.slucaj  8.slucaj 9. slucaj

Imamo devet slucaja, prema Tablici [1.3]
Krenimo na njihovo rjeSavanje:

I.sluCaj: -6 <x<2iy< -1

Pod ovim uvjetima rjeSavamo jednadzbu
lx+6l+[y+1=|x=2[+]y—1]

xX+6-y—-1=—x+2-y+1
X—y+S5=—-x-y+3

2x = -2
x=-1
Tablica izgleda ovako:
X1y
-1|-2
-1]-3
-1 | -4

2.sluCaj: -6 <x<21i-1<y<1
Pa imamo:
X+6+y+1=—-x+2-y+1

X+y+7=—-x-y+3
2y =-2x—-4
y=—-x-2
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X1y
-1] -1
=210
=311

3.sluCaj: =6 <x<2iy>1

Imamo:
xX+6+y+1=-x+2+y-1

xX+y+T7=-x+y+1

2x = -6
x=-3
X |y
312
-313
-3 14

4.-9. slucaj: nemaju rjeSenja. Pogledajmo Sliku Svi ucenici iz prvog i Cetvrtog
kvadranta koji Zive u vanjskom podrucju nove linije blize su Rooseveltu, a iz drugog 1
treceg su blize Jeffersonu.

Cetvrti dio

Sada ¢emo izvesti zakljucak na temelju rezultata u prethodna tri dijela. Prvo moramo
pronaci u kojoj se tocki sijeku sve tri granice. To je tocka (=3/2,—1/2). Ona dijeli svaku
granicu na dva dijela. Promatrat ¢emo koji nam je dio koje granice potreban. Oznacimo
dijelove kao na Slici [1.§]

Pogledamo li dio £k moZemo primijetiti kako je upravo taj dio prve granice dobar, jer ne
postoji ni jedna druga granica koja bi odvajala Skole Franklin 1 Jefferson. Nadalje vidimo
kako granica [ odvaja Skole Franklin 1 Roosevelt, no takoder mozemo primijetiti kako je taj
dio nepotreban, jer se nalazi blize Franklinu no Rooseveltu. Stoga moZemo obrisati i taj dio
granice. Sada, s obzirom da smo maknuli /, moramo ostaviti dio m kako bi postojalo nesto
Sto Ce odvajati te dvije Skole. Dio granice oznaCen sa n moZemo obrisati. Zato Sto je to dio
koji odvaja Jefferson 1 Franklin, a Roosevelt se nalazi bliZze granici od njih. Dio granice koji
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Franklin

.Roosevelt

Jefferson

Slika 1.7: Drugi problem - uklju¢ena treca granica

Franklin

.Roosevelt

B -7 6 5 4 \(3 2 A o 1 2 3 4 5

. -1
Jefferson

Slika 1.8: Drugi problem - sve granice s oznakama

odvaja Franklin i Roosevelt p nalazi se blize Jeffersonu, stoga moZemo maknuti i taj dio.
Jos je jedino ostao dio granice o, a njega moramo ostaviti kako bismo imali granicu izmedu
Jeffersona i Roosevelta s obzirom da smo maknuli p. Sada imamo konacno rjeSenje ovog
problema (vidi Sliku [I.9).
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Franklin
.

.Roosevelt

Jefferson

Slika 1.9: Drugi problem - konacne granice

Treci problem

Telefonski operater Zeli postaviti telefonske govornice tako da svatko tko Zivi unutar dva-
naest blokova od centra grada se nalazi unutar Cetiri bloka od telefonske govornice, na
nacin da postave najmanji moguci broj telefonskih govornica.

Ocito je da stanovnici grada nece prolaziti kroz tuda dvorista ili preskakati zgrade kako
bi dosli do telefonske govornice. Moraju se drzati ulica pa je logiCan izbor za rjeSavanje
ovog problema upravo taxicab geometrija.

Podijelit éemo 1 ovaj problem na viSe manjih dijelova.

Prvi dio:

Zelimo nacrtati granicu koja ée odjeljivati 12 blokova od centra grada od ostatka grada.
Stoga moramo pronaci sve tocke T'(x, y) koje su od centra grada udaljene za 12, tj.

d[(0,0), (x, )] = 12,

lx—0/+y—-0]=12

Da bismo rijesili ovu jednadZbu moramo gledati sljedeca Cetiri slucaja:

Tablica 1.4: Tablica slu€aja za tre¢i problem

-12=x<0 12=x>0

-12=y<0 3. slucaj 2. slucaj
12=y>0 4. slucaj 1. slucaj
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l.sluCaj12=x>0112=y>0
Pod tim uvjetima rjeSavamo gornju jednadzZbu:

lx =0l +[y—-0l=12
x—0+y-0=12
y=-x+12
2.sluCaj 12 =x>01-12=y <0
S ovim uvjetima dobivamo:
x—0-y+0=12

y=x—-12
3.5lua) -12=x<01-12=y<0
Sada imamo:
—x+0-y+0=12
y=-x—-12
4.slucaj -12=x<0112=y>0
Pa imamo:

-x+0+y-0=12
y=x+12

Rjesavajuéi ova Cetiri slucaja dobili smo 4 pravca, koja kad ucrtamo u koordinatni
sustav Cine graf kruZnice radijusa 12 u taxicab geometriji (vidi Sliku [I.I0). Svaki od tih
pravaca lezi u jednom kvadrantu. Time smo dobili geometrijsko mjesto tocaka u taxicab
geometriji udaljeno od srediSta za 12, dakle kruZnicu radijusa 12 Sto je upravo ono $to smo
trazili.

Drugi dio:

U ovom dijelu moramo pronaci jednadzbu pravca od kojeg ¢e svatko tko Zivi na granici
u prvom kvadrantu biti udaljen za 4 bloka. Dakle, trazimo skup tocaka T'(x,y;) za koje
vrijedi:
d[(x’ —-X + 12)’ (xl,)’l)] = 4
x—xil+(=x+12) —yi| = 4

Sada gledamo samo onaj slucaj koji odgovara uvjetima iz slu¢aja u kojem smo dobili za
dio granice taj pravac. Pa vrijedi: x; = xiy; =y, odnosno: x—x; = x—x; i (—x+12)—-y; =
—-x + 12 —y;. Imamo:

X=x1—x+12-y, =4
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Slika 1.10: Treéi problem

—X1 +8 =Y.

Ovu liniju ¢emo nazvati /.
Time smo dobili mjesta na koja mozemo smjestiti telefonske govornice tako da budu opti-
malno udaljene od vanjske granice u prvom kvadrantu. Dalje moramo pronaci granicu od
koje svi mogu koristiti telefonsku govornicu ispod linije /. Stoga moramo rijesiti sljedecu
jednadzbu:
d[(xy,x1 = 8),(x2,y2)] = 4
o = xi| +y2 = (x; = 8)| = 4

Ponovo gledamo iste uvjete kao i ranije pa imamo:
X+ X1 —Y2— X +8=4

—Xz—y2+8:4
y2=-—x+4

Ovu liniju nazovimo m.
Pogledajmo Sliku [[.T1] Svi koji Zive na podebljanim linijama nalaze se to¢no 4 bloka
od telefonskih govornica smjeStenih na iscrtkanoj liniji.
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Slika 1.11: Treéi problem a)

Kao i ranije, sada moramo pronaci liniju ispod zadnje granice, tj. m, koja ¢e biti uda-
ljena za 4 bloka od m. RjeSavamo jednadzbu:

d[(.XZ, —Xp + 4)’ (X3, y3)] =4
S istim uvjetima kao i prije, sada imamo:
—X3+ X — Y3 +(-x,+4)=4

y3 = —Xs.

Nazovimo ovu liniju n.
Dalje moramo traziti donju granicu od n na kojoj Zive ljudi udaljeni 4 bloka od n. RijeSit
¢emo donju jednadzbu s istim uvjetima kao i ranije:

d[(X3, _x3)a (X4, y4)] =4
—X4+ X3 —ya+(-x3) =4
ya=—x4— 4.

Ovu ¢emo liniju nazvati o.

Kad nadopunimo prethodni graf novim granicama imamo situaciju kao na Slici (1.12
Ponovimo postupak jo§ jednom. TraZimo liniju ispod o koja je od nje udaljena za 4

bloka koriste¢i ovu jednadzbu:

d[(xs, —x4 — 4), (xs5,y5)] = 4
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Slika 1.12: Treéi problem b)

S uvjetima kao i ranije imamo:
—X5+X4—y5_X4_4:4

ys = —x5 — 8.
Te ¢emo ovu liniju nazvati p i sada jo§ moramo pronaci liniju ¢ ispod nje:
d[(XS, —X5 — 8)9 (.X6, )’6)] =4
—Xo+Xs—Yo—Xs—8=4
Yo = —X¢ — 12.

Primjecujemo da je linija ¢ zapravo vanjska granica u treCem kvadrantu. Sada konacno
imamo Sliku

Time smo pronasli linije na koje moZemo smjestiti sve telefonske govornice. No ne
znamo gdje to¢no na tim linijama stoga kre¢emo na iduci dio.

Treéi dio:
Sada moramo ponoviti isti postupak kao u prethodnom dijelu pocevsi od drugog kva-
dranta. Tamo nam je jednadZba vanjske granice: y = x + 12, pa rjeSavamo sljedecu jed-

nadzbu:
d[(x79 X7 + 12)3 (XS’ )’8)] = 4
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Slika 1.13: Treéi problem c)

Kod rjesavanja svih slucajeva u ovom dijelu koristimo ove uvjete: x, > X1 1V, < Vui1,
zbog toga Sto ¢e na svakoj novoj liniji svi x biti ve¢i od x na prethodnoj liniji, a sve vrijed-
nosti y na novoj liniji biti ¢e manje od vrijednosti na prethodnoj liniji. Stoga imamo:

Xg— X7 +yg+ X7+ 12=4
yg = Xg + 8
te nazovimo tu liniju r. Donja linija s imati ¢e sljedecu jednadzbu:
d[(XS,-XS + 8)’ (x9,)’9)] =4
X9—X8—y9+)€g+8:4
Y9 = X9 + 4.

Sada imamo novi graf (Slika |1.14)).
Trazimo dalje donje granice na isti nacin:

d[(x9, X9 +4), (x10,¥10)] = 4

Xlo—X9—y10+X9+4:4

Y10 = X10



POGLAVLIJE 1. POVIJEST I PRIMJENE 21

Slika 1.14: Treéi problem d)

¢ime smo dobili ¢, a sada trazimo u:

d[(x10, X10), (x11, X11)] = 4
X1 — X0 — Yy +xi0 =4
yin =X — 4.

Kada ucrtamo i te dvije linije u graf imamo situaciju kao na Slici
A sada ¢emo ponoviti postupak jo§ jednom. Liniju v éemo pronaci koristeci ovu jed-
nadzbu:
dl(x11, x11 = 4), (x12, y12)] = 4

Xp—Xxn—-ynpt+txy—-4=4
yi2 = X1 — 8
1joS liniju w:
d[(x12, x12 = 4), (x13, y13)] = 4
X3—Xp-—ys+xp—-8=4

yiz = x13 — 12.
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Slika 1.15: Treéi problem e)

Linija w je zapravo vanjska granica u Cetvrtom kvadrantu. Konacni graf imamo na Slici

[L.16l

Cetvrti dio:

U ovom dijelu ¢emo interpretirati dobiveni graf. Dobivene linije predstavljaju opti-
malna mjesta za postavljanje telefonskih govornica. Primijetimo da se te linije sijeku di-
jeleci tako Citavo podrucje na 9 manjih podrucja. Svako od tih manjih podrucja sadrzi
sjeciSte. Upravo u tim sjeciStima trebaju biti postavljene telefonske govornice tako da
svatko tko Zivi unutar 12 blokova od centra grada, Zivi i unutar 4 bloka od telefonske go-
vornice.

Dakle, moZemo primijetiti kako nam je taxicab geometrija zbilja koristila u modelu ur-
bane geografije, jer je za ljude u njoj upravo taxicab udaljenost ,,prava” udaljenost. Taxicab
geometrija ima mnoge primjene te ju je lako istraziti.
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Slika 1.16: Treci problem f)
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Poglavlje 2
Definicije

Metricki prostor je matematicka struktura koja se sastoji od skupa tocaka i pravila (ili
funkcije d) za mjerenje udaljenosti izmedu bilo koje dvije tocke tog skupa. Funkcija d :
X x X — R ima svojstva:

1. Udaljenost izmedu bilo koje dvije tocke je nenegativna, tj. d(A, B) > 0, VA, B € X.
Ako je d(A,B) =0,ondaje A = B, gdjesu A, B € X.

2. Udaljenost od tocke A do B jednaka je udaljenosti tocke Bdo A, tj. d(A, B) = d(B, A),
YA, B e X.

3. d(A,B)+d(B,C) > d(A,C),YA,B,C € X.

Dvodimenzionalni euklidski prostor E, mozemo definirati kao skup svih uredenih pa-
rova realnih brojeva, tj. skup R2, pri ¢emu udaljenost definiramo za bilo koje dvije tocke
A(ay,ay), B(by, by) € E, prema Pitagorinom teoremu:

dp(A,B) = V(a) — b))? + (az — by).

Dvodimenzionalni taxicab prostor 7, sadrZi iste tocke kao i euklidski prostor. Udaljenost
u taxicab prostoru je definirana za bilo koji par to¢aka A, B € R? kao:

dr(A,B) = |a; — bi| + |ay — b,

Primjer. Neka je A(2,2) 1 B(4,5). Tada A i B moZemo prikazati u koordinatnom sus-
tavu (vidi Sliku [2.I). Provjerimo sada jesu li zadovoljena svojstva funkcije za mjerenje
udaljenosti u taxicab geometriji:

1. dA,B)=2-4|+2-5|=|-2|+|-3|=2+3=52>20

24
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B=(4,5)

________________\‘
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Slika 2.1: To¢ke A i B u koordinatnom sustavu

2. d(B,A)=14-2|+|5-2|=2+3=5=d(A,B)

3. Neka je C(5,3). Tada: d(A,B) +d(B,C) =5+ (4-5/+15-3)=5+3=82>
2-5|+2-3=3+1=4=4d(A,C)

MozZe se pokazati da su svojstva zadovoljena za bilo koje tocke.
Dokaz. Neka su A, B € R?.

1. d(A, B) > 0, jer je zbroj apsolutnih vrijednosti za koji vrijedi |a; —b;| > 0, |a,—b,| > 0
d(A,B):O@ |Cl] _bll :Oilaz—bgl :O,tj.a1 :bl,az :b2 < A=B.

2. Simetri¢nost ocito vrijedi, jer vrijedi | — x| = |x], x € R.

3. Tvrdimo |a; — by| + |ax — ba| + |b1 — c1| + |ba — ¢2| = |a; — ¢1| + |az — ¢2]. Za apsolutnu
vrijednost opCenito vrijedi nejednakost trokuta, tj. |x +y| < |x|+|y| pa slijedi |a — c| =
la—b+b—-c|<|a—-bl+|b-c|

O

U ovom je primjeru euklidska udaljenost tih dviju to¢aka V13, dok je taxicab udaljenost
5. Primijetimo sljedece, ako su A 1 B uglovi ulica u ,,idealnom” gradu tada postoji vise
razlicitih puteva kojima moZemo doci od A do B. Primjer dva takva razliita puta imamo
na Slici [2.2] Ukoliko moramo ostati na ulicama grada i ne moZemo se kretati dijagonalno
kroz blokove, najkrac¢i put od A do B je svakih 5 blokova.
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Slika 2.2: Dva razlicita puta od tocke A do B

Jedan primjer na kojem mozemo vidjeti efekt takve definicije udaljenosti je kroz promatra-
nje razli€itih, a slicnih geometrijskih likova, kao Sto su krugovi, elipse, hiperbole i parabole.

2.1 Krug i KkruZnica

U analiti¢koj geometriji definiramo kruZnicu kao skup to¢aka u R? koje su jednako udaljene
od jedne Cvrste tocke. Ako definiramo udaljenost kao u euklidskoj geometriji kruZnice su
,okrugle”. No, mogli bismo se iznenaditi izgledom kruZnice i kruga u taxicab geometriji.
Pogledajmo razmjestaj cjelobrojnih tocaka t-kruznice s centrom u A(4, 3), radijusa 3 na
Slici 2.3

Analiticki, t-krug s centrom C = (h, k) i radijusom r je skup sljedecih toCaka:

(P =(pi.p2) €R?:|pi —hl +Ips =kl < 1},
a t-kruznica s centrom C = (h, k) 1 radijusom r je skup tocaka:
{P=(p1,p) €R*:|pi —hl+|pr—kl = r}

Ovime je t-kruZnica opisana kao unija 4 duzine sa krajnjim tockama u (h,k = r) i (h = r, k).
Svaka od ovih duZina ima nagib +1. Citavu t-kruZnicu imamo na Slici Definiramo
li konstantu 77 kao omjer opsega i promjera kruznice, zanimljivo je da tada 7 iznosi
4. Dakle, broj 4 u taxicab geometriji je analogon konstante nr. Takoder je zanimljivo da
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Slika 2.3: Cjelobrojne tocke t-kruZnice s centrom A(4,3) radijusa 3

o 1 2 3 4 5 6 7 8

Slika 2.4: T-kruZnica s centrom A(4,3) radijusa 3

za razliku od euklidske geometrije, gdje se dvije razlicite kruZnice sijeku u najvise dvije
tocke, u taxicab geometriji se dvije kruZnice mogu sijeci u dvije tocke ili duz jedne ili dvije

duzine (vidi Slike 2.3] [2.6]i [2.7).

2.2 Elipsa

Definicija 2.2.1. Neka su A i B dvije ¢vrste tocke u R?, tada definiramo elipsu kao:

(PeR?:d(P,A) +d(P,B) = const).
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Slika 2.5: T-kruznice s radijusima 4 i 2 - sijeku se u dvije tocke

Pritom tocke A i B zovemo fokusi (Zarista) elipse.

Sad veé¢ moZemo pretpostaviti kako Ce se izgled elipse u taxicab geometriji razlikovati od
izgleda u euklidskoj geometriji. U euklidskoj geometriji konstruiramo elipsu vrtlarskom
konstrukcijom, te ¢emo ovdje izvesti njezin taxicab analogon. Krauss je predlozio sljedecu
metodu crtanja t-elipse.

Neka su dane toc¢ke A(1, 3) i B(5, 3) te neka je zadano ¢ = 6. Treba nacrtati t-elipsu.

Slika 2.6: T-kruznice s radijusima 5 i 1 - sijeku se po jednoj duzini



POGLAVLIJE 2. DEFINICIVE 29

Slika 2.7: T-kruznice s radijusima 5 i 1 - sijeku se po dvije duzine

RjeSenje. Krecemo s crtanjem dviju kruznica radijusa 4 i 2 (jer je 6 = 4 + 2), vidi Sliku
Sva sjecista tih dviju kruZnica biti ¢e udaljena od A za 4, a od B za 2, stoga se ona
nalaze na traZenoj elipsi. Dalje nastavljamo isti postupak s kruZnicama razli¢itih radijusa
Ciji Ce zbroj biti jednak 6. Tako dobivamo ostale tocke elipse. Pogledajmo sada Sto Ce se
desiti uzmemo li za vrijednosti radijusa 5 i 1 (Slika [2.7). Ove dvije kruZnice sijeku se u
dvije strane manje kruznice. Eksperimentirajuci s kruznicama razlicitih radijusa na koncu
dobivamo traZenu elipsu (Slika [2.§).

>
w

Slika 2.8: T-elipsa
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U ovom smo primjeru dobili da je elipsa u taxicab geometriji zapravo Sesterokut. No to ne
znaci da su sve t-elipse Sesterokuti. Pogledamo li npr. elipsu sa fokusima u A(1,3)1 B3, 1)
te kojoj je ¢ = 6 primjecujemo da je ona oblika osmerokuta (vidi Sliku [2.9).

Slika 2.9: T-elipsa (oblik osmerokuta)

MozZemo primijetiti i sljedecu sli¢nost s euklidskom geometrijom. U euklidskoj geometriji
vrijedi Sto su fokusi elipse blize, to je elipsa sve sli¢nija kruznici. Primijetimo da u koor-
dinarnom sustavu bilo koje dvije tocke su ili suprotni vrhovi pravokutnika Cije su strane
paralelne sa osima ili leZe na pravcu paralelnom s jednom od osi (vidi Slike [2.8]i [2.9).
Dakle, Sto se viSe A i B pribliZavaju, to se viSe smanjuje taj pravokutnik, sve dok kona¢no A
1 B ne postanu jedna tocka. Tada su i visina i Sirina tog pravokutnika jednake 0. Pogledamo
li ponovo Slike [2.8]i [2.9)moZemo primijetiti odnos izmedu vertikalne i horizontalne strane
t-elipse te malog pravokutnika odredenog fokusima. Sto su fokusi bliZe, to je pravokutnik
manji te se horizontalna i vertikalna strana t-elipse smanjuju, sve dok oba fokusa ne padnu
u istu to¢ku ¢ime t-elipsa postaje savrSena t-kruZnica.

2.3 Hiperbola

Definicija 2.3.1. Neka su A i B dvije ¢vrste tocke u R?, tada definiramo hiperbolu kao:
{P€R?: |d(P,A) — d(P, B)| = const}.
Pritom tocke A i B zovemo fokusi (Zarista) hiperbole.

S obzirom da je konstanta jednaka apsolutnoj vrijednosti razlike dviju udaljenosti, najma-
nja moguca vrijednost te konstante je 0, stoga vrijedi:

{PeR?:|d(P,A)—d(P,B)| =0} ={P eR?:d(P,A) = d(P, B)).
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Ovaj skup nam u E, obi¢no predstavlja simetralu duZine AB, no u T, simetrala ne mora
biti ravna linija.

Da bismo nacrtali t-hiperbolu koristit éemo metodu slicnu onoj za crtanje t-elipse. Moramo
pronaci sjeciSta parova t-kruznica ¢ija su srediSta u A i B, aradijusi r, i g, redom, te vrijedi
|r4 — rg| = const.

&

Slika 2.10: T-hiperbola je prazan skup

Sto ¢e se dogoditi ako je const > d(A, B)? U tom sluGaju t-kruZnice se nece sijeéi (vidi
Sliku te ¢e t-hiperbola za bilo koji ¢ > d(A, B) biti prazan skup (to vrijedi bilo za dg
ili d7). To znaci da je konstanta ogranic¢ena ovako: 0 < const < d(A, B).

Dok oblik t-elipse ovisi samo o veli¢ini pravokutnika odredenog fokusima, oblik t-hiperbo-
le ovisi i o veli€ini konstante koja je u relaciji s duljinama stranica pravokutnika. Tj.
definiramo li k = |a; — by| — |ay — b,|, tada oblik t-hiperbole djelomi¢no ovisi o tome je
li ¢ manji, jednak ili ve¢i od k (vidi Sliku [2.1T).

Sto ako je ¢ jednak k ili d7(A, B)? Svaki par t-kruZnica sa srediStima u A i B, redom, &iji
se radijusi razlikuju ili za k ili za dr(A, B) sijeku se, ne u jednoj ili dvjema tockama, vec
u segmentu. U oba slucaja t-hiperbola nije dio pravca i zatamnjeni dijelovi su dijelovi t-
hiperbole (vidi Sliku ¢, e). Nadalje, A 1 B mogu biti odabrani tako da je k = 0. Tada
simetrala od AB nije pravac.
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Slika 2.11: Oblici t-hiperbole
2.4 Parabola

Definicija 2.4.1. Neka je dana tocka F, fokus (Zariste), i pravac D kojeg zovemo direktrisa
(ravnalica). Tada definiramo parabolu kao

(PeR?:d(P,F)=d(P,D)).
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Ova definicija namece pitanje kako ¢emo mjeriti udaljenost tocke od pravca. Poznato je da
u E, spustamo okomicu iz te tocke na pravac. No u 7, ta okomica ne mora biti ravna linija,
stoga ne moZzemo tako traZiti rjeSenje. Zelimo definirati udaljenost od tocke P do pravca
D kao najkraéi od svih mogudéih puteva od P do D ili kao udaljenost od P do tocke na D
koja je najblize P. Postoji i dobar i sistemati¢an nacin za ovo? Koja je od tocaka A, B, C
najbliza P (Slika [2.12)? Postoji li neka tocka bliza od navedenih?

Slika 2.12: Parabola

Zakljucak:
Ovo poglavlje stavlja pred nas dva pitanja:

1. Kako mjeriti udaljenost od tocke do pravcau 7,7

2. Kako izgledaju parabole u 7,?

Pokusat ¢emo dati odgovor na ta dva pitanja. Zato ¢emo iskazati i dokazati sljedeca dva
teorema.

Teorem 2.4.2. Najkraca udaljenost od tocke (xy,y1) do pravca Ax + By + C = 0 u taxicab
geometriji je horizontalna udaljenost od tocke do pravca ako 1 < —A/B < o ili —co <
—-A/B < -1, a vertikalna udaljenost od tocke do pravca ako 0 < —A/B < 1ili -1 <
—A/B < 0. Ako je | — A/B| = 1 tada je svejedno uzmemo li vertikalnu ili horizontalnu
udaljenost. Nagib linije je —A/B.

Dokaz. 1. SLUCAJ:

l1<-A/B<>ili0<-A/B<1

Slika [2.13|ukazuje dazal;, 1 < —A/B < oo, I, ima svojstvo 0 < —A/B < 1. Promotrimo
I,. Zelimo pokazati daje k + g < g + kili g < ¢. Vrijedi da je @ < 45°, stoga je g < ¢.
Promotrimo li /;, analogno pokazujemo da je e + ¢ < e + b.
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Yo + Zo
1ta '

Slika 2.13: Parabola 1

2. SLUCAL:

—o0o<-A/B<-1ili-1<-A/B<0

Slika [2.14]ukazuje da za [;, —co < —A/B < —1, I, ima svojstvo —1 < —A/B < 0. Ovaj dio
dokaza je analogan 1. slucaju. m|

Krecemo na rjeSavanje drugog problema. Parabolu definiramo kao skup toCaka koje su
jednako udaljene od dane tocke (x;,y;) koju zovemo fokus i danog pravca y = ax + b
koji zovemo direktrisa. S obzirom da je t-udaljenost nepromjenjiva ako je translatiramo,
moZemo pretpostaviti da direktrisa prolazi kroz kroz ishodiste, tj. b = 0.

Tada imamo 4 slucaja:

1.) Yo > axo, lal <1
ii.) yo < axo, lal <1
iii.) yo > axo, la| > 1
v.) yo < axo, la| > 1

Primijetimo sada da ne trebamo rijeSiti sva 4 slucaja. Dovoljno je rijeSiti prvi slucaj, a
zatim ostale rjeSavamo kao prvi s odredenim transformacijama. Problem stavljamo u novi
uv - koordinatni sustav, koristimo rjeSenje prvog slucaja te se na kraju vraCamo u stari
koordinatni sustav. Potrebne transformacije po slucajevima su:
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o+ Yo y=x
(—5—w)

(Xg:¥p) 9
[ ]
Yo — Xo
y=p+ =
_ Lot Y% ( l’o+y0)
92 Lo, 2

Slika 2.14: Parabola 2

slucaj (ii) u=x, v=-y
slucaj (iii) U=y, v=-x
slucaj (iv) u=-y, v=-x

Teorem 2.4.3. Parabola u taxicab geometriji s fokusom (xy,yo) i direktrisom y = ax, pri
Cemu yo > axo i la|l < 1, opisana je na Slici [2.13)

Dokaz. Primijetimo da je na Slici [2.13] a > 0, no rjeSenje ne ovisi o tome. Takoder pri-
mijetimo da je t-udaljenost izmedu tocke (x,y) i pravca jednaka |y — ax|, jer je |a| < 1.
Odnosno, ta udaljenost je paralelna sa y-osi.

Ocito je da parabola mora biti s iste strane pravca s koje se nalazi tocka. S obzirom da je
Yo > axy, parabola se nalazi iznad pravca y = ax.

Medutim, t-parabola ne moZe biti opisana jednom jednadZbom kao Sto je slucaj u euklid-
skoj geometriji. Zbog toga, izvod je proveden za razliite dijelove ravnine, iznad pravca
y = ax.

1. x = xp, axp <y < Yo

Jasno je da toc¢ka parabole za x = X, mora lezati na pola puta izmedu direktrise y = ax 1
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fokusa (xo, yo) vertikalno. Neka je d, = d[(x,y), (x0,y0)], ad; = d[(x,y),y = ax]. Tada:

d, = lyo =yl + x| — x
= |yo — yI + |x0 — X (2.1
=Yo—)Y,
jerjeyo > y;i
dy =y —ax| =y —axol =y — axo,
jerjey > ax.

2.x>xpiax <y <y
Sada imamo:

dy=yo—yl+Ixo—xl=yo—y+x—x0

d=y—-ax
Tada
dp:dl
akko
Yo—Yy+X—Xg=y—ax
akko
1+a Yo — Xo
= - X .
YT 2

Ova jednadzba vrijedi za pravac s pozitivnim nagibom. Dio je parabole tako dugo dok je
manji ili jednak y,. Pronaci ¢emo sada najveci x za koji ovo vrijedi:

1+a +y0—)€0
= - X
) 2
:)’0+xo
l+a
0+
3.x>”1’Ta°
Imamo:
d, = |yo =yl + [x — xol
y0+xo) ()Jo+xo ) (2.2)
= —_ + - + —
o =1 (x 1+a 1+a o

yo+xo) ( Yo + Xo
a—alx-—

+(y —yp).
1+a 1+a) & =yo)
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Jer (y‘l):f , yo) je na paraboli,

Yo t Xo
1+a

Yo + xo)
a.

—x():yo—( l+a

Takoder y — yo < [y — y| i

( }’0+X0) Yo + Xo
—alx - <x-
1+a 1+a

jerlal < 1ix— %> 0. Stoga, ovdje imamo: d; < d,,.

Dakle, nijedna tocka odavde ne pripada t-paraboli.
4 x<xplax<y<y
Sada imamo:

dp=lyo—yl+Ixo—x

(2.3)

=Yo—Yt+tXxo—X
i

d =y-ax.
Tada

d, =d,
akko
Yo—y+Xo—x=y—ax

akko

_[a-1 Yo + Xo
[

Ovaj pravac ima negativni nagib 1 dio je parabole tako dugo dok je manji ili jednak yj.
Zelimo pronaéi najmaniji x za koji ovo vrijedi, te iz

-1 +
y:(a )x+u

2 2
dobivamo
¥ = Yo — Xo
a—1
Vo—X
5.x < %

U ovom slu¢aju imamo:

d, = lyo =yl +|xo — x|

=Yo— Y+ Xo—X (2.4)

Yo—Xo Yo — Xo
= [yo =yl + x0 - + -x
a—1 a—1
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- X - X
d1=yo—(yo O)a+a(y0 O—x)+y—y0
a-1 a-1
Jer se (%, yo) nalazi na paraboli, vrijedi
Yo — Xo ()’0 - xo)
— X0 =Yo —
a-1 a-1

Takoder y — yo < [yo — y| 1

()’O—Xo ) Yo — Xo
al/—— - x| < -X
a-1 a—1

jerlal < 1i==2 —x>0.

Stoga, ovdje imamo: d; < d,, te nijedna toCka odavde ne pripada t-paraboli.

Yo=%o .
6. FSXSX01y>yO

Ovdje imamo:
dp = |y_y0| + |x — xo

(2.5)
=Y—Yo+X—Xo
i
d =y-—ax.
Tada
dp = dl
akko
y=—Yo+Xo—X=y—ax
akko
y= Yo — Xo
a-1"
Tocke na paraboli u ovom dijelu ¢ine polupravac x = 2= za y > yo.
T.xp<x<Hiy>y,
Sada imamo:
d, =yo—yl+|xo—x
p = o =¥l +1x0 2.6)

=Y=YotX—=Xo

d =y—-ax.
Tada
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akko
Yy=—Yo+X—Xg=y—ax

akko

Yo + Xo

X = .
1+a

Tocke na paraboli u ovom dijelu ¢ine polupravac
X = y‘l’% zay > yp.

Specijalni slucaj a = 1

T-parabola izgleda drukcije kad je za direktrisu y = ax, |a| = 1. Opis ponovo ovisi o tome
je i yo > axoili yo < axy. Ti sluCajevi su granicni slu€ajevi prethodno opisanih slucaja.
Slika |2.14|ilustrira slu¢aj u kojem je yo > axpia > 0. O




Poglavlje 3

T-udaljenosti

Nacin odredivanja udaljenosti od to¢ke do pravca ve¢ smo sreli u prethodnom poglavlju.
U ovom poglavlju, sistematizirat ¢emo receno 1 prouciti t-analogon simetrale duZine.

3.1 Udaljenost tocke od pravca

Slika 3.1: Euklidska udaljenost od to¢ke A do B - sijece u jednoj tocki

Kada u euklidskoj geometriji trazimo udaljenost tocke od pravca radimo to kroz nekoliko
koraka. Prvo spustimo okomicu iz zadane tocke na zadani pravac, zatim traZimo sjeciste tih
dvaju pravaca te na kraju mjerimo udaljenost od zadane tocke do tocke sjecista (Slika [3.1).
No, postoji i drugi nacin na koji mozemo saznati kolika je ta udaljenost, a to je da trazimo
kruZnicu kojoj je centar zadana tocka, a Cija je tangenta zadani pravac (,,Sirenje kruznica”).
Tada je udaljenost toke od pravca jednaka radijusu te kruznice (Slika [3.2). Ovaj nacin
je pogodan za nalaZenje udaljenosti i u taxicab geometriji. Dakle, trazimo kruZnicu oko
zadane tocke koja dira zadani pravac. Pogledajmo Sliku a). Primjecujemo da je
udaljenost tocke od pravca okomita udaljenost od tocke do pravca. No takoder mozemo
primijetiti kako je nagib zadanog pravca ,plitak”™, tj. apsolutna vrijednost mu je manja od

40
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1 pa se namece pitanje Sto kad je nagib pravca veci, odnosno ,,strm” kao na Slici b).
Apsolutna vrijednost tog pravca veca je od 1 te je trazena udaljenost zapravo horizontalna
udaljenost od toc¢ke do pravca. Sada mozemo zakljuciti da poloZaj pravca utjece na to kako
¢emo racunati udaljenost zadane tocke od tog pravca.

Slika 3.2: Udaljenost od tocke A do B - ,Sirenje kruznica”

Slika 3.3: Vizualizacija t-udaljenosti ,,Sirenjem kruznica”. Tri slucaja za a) plitak, b) strm,
c¢) dijagonalni pravac

Sada joS preostaje vidjeti Sto se dogada kada je nagib pravca jednak 1 (ili —1). To nam po-
kazuje Slika ¢). S obzirom da kruZnica ne dira pravac, ve¢ se jedan dio kruZnice prek-
lapa s pravcem, postoji beskonacno putova koji predstavljaju udaljenost to¢ke od pravca u
tom slucaju.

Zaklju€ujemo, udaljenost to¢ke od pravca raunamo ovako:
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e Ako je pravac ,,plitak”, tj. apsolutna vrijednost nagiba tog pravca manja je od 1, tada
mjerimo udaljenost duZ vertikalnog puta.

e Ako je pravac ,,strm”, tj. apsolutna vrijednost nagiba tog pravca veca je od 1, tada
mjerimo udaljenost duz horizontalnog puta.

e Ako je apsolutna vrijednost nagiba pravca jednaka 1, tada mjerimo udaljenost bilo
duz vertikalnog ili horizontalnog puta.

MozZemo primijetiti da to slijedi i iz Teorema 2.4.2.

3.2 Skup polovisnih tocaka dviju tocaka

Skup polovisnih to¢aka u euklidskoj geometriji zapravo je simetrala duZine koju Cine te
dvije tocke. Do te simetrale lako mozemo doci imitirajuéi tzv. Sirenje kruznica spome-
nuto u prethodnom odjeljku (vidi Sliku [3.4)). Koristimo li taj nacin u taxicab geometriji

Slika 3.4: Stvaranje skupa polovisnih tocaka u euklidskoj geometriji Sirenjem kruZnica

pojavljuju se Cetiri razliCita slucaja s obzirom na to kako se sijeku t-kruznice. Krenimo
redom:

1. slucaj baziramo na Slici Ovaj slucaj daje rezultat kao 1 euklidska geometrija. Kada
je duZina koja spaja tocke horizontalna ili vertikalna, tada t-kruZnice koje se Sire, dodiruju
se u to¢no jednoj tocki, a to je poloviste duzine AB. Kako se t-kruZnice nastavljaju Siriti,
dalje se sijeku u to¢no dvije tocke. Tako nastaje isti pravac kao i u euklidskoj geometriji,
tj. simetrala duZine AB.

2. slucaj: duZina AB nije ni horizontalna ni vertikalna (vidi Sliku . T-kruZnice se u

po&etku sijeku u duZini koja prolazi polovistem duZine AB. Kako se t-kruZnice nastavljaju
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Slika 3.6: Skup polovisnih toCaka u taxicab geometriji - 2. slucaj

Siriti, dalje se sijeku u to¢no dvije tocke. T-kruZnice dalje formiraju dvije zrake u suprotnim
smjerovima koje se udaljavaju od pocetnih tocaka.

Primijetimo sada kako su u ovom slucaju zapravo sadrzana dva slucaja. Zrake koje su
formirane sijeCenjem t-kruZnica koje se Sire, imaju razlicite orijentacije s obzirom na nagib
duZine AB. Na Slici prikazan je slucaj kada je nagib manji od 1, a na Slici -
(3. slucaj) je nagib veci od 1.

4. slu¢aj: sada jedino preostaje vidjeti $to kada je nagib duZine AB jednak 1 (vidi Sliku
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Slika 3.7: Skup polovisnih to¢aka u taxicab geometriji - 3. slucaj

3.8). T-kruZnice se i ovdje prvo sijeku u duzini, no kako se nastavlja Sirenje t-kruZnica tako
se one nastavljaju sije¢i u duZinama, a ne kao u prethodna dva slu€aja u tockama. Time
nastaje skup polovi$nih toc¢aka koji se sastoji od dva skupa tocaka povezanih dijagonalnom
linijom.

Dakle, samo kad je duZina koja spaja dvije zadane tocke horizontalna ili vertikalna, skup
polovis$nih toc¢aka ispada jednostavna linija (pravac) kao 1 u euklidskoj geometriji. U dru-
gim slucajima skup polovisnih tocaka je po dijelovima linija ili pak u najgorem slucaju
cak i nije linija ve¢ skup toCaka. No, kao i u euklidskoj geometriji, skup polovisnih tocaka
uvijek ukljucuje poloviste duZine koja spaja te dvije tocke.
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Slika 3.8: Skup polovisnih tocaka u taxicab geometriji - 4. slucaj
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Poglavlje 4
T-kut

Opcenito, mjeru kuta moZemo definirati kao duljinu pripadajuceg luka jedinicne
kruZnice sa srediStem u vrhu kuta. Koristimo li istu definiciju u taxicab geometriji, moZemo
primijetiti da ¢e se mjera kuta razlikovati od mjere kuta u euklidskoj geometriji, jer kako
smo ranije ustanovili, t-kruZnice se razlikuju od kruznica u euklidskoj geometriji.

Krenut ¢emo s definicijom jedinice za mjeru kuta.

Definicija 4.0.1. Jedan t-radijan je mjera kuta Ciji vrh je srediste jedinicne t-kruZnice i
kojim krakovi odreduju luk jedinicne t-duljine (taxicab duljina 1). T-mjera kuta je broj
t-radijana odredenih zadanim lukovima jedinicne t-kruznice (vidi Sliku . 1}).

-1

Slika 4.1: T-radijan

4.1 Prijelaz iz euklidske u taxicab mjeru kuta

Ukoliko se jedan krak kuta podudara s pozitivnim dijelom x-osi, kazemo da je kut u
standardnom polozaju (vidi Sliku @.1)). Oznacimo euklidsku (radijansku) mjeru tog kuta s

46
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0,.

Teorem 4.1.1. Siljasti euklidski kut 6, u standardnom poloZaju ima sljedeéu taxicab mjeru:
2 2sin, 6,

1+ tg, 6, " sin, 6, + cos, 6,

gdje e oznacava da se radi o euklidskoj velicini ili funkciji.

Dokaz. Drugi krak kuta je polupravac koji prolazi kroz ishodiSte s nagibom tg, 6,. Dakle,
taxicab mjera 6 euklidskog kuta jednaka je t-udaljenosti od (1,0) do sjecista pravaca y =
-x+1i1y=xtg,0,.

Za x-koordinatu sjeciSta dobivamo

1
X0

T 1+tg,6,
a y-koordinata je yo = —xo + 1. Sada mozemo izracunati udaljenost od (1,0) do sjecista
pravaca
2 2sin, 8,

0=1-xp+y0=2- = .
o™ Yo 1+tg,6, sin,6, + cos, b,

O

Ukoliko kut nije u standardnom poloZaju, oznaimo sa ¢, euklidsku mjeru dopunjenog
kuta do x-osi (tzv. referentni kut, vidi Sliku . Tada moZemo izvesti opcu formulu.

Slika 4.2: Kut 6 1 njegov referentni kut ¢,

Korolar 4.1.2. Neka je kut 6, koji nije u standardnom poloZaju, ¢, euklidska mjera refe-
rentnog kuta, te neka je 6 potpuno sadrZan u jednom kvadrantu, tada kut ima t-mjeru:

. 2 2
1 +tg, ¢ 1+1tg,(6,+ ) @.1)
2sin, 6, )

" (c0S.(0, + §.) + sin (0, + $))(cOs, P, + sin, §,)
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Da bismo dokazali ovaj korolar, prvo trebamo pronaci t-mjeru kutova (6, + ¢.) 1 ¢, u
standardnom poloZaju, a zatim izracunati razliku.

Ovaj korolar povlaci da Ce isti kut (u euklidskom smislu) u razli¢itim poloZajima imati
razlicite t-mjere. Taxicab kutovi jesu invarijantni translacijski, ali ne i rotacijski.

Taxicab mjeru ostalih kutova takoder moZemo pronaci, no u nekim slucajima ¢e biti kom-
pliciranija, jer kutovi koji leze u dva ili viSe kvadranata obuhvacaju krajeve jedinicne
kruznice.

Pravi kut

Pravi kut je kut Cija je mjera nr/2 radijana ili 90 stupnjeva. Ranije je spomenuto
kako isti kut u razliitim poloZajima ima razliite t-mjere, no za prave kutove to ne vrijedi.
Zaista, mjera pravog kuta ne ovisi o g,.

Teorem 4.1.3. Taxicab mjera za bilo koji euklidski pravi kut iznosi 2 t-radijana.

a
m/2-B)\| ST/2-a o

-1

Slika 4.3: Pravi kut u taxicab geometriji

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti, neka je 6, euklidski pravi kut koji obuhvaca y-os. Kao
na Slici podijelimo kut 6 na dva manja kuta, a, 1 S, s referentnim kutovima n/2 — a,
im/2 - B,. Vrijedi da je @, = n/2 — B, te cos(n/2 — a,) = sina, pa koristeéi prethodni
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korolar slijedi da je mjera pravog kuta:

O=a+p
3 2 sin, a,
~ (cos, m/2 + sin, w/2)(cos, (/2 — a,) + sin (/2 — a.))
N 2 sin, 3,
(cos, /2 + sin, w/2)(cos (/2 — B,) + sin. (/2 — B.))
2 sin, @, N 2 sin, S,

sin, @, + COS, @,  COS, @&, + Sin, @,

2 sin, a, N 2sin, (/2 — a,) 42)

sin, @, + COS, @,  COS, &, + Sin, @,
2sin, a, N 2 cos, @,

sin, @, + cOS, @,  COS, &, + Sin, @,
2(sin, a, + cos, a,)

sin, @, + COS, @,
=2

Napomena: Primijetimo da iz prethodnog teorema slijedi da je broj 4 analogon broja 7.

Duljina luka

Teorem 4.1.4. Duljina s luka dobivena presjekom t-kruznice radijusa r sa sredisnjim kutom

0 dana je formulom s = r6 (vidi Sliku H.4).
Dokaz. Polupravciy = kjxiy = kox tvore kut 6. U taxicab geometriji on ima mjeru:

2
1+tg, 6,

pri cemu tg, 6, odreduje smjer pravca y = kx koji odreduje 6. Dakle, k = tg.6,. Zanima nas
¢emu je k jednak u taxicab geometriji. Imamo:

2
—=2-0
1+tg,0,



POGLAVLIJE 4. T-KUT

odnosno

Dalje imamo za x;:

Izrazimo k; kao u (4.3}

Analogno za x;:

Izrazimo k, kao u [4.3}

Sada raCunamo:

1+tg 0, = 2

8% =79

tg 6, = 2 1

£ =59
_2-2+40
- 2-46
0
T 2-6

Xy =

kix=—-x+r

xtky+1)=r
r
X =
"+
r
X1 =
ﬁ+1
_r2-¢)
2

kax=—-x+r
xtko+1)=r

Xy =

k2-+ 1

@+6
2—p—0

o r2-p-0)
C2—¢p—-0+¢+6

_12-¢-0)

§ = |x = x1| + [y2 = yil

50

4.3)

4.4)

(4.5)
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lxy — x4

Primijetimo da je 22=2* koeficijent smjera pravca kojem pripadaju tocke S 1S5, a s obzirom

X2—=X1
da one leze na pravcu y = —x + r tada on iznosi —1 pa imamo:

s=lx-x|(1+]-1)
s =2|x — xq]
Sada uvr§tavamo izraze koje smo dobili u @.4]i za x; 1 x,, redom:
r
s=2-=2—-¢p—-0-(2-6)
2 7¥ (4.6)

s=r0

y=k2x

Slika 4.4: Duljina luka kao produkt mjere srediSnjeg kuta i radijusa kruznice

4.2 Dijeljenje kuta

U srednjoj Skoli naucili smo kako podijeliti kut na dva dijela. Nadalje, upoznali
smo se 1 s problemom trisekcije kuta i njegovom nerjesivoséu ﬂ U taxicab geometriji ovaj

11837. Pierre Wantzel dokazao je da se kut ne moZe konstruktivno (pomocu ravnala i $estara) podijeliti
na tri dijela.
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je problem rijeSen zahvaljujuéi jednostavnosti t-kutova, koji su definirani kao segmenti
pravca. T-kut moZemo proizvoljno podijeliti na bilo koji broj jednakih kutova.

Dijeljenje t-kutova na proizvoljan broj jednakih dijelova prvi puta je bilo spomenuto u
radu Thompsona i Draya o taxicab kutovima i trigonometriji. Kasnije je to ispitao Robert
Dawson u ¢lanku o aksiomatskoj taxicab geometriji. Ipak, 1 dalje je nejasno moze li se t-kut
dijeliti proizvoljno sa samo taxicab konstrukcijama. Postoje mnoge euklidske konstrukcije
za dijeljenje duZine na proizvoljno mnogo dijelova, stoga se one mogu koristiti za dijeljenje
t-kuta na proizvoljno mnogo dijelova. No, kako bi izgledalo dijeljenje t-kuta samo taxicab
konstrukcijama?

Konstrukcija: dijeljenje t-segmenta nagiba 1 na n > 3 jednakih dijelova

Neka je dana duZina AB t-duljine 2, s nagibom 1 u ishodi§tu A. Konstruirajmo t-kruZnicu
radijusa 2 sa srediStem u B (Slika [{.5). Zatim konstruirajmo t-kruZnicu radijusa 2 sa
srediStem u A. Ako je n > 3 u sjeciStu t-kruZnice oko A i1 pravca AB, konstruirajmo t-
kruznicu radijusa 2/. Ako je n > 4, ponoviti zadnji korak jo§ n — 4 puta. Zatim povucimo
pravac iz donjeg kuta posljednje t-kruZnice prema tocki B. Tocku u kojoj taj pravac sijece
t-kruznicu sa srediStem u B ozna¢imo sa P. Nadalje, povucimo pravac iz gornjeg kuta t-
kruZnice oko A kroz P te presjek tog pravca sa segmentom AB ozna¢imo sa C. T-duljina
dobivenog segmenta AC jednaka je 2[/n.

Slika 4.5: Konstrukcija - dijeljenje duZine na n jednakih dijelova (ovdje: n =31in =4)
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Dokaz. Neka je A(0,0) 1 B(l, ). Donji kut zadnje konstruirane t-kruZnice nalazi se u tocki
((3 = n)l, (1 — n)l). Pravac koji prolazi tom tockom i tockom B ima jednadzbu

y:

n
x—=D+1L
2( )
Ovaj pravac sijeCe pravac y = —x u tocki P koja ima x-koordinatu x = n%l Pravac iz tog
sjecista kroz tocku (0, 21), koja se nalazi u gornjem kutu t-kruZnice sa sjeciStem u A, ima

jednadzbu
y=(1-2n)x+ 2L

Ovaj pravac sijeCe pravac y = x u x = [/n. Pritom je udaljenost od A do C jednaka

l ) 21
dA,C)=|--0[+[-=-0] = —.
n n n

O

Ta konstrukcija ne smije biti ograniCena samo na pravce s nagibom 1. Ovdje smo tako
radili samo zbog pojednostavljivanja racuna te jer su kutovi t-radijana definirani duz dija-
gonalnog pravca. Opc¢om konstrukcijom moZemo podijeliti t-kutove na proizvoljno mnogo
jednakih kutova, jer je t-radijan samo t-duljina duz pravca s nagibom —1. Ovime osim Sto
smo naucili kako podijeliti t-kut 1 t-segment na proizvoljno mnogo jednakih dijelova, pro-
izveli smo jo$ jednu metodu za dijeljenje euklidske duzine (Slika [4.6).

Slika 4.6: Opca konstrukcija - dijeljenje duzine na n jednakih dijelova (ovdje: n = 3 i
n=4)
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4.3 Upisani kutovi (Obodni kut)

U euklidskoj geometriji smatramo upisanim kutovima sve kutove manje od x radi-
jana. No u taxicab geometriji kruZnice nisu zakrivljene, vec€ se sastoje od ravnih crta, stoga
neki t-kutovi ne mogu biti upisani (vidi Sliku §.7). Hode 1i t-kut biti upisan ovisi o veli¢ini

Slika 4.7: T-kut koji nije upisan

kuta, ali i o njegovom poloZaju (vidi Sliku {.8)). Stoga neki kutovi koji su samo malo veci
od 2 t-radijana nisu upisani, dok neki kutovi malo manji od 4 t-radijana jesu upisani.

KX

Slika 4.8: Upisani t-kutovi. T-kut je: a) strogo pozitivno upisan, b) potpuno upisan, c)
strogo negativno upisan
Sada ¢emo se kroz nekoliko definicija upoznati s razliitim vrstama upisanih kutova.

Definicija 4.3.1. T-kut je pozitivno upisan ako se pravac, ¢iji je nagib 1, kroz vrh tog kuta
nalazi izvan kuta.

Definicija 4.3.2. T-kut je negativno upisan ako se pravac, Ciji je nagib —1, kroz vrh tog
kuta nalazi izvan kuta.

Definicija 4.3.3. T-kut je upisan, ako je pozitivno upisan ili negativno upisan, ili oboje.
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Definicija 4.3.4. T-kut je potpuno upisan, ako je pozitivno upisan i negativno upisan.

Definicija 4.3.5. T-kut je strogo pozitivno upisan, ako je pozitivno upisan, ali nije nega-
tivno upisan. Slicno, t-kut je strogo negativno upisan, ako je negativno upisan, ali nije
pozitivno upisan.

1
AN
(-0.5, 0.5)
0 (0.75, 0.25)
-1 a N 1
AN
(-0.75, -0.2 P
AN
-1
b)

Slika 4.9: Euklidski teorem o upisanim kutovima ne vrijedi u taxicab geometriji

Primijetimo da teorem o srediSnjem 1 obodnom kutu iz euklidske geometrije ne vri-
jedi u taxicab geometriji. Na Slici vidimo dva primjera u kojima je omjer obodnog
prema srediSnjem kutu nad istim lukom razlicit. Lijevo, obodni kut @ ima mjeru 1 t-radijan,
a srediSnji 6 2 t-radijana. A desno, @ ponovo ima mjeru 1 t-radijana, dok 6 iznosi 2.5 t-
radijana.

4.4 Kutovi uz paralelne pravce

U euklidskoj geometriji koristimo teoreme koji govore o kutovima uz presjecnicu
paralelnih pravaca, sada nas zanima imaju li ti teoremi smisla u taxicab geometriji. Primije-
timo za pocetak da je t-udaljenost invarijanta pri translaciji, rotaciji za pravi kut, zrcaljenju
oko horizontalnog ili vertikalnog pravca, ili kompoziji tih preslikavanja. S obzirom da se
t-kutovi mjere koristeci t-udaljenost, t-kutovi su takoder invarijante kod tih preslikavanja.

Teorem 4.4.1. Vrsni kutovi su sukladni.
Dokaz. Gledajuci Sliku mozemo primijetiti da je jedan kut sadrzan u drugom, pri-

mjenimo li na njega kompoziciju dviju refleksija, oko horizontalnog i1 vertikalnog pravca.
Stoga, vrsni kutovi su sukladni. O
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=

Slika 4.10: T-kut koji nije upisan

Teorem 4.4.2. Neka su dana dva paralelna pravca i njihova transverzala. Unutarnji iz-
mjenicni kutovi uz transverzalu su sukladni.

Slika 4.11: Kutevi pri transverzali

Dokaz. Kao na Slici [.T1] translatirajmo kut @ duZ presje¢nice tako da on bude nasuprot
kuta 8. Taj translatirani kut ima istu mjeru kao i @. S obzirom da su nasuprotni kutovi
jednaki (prema teoremu {.4.1)), onda su « i B jednaki. i



Poglavlje 5
T-konike

Poznato je da u euklidskoj geometriji konike moZemo definirati na viSe nacina. Jed-
nako tako u taxicab geometriji matematicari su definirali konike na razlicite nacine. E.F.
Krausse proucavao je t-elipsu i t-hiperbolu koristeéi definicije dane sa dva fokusa, a t-
parabolu pomocu fokusa i direktrise. Te smo skupove prikazali u Poglavljima 2.2-2.4. S
druge strane, Laatsch definira konike koristeci pristup fokus - direktrisa, tj. analogonima
Pappus-Boskovicevih definicija. Pritom ukazujuci na to da su t-konike dobivene projici-
ranjem ravninskih presjeka Cetverostrane piramide na ravninu koja je okomita na os pira-
mide. Prisjetimo se Pappus-Boskovicevih definicija za konike u euklidskoj geometriji, u
kojima se one razlikuju ovisno o omjeru udaljenosti tocke do fokusa i udaljenosti te tocke
do direktrise, za bilo koju tocku konike.

Skupovi t-elipsa i t-hiperbola opisanih na ova dva nacina medusobno se razlikuju, tj.
lik definiran preko dva fokusa 1 lik definiran fokusom 1 direktrisom nisu jednaki. Sada ¢emo
vidjeti kojim su jednadZbama odredene konike, te ih klasifirati na temelju koeficijenata u
tim jednadZbama.

5.1 Opée jednadzbe za t-konike

Lema 5.1.1. Udaljenost tocke P(xy, o) do pravcal...ax + by + ¢ = 0 u t-ravnini dana je

JjednadZbom:

laxy + byy + ¢
dr(P ) = ———.
(B D = ax(ial, )

Dokaz. U taxicab geometriji udaljenost od tocke P do pravca [ definirana je kao

dr(P,]) = najmanja od svih udaljenosti d7(P, X) gdje je X € [

= rg(n? dr(P, X) (5.1

57
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Na temelju zakljucka u poglavlju 3.1, s obzirom da je X sjeciSte pravca [ sa pravcima x = Xy
1y = yy imamo:

min{lax0+2yo+c|,|ax0+2y0+cl}’ lfa i 0 ¢ b
dr(P,1) = { 2w, ifa=0
r(P,]) |axb+c| . (5.2)
|+|’ 1fb = 0
= (max{|al, [bI)™" - laxo + by + |
O

Teorem 5.1.2. Taxicab konika sa fokusima (xy,y,) i (x2,y,) ili sa fokusom (xy,y) i direk-
trisom ax + by + ¢ = 0 dana je jednadzbom

lx —xil+ |y =yl + a(lx = xo| + [y = y2) + B(lax + by + c|) Fay =0 (5.3)
gdje je a € {—1,0, 1}, B = e(a* — 1)(max{|al, |b|})~',y < 0i e je ekscentricitet dane konike.

Dokaz. Taxicab konika s fokusima (x;, y;) 1 (x,, y2) dana je jednadZbom

Ix = x|+ [y =il + px — x| + [y — y2l) = F¢ (5.4)

gdjejepef{-1,1}ig > 0.
Sli¢no, taxicab konika s fokusom (xj,y;) i direktrisom /...ax + by + ¢ = 0 dana je jed-
nadzbom:

lx—=xi|+y=wl+rlax+by+c|=0,r<0 (5.5)

Stoga linearna kombinacija [5.4]i [5.5]
ar(jx = x|+ 1y =yiD) + ax(lx = 2| + [y = y2l) + az(lax + by + c[) Fas, = 0 (5.6)

predstavlja sve taxicab konike.
Zaa; # 0, uzmimo a; = 1. Jednadzba [5.6]sadrzi jednadzbu [5.4akko a, € {—1,1},a3 =0
ias = 0. Stoga, ay = apyis >0,y <0. Neka je sada a, = a. Tada jednadzba [5.6|postaje:

Ix = xil + [y = yil + a(lx — xa| + [y = y2]) + (@ — Dslax + by + c| Fay =0

(4) gdje jea € {~1,0,1}, s > 0iy < 0.
Uvrstimo 1i u gornju jednadZbu @ = 0 dobivamo:

lx = xi| + |y — il _
lax + by + c|
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Koristeéi lemu dobivamo

lx = x| + |y — »il
lax + by + |

e = max{lal, bl} - = s - max({lal, [D]}.

Ocito je e ekscentricitet konika. Tj.

s = e(max{lal, |b|})™"

(@ = 1) - (max{lal, [p])™" = B

¢ime je dokaz gotov.

Napomena:

1. Primijetimo da nije potrebno gledati slu¢aj kada je desna strana jednadzbe ([5.4)) jednaka
—q za slucaj t-elipse. Tada je dovoljno u opcu jednadzbu umjesto +ay uzeti ay kada je
a=1.

2. Ocito, opca jednadZba taxicab konika moze biti:

lx = xi + [y = yil + a(lx = x2| + [y = y2D| + Blax + by + cllaly =0,y <0

pri ¢emu su « i S isti kao u iskazu teorema.

5.2 Klasifikacija t-konika

T-konike definirane jednadZzbom dijelimo u dvije klase ovisno o koeficijentu «:
o t-konike za koje je @ = 0 zovemo fokus-direktrisa t-konike
e t-konike za koje je @ = ¥1 zovemo dvofokusne t-konike.

Posebno, ako je @ = 1 t-koniku joS zovemo dvofokusna t-elipsa, a ako je @ = —1 dvo-
fokusna t-hiperbola. Sli¢no, fokus-direktrisa konike zovemo razliitim imenima ovisno o
e:

o fokus-direktrisa elipsa, akoje 0 <e < 1
o fokus-direktrisa parabola, ako je e = 1

o fokus-direktrisa hiperbola, ako je e > 1.
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Kako bismo dalje ispitali sve tipove konika, za poCetak ¢emo dati neke kratice koje ¢emo
koristiti tijekom daljnjeg teksta: Neka su F; = (x,y1) 1 F, = (x2,y,) dvije fiksirane tocke
(fokusi), pri Cemu je x; < x, i neka m predstavlja nagib pravca F F, u taxicab ravnini. Uzet
¢emo m = oo akko je pravac F'| F, paralelan s y-osi. Za pravac, duzinu ili zraku kazemo da
je horizontalna ako je paralelna x-osi, a vertikalna ako je paralelna y-osi.

Degeneriran pravac je dio ravnine koji se sastoji od duZine nagiba 1 ili —1 i dviju horizon-
talnih (ili dviju vertikalnih) zraka sa suprotnim orijentacijama (vidi Sliku [5.1)). Jednadzba

_ I

Slika 5.1: Degenerirani pravac

5.3 dopusta klasificiranje t-konika kao u sljede¢im teoremima:

Teorem 5.2.1. Tipovi dvofokusnih t-konika danih jednadzbom [5.3|su jedinstveno odredeni
koeficijentima a, 7y te poloZajem fokusa F1 = (x1,y1) i F» = (x2,y,) kao u tablicama

Teorem 5.2.2. Tipovi fokus-direktrisa t-konika danih jednadzbom [5.3|su jedinstveno odre-
deni ekscentricitetom e te poloZajem direktrise L. ..ax+by+c = 0ifokusa F = Fy = (x1,y1)

kao u tablicama

Dalje ¢emo koristiti oznaku: dr(Fy, F») = 0.

Nagib svih duzina koje pripadaju lokusu uvijek je element skupa {—1,0, 1, oo} kada lokus
ne sadrzi dio ravnine u tablici Ako je lokus dio ravnine tada su njegove granice ili
okomite ili vodoravne. T-kruzZnice, Sesterokute i osmerokute smatramo pravim t-elipsama
u familiji dvofokusnih t-elipsa.
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Tablica 5.1: Dvofokusne t-elipse (o = 1)

x—xi|+ly—=yil+|x =X +y—yl+y=0,y<0
Polozaj od Fy, Fp, m \ 0% \ Lokus

Fi=F, v =0 | Tocka (x,y;)
F,+F, v =0 | Prazan skup
F =F, v <0 | T-kruZnica sa srediStem F'; i radijusom —%
0. co —y =0 | Segment [FF;]
’ —y > ¢ | Sesterokut
—y = ¢ | Kvadrat s dijagonalom [F' F}]
+1
—y > ¢ | Osmerokut
+ F1 —y = ¢ | Pravokutnik s dijagonalom [F F;]
# 0,00 —y > ¢ | Osmerokut
Ostali slucaji —y < ¢ | Prazan skup

Fokus F se ne nalazi na direktrisi / za taxicab konike dane u tablicama [5.3]i [5.6l Fokus-
direktrisa konike dane jednadzbom [5.3]zovu se degenerirane ako je fokus na direktrisi.

Dokaz. Teoremi [5.2.1]i [5.2.2] se mogu lako dokazati koriste¢i gornje tablice. Npr. pret-
postavimo da@ = 0,e > 1i| - £| > e. Tada se jednadzba [5.3|reducira na

Ix—xi|+ly—yil—elx+ba'y+ca'|=0

Sto predstavlja sljedece Cetiri linearne jednadzbe:
ly...a(l —e)x+ (a—eb)y = a(x; +y;) + ec

ako (x < xj,ax+by+c<0,y<y)ili(x > xj,ax+by+c>0,y>y);i
l...a(e — )x+ (a+ eb)y = —a(x; — y,) — ec

ako (x < xj,ax+by+c<0,y<yp)ili(x > xj,ax+by+c>0,y<y);i
Ii...a(1 + e)x —(a —eb)y = a(x; —y;) —ec

ako (x > xj,ax+by+c<0,y<y)ii(x <xj,ax+by+c>0,y>y);i
ly...a(l +e)x+ (a+eb)y = a(x; +y,) —ec

ako (x > xj,ax+by+c <0,y >y ili (x < x;,ax+ by +c >0,y < y). Sjecista gornjih
pravaca su:
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Tablica 5.2: Dvofokusne t-hiperbole (¢ = —1) - 1.dio

x=xil+ly=yl=(x=xl+ly=y) =xy,y <0

l;jffllzb:oi 0% Lokus

0,00 v =0 | Simetrala duZine F F,

Dijelovi ravnine spojeni duzinom

{(y) i (xS x,y 2 y2)ili (x 2 X2,y < y1)}

1 duzinom koja spaja vrhove tih dijelova ili
-1,1 y=0 | {(uy):(x<x,y < y)ili (x 2 xp,y 2 1))

i duzinom koja spaja vrhove vrhove tih dijelova,

zam=1im=-1.

Degenerirani pravac koji se sastoji od duzine koja
+ ¥l v =0 | prolazi srediStem FiF,, te dvaju horizontalnih
# 0,00 ili vertikalnih polupravca koji poCinju na

krajevima te duZine, za [m| > 1 ili |m| < 1.

Dio ravnine s dva dijela.

—y=0| R—{(x,y):(x; <x<x}ili

R*\{(x,y) : min{y;, y,} < y < max{y;, y2}},
za X1 < X» ilix1 =X .

0, Dva vertikalna pravca ili dva horizontalna pravca,
okomita na duzinu F, F, tako da udaljenost

—y <0 | od srediSta duZine F.F, do tih pravaca je _77,

Za x; < Xy ili X1 = Xp.

Dio ravnine s dva dijela.

{(6y) r(x<x,y<y)ili(x 2 x,y 2 y)}ili
-y =6 | {(xy):(x<x,y 2 y)ili (x 2 xp,y < y)}

s vthovimau Fj i1 F,,zam=11iim = —1.

-1,1 Prava taxicab hiperbola, ¢ija se svaka grana
sastoji od duZine te horizontalnog i vertikalnog
—y < ¢ | polupravca tako da su grane simetri¢ne s obzirom
na simetralu duZine F,F,.

Iy Nl = ((ax; + bey, + ec)(a —ae)™', y))
Iy Nl = (x1, (aex; + ay, + ec)(a — be)™")
LNl = ((bx; + by, +c)b—a)!,(ax; + ay; + c)(a—b)™")
L NIy = ((bxy = by, — c)a+b)™", (ay, — ax; — c)(a+ b))
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Tablica 5.3: Dvofokusne t-hiperbole (¢ = —1) - 2.dio

Dio ravnine s dva dijela.

# ¥l {(6,y) s (x < x,y <ypili (x 2 xp,y > yp)} ili

# 0,00 —y =9 (o) (< xy 2 y) ili (0 2 X0,y < yo))

s vthovima Fy, F, zam > 0ilim < 0.

Dva dijela ravnine, svaki sa repom.

Dijelovi su: {(x,y) : x < x1,y >y} 1

-y <90 {(x,y) : x> xp,y <y}, a svaki rep

0, 1) ili sastoji od duZine i vertikalnog polupravca.

—y = (le_;T),l Dijelovi lokusa &simetriéni s obzirom na
srediSte duzine F| F,.

Dva dijela ravnine, svaki sa repom.

Dijelovi su: {(x,y) : x < x1,y >y} i

-y <o {(x,y) : x > xp,y < y1}, a svaki rep

(1, 00) ili sastoji od duZine i horizontalnog polupravca.

—y = —2L_ | Dijelovi lokusa su simetri¢ni s obzirom na
(x2—x1)

srediste duZine F, F,.

Dva dijela ravnine, svaki sa repom.
Dijelovi su: {(x,y) : x < x5,y < )i

-y <o {(x,y) : x > x5,y > y1}, a svaki rep

(-1,0) ili sastoji od duZine i vertikalnog polupravca.

—y = | Dijelovi lokusa su simetri¢ni s obzirom na
(x2—x1)

srediste duZine F, F,.

Dva dijela ravnine, svaki sa repom.

Dijelovi su: {(x,y) : x < x1,y < »}i

-y < {(x,y) : x > xp,y < y1}, a svaki rep

(—o0,—1) | ili sastoji od duZine i horizontalnog polupravca.

—y = | Dijelovi lokusa su simetri¢ni s obzirom na
(x1—x2)

srediSte duzine F| F,.

L N1y = (x1,(ay, — aex; — ec)(a + be)™")

Iy N1y = ((ax, — bey, — ec)(a + ae)™', y1).

Sada su moguca Cetiri podslucaja:

Ako je =7 > eiax; +by; +c¢ > 0 tada je jednostavno pokazati da dvije duZine na pravcima

[, i1, u dijelu ravnine ax; + bey, + ec)(a — ae)™' < x < x i Cetiri zrake sadrZzane u 3 i [ u
dijelu ravnine x < (ax; — bey, — ec)(a + ae)™" ili x > x; pripadaju lokusu.
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Tablica 5.4: Dvofokusne t-hiperbole (¢ = —1) - 3.dio

-y <d Par paralelnih degeneriranih pravaca, u kojima je
ili nagib duzina —1 i polupravci su vertikalni.
Y=< ()Czl—_xyln)’1
0,1 -y <d Prava taxicab hiperbola, Cije se grane sastoje
ili od duZine nagiba —1, vertikalnog i horizontalnog
—y > (le_;’f)_l polupravca.
-y <9
ili Par paralelnih degeneriranih pravaca, u kojima je
1 oo -y < (xz’f;ll),l nagib duzina —1 i polupravci su horizontalni.
’ -y <9 Prava taxicab hiperbola, Cije se grane sastoje
ili od duzine nagiba —1, vertikalnog 1 horizontalnog
~y > 55 | polupravea.
-y <90
ili Par paralelnih degeneriranih pravaca, u kojima je
_1.0 -y < (le_;%_l nagib duZina 1 i polupravci su vertikalni.
’ -y <o Prava taxicab hiperbola, Cije se grane sastoje
ili od duzine nagiba 1, vertikalnog i horizontalnog
~y > o2 | polupravea.
-y <
ili Par paralelnih degeneriranih pravaca, u kojima je
feo—] LTV S (Xll_fg)_] nagib duZina 1 i polupravci su horizontalni.
’ -y <d Prava taxicab hiperbola, Cije se grane sastoje
ili od duzine nagiba 1, vertikalnog i horizontalnog
-y > (xllj;clj)‘l polupravca.
Vm -y >0 Prazan skup.

Ako je =% > eiax; + by + ¢ < 0 tada dvije duZine na pravcima /; i [, u dijelu ravnine
x1 < x < (ax; +bey; + ec)(a—ae)™" i &etiri zrake na pravcima I3 i I; u dijelu ravnine x < x;
ili x > (ax; — bey, — ec)(a + ae)™" pripadaju lokusu.

Ako je =7 < —eiax; + by, + ¢ < 0 tada lokus sadrzi dvije duZine na pravcima 3 i [y u
dijelu ravnine x; < x < (ax; — bey, — ec)(a + ae)™" i Cetiri zrake na pravcima [, i [, u dijelu
ravnine x < x; ili x > (ax; + bey; + ec)(a — ae)™".

Konacno, ako je =3 < —eiax; + by + ¢ > 0 tada lokus sadrZi dvije duZine na pravcima /3
1 /4 u dijelu ravnine (ax; — bey, — ec)(a + ae)™! < x < x i Cetiri zrake na pravcima l; i , u
dijelu ravnine x < (ax; + bey, + ec)(a — ae)™" ili x > x;.

Stovise, u svim slucajima su sjecista /; N Iy 1 [, N I3 na direktrisi.
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Tablica 5.5: Fokus - direktrisa taxicab konike (@ = 0) - 1.dio

|x — x1| + [y — y1| + e(max{|al, b)) ax + by +c| =0)

—a

b

\ Lokus

O<e
e<1

Cetverokut s vertikalnom i horizontalnom dijagonalom
koje prolaze kroz F

Prava taxicab parabola, koja se sastoji od duzine,
vertikalnog 1 horizontalnog polupravca.
A simetrala te duZine ujedno je os simetrije.

Prava taxicab parabola, koja se sastoji od dviju
duZina i dvaju horizontalnih ili dvaju vertikalnih
polupravaca, za |[7*| > Lili |7 < 1

e>1

Taxicab hiperbola s dvije grane. Jedna od grana
sastoji se od dviju duZina i dva polupravca.

Druga grana sastoji se samo od dva polupravca koji
imaju suprotne orijentacije od prvih polupravaca.
Tamo gdje pravac prolazi kroz F i okomit je na

[ je os simetrije. Cetiri polupravca nalaze se na dva
pravca koji se sijeku u tocki koja se nalazi na osi
simetrije. Ta toCka je poCetna tocka

polupravcima iz druge grane.

Taxicab hiperbola s dvije grane. Svaka grana
sastoji se od duZine i dva polupravca. Tamo gdje
pravac prolazi kroz F i okomit je na / je os
simetrije. Sva Cetiri polupravca nalaze se na

dva pravca Cije je sjeciSte na osi simetrije.

L#|F<e
a+0

Taxicab hiperbola s dvije grane. Svaka grana
sastoji se od duZine i dva polupravca. Svi
polupravci se nalaze na dva pravca Cije se sjeciSte
nalazi na direktrisi.

Sli¢no se dokazuju i preostali slucaji.
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Tablica 5.6: Fokus - direktrisa taxicab konike (@ = 0) - 2.dio

Taxicab hiperbola s dvije grane. Jedna od grana
sastoji se od duZine i dva polupravca od kojih je
jedan vertikalan. Druga grana sastoji se samo od
dva polupravca od kojih je jedan vertikalan. Dva
polupravca koja nisu vertikalna, nalaze se na pravcu.
Taxicab hiperbola s dvije grane. Jedna od grana
sastoji se od dviju duZina i dva polupravca.

Druga grana sastoji se samo od dva polupravca koji
imaju suprotnu orijentaciju od prvih polupravaca.
Sva Cetiri polupravca nalaze se na dva pravca.

Svaki od ta dva pravca, direktrisa i pravac koji sadrzi

e>1

4] > e

b#0

jednu od duzina se podudaraju.

Tablica 5.7: Degenerirane fokus - direktrisa taxicab konike (@ = 0)

|x = x1] + [y = y1l + e(max{lal, [bl}~"|ax + by + ¢| = 0)
e \ 5 \ Lokus
O<ex<l1 Y(a, b) Tocka F = (x1,y1)
Dijelovi ravnine:
{(ey) : (x < x,y 2 y) il (x = xp,y < yi)}
T e{-1,1} ili
o= 1 {C,y) (e <x,y <y)ili (x 2 x4,y > y1)}
Jedan od pravaca x = x; ili y = y;, ovisno
¢ {-1,1} je lila| < |b|ili |a] > |b].
2= Pravac y = (159)x + %
koji prolazi to¢kom F'.
e>1 Z>1ib#0 Tocka F = (x1,y1)
b =0ili
(=75 < 1i7* #—e) | Dva pravca koja prolaze tockom F.

5.3 Primjena: Grafovi taxicab konika

Grafovi taxicab konika lako se crtaju ako su dani jednadzbom [5.3] Na Slikama [5.2]i [5.3]
su dani grafovi nekih taxicab konika.
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a=1,v<0
m = 00

-y # dT(Fl: FZ)

a=-1,v<0

l<m#oo

—Y=Z1— 22+ Y- U

Slika 5.2:

a=1v<0
m & {0, co}
— # di(F1, F»)

a=-1,v<0
0<m# o0

=y > |zg — 21+ Y1 — Yo
—y < df(Fy, Fy)

a=1,v<0
m & {0,000}
—y # dr{(F1, I)

a=-1,v<0
1<m# o0
=y <[22 — 21+ Y1 — o
—y < di(Fy, F»)

Grafovi nekih t-konika - 1.dio
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a=0,0<e<1

a:0,|%a|>e>1

N F F
N . ) -
\ P
\ e l
AN -
\ -
\ -
N //
N e
—a —a
a—O,e 1,‘T|:1 O[:()7€:1,|T|<1

a:0,|_7a|:e>1 a:(),e>|_7a|>1

Slika 5.3: Grafovi nekih t-konika - 2.dio

68



Poglavlje 6

Taxicab geometrija u srednjoj skoli

Nastava matematike ucenicima omogucuje primjenu matematike i matemati¢ko spo-
razumijevanje u razliCitim Zivotnim situacijama, gdje ¢e aktivnim pristupom svladavati
nove matematicke koncepte i rjeSavati razliCite probleme. I nastavnicima je korisno prosi-
rivati vlastito matemati¢ko znanje kako bi mogli iz dana u dan ukljucivati nove sadrzaje ili
pokazati stare sadrZaje na nov nacin. Iz obrazovnih dokumenata je vidljivo da je korisno
ucenike poticati na kreativno i apstraktno razmiSljanje. S obzirom da je taxicab geometrija
sli¢na euklidskoj geometriji, s kojom su ucenici veoma dobro upoznati, lako je moZemo
uvesti na nastavu. U prvom razredu srednje $kole u nastavi matematike pojavljuje se cje-
lina ,,Koordinatni sustav u ravnini” te bi po zavrSetku te cjeline mogli uvesti jedan do dva
sata kako bi se ucenici, vodeni nastavnikom i heuristickom metodom upoznali s taxicab
geometrijom.

6.1 Plan aktivnosti

Ucenici Ce istraziti taxicab geometriju, otkriti formulu za udaljenost te pokazati sli¢nost
izmedu taxicab i euklidske geometrije.

Ciljevi
UCcenici Ce:

e prepoznati i razumjeti razli¢ite geometrije i njima pridruZene matematicke sustave,
te apstraktno razmisljati i rjeSavati jednostavne probleme u novim apstraktnim situ-
acijama
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Ishodi uc¢enja — Matematicki koncepti
Ucenici Ce:
¢ razlikovati nacine odredivanja udaljenosti u euklidskoj i taxicab geometriji

e racunati i usporediti udaljenosti izmedu tocaka u euklidskoj i1 taxicab geometriji

e izvesti jednadzbu kruZnice u taxicab geometriji sa zadanim srediStem i polumjerom
te je nacrtati

Ishodi u¢enja — Matematicki procesi
Ucenici Ce:

e uspostaviti i razumjeti veze i odnose medu matematickim idejama, objektima 1 poj-
movima u euklidskoj i taxicab geometriji

e primjenjivati analogiju, generalizaciju i specijalizaciju za uvodenje pojmova i obraz-
laganje rezultata u taxicab geometriji

e istrazivati 1 analizirati matematicke ideje 1 eksperimentirati s njima pomocu pro-
grama dinami¢ne geometrije

e izraziti ideje i rezultate jasnim i1 preciznim matematickim jezikom, razmijeniti ih s
drugim ucenicima te suceliti misljenja i stavove

Potreban materijal: Nastavni listi¢, kalkulator.

Aktivnost 1: Taxicab geometrija - t-udaljenosti

Tijek aktivnosti: Ucenici su u grupama po troje do Cetvero. Potrebno im je objasniti
da ¢e proucavati drukciji geometrijski sustav koji se zove Taxicab geometrija. Motivirati
ih uvodenjem u tu geometriju i definiciju taxicab udaljenosti. Nakon toga potrebno je
provjeriti razumijevanje te definicije kroz prvo pitanje. A potom uz nastavnikovo vodenje
ucenici bi trebali rijesiti 1 ostatak aktivnosti u svojim grupama. Nakon Sto su gotovi, svaka
grupa bi trebala iznijeti svoje rezultate, a potom treba rezultate objediniti.
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Aktivnost:

Pretpostavimo da imamo definiranu geometriju za ¢ije predoCavanje koristimo koordinatni
sustav u ravnini. Zamislimo grad ¢ije su ulice mreZa koordinatnog sustava i to su jedini
putevi koji se mogu prelaziti, kao na slici. Da bismo dosli iz tocke A u tocku B, npr. taksi
nas moZze odvesti jednim od dva puta ucrtanim na slikama.

U taxicab geometriji definiramo udaljenost izmedu dviju to€aka kao najmanji broj hori-
zontalnih ili vertikalnih jedinica izmedu tih tocaka.

1. Kolika je taxicab udaljenost izmedu dviju to¢aka na gornjoj slici?

S obzirom da slike prikazuju dva razlicita puta izmedu istih zadanih to¢aka, ucenici
bi trebali zakljuciti da oba puta izmedu tih tocaka daju taxicab udaljenost 6.

2. Imajuéi na umu da taksi ne moze voziti dijagonalno (kroz zgrade), postoji li joS
neki put ¢ija je duljina jednaka prethodnoj izmedu tocaka A i B?
Postoji nekoliko takvih puteva. Grupe mogu ucrtati te putove kako bi lakSe izbrojili

koliko ih ima. Ocekujemo da ¢e se ucenici osloniti na logicko razmisljanje te nece
birati bilo koje puteve.

3. Postoje li neki dulji ili kraéi putevi?

Ocekujemo da ¢e ucenici primjetiti da kra¢i putevi ne postoje, no da ima duljih pu-
teva.

4. U taxicab geometriji, udaljenost izmedu dviju to¢aka A(x, y,) i B(x,, y;) moZemo
izracunati a da ne brojimo jedinice u koordinatnom sustavu. Objasnite kako
biste to izracunali. Provjerite svoju metodu na 1. zadatku.

Ucenici bi trebali objasniti svoju metodu opisno rijecima, ali i simbolicki. Jednos-
tavan odgovor moze biti: Pronaci apsolutnu razliku x-koordinata te y-koordinata, a
zatim ih zbrojiti.
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|JAB| = |x2 — x1| + [y2 — yil
A1+ 14— 1|
=3[+ 3]
=6

(6.1)

5. Objasnite kako biste izracunali udaljenost izmedu tocaka A(x,y;) i B(x,,y,) u
euklidskoj geometriji. Koriste¢i tu metodu izracunajte euklidsku udaljenost
izmedu tocaka A i B u 1. zadatku.

Ucenici bi trebali objasniti svoju metodu opisno rije¢ima, ali i simbolicki. Moze se
koristiti formula za udaljenost dviju toCaka ili Pitagorin teorem (moZemo napraviti i
poveznicu izmedu ta dva nacina). Odgovor je:

JAB| = V(x = x1)% + (30 — y1
= V4-12+@-1)7
= V32+32
= VI8 ~ 4.24

(6.2)

6. Sto mozZete zakljuéiti o taxicab i euklidskoj udaljenosti na temelju prethodna
dva zadatka?

U ovom slucaju euklidska udaljenost je manja od taxicab udaljenosti.

7. Vrijedi li uvijek opazanje iz prethodnog zadatka? Zasto?

Da, osim kad su tocke smjeStene horizontalno ili vertikalno jedna do druge. Tada su
euklidska i taxicab udaljenost jednake.

8. UpiSite koordinate tocaka sa donje slike u tablicu te izracunajte euklidsku i
taxicab udaljenost.

Euklidska udaljenost | Taxicab udaljenost
A(3,2)D(-2,2) 5 5
A(3,2)E(1,3) V5 ~ 224 3
B(2,-1)D(-2,2) 5 7
B(2,-1)E(1,3) V17 ~ 4.12 5
C(-2,-2)D(-2,2) 4 4
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0.

10.

11.

Sto zaklju¢ujete o odnosu dviju to¢aka kad je euklidska udaljenost manja od
taxicab udaljenosti?

Odgovori mogu biti razliciti, no o¢ekujemo odgovor poput: Ako je euklidska udalje-
nost manja od taxicab udaljenosti tada su x-koordinate tocaka razlicite te y-koordinate
tih tocaka razlicite.

Sto zakljucujete o odnosu dviju tocaka kad je euklidska udaljenost jednaka
taxicab udaljenosti?

Odgovori se mogu razlikovati. Ocekujemo odgovor: Ako je euklidska udaljenost
jednaka taxicab udaljenosti tada su x-koordinate to¢aka jednake ili y-koordinate to-
Caka jednake.

Dokazite da zakljucci iz prethodna dva pitanja uvijek vrijede.

Taxicab udaljenost veca je ili jednaka euklidskoj udaljenosti. Dokaz se moZe te-
meljiti na nejednakosti trokuta ili ¢injenici da je najkraca udaljenost izmedu dviju
toCaka ravna linija ili jednostavno dokazujuci da je formula za euklidsku udaljenost
manja ili jednaka formuli za taxicab udaljenost.

Ucenici ¢e razmiSljati na sljedeci nacin:

\/(xz —x1)?+ (=) <2 = xil + [y2 = il

Va? + b? < |a| + |b|
2
(\/az ¥ b2) < (la| + |b))?
a* + b* = a* + 2|ab| + b*

0 < 2|abl|.
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Potrebno je objasniti u€enicima razliku izmedu analize i sinteze kod dokazivanja.
Treba im objasniti kako je dio koji su oni napravili zapravo analiza te to $to su dobili
je istinita tvrdnja od koje treba krenuti dokaz kako bi dobili traZeno:

0 < 2|ab|

a’ + b* = a® + 2|ab| + b*

(V@ +2) < (al + )
Va2 + b2 < [a] + |b|

odnosno, koordinatno zapisano:

\/(Xz —x1)?+ (2 = 1) < Ix2 = xil + [y2 = il
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Aktivnost 2: Kruznice u taxicab geometriji

Tijek aktivnosti: Krenemo usmeno s pitanjima: Sto je kruZnica, polumjer kruZnice, pro-
mjer kruZnice (u euklidskoj geometriji)? Ukratko se prisjetimo taxicab geometrije s pret-
hodne aktivnosti te ustanovimo definicije prethodno navedenih pojmova u toj geometriji.
Nakon toga podijelimo nastavne listice grupama koje se sastoje po troje ili Cetvero u€enika.

Aktivnost:

U euklidskoj geometriji kruZznica je definirana kao skup svih toaka u ravnini jednako
udaljenih od zadane toCke (srediSta). Radijus (polumjer) kruZnice je duZina koja spaja
srediSte s bilo kojom to¢kom kruZnice. Dijametar (promjer) je duZina koja prolazi sredi-
Stem kruZnice i spaja neke dvije tocke kruznice. JednadZzba kruznice, u euklidskoj geome-
triji, radijusa r sa srediStem u tocki (p, q) je

x=pP+G-q’=r.

Tu formulu dobivamo iz formule za udaljenost.

U taxicab geometriji vrijede iste definicije za pojmove kruZnice, srediSta, radijusa i pro-
mjera. Jedina razlika je formula za udaljenost. Stoga taxicab kruZnice izgledaju drugacije
no u euklidskoj geometriji.

1. T-kruZznica sa srediStem u (0,0) i polumjera 2 skup je svih tocaka ¢ija t-uda-
ljenost do sredista iznosi 2. Izvedite jednadzbu za tu t-KruZznicu, a zatim je
nacrtajte.

5 5 a4 5




POGLAVLIJE 6. TAXICAB GEOMETRIJA U SREDNJOJ SKOLI 76

Kakav je oblik t-kruznice? Sto mislite, imaju li sve t-kruZnice takav oblik?
Trazimo sve toCke (x,y) ¢ija udaljenost do tocke (0,0) iznosi 2. UvrStavajuéi te
podatke u formulu za t-udaljenost dobivamo:
[x=0]+1[y—0=2.

Time smo dobili da je jednadzba t-kruZnice: |x| + |y| = 2, a takvu jednadZzbu ucenici
znaju rijesiti.
Postoje Cetiri slucaja:

a) x>0,y>0=>x+y=2

b) x>0,y<0=>x-y=2

c) x<0,y>0=>—-x+y=2

d) x<0,y<0=-x-y=2.
Tocke presjeka ovih pravaca su: (2,0), (0,2), (-2, 0), (0, -2).
T-kruZnica ima oblik kvadrata. Sve t-kruznice su oblika kvadrata.

2. U istoj mrezi nacrtajte t-kruZnicu sa srediStem u (3, 0) radijusa 3.

Ucenici rjeSavaju ovaj zadatak analogno prethodnom. UvrStavajuéi zadane podatke
u jednadZbu za t-udaljenost moraju rijesiti:

lx=3|+|y—0]=3.

3. Kako biste napisali opcu jednadzbu t-kruznice sa sredistem u tocki (p, ¢) i po-
lumjera r?

Analogno kao i prije, u€enici dobivaju op¢u jednadzbu:
lx—pl+lx—gl=r
4. Pronadite koordinate sjeciSta t-kruZnica iz prva dva zadatka.
Dva su sjecista i njihove koordinate su (1, 1)1 (1, —1).

5. U koliko toc¢aka se sijeku kruznice u euklidskoj geometriji? Predocite crtezom.

KruZnice se sijeku u 0, 1, 2 ili beskona¢no mnogo tocaka.
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@@ QG
=

6. Nacrtajte bilo koje dvije t-kruznice tako da imaju to¢no jednu zajednicku tocku.
Npr.
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7.

10.

Nacrtajte dvije razliCite t-kruznice tako da imaju beskona¢no mnogo zajedni-
¢kih tocaka.

Npr.

Kako racunamo opseg kruznice u euklidskoj geometriji? Kako definiramo kon-
stantu 7?

U euklidskoj geometriji koristimo formulu o, = 2rz. Stoga definiramo

Qe _ OP%E 314

2r  promjer

. Kako biste izracunali opseg kruznice u taxicab geometriji?

Ucenici bi mogli primjetiti da kruZnica ima oblik kvadrata te racunati opseg po for-
muli za opseg kvadrata, pri ¢emu je duljina stranice jednaka promjeru kruznice, tj.
o, = 4 - 2r. 1li mogu racunati t-udaljenosti izmedu svih sjeciSta jednadzbi pravaca,
koje dobiju iz jednadZbe s apsolutnim vrijednostima, pa ih zbrojiti.

Koliko iznosi 7 u taxicab geometriji?

Ucenici mogu nacrtati proizvoljnu kruznicu, izracunati njen opseg i podijeliti ga pro-

mjerom te kruZnice. Npr. za kruZnicu sa sredistem u (0, 0) polumjera 2:
0,=4-4=16 i 2r=4

o, 16
_—_——a — 4
=5y T
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6.2 Nastavni listici

Aktivnost 1: Taxicab geometrija - t-udaljenosti

Pretpostavimo da imamo definiranu geometriju za ¢ije predocavanje koristimo koordinatni
sustav u ravnini. Zamislimo grad ¢ije su ulice mreZa koordinatnog sustava i to su jedini
putevi koji se mogu prelaziti, kao na slici. Da bismo dosli iz to¢ke A u tocku B, npr. taksi
nas moze odvesti jednim od dva puta ucrtanim na slikama.

5 5
4 B 4 B
3 3 41
2 2
o 1 y—
0 0

ot 28 4 5 4 Jo 1 2 3 4 5
-1 1

U taxicab geometriji definiramo udaljenost izmedu dviju tocaka kao najmanji broj hori-
zontalnih ili vertikalnih jedinica izmedu tih tocaka.

1. Kolika je taxicab udaljenost izmedu dviju to¢aka na gornjoj slici?

2. Imajuéi na umu da taksi ne moze voziti dijagonalno (kroz zgrade), postoji li joS neki
put ¢ija je duljina jednaka prethodnoj izmedu tocaka A 1 B?

3. Postoje li neki dulji ili kraci putevi?

4. U taxicab geometriji, udaljenost izmedu dviju toCaka A(xy,y;) i B(x,,y,) moZzemo
izraCunati a da ne brojimo jedinice u koordinatnom sustavu. Objasnite kako biste to
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izraCunali. Provjerite svoju metodu na 1. zadatku.

5. Objasnite kako biste izraCunali udaljenost izmedu to¢aka A(x;,y;) 1 B(xy,y;) u euk-
lidskoj geometriji. Koristeci tu metodu izracunajte euklidsku udaljenost izmedu
tocaka A 1 Bu 1. zadatku.

6. Sto moZete zakljuciti o taxicab i euklidskoj udaljenosti na temelju prethodna dva
zadatka?

7. Vrijedi li uvijek opazanje iz prethodnog zadatka? Zasto?

8. UpiSite koordinate tocaka sa donje slike u tablicu te izraCunajte euklidsku i taxicab
udaljenost.
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Euklidska udaljenost | Taxicab udaljenost
AC, )D(C, )
AC, JEC, )
B( ., )D(, )
B( ., JEC, )
CC, )D(, )

9. Sto zakljuCujete o odnosu dviju to¢aka kad je euklidska udaljenost manja od taxicab
udaljenosti?

10. Sto zakljulujete o odnosu dviju to¢aka kad je euklidska udaljenost jednaka taxicab
udaljenosti?

11. Dokazite da zakljucci iz prethodna dva pitanja uvijek vrijede.
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Aktivnost 2: Kruznice u taxicab geometriji

Aktivnost:

U euklidskoj geometriji kruznica je definirana kao skup svih toaka u ravnini jednako
udaljenih od zadane toCke (sredisSta). Radijus (polumjer) kruZnice je duZina koja spaja
srediSte s bilo kojom to¢kom kruznice. Dijametar (promjer) je duZina koja prolazi sredi-
Stem kruznice 1 spaja neke dvije toCke kruznice. Jednadzba kruznice, u euklidskoj geome-
triji, radijusa r sa srediStem u tocki (p, q) je

(x-pl+G-gq’=r.

Tu formulu dobivamo iz formule za udaljenost.

U taxicab geometriji vrijede iste definicije za pojmove kruZnice, srediSta, radijusa i pro-
mjera. Jedina razlika je formula za udaljenost. Stoga taxicab kruznice izgledaju drugacije
no u euklidskoj geometriji.

1. T-kruznica sa sredistem u (0,0) i polumjera 2 skup je svih tocaka cija t-uda-
ljenost do srediSta iznosi 2. Izvedite jednadzbu za tu t-kruzZnicu, a zatim je
nacrtajte.

6 -5 -4 -3 2 -1 0o 1 2 3 4 5 6 7 8
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Kakav je oblik t-kruznice? Sto mislite, imaju li sve t-kruZnice takav oblik?

2. U istoj mrezi nacrtajte t-kruZnicu sa srediStem u (3, 0) radijusa 3.

3. Kako biste napisali opcu jednadzbu t-kruznice sa sredistem u tocki (p, ¢) i po-
lumjera r?

4. Pronadite koordinate sjecista t-kruznica iz prva dva zadatka.

5. U koliko toc¢aka se sijeku kruznice u euklidskoj geometriji? Predocite crtezom.
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6. Nacrtajte bilo koje dvije t-kruznice tako da imaju to¢no jednu zajednicku tocku.

7. Nacrtajte dvije razlicite t-kruZznice tako da imaju beskona¢no mnogo zajedni-
ckih tocaka.

8. Kako ra¢unamo opseg kruznice u euklidskoj geometriji? Kako definiramo kon-
stantu 7?
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9. Kako biste izracunali opseg kruznice u taxicab geometriji?

10. Koliko iznosi 7 u taxicab geometriji?

85
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavamo taxicab geometriju kao jednu od neeuklidskih
geometrija. Ta geometrija ima veoma kratku povijest koju smo izlozili u prvom poglavlju
zajedno sa nekoliko rijeSenih zadataka koji ukazuju na njezinu jednostavnost, ali i moguce
primjene.

U sljede¢im poglavljima podsjecamo Citatelja na definiciju metrike te uvodimo os-
novne objekte kao $to su krug, elipsa, hiperbola i parabola. U radu su prikazani njihovi
oblici u taxicab ravnini i izvedene njihove jednadZbe. No definicija parabole namece pi-
tanje kako myjeriti udaljenost od tocke do pravca. Odgovor na to pitanje dan je u obliku
teorema koji govori o dva razlicita slu€aja za najkracu udaljenost te smo isti i dokazali.
Nakon toga smo proucili t-analogon simetrale duZine koji se u taxicab geometriji javlja
¢ak u Cetiri razlicita oblika.

Dalje nastavljamo sa proucavanjem t-kutova i njihove mjere koja ovisi o poloZaju kuta.
Takoder pokazujemo i diobu kuta koriste¢i samo taxicab konstrukcije.

Prije samog kraja malo detaljnije se osvréemo na t-konike iznose¢i njihove opée jednadzbe
te detaljnu klasifikaciju.

S obzirom da je ovaj rad nastao u svrhu zavrSetka nastavnickog smjera diplomskog
studija matematike, zadnje poglavlje posveéeno je pribliZzavanju osnovnih sadrZaja taxicab
geometrije ucenicima srednjih skola.



Summary

In this graduate thesis we study Taxicab geometry as one of non-Euclidean geometry.
In the first chapter we expose short history of this geometry along with few solved problems
which indicate it’s simplicity and possible applications.

In next chapters we remind a reader on definition of metric of this geometry and
we introduce the basic objects like circle, ellipse, hyperbola and parabola. We analyse
their shapes in taxicab geometry and we obtain their equations. But definition of parabola
impose the question how to measure the distance from a point to a line. The answer to this
question is given in proved theorem that tells us about two different cases for the shortest
path. Then we study bisector t-analogue which in taxicab geometry has even four forms.
Afterwards we continue with studying t-angles and their measures which depend on posi-
tion of angle. We also analyse sectioning of an angle using only taxicab constructs.
Before the end we look back to get some more information about t-conics giving their
general equations as well as detailed classification.

Considering that this thesis was created for the purpose of finishing graduate program
in mathematics education, last chapter is dedicated to implementing the basics of taxicab
geometry for the students in high school.
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